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Prefazione

Questo volume ha origine dalle lezioni svolte per gli studenti di Informatica
dell’Università di Udine dal 1996 ad oggi. Negli anni precedenti avevo svolto gli
argomenti della Ricerca Operativa con un’attenzione rivolta soprattutto agli
aspetti matematici ed algoritmici. Possedere un forte bagaglio matematico ed
informatico è un’ovvia condizione necessaria per sviluppare nuove metodologie
e in questo senso l’insegnamento era pensato come se dovesse formare dei
futuri ricercatori. Tuttavia, al di là del riconosciuto valore formativo, il corso,
che non poteva per motivi di tempo giungere fino alle applicazioni, lasciava
insoddisfatti gli studenti, che non riuscivano a vedere l’utilizzo finale delle
tecniche apprese.

Per questa ragione nel 1996, anche a seguito del riordinamento del corso di
laurea in Informatica, ho provato a rovesciare l’approccio: partire dai problemi
reali, ricavarne dei modelli matematici e risolvere questi modelli. Per operare
in questo modo all’interno della durata limitata di un corso universitario, era
necessario sacrificare la parte relativa allo sviluppo degli algoritmi risolutori,
la cui pronta disponibilità veniva cos̀ı data per scontata. Gli algoritmi erano
quindi visti quasi esclusivamente come uno strumento da utilizzare piuttosto
che come qualcosa da sviluppare o modificare.

Del resto l’esistenza, più che cinquantennale, del modello della programma-
zione lineare e della sua filiazione, la programmazione lineare intera, ha fatto
sorgere molti pacchetti risolutori, facilmente reperibili e soprattutto molto più
affidabili di un algoritmo fatto in casa. A questo punto l’attenzione di chi deve
affrontare un problema reale ricade più sulla sua traduzione in un modello che
non sulla risoluzione del modello.

Questa diversa impostazione del corso ha avuto più successo dell’altra,
tanto che diverse volte gli studenti mi hanno proposto svariati modelli di
programmazione lineare per risolvere tutta una serie di problemi, anche del
tutto nuovi per me.

L’obiettivo di fondo di questo volume, basato su questa esperienza di inse-
gnamento, è di far conoscere, sia agli studenti, ma anche al più vasto pubblico
di chi opera nei settori produttivi, dei servizi o dell’amministrazione, l’esisten-
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za di uno strumento risolutore di grandissima efficacia, cioè la programmazione
lineare, e di far vedere come questo strumento possa essere utilizzato in un
numero elevato di contesti, anche diversi fra loro.

In un mondo in cui l’organizzazione efficiente di un qualsiasi settore è
diventata un obbligo ineludibile, è ovviamente importante avere delle meto-
dologie che aiutino a prendere delle decisioni valide in ambienti di grande
complessità. La Ricerca Operativa è sorta con questo scopo e in molti casi
riesce a dare delle risposte soddisfacenti. Purtroppo non è molto diffusa la
consapevolezza di questa opportunità e perciò spero, grazie ad un approccio
alla materia di tipo modellistico e all’utilizzo di alcuni esempi reali, di riuscire
ad aumentare tale consapevolezza.

Naturalmente non ho smesso di credere che una conoscenza adeguata della
teoria sia quanto mai utile per modellare, con cognizione di causa e sperabil-
mente con successo, un problema reale. È per questo motivo che le parti
teoriche non sono state del tutto bandite. Alcune sono rimaste, come appen-
dici, a far capire che c’è una teoria sottostante che regge il tutto. In ogni caso
il lettore può rimandarne la lettura al momento in cui sentisse il desiderio di
farlo.

Privilegiando l’aspetto modellistico ho cercato di introdurre subito il let-
tore in ‘medias res’, illustrando abbastanza in dettaglio alcuni problemi reali
e facendo vedere le varie fasi della costruzione di un modello. Questi mo-
delli iniziali motivano l’introduzione delle tecniche più in uso della Ricerca
Operativa, che trovano il loro posto in capitoli di tipo generale dedicati al-
la programmazione lineare, a quella intera e ai grafi. Ho voluto inserire fin
dall’inizio un capitolo sugli ottimi di Pareto. Normalmente questo aspetto
viene relegato in secondo piano, se non addirittura omesso. Credo invece sia
importante formare subito una mentalità per cui un problema da modellare
si presenta inevitabilmente con molti obiettivi, la cui eventuale aggregazione
richiede scelte consapevoli.

Le più importanti tematiche della Ricerca Operativa sono state raggrup-
pate in alcune classi di modelli, in cui uno stesso tipo di problema si presenta
con varianti anche significative. Mi è sembrato che a grandi linee le classi
principali fossero quelle riguardanti i modelli di percorsi, di allocazione e di
schedulazione. Esistono naturalmente molte altre classi ma, per motivi di spa-
zio, solo alcune di queste sono state incluse. Per quel che riguarda i modelli
di pianificazione, questi sono stati inclusi parzialmente e solo nel loro aspetto
stocastico. Infatti la programmazione lineare interviene perfino in questi ca-
si come modello risolutore. Inoltre, essendo molti ed importanti i modelli di
Ricerca Operativa dedicati ai problemi stocastici, mi sembrava giusto darne
una panoramica, anche se parziale.

Alcune parti del libro privilegiano dei problemi particolari, scelti pensando
di poter suscitare nel lettore un interesse maggiore. Infatti parlando a lezio-
ne di modelli per i tornei sportivi ho notato un innalzamento del livello di
attenzione e questo mi ha incoraggiato a trattare tali argomenti. Anche le
problematiche connesse con i meccanismi elettorali possono essere di grande
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interesse. Infine ho dedicato uno spazio relativamente abbondante ad un pro-
blema di cammino minimo, inserito però in un contesto poco tradizionale di
valutazione d’impatto ambientale.

Ho aggiunto inoltre un capitolo sulle tecniche a generazione di colonne
o righe. Normalmente la generazione di colonne viene vista come una tec-
nica molto sofisticata da lasciare agli esperti. Credo che il motivo di questo
atteggiamento sia dovuto al fatto che viene presentata come una variante
complessa del metodo del simplesso. In realtà mi sono accorto che si può inse-
gnare la generazione di colonne senza sapere cosa sia il metodo del simplesso,
facendo semplicemente riferimento alle proprietà della dualità. Per questo mo-
tivo ritengo che la generazione di colonne sia uno strumento che anche i non
ricercatori possano utilmente usare.

Il testo è corredato da diversi esempi e qualche esercizio, inserito nel testo
o esplicitato come tale. A mio giudizio l’esercizio più utile in Ricerca Ope-
rativa consiste nello scrivere e risolvere un modello e questo non è quel tipo
d’esercizio che si può inserire in un testo o assegnare come compito d’esame.
Durante il corso faccio vedere agli studenti dei modelli semplici e poi chiedo
loro di esercitarsi ‘giocandoci’ sopra, variandoli nei dati, nella struttura e poi
traendone spunto per qualcosa di nuovo. Per questo motivo avevo pensato
in un primo momento di inserire nel testo anche tutti i codici dei modelli di
programmazione lineare usati per illustrare e risolvere i vari problemi. Ma
poi, valutando il grande numero di pagine che ciò avrebbe comportato, certa-
mente di poco interessante lettura, ho pensato che era preferibile trasferire su
internet tutto quello che potesse essere visto come materiale di riferimento. Il
vantaggio di internet è che tale parte può essere continuamente aggiornata.

Un problema particolare che ho dovuto affrontare è stato quello di come
comportarmi di fronte a molti termini citati comunemente nel parlato con la
dizione inglese, pur avendo in realtà una traduzione italiana. La mia idea è
stata quella di usare il più possibile il termine italiano anche in presenza di
vocaboli senza precisa traduzione. Ad esempio ‘routing’ ha come parola italia-
na dello stesso etimo il termine ‘rotta’, che ho quindi usato, affiancando però
anche il termine ‘percorso’ che mi sembra più affine nel significato, dato che
in Italiano le rotte sono soprattutto aeree o marittime. Un termine che curio-
samente non ha un corrispondente italiano (e certamente il fatto meriterebbe
un’analisi socio-linguistica) è ‘scheduling’, che ho ricalcato molto semplice-
mente con ‘schedulazione’. Una ‘clique’ di un grafo si dice in Italiano ‘cricca’.
Forse suona buffo, ma ho preferito usare il termine italiano. In alcuni casi
non ho potuto fare a meno di usare i termini inglesi in quanto sono diventati
ormai talmente identificativi di un problema o di una tecnica da non poter
non essere adottati dalla lingua italiana. Mi riferisco ad esempio ai problemi
‘flow-shop’, ‘job-shop’, ‘open-shop’, ‘branch-and-bound’. In molti casi me la
sono cavata (o cos̀ı almeno mi sembra) adottando l’acronimo inglese. Ma c’è
anche una questione di pura lingua italiana a cui tengo in particolare e che si
può trovare nella nota a pie’ di pagina 68.
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Come sempre, portare a compimento un libro, è una grande fatica che
coinvolge anche i familiari. L’idea di scrivere un testo di Ricerca Operativa
dopo quello di Ottimizzazione mi era venuta quasi subito, ma non diedi se-
guito a quell’idea a causa dell’impegno che ne sarebbe derivato, anche se nel
frattempo avevo cominciato a preparare delle dispense, nell’ottica di farle di-
ventare un giorno un libro vero e proprio. In seguito, l’affettuosa insistenza di
mia moglie per farmi portare a termine ciò che avevo in mente, mi ha convinto
a compiere il passo. Cos̀ı gli ultimi mesi (quasi un anno) sono stati dedicati
in gran parte alla stesura del testo, che, devo riconoscere, è stata più faticosa
del previsto, anche perché, non chiaramente visibile al lettore, c’è un grande
lavoro di scrittura e verifica di programmi. Ho sempre voluto far seguire alle
affermazioni anche le prove computazionali, riproducibili dal lettore grazie ai
codici disponibili in rete.

È quasi impossibile evitare del tutto refusi tipografici ed errori veri e propri
in un testo di questa lunghezza, nonostante tutta l’attenzione posta nella
correzione. Me ne scuso in anticipo con i lettori confidando nella loro pazienza.

Il testo è stato integralmente composto da me utilizzando le mio macros
personali di plain TEX all’interno dell’ambiente LATEX fornito dalla casa editri-
ce e usando TeXShop 2.18 come applicativo. Anche le figure sono state tutte
composte personalmente utilizzando vari applicativi, quali Canvas8, Microspot
MacDraft 5.5 (versione Mac OS X) e MathematicaOR 5.1. Tutte le elaborazioni
sono state eseguite con programmi scritti personalmente utilizzando LINGO
11.0 (versione industrial) all’interno del sistema operativo Windows XP Pro-
fessional (a sua volta gestito dall’emulatore VMware Fusion 1.1.3), Microsoft
Excel for Mac 2001, e MathematicaOR 5.1. Il tutto è stato svolto in ambiente
Mac OS X 5.5.

Pieris (GO), dicembre 2008 Paolo Serafini



Indice

1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 Esempi di modelli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.1 Problema della dieta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 Dieta: primo modello . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3 Problema della pianificazione di attività . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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9.2 Pianificazione di attività: risoluzione del primo modello . . . . . . 142
9.3 Programmazione dinamica e programmazione lineare . . . . . . . . 147
9.4 Problema dei K cammini migliori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
9.5 Cammino minimo e di minimo impatto ambientale . . . . . . . . . . 151
9.6 Altri esempi di programmazione dinamica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160



Indice XIII

9.7 Appendice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

10 Modelli di percorsi
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1

Introduzione

La Ricerca Operativa (RO), secondo la definizione data dall’INFORMS (IN-
stitute For Operations Research and the Management Sciences) “ha lo scopo
di fornire basi razionali al processo decisionale cercando di comprendere e
strutturare situazioni complesse e di utilizzare questa comprensione per pre-
vedere il comportamento dei sistemi e migliorarne le prestazioni. Gran parte
di questo lavoro utilizza tecniche analitiche e numeriche per sviluppare e ma-
nipolare modelli matematici e informatici per sistemi organizzativi composti
da persone, macchine e procedure...”.

In breve, sempre secondo l’INFORMS [118], la Ricerca Operativa è la
“disciplina in cui si applicano metodi analitici avanzati per aiutare a prendere
decisioni migliori”.

Nella definizione si parla di ‘sistemi’ e di ‘situazioni’ complesse in modo
generico. Infatti sono varie le tipologie di sistemi e situazioni che possono esse-
re oggetto di studio nella RO: gestione del personale (turnazioni ospedaliere,
assegnazione degli equipaggi ai voli di una compagnia aerea), trasporti e logi-
stica (assegnazione di carichi e rotte ai veicoli di una compagnia di trasporti,
costruzione di un orario ferroviario), produzione industriale (definizione dei
tempi di esecuzione delle operazioni, gestione del magazzino), amministrazio-
ne pubblica (valutazione delle prestazioni di scuole, ospedali, pianificazione
delle risorse idriche), telecomunicazioni (progetto di una rete, assegnazione
delle frequenze ad un sistema di telefonia cellulare).

L’elenco degli esempi potrebbe continuare a lungo. Una rassegna signifi-
cativa di casi reali può essere reperita al sito [118]. A titolo esemplificativo
e come motivazione per introdurre gradualmente alcune tecniche modellisti-
che ed algoritmiche della RO, nel prossimo capitolo verranno presentati in
dettaglio sei diversi problemi.

I sistemi studiati in RO hanno in comune la possibilità di essere modellati
in modo matematico a partire da una descrizione il più possibile quantita-
tiva. Inoltre l’indagine non è limitata all’analisi descrittiva e predittiva del
sistema, come ad esempio nei modelli matematici di fenomeni naturali. Nei
modelli della RO è presente anche la possibilità di intervenire sul compor-
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tamento del sistema con una scelta opportuna di alcuni parametri. Questa
scelta corrisponde ad una decisione e siccome sono normalmente disponibili
varie decisioni alternative, si cerca di scegliere quella più soddisfacente ai fini
delle prestazioni del sistema.

In RO si vuole anche pervenire alla soluzione, cioè alla decisione più sod-
disfacente, per via algoritmica, in modo da poter poi applicare lo stesso algo-
ritmo sia ad uno stesso sistema in tempi successivi, ma anche ad un insieme
di sistemi, che differiscono fra loro solo per i dati quantitativi ma non per la
struttura.

Essenziale è anche che l’algoritmo prescelto abbia tempi ragionevoli di
calcolo. A questo fine è doveroso analizzare la complessità computazionale
dell’algoritmo progettato o del problema stesso. È normale classificare i pro-
blemi in ‘facili’ e ‘difficili’. In questo contesto i due termini hanno un significato
leggermente diverso da quello del linguaggio corrente. ‘Difficile’ non significa
che non si sa come trovare la soluzione a meno di molto impegno mentale e
qualche ispirazione fortunata. Infatti sono noti algoritmi risolutivi per tutti i
problemi difficili. Piuttosto la ‘difficoltà’ consiste nella crescita esponenziale
del tempo richiesto dall’algoritmo per ottenere una soluzione al crescere dei
dati, rendendo spesso impraticabile l’algoritmo stesso. La teoria della com-
plessità computazionale fornisce un indispensabile strumento concettuale per
affrontare questa analisi.

Sono pertanto richiesti diversi tipi di competenze. Bisogna essere in grado
di analizzare una situazione reale, sapendo discriminare gli aspetti essenziali
da quelli marginali. Bisogna saper tradurre la descrizione del problema reale in
un modello matematico, sapendo bilanciare l’adeguatezza alla realtà del mo-
dello con la sua maneggevolezza risolutiva. Bisogna essere in grado di tradurre
il modello matematico in un algoritmo, che tipicamente si troverà immerso in
un sistema informativo più ampio. Bisogna infine essere in grado di valutare
la soluzione ottenuta rispetto alle caratteristiche del problema reale. Quasi
sempre bisogna dare al decisore sufficiente controllo sul processo decisionale
in modo che questo sia convincente, flessibile e robusto.

Due sono i momenti cruciali: l’elaborazione del modello matematico e la
progettazione dell’algoritmo risolutivo. Alcune situazioni reali particolarmente
semplici sono già state studiate e i rispettivi modelli costituiscono paradig-
mi la cui risoluzione è stata oggetto di analisi approfondite. In questi casi è
consigliabile seguire l’esperienza consolidata. Tuttavia la maggior parte dei
problemi reali non si lascia inquadrare facilmente in casistiche precostituite e
presenta sempre qualche elemento di novità. Compito del Ricercatore Opera-
tivo in questi casi è di saper amalgamare procedure note con procedure nuove
progettate per l’occasione. A questo scopo solo l’esperienza può essere una
guida efficace. Certamente è fondamentale saper padroneggiare i modelli più
semplici e noti e lo scopo di un corso di RO è normalmente quello di fornire
questa competenza di base.

Preliminarmente è utile descrivere in generale le caratteristiche comuni dei
modelli che si vogliono costruire e quali passi si devono seguire per pervenire
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al modello:
– bisogna individuare tutte le grandezze presenti nel problema e di que-

ste bisogna identificare quelle i cui valori sono fuori dal controllo diretto del
decisore (e che vengono chiamate dati), e quelle invece i cui valori sono sotto
il controllo diretto del decisore (grandezze decisionali ). Queste ultime vanno
suddivise in grandezze il cui valore può essere fissato direttamente e sogget-
tivamente dal decisore (parametri decisionali) oppure determinato in base al
modello (variabili decisionali).

– i dati, i parametri e le variabili decisionali non sono mai grandezze indi-
pendenti, ma sono sempre legate da vincoli che dipendono dalla struttura stes-
sa del problema (vincoli strutturali). Bisogna quindi identificare con precisione
questi vincoli.

– decisioni alternative e compatibili con i vincoli non sono quasi mai equi-
valenti per un decisore. Bisogna quindi esplicitare le relazioni di preferenza fra
le decisioni e da queste bisogna individuare uno o più obiettivi che il decisore
desidera perseguire, sotto forma di funzioni delle grandezze del problema da
minimizzare oppure massimizzare. In questa fase possono essere identificate
nuove grandezze da considerare.

– per raggiungere certi obiettivi è spesso utile introdurre ulteriori vincoli
che non sono strutturali, non dipendendo dalla natura stessa del problema
ma dall’intenzione del decisore di indirizzare la decisione in una determinata
direzione. Tali vincoli non devono essere necessariamente rispettati in ogni
circostanza. Vanno perciò indicati come vincoli flessibili.

– una volta trovata una soluzione (cioè i valori delle variabili decisionali)
è indispensabile analizzarla alla luce del problema reale. Se la validazione
non è positiva il modello deve essere rivisto e l’intera procedura quindi viene
ripetuta.

– bisogna sempre tener presente che il concetto di soluzione ‘ottima’ è più
legato al modello che alla realtà e perciò può non trovare un corrispondente
nel mondo reale ([66]). Detto brutalmente, non esistono decisioni ottime nel
mondo reale, ma solo decisioni più o meno buone a seconda del criterio con
cui vengono valutate.

Tutto il processo delineato è volto ad aggiornare l’intuizione del decisore
portando alla luce il più possibile gli aspetti razionali del processo decisionale.
Tuttavia in questo schema vi sono ampi margini d’incertezza, di approssima-
zione e di flessibilità. Una prima causa di approssimazione è dovuta al fatto
che i dati di un problema sono noti esattamente solo in rari casi e quindi
dobbiamo essere consapevoli dell’effetto di questa imprecisione sulla decisione
finale. Infatti un modello viene costruito per delle decisioni da prendere in
futuro ed è inevitabile quindi che alcune grandezze non possano essere note
esattamente in anticipo. In molti casi si può solo ipotizzare la distribuzione
di probabilità dei dati e quindi la decisione finale sarà necessariamente affetta
da incertezza. Inoltre bisogna sempre tener conto che ogni dato è noto con
un’imprecisione intrinseca alla sua misura stessa.
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L’approssimazione può anche essere dovuta alla costruzione stessa del mo-
dello. Introdurre tutti i vincoli possibili non è mai conveniente per diversi
motivi: siccome vi sono categorie di modelli matematici per i quali sono noti e
disponibili dei metodi risolutivi, è opportuno costruire il modello cercando di
farlo rientrare in una delle categorie note. Se alcuni vincoli sono inesprimibili
all’interno del particolare tipo di modello scelto e inoltre risultano all’analisi
meno rilevanti di altri, è più conveniente non considerarli. Quindi è inevitabi-
le che il modello sia approssimato rispetto alla realtà che si vuole descrivere.
Tuttavia è anche vero che la presenza di un elevato numero di vincoli e di va-
riabili rende un modello troppo sensibile ad aspetti marginali e quindi meno
robusto rispetto a variazioni dei dati.

Altri margini d’incertezza sono dovuti alla presenza nei problemi reali di
aspetti difficilmente formalizzabili in modo quantitativo. Spesso si tratta di
questioni di grande rilevanza nel processo decisionale, come ad esempio scelte
organizzative, in particolare per ciò che riguarda le risorse umane. Questi
aspetti non formalizzabili non devono essere ignorati e nemmeno sottovalutati.
Altrimenti si corre il rischio di ottenere una soluzione ottima per il modello
ma lontana dai bisogni reali.

Per tenerne conto si può agire in vari modi. Si può innanzitutto decidere
a priori in merito a questi aspetti e poi sviluppare il modello di conseguenza.
Alternativamente si possono costruire modelli per scenari alternativi. Volendo
invece inserirli nel modello, si può pensare di riformularli in modo quantitativo
con dei ‘trucchi’ che non hanno un immediato riscontro nella realtà e la cui
efficacia va verificata sperimentalmente.

Prima di illustrare gli aspetti della modellizzazione elencati qui sopra con
dei modelli di media complessità, come si farà nel prossimo capitolo, può essere
interessante mostrare due esempi molto semplici, tuttavia interessanti per far
vedere come scelte differenti di modellizzazione conducano a soluzioni diverse.

Esempio 1.1.

Siano assegnati n numeri a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an (ad esempio dei voti). Vogliamo
trovare un unico numero x che li rappresenti il più fedelmente possibile. Si
tratta di una richiesta che viene formulata tutte le volte in cui si vuole rias-
sumere in un unico numero l’informazione proveniente da un insieme di dati.
Questo avviene più spesso di quanto non si creda.

Come si vede l’obiettivo (‘il più fedelmente possibile’) è espresso in modo
impreciso, ma questo è proprio ciò che accade nella maggior parte dei proble-
mi reali. Se i numeri fossero tutti uguali, ai = a per ogni i, l’obiettivo sarebbe
soddisfatto ponendo x := a. Ma se, come ci si aspetta, i numeri sono diversi,
necessariamente x deve essere diverso da qualche ai. Quindi, più distante x è
da ai tanto meno x rappresenta ai. Possiamo pertanto pensare di minimizzare
la distanza di x da ai. Tuttavia, essendo presenti n valori, abbiamo a disposi-
zione diversi modi di valutare la distanza. Ad esempio potremmo cercare quel
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valore x che minimizza l’espressione
∑

i |x − ai|, quindi semplicemente som-
mando le distanze di ogni numero da x. Potremmo però anche ritenere che la
distanza dal numero vada pesata in modo più che proporzionale e quindi mini-
mizziamo l’espressione

∑
i(x−ai)2. Possiamo anche adottare il punto di vista

che la distanza massima conta più di tutto e quindi scegliere di minimizzare
l’espressione maxi |x− ai|.

Tutti e tre i punti di vista sono leciti. Si noti che se i numeri sono uguali
danno tutti la stessa soluzione x = a. Però se i numeri sono diversi forniscono
risposte diverse al problema. Nel primo caso x è la mediana (se n è dispari x =
a(n+1)/2, se n è pari qualsiasi x tale che an/2 ≤ x ≤ an/2+1 è soluzione). Nel
secondo caso la soluzione è data dalla ben nota media aritmetica x =

∑
i ai/n.

Nel terzo caso la soluzione è data da x = (a1 + an)/2. Il primo e il terzo caso
rappresentano due modi antitetici di affrontare il problema. Nel terzo caso
contano solo i valori estremi, mentre nel primo i valori estremi potrebbero
assumere qualsiasi valore (al di qua e al di là della mediana) senza modificare
la soluzione!

Si osservi che per scegliere quale approccio adottare bisogna esplicitare
meglio il significato che vogliamo assegnare al fatto di ‘rappresentare’ i numeri
dati. In alcuni casi il numero più rappresentativo potrebbe essere addirittura
quello più grande (o quello più piccolo). Questo è il caso ad esempio dei record
sportivi, dove è il miglior risultato ottenuto a ‘rappresentare’ meglio un atleta.

Esempio 1.2.

Un classico problema riguarda la strategia migliore per accettare un’offerta
fra un certo numero di offerte. Le regole del problema sono che le offerte ven-
gono presentate in successione e che un’offerta scartata non è più disponibile.
L’obiettivo generico è che si vorrebbe accettare l’offerta migliore, ma per ela-
borare un modello matematico che dia risposte fondate, bisogna specificare
meglio le grandezze del problema. Per semplificare le cose supponiamo che
le offerte siano rappresentate da numeri. Cosa conosciamo delle offerte? Ne
conosciamo il numero? Sappiamo a priori che stanno tutte entro un noto inter-
vallo di valori? Ne conosciamo anche la distribuzione di probabilità? Vogliamo
massimizzare il valore atteso dell’offerta? Oppure vogliamo massimizzare la
probabilità di accettare l’offerta migliore?

Finché non si specificano esattamente questi aspetti del problema, non è
possibile fornire risposte quantitative. Se ad esempio si sapesse in anticipo
che le offerte sono numeri compresi fra 1 e 100, un’offerta che valesse 99
ha un’altissima probabilità di essere la migliore (a meno che le offerte non
siano in numero astronomico) e quindi andrebbe accettata. Se viceversa non
si sapesse nulla sul valore delle offerte, il valore 99 potrebbe essere molto alto o
molto basso con la stessa probabilità e non ci sarebbe motivo né per accettare
l’offerta né per rifiutarla.

La questione è più sottile di quella dell’esempio precedente e sono infatti
richiesti strumenti matematici più raffinati per trovare strategie ottime. Gli
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strumenti matematici verranno presentati nel Cap. 25 e il problema verrà
risolto, con diverse ipotesi, nell’Esercizio 25.3 e negli Esempi 25.4 e 25.5. Ora
ci limitiamo ad un caso semplice per far vedere che le risposte possono essere
diverse a seconda delle ipotesi che si fanno. Supponiamo di sapere in anticipo
che ci sono due offerte i cui valori, diversi fra loro, possono essere 1, 8, 9 o 10.
Allora le offerte arriveranno in uno dei 12 possibili modi:

(1, 8) (1, 9) (1, 10) (8, 1) (8, 9) (8, 10) (9, 1) (9, 8) (9, 10) (10, 1) (10, 8) (10, 9)

Consideriamo equiprobabili tutti i 12 modi. Questo è anche equivalente ad
una constatazione di ignoranza sulla probabilità delle offerte.

Una strategia consiste semplicemente nel dare delle condizioni per l’accet-
tazione della prima offerta. Se questa viene rifiutata, la seconda deve essere
accettata. Vogliamo valutare la strategia secondo la quale la prima offerta
viene accettata se non vale 1. Allora il valore atteso è

1
12

(8 + 9 + 10 + 8 + 8 + 8 + 9 + 9 + 9 + 10 + 10 + 10) = 9

mentre la probabilità di scegliere l’offerta migliore (fra le due presentate) è

1
12

(1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1 + 1 + 1) =
3
4

Ora consideriamo la strategia di accettare la prima offerta solo se è 9 o 10. Il
valore atteso è

1
12

(8 + 9 + 10 + 1 + 9 + 10 + 9 + 9 + 9 + 10 + 10 + 10) =
26
3

< 9

e la probabilità di scegliere l’offerta migliore è

1
12

(1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 1 + 1 + 1 + 0 + 1 + 1 + 1) =
5
6

>
3
4

Quindi la prima strategia è migliore della seconda se siamo interessati al valore
atteso e invece la seconda è migliore della prima se siamo interessati alla
probabilità di ottenere il massimo. Come si vede, va esplicitato con precisione
l’obiettivo che si ha in mente, perché le risposte possono essere diverse.
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Esempi di modelli

In questo capitolo vengono presentati alcuni problemi e se ne costruiscono
dei modelli preliminari. In questo modo vengono esemplificati i concetti ge-
nerali esposti nel capitolo precedente. Questa analisi permette anche di intro-
durre dei particolari modelli matematici di uso comune in Ricerca Operati-
va, che verranno poi trattati e approfonditi successivamente. La risoluzione
dei modelli degli esempi e il loro raffinamento verranno effettuati in capitoli
successivi.

2.1 Problema della dieta

Il problema della dieta si può enunciare in termini molto generici come: “cosa
mangiare in modo salutare cercando di soddisfare il proprio gusto e tenendo
sotto controllo la spesa”? Il problema espresso in questi termini è ovviamente
troppo vago. Però è un utile punto di partenza per la costruzione del modello
secondo le linee precedentemente indicate.

Il problema di ‘cosa mangiare’ si esprime in termini di alimenti (pane,
carne, insalata, ecc.). Bisogna allora specificare quali alimenti si vogliono con-
siderare. La scelta va fatta dal decisore e tale elenco deve essere considerato
come un parametro decisionale, dato che viene fissato in modo soggettivo e
può anche essere cambiato se dovesse risultare necessario. Decisi quali sono
gli alimenti è certamente indispensabile conoscere le quantità di alimenti da
utilizzare. Queste grandezze costituiscono la parte essenziale della decisione.
Potrebbero essere considerate parametri decisionali se l’aspetto ‘gusto’ (degli
alimenti) fosse l’unico presente nel problema. Infatti c’è un’immediata corre-
lazione fra questo obiettivo e la decisione di quali e quanti alimenti utilizzare.
Del resto cos̀ı si fa normalmente con una valutazione rapida ed approssimata
del costo globale e senza entrare nel merito del valore dietetico, dando per
scontato che più o meno non sarà fuori norma.

Però, se si vuole valutare il problema in modo dettagliato con un pre-
ciso controllo della spesa e nel rispetto delle norme dietetiche (fattore che
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diventerebbe predominante nel caso di diete particolari in caso di malattia) le
quantità di alimenti sono grandezze da calcolare e quindi si tratta di variabili
decisionali.

Per valutare l’obiettivo spesa bisogna considerare i costi degli alimenti. Si
tratta naturalmente di valori esterni e quindi di dati. Quando si introducono
dei dati in un modello bisogna fin dal primo momento sapere se questi sono
poi effettivamente disponibili. Non bisogna mai dare per scontato che sia facile
trovare i dati ipotizzati. In molti problemi reali possono non esistere statistiche
da cui trarre i dati desiderati e bisogna quindi ricorrere ad altri modelli con
dati di tipo diverso.

Anche quando i dati siano disponibili bisogna tenere presente che possono
subire variazioni nel tempo (se il modello deve essere utilizzato in varie oc-
casioni) e che, in molti casi, sono in realtà stime di grandezze non misurabili
direttamente e quindi potrebbero essere diversi numericamente se ricavati da
fonti diverse. È perciò indispensabile che il modello sia robusto, ovvero che, nel
fornire la decisione finale, non produca soluzioni radicalmente diverse a fronte
di variazioni numeriche all’interno dell’intervallo di incertezza dei dati. Nel-
l’esempio in questione il costo degli alimenti è un dato facilmente reperibile,
ma si tenga conto che è anche un dato variabile nel tempo.

L’aspetto ‘gusto’ è di pertinenza del decisore e costituisce un aspetto deci-
samente soggettivo e, in questo esempio, di natura qualitativa più che quan-
titativa. Tuttavia è possibile modellarlo in modo quantitativo introducendo
degli opportuni parametri decisionali. Se questi parametri o il metodo stesso
di modellazione dovessero rivelarsi inefficaci, allora si dovrà rivedere questo
aspetto del modello.

L’aspetto ‘salutare’ è legato ai nutrienti (proteine, glucidi, lipidi, vitami-
ne, calorie, ecc.) e ai vincoli forniti dalla dietetica, che tipicamente fissano
delle quantità minime e massime di nutrienti al giorno. Le quantità minime
e massime sono dati, mentre le quantità effettive sono variabili decisionali da
determinare tramite il modello. Si noti che questo tipo di vincoli traduce un
obiettivo in una semplice ammissibilità. L’obiettivo è di avere una dieta il più
possibile sana, però è praticamente impossibile definire una funzione obiettivo
che leghi univocamente i valori dei nutrienti ad un indicatore di salute, anche
perché gli effetti dei nutrienti sono diversi da individuo ad individuo. Quindi
è più verosimile indicare degli intervalli all’interno dei quali si ha la garanzia
di un effetto positivo. Tuttavia, nel momento in cui il modello viene valutato
matematicamente, ciò che cade al di fuori dei vincoli, anche se di poco, non
è ammissibile e viene scartato. Può invece essere opportuno anche assumere
come valide soluzioni di poco non ammissibili. Si tratta quindi di vincoli da
considerare flessibili.

Come le quantità di alimenti, anche le quantità di nutrienti non possono
essere fissate direttamente dal decisore e vanno invece calcolate dal modello.
Si tratta quindi di variabili decisionali.

Un primo vincolo naturale che devono rispettare le variabili decisionali è
dato dal fatto che non possono assumere valori negativi. Questo è ovviamente
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un vincolo strutturale. Inoltre alimenti e nutrienti non possono assumere va-
lori arbitrari ed indipendenti l’uno dall’altro. Il legame esistente fra alimenti
e nutrienti è un vincolo strutturale i cui valori numerici sono dati esterni.
Questo è un tipo di dati di non immediato reperimento. Un confronto fra
tabelle analoghe prodotte da analisi diverse rivela la non elevata affidabilità
di questi valori, anche perché gli alimenti non sono mai uguali a se stessi e
quindi bisogna tenere a mente che nel momento in cui si utilizzano realmente
i risultati del modello, gli alimenti veri a disposizione del decisore sono certa-
mente diversi dagli alimenti che sono serviti per produrre le tabelle. Quindi è
indispensabile (in questo caso come in ogni altro caso) analizzare l’effetto di
piccole variazioni dei dati sulla soluzione, operare cioè una cosiddetta analisi
di sensibilità.

Questa prima analisi del problema è già sufficiente per formulare un mo-
dello che riesca a descrivere abbastanza bene il problema che il decisore ha
in mente. Bisogna però anticipare che il modello iniziale di un qualsiasi pro-
blema non sarà quasi mai soddisfacente. La soluzione fornita da un modello
ne evidenzia normalmente i limiti e suggerisce eventuali modifiche in termini
sia di nuove grandezze da considerare, nuovi vincoli da introdurre e obiettivi
definiti più accuratamente. Normalmente i modelli che devono essere svilup-
pati sono più d’uno, sempre più adeguati al problema reale e normalmente
anche sempre più complessi matematicamente. Tuttavia è bene che il primo
modello sia sufficientemente semplice in modo che si capisca senza troppo di-
spendio di analisi se l’impostazione del problema è promettente o vada invece
integralmente rivista.

2.2 Dieta: primo modello

Si indichi con J l’insieme degli alimenti e sia xj , j ∈ J , la quantità di alimento
j da calcolare. Si indichi con I l’insieme dei nutrienti e sia yi, i ∈ I, la quantità
di nutriente i da calcolare. Il legame fra alimenti e nutrienti è di tipo lineare.
Sia aij la quantità di nutriente i presente in una unità di alimento j. Allora
deve valere la relazione (vincolo strutturale)∑

j∈J

aij xj = yi i ∈ I (2.1)

Un ulteriore vincolo strutturale è dato dalla non negatività delle variabili

xj ≥ 0 j ∈ J, yi ≥ 0 i ∈ I (2.2)

Tuttavia il vincolo di non negatività per le variabili y può essere omesso,
perché implicito nelle limitazioni inferiori imposte ai nutrienti. Siano li e ui

le limitazioni, rispettivamente inferiore e superiore, per il nutriente i. Deve
valere (vincolo flessibile):
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li ≤ yi ≤ ui i ∈ I (2.3)

Le soluzioni ammissibili sono quindi quelle che soddisfano l’insieme di vincoli:∑
j∈J

aij xj = yi i ∈ I

li ≤ yi ≤ ui i ∈ I

xj ≥ 0 j ∈ J

(2.4)

Si è già detto che l’obiettivo riferito alla salute è stato trasformato in
un vincolo flessibile. Rimangono da considerare gli altri due. Non vi sono
particolari problemi per formulare l’obiettivo spesa. Se il costo per unità (cioè
il prezzo) dell’alimento j è cj , allora il costo della decisione è

∑
j∈J cj xj .

Tuttavia l’espressione è corretta fintantoché il fornitore non pratichi sconti su
acquisti elevati. In questo caso non sarebbe difficile formulare una funzione
di costo che rispecchi la crescita meno che lineare dovuta agli sconti. Però
è bene sapere che la presenza di una funzione obiettivo di tipo concavo da
minimizzare complica la risoluzione del modello in modo determinante. Si
tornerà su questo punto in Sez. 7.5.

Per l’obiettivo gusto si può pensare di ‘copiare’ la funzione usata per la spe-
sa. Anziché usare dei prezzi si usano dei parametri che esprimono le preferenze
del decisore. Si indichi con pj la preferenza dell’alimento j espressa in una sca-
la numerica soggettiva e si rappresenti il valore dell’obiettivo gusto secondo
l’espressione

∑
j∈J pj xj , naturalmente da massimizzare. Prima di procedere

è tuttavia opportuno riflettere sul suo significato. Rispetto ad un singolo ali-
mento l’espressione dice che, raddoppiando la quantità, la soddisfazione, in
termini di gusto, è doppia, triplicandolo è tripla, eccetera. Questo è invece
molto lontano dalla realtà. Molto probabilmente raddoppiando la quantità la
soddisfazione aumenterà di poco e triplicandola non aumenterà ulteriormente.
Verosimilmente è più opportuna una funzione concava che tenda rapidamente
ad un valore costante. A differenza del costo (nel caso di sconti) questa fun-
zione concava va massimizzata, anziché minimizzata, e questo fatto complica
solo leggermente il modello. Anche questo punto verrà discusso in Sez. 7.5.

Conviene adottare un approccio abbastanza semplice, almeno in una prima
fase. Si decida che ogni alimento non può essere utilizzato oltre una certa
soglia e che fino a quella soglia la preferenza di gusto aumenta linearmente.
Questo modo di procedere introduce nel problema degli aspetti non presenti
originariamente e il decisore deve essere consapevole di questo fatto. I valori
di soglia, da chiedere direttamente al decisore, sono parametri decisionali. Si
indichi con dj il massimo ammissibile per l’alimento j.

Ovviamente si vorrebbero scegliere alimenti e nutrienti in modo da ottenere
sia il minimo costo, con obiettivo quindi

min
∑
j∈J

cj xj (2.5)
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che la massima preferenza di gusto, ovvero

max
∑
j∈J

pj xj (2.6)

Tuttavia molto difficilmente esistono soluzioni che allo stesso tempo mini-
mizzino la spesa e massimizzino la preferenza. Questa situazione è del tutto
generale. In ogni problema reale sono presenti più obiettivi in contrasto fra
loro, nel senso che le decisioni che migliorano un obiettivo ne fanno peggiorare
altri. Nel Cap. 3 si vedrà in modo più approfondito come trattare situazioni
in cui sono presenti più obiettivi. È utile però anticipare alcune considerazioni
e metodologie. Si può ad esempio mantenere l’obiettivo (2.5) e trasformare
(2.6) nel vincolo flessibile ∑

j∈J

pj xj ≥ P

dove P è un parametro decisionale, eventualmente sostituibile con altri valori
per ottenere soluzioni più soddisfacenti. Alternativamente si può mantenere
l’obiettivo (2.6) e trasformare invece (2.5) nel vincolo flessibile∑

j∈J

cj xj ≤ C

con C parametro decisionale che riflette direttamente il controllo sulla spesa.
Siccome quest’ultimo vincolo ha un significato evidente, conviene adottare il
secondo approccio. Pertanto il problema da risolvere è:

max
∑
j∈J

pj xj

∑
j∈J

cj xj ≤ C

∑
j∈J

aij xj = yi i ∈ I

li ≤ yi ≤ ui i ∈ I

0 ≤ xj ≤ dj j ∈ J

(2.7)

Il modello (2.7) è costituito da una funzione obiettivo lineare e da vin-
coli rappresentati da equazioni e/o disequazioni di tipo lineare. Problemi con
queste caratteristiche costituiscono la classe di problemi denominata Program-
mazione lineare (PL). Molti problemi reali trovano naturalmente una model-
lizzazione all’interno di questa classe. Per questo motivo la PL è stata oggetto
di un approfondito studio che ha dato luogo ad un solido impianto teorico e ad
alcuni algoritmi risolutivi particolarmente efficaci e validati da un’esperienza
vastissima. Il problema della dieta fu uno dei primi problemi affrontati in PL,
già dal fondatore stesso della PL, G. Dantzig. Si veda [50].

Prima di risolvere il modello (2.7) è opportuno descrivere le proprietà
più importanti della PL. Questo verrà fatto nel Cap. 4. Poi sarà possibile
risolvere (2.7) (vedi Sez. 5.3).
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2.3 Problema della pianificazione di attività

Questo tipo di problema si presenta quando un processo produttivo consiste
in varie attività e queste devono essere coordinate. Si tratta quindi di un
problema frequente in molti scenari produttivi anche diversi fra loro.

Un esempio può essere costituito dalla costruzione di un edificio. Per for-
mulare il modello si devono preliminarmente elencare tutte le attività, ad
esempio la posa in opera del cantiere, lo scavo delle fondazioni, i getti di ce-
mento delle fondazioni fino ad arrivare alle finiture esterne, alle pulizie e allo
sgombero del cantiere. Poi si devono individuare le grandezze connesse con le
attività. Una prima grandezza di cui tener conto è la durata di un’attività.
Inoltre un’attività è caratterizzata dall’uso di risorse, quali la manodopera e
i macchinari. Astrattamente anche il tempo può essere considerato una risor-
sa di cui l’attività ha bisogno per essere realizzata. Tuttavia è conveniente
considerare separatamente il tempo dalle risorse ‘materiali’.

Solo in rari casi la durata di un’attività è una grandezza invariante. Vari
fattori possono influenzare l’effettiva durata. Nel caso della costruzione di un
edificio le condizioni meteorologiche possono ad esempio far variare in modo
considerevole la durata. Inoltre il decisore può modificare la durata dedicando
più o meno risorse a specifiche attività.

Volendo iniziare da un modello semplice, conviene considerare la durata
di un’attività come una grandezza invariante e quindi come un dato. Il valore
di tale dato può essere stimato dal decisore in base all’esperienza passata.
Stabilito che la durata è fissa, e quindi neppure modificabile dal decisore
dedicando più o meno risorse, i costi connessi con l’uso delle risorse diventano
immodificabili anch’essi e quindi è inutile tenerne conto ai fini decisionali.

Altre grandezze di tipo temporale sono gli istanti di inizio e di fine di ogni
attività. Essendo (per il momento) la durata costante è sufficiente considerare
una sola delle due grandezze. Si tratta di quantità che vogliamo far calcolare
al modello e quindi si tratta di variabili decisionali.

Queste variabili decisionali sono vincolate fra loro dai cosiddetti vincoli di
precedenza fra le attività. È evidente che alcune attività non possono essere
iniziate prima della fine di altre e questo vincolo riguarda direttamente gli
istanti di inizio e fine.

Un vincolo molto importante riguarda le risorse impiegate che sono, ov-
viamente, sempre presenti in quantità limitata. Quindi se vengono richieste
troppe risorse contemporaneamente, l’esecuzione di tali attività non è pos-
sibile. Questo vincolo, per quanto importante, è tuttavia più complicato da
formalizzare e conviene, in una prima fase, trascurarlo, come se la quantità di
risorse a disposizione fosse sufficientemente elevata. Si parla in questi casi di
modelli a risorsa infinita.

Avendo semplificato in questo modo il problema, il decisore può solo deci-
dere gli istanti di tempo di inizio attività all’interno dei vincoli di precedenza.
L’unico obiettivo che può essere preso in esame è la durata globale del processo
produttivo che dovrà essere resa minima.
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2.4 Pianificazione di attività: primo modello

Siano n le attività in esame. Si indichi con pj la durata dell’attività j-ma e
sia sj il suo istante d’inizio. Conviene aggiungere due attività fittizie, una, che
possiamo indicare come attività 0, che precede ogni altra attività ed un’altra,
indicata come attività ∗, che le segue tutte. Queste due attività hanno durata
nulla e servono unicamente a definire gli istanti di inizio e fine del processo
produttivo. Conviene anche fissare s0 = 0, cioè porre uguale a zero l’istante
d’inizio del processo produttivo, in modo che il valore s∗ rappresenti la durata
del processo. Sia N l’insieme {0, 1, . . . , n, ∗} di tutte le attività.

Sia E l’insieme delle coppie ordinate (i, j) di attività (incluse le fittizie)
per cui esiste un vincolo di precedenza, cioè l’attività j non può iniziare prima
della fine dell’attività i (ma è ammesso che i due istanti coincidano). Il vincolo
di precedenza può essere formalizzato come

si + pi ≤ sj (i, j) ∈ E (2.8)

L’obiettivo è la minimizzazione del tempo di completamento di tutte le attività
e quindi si ha semplicemente

min s∗ (2.9)

L’obiettivo (2.9) e i vincoli strutturali (2.8) (più il vincolo s0 = 0) definiscono
un particolare problema di PL, che può essere quindi risolto facendo ricorso
ad un qualsiasi algoritmo di PL.

Tuttavia in questa semplice formulazione il problema può essere modellato
alternativamente e più efficacemente facendo ricorso ad un grafo. Nel Cap. 6
verranno descritte quelle proprietà dei grafi più importanti per la Ricerca
Operativa. Qui ci limitiamo ad anticipare che un grafo è una struttura che
evidenzia l’esistenza di una relazione binaria fra gli elementi di un insieme. Il
grafo consiste di nodi (o vertici) e di archi (o spigoli), che sono coppie di nodi.
Se la coppia non è ordinata, il grafo si dice non orientato, mentre se la coppia
è ordinata il grafo si dice orientato. Gli elementi dell’insieme vengono fatti
corrispondere ai nodi e le coppie di elementi per i quali esiste una relazione
binaria agli archi.

Quindi, identificando ogni attività con un nodo e ogni relazione di prece-
denza con un arco orientato, il problema viene modellato con un grafo orien-
tato. Data la natura dei vincoli di precedenza non possono essere presenti cicli
orientati nel grafo e quindi il grafo è aciclico. Ad ogni arco (i, j) del grafo viene
naturalmente associato il valore pi e ad ogni cammino dal nodo 0 al nodo ∗ si
può associare la sua lunghezza data dalla somma dei valori pi sul cammino.

Per ogni cammino da 0 a ∗ le attività del cammino sono una sequenza di
attività che devono essere eseguite una dopo l’altra. Quindi la somma delle
loro durate è un tempo che deve comunque passare prime che le attività siano
finite. Siccome questo è vero per ogni cammino, deve essere vero anche per il
cammino più lungo. Quindi il minimo tempo di completamento non può essere
inferiore alla lunghezza del cammino massimo che va dal nodo 0 al nodo ∗.
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Si può dimostrare (vedi Sez. 9.2) che in realtà il minimo tempo di comple-
tamento è proprio uguale alla lunghezza del cammino massimo. Inoltre, per
un grafo aciclico, un cammino massimo si calcola molto velocemente con un
algoritmo di Programmazione dinamica, come si vedrà nel Cap. 9.

2.5 Pianificazione di attività: secondo modello

Proviamo a rilassare l’ipotesi che le durate delle attività siano invarianti. In
particolare le attività sono contraddistinte da una durata nominale pi e da
una durata minima p̄i. La durata dell’attività può assumere qualsiasi valore
all’interno dell’intervallo [p̄i, pi], però una riduzione temporale rispetto a pi ha
un costo. Per modellare questo costo conviene inizialmente assumere la sem-
plice ipotesi che il costo sia lineare rispetto alla riduzione. Quindi supponiamo
che per ogni unità di tempo di riduzione rispetto a pi si incorra in un costo
di. Per le attività fittizie si ha ovviamente p0 = p̄0 = p∗ = p̄∗ = 0.

Essendo la durata variabile bisogna introdurre come variabili decisionali
anche gli istanti di fine attività, indicati con ti. Conviene anche esplicitare
la riduzione della durata rispetto alla durata nominale, indicandola con xi.
Questa scelta introduce i vincoli strutturali

ti = si + pi − xi, 0 ≤ xi ≤ pi − p̄i i ∈ N (2.10)

mentre i vincoli di precedenza diventano

ti ≤ sj (i, j) ∈ E (2.11)

Inoltre come nel caso precedente si pone il vincolo s0 = 0. Per ogni scelta di
variabili decisionali si, ti e xi ammissibili per i vincoli, il valore t∗ rappresenta
la durata del processo produttivo mentre il valore

∑
i di xi rappresenta il costo

della riduzione delle durate dai valori nominali.
Si possono pertanto identificare due obiettivi: si vuole minimizzare la du-

rata del processo e allo stesso tempo si vogliono minimizzare i costi. È chiaro
che il processo produttivo è caratterizzato da molti tipi di costi. Però nel
modello finora sviluppato gli unici costi che possono essere variati da una de-
cisione sulle durate delle attività sono i costi dovuti alla riduzione della durata
e quindi solo questi vanno considerati come obiettivo.

In problemi di questo tipo può essere presente il vincolo temporale che
il lavoro deve essere ultimato entro una data fissata (ad esempio uno stadio
deve essere pronto per l’inizio di un evento sportivo). Se T è il valore della
data fissata si aggiunge il vincolo (flessibile) t∗ ≤ T e si minimizza

∑
i di xi.

In altri casi può essere più rilevante un vincolo di bilancio per cui si pone il
vincolo (flessibile)

∑
i di xi ≤ B e si minimizza t∗. In entrambi i casi si tratta

di un problema di PL, facilmente risolubile con gli algoritmi di PL. Questo
modello verrà risolto nella Sez. 5.5.
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Considerare anche il vincolo di risorsa finita rende il problema molto più
difficile (nel senso indicato nell’introduzione). Varie tecniche, anche molto raf-
finate, sono state elaborate per superare questa difficoltà. Di queste si parlerà
nei Cap. 20 e 21. Per il momento si può citare un metodo semplice di ottenere
una soluzione approssimata. Tale metodo è normalmente utilizzato in molti
pacchetti commerciali di pianificazione delle attività. Se un insieme di atti-
vità utilizzano una stessa risorsa e devono farlo in tempi diversi è normale che
un’attività debba aspettare prima di avere la risorsa a disposizione ed essere
eseguita. Possiamo pensare di ‘allungare’ la durata dell’attività aggiungendo
anche il tempo di attesa. Cos̀ı facendo sparisce il vincolo sulla risorsa finita e si
possono applicare le tecniche precedenti. Tale durata virtuale prende il nome
di lead time. La valutazione del lead time si basa sull’esperienza produttiva e
il dato è attendibile se il processo produttivo è ampiamente ripetitivo.

2.6 Problema della turnazione del personale

Un problema che si presenta in molte situazioni riguarda il modo in cui as-
segnare il personale che deve svolgere un servizio a fronte di una domanda
variabile. Il caso più frequente riguarda il personale dei trasporti, ad esempio
autisti di linee urbane, conduttori di treni, hostess e piloti di aerei. Un altro
caso frequente riguarda la sorveglianza e l’assistenza, ad esempio personale
medico e paramedico in ospedali, operatori telefonici, portinerie.

Il caso dei trasporti è più complicato per la presenza di vincoli spaziali. Per
il momento ci limitiamo al più semplice caso di un servizio di sorveglianza.

Il dato più importante del problema riguarda il livello di servizio richiesto.
Per livello di servizio intendiamo in questo esempio semplicemente il nume-
ro di addetti alla sorveglianza. Normalmente il livello richiesto è variabile nel
tempo e ovviamente non è noto a priori. Quindi va stimato in base all’esperien-
za passata. Conviene anche assumere che la variabilità abbia un andamento
periodico di tipo giornaliero e anche settimanale (se ad esempio il servizio
deve essere effettuato anche nei fine settimana). Un’ulteriore necessaria sem-
plificazione consiste nel dividere la giornata in fasce orarie in cui il livello di
servizio è in buona approssimazione costante.

Gli addetti alla sorveglianza lavorano normalmente secondo turni. Un tur-
no viene specificato indicando gli istanti d’inizio e di fine del lavoro, con even-
tualmente una pausa intermedia. Per trattare un esempio semplice suppo-
niamo che non ci sia lavoro nel fine settimana per cui la periodicità è solo
giornaliera e quindi, essendo tutti i giorni uguali, basta considerare un unico
giorno, come rappresentativo di tutti.

Quali siano i turni ammissibili è spesso un dato non modificabile del proble-
ma. Qualche volta si può pensare di aggiungere ai turni storicamente esistenti
altri turni, compatibili con vincoli di sicurezza e di disciplina del lavoro, al
fine di ottenere una maggiore efficienza nella soluzione finale. Fissati quindi
i turni ammissibili si nota come anche i turni dividano la giornata in fasce
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orarie, che risultano quindi ‘coperte’ dai vari turni. Conviene ottenere una
nuova suddivisione più fina in fasce orarie che possa tenere conto sia delle
fasce determinate dal livello del servizio che di quelle determinate dai turni.

A questo punto la decisione da prendere riguarda il numero di persone da
assegnare ad ogni turno. Il vincolo strutturale di questa variabile decisionale
è che deve assumere valori interi non negativi.

Il problema si presenta naturalmente con due obiettivi contrastanti. Da
una lato si vuole minimizzare il costo del personale e dall’altro si vuole garan-
tire un buon servizio. Un modo semplice di modellare i due obiettivi è quello
di trasformare il secondo in un vincolo. Ad esempio possiamo imporre che il
numero di addetti per ogni fascia oraria non sia inferiore al livello di servizio
richiesto per quella fascia oraria.

Per quel che riguarda il primo obiettivo bisogna valutare se il costo si
esprime semplicemente come numero di addetti necessari a garantire il servi-
zio oppure come numero globale di ore richieste agli addetti. I due modi di
valutare il costo sono strettamente correlati e diventano identici nel caso in
cui ogni addetto ha la stessa quantità di ore lavorative. Tuttavia, con turni
di durata variabile, è normale che le ore lavorative in una singola giornata
variino da persona a persona.

Una volta stabilito quante persone devono essere assegnate nei turni scel-
ti, bisogna assegnare i turni alle persone. Solo raramente si può assegnare
ogni giorno lo stesso turno alla stessa persona. Normalmente intervengono
altri fattori, quali l’esigenza di giorni di riposo, la rotazione rispetto a turni
più o meno gravosi, il bilanciamento delle ore lavorative se i turni non sono
tutti uguali, che impongono di assegnare giorno per giorno i turni a persone
possibilmente diverse con un orizzonte temporale anche abbastanza lungo (è
giusto infatti che si sappia con largo anticipo quali saranno i proprio obblighi
lavorativi). Questo secondo problema prende il nome di rostering. Rinviamo
ad una successiva fase la modellizzazione di questo problema.

2.7 Turnazione: primo modello

Con questa analisi possiamo allora formulare un primo modello. Si indichi con
I l’insieme delle fasce orarie giornaliere e con bi il livello di servizio richiesto
per la fascia i. Si indichi con J l’insieme dei possibili turni e con xj il numero
di addetti da assegnare al turno j. Sia inoltre

aij =
{ 1 se il turno j copre la fascia i

0 altrimenti

Possiamo allora formulare il seguente modello di PL
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min
∑
j∈J

xj

∑
j∈J

aij xj ≥ bi i ∈ I

x ≥ 0, intero

(2.12)

Rispetto ai modelli precedenti compare anche la richiesta di interezza per le
variabili. Va subito detto che si tratta di un vincolo che rende normalmente
molto più difficile la risoluzione, anche se sono disponibili tecniche molto effi-
caci. Tutti i pacchetti di PL permettono l’introduzione del vincolo di interezza,
ma l’utilizzatore del pacchetto va anche avvertito che, se non opportunamen-
te modellato, un problema può non essere risolubile in tempi accettabili. E
questo è tanto più vero quanto più grande è la dimensione del modello.

Per fortuna il modello (2.12) tende a produrre abbastanza rapidamente la
soluzione ottima per i motivi che verranno spiegati nel Cap. 18. Può esser utile
rappresentare esplicitamente la matrice aij . Se ad esempio i turni sono tutti
uguali (a parte l’istante d’inizio) e consistono di due ore lavorative seguite da
un’ora di pausa e da altre due ore lavorative e la giornata lavorativa va dalle
otto del mattino alle otto di sera con fasce orarie di esattamente un’ora, la
matrice è la seguente:⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0 0 0

1 1 0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 0 1 1

0 0 0 0 1 1 0 1

0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

8−9

9−10

10−11

11−12

12−13

13−14

14−15

15−16

16−17

17−18

18−19

19−20

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Come secondo esempio si consideri un servizio di sorveglianza con fasce
orarie e livelli di servizio (fra parentesi): 7:00-8:00 (2), 8:00-9:30 (4), 9:30-
12:30 (4), 12:30-14:00 (3), 14:00-16:00 (3), 16:00-18:00 (3), 18:00-20:00 (2),
20:00-21:00 (2). La scelta delle fasce orarie e dei livelli di servizio sono quelle
determinate dal gestore del servizio e corrispondono alla situazione esistente.
Anche la scelta dei possibili turni è storica. L’esempio corrisponde al caso della
sorveglianza dell’edificio dei Rizzi dell’Università di Udine negli anni ‘90. La
matrice aij , da cui si deducono i turni, è⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 1

1 1 1 1 0 0 0 1 1

1 1 1 1 1 0 0 1 0

0 0 1 1 1 1 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1 0 1

0 0 0 0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

7:00− 8:00 (2)

8:00− 9:30 (4)

9:30−12:30 (4)

12:30−14:00 (3)

14:00−16:00 (3)

16:00−18:00 (3)

18:00−20:00 (2)

20:00−21:00 (2)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Si noti che i turni hanno durate diverse (da 6 ore a 8 ore e mezzo) e quindi
bisogna successivamente affrontare anche il problema del bilanciamento delle
ore di lavoro. Un’osservazione utile è che non necessariamente la soluzione
di (2.12) è unica. Pertanto, considerato che oltre al minimo numero di turni
interessa anche il minimo numero di ore lavorative, si può pensare di mini-
mizzare le ore fra le soluzioni che minimizzano il numero di turni. Obiettivi
che vengono affrontati in modo gerarchico, come in questo caso, prendono il
nome di lessicografici (si veda la Sez. 3.5).

Vi sono due modi per risolvere il problema (2.12) in modo lessicografico.
Si può pensare di risolvere (2.12) e poi, ottenuta la soluzione ottima x̂j con
valore ottimo v̂ =

∑
j x̂j , risolvere

min
∑
j∈J

cj xj

∑
j∈J

aij xj ≥ bi i ∈ I

∑
j∈J

xj = v̂

x ≥ 0, intero

(2.13)

dove cj è il numero di ore del turno j. Un altro modo di affrontare il problema
consiste nella risoluzione di (2.12) con un diverso obiettivo, in cui vengono
fusi assieme i due obiettivi di minimizzare i turni e minimizzare le ore:

min
∑
j∈J

(K + cj) xj

∑
j∈J

aij xj ≥ bi i ∈ I

x ≥ 0, intero

(2.14)

Il modello (2.14) è equivalente a (2.12) se K è sufficientemente elevato. Il
‘trucco’ per cui i due problemi sono equivalenti è l’interezza di x: il termine
K

∑
j xj è un multiplo di K e quindi basta che

∑
j cj xj < K affinché il

minimo di (2.14) si trovi solo per
∑

j∈J xj = v̂.
Dei due metodi è preferibile il secondo e non solo perché si deve risol-

vere solo un problema anziché due, ma anche perché l’aggiunta del vincolo∑
j∈J xj = v̂ altera la struttura della matrice aij e, come si vedrà più avan-

ti, questo è un fattore importante per rendere più veloce la risoluzione del
problema di programmazione lineare intera.
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2.8 Problema dell’orario: orario scolastico

La costruzione di un orario è un problema che si incontra in moltissime situa-
zioni. Consideriamo in questa sezione il caso di una scuola media italiana, che
presenta caratteristiche quasi invarianti su tutto il territorio nazionale. Nella
sezione successiva presenteremo il caso di un orario universitario, che ha delle
caratteristiche molto diverse da quelle di una scuola. Inoltre gli orari univer-
sitari presentano, almeno in Italia, delle peculiarità proprie per ogni facoltà
universitaria e quindi è molto difficile creare un modello unico valido per ogni
situazione, a differenza del caso di una scuola media.

Come è tradizione l’orario è periodico su base settimanale. I dati principa-
li del problema sono costituiti dalle classi (numero di sezioni per ogni anno),
dagli insegnanti e dalle materie. Il numero di ore per materia e per classe è
prefissato ed è un vincolo rigido. Anche gli assegnamenti insegnante-classe so-
no un dato non modificabile nel momento in cui si costruisce l’orario. Inoltre
per come è strutturata la scuola italiana, le aule sono strettamente abbinate
alle classi e quindi la risorsa ‘aule’, che in altri ambiti (ad esempio orari uni-
versitari) aggiunge difficoltà al problema, qui non interviene, se non per alcune
aule molto particolari da condividere fra tutte le classi, come la palestra, o i
laboratori.

Se il problema si esaurisse qui, ci sarebbe poco da calcolare. Basterebbe
distribuire in qualsiasi modo le ore delle varie materie durante la settimana
(necessariamente la somma delle ore delle materie è uguale alle ore settimanali
della classe), magari prefissando le ore nelle aule comuni in modo da evitare
sovrapposizioni.

Ma le cose sono naturalmente più complicate. Vi sono docenti che inse-
gnano in più classi e quindi bisogna ovviamente evitare che un insegnante si
trovi nella stessa ora in classi diverse. Inoltre ogni insegnante ha diritto ad
un giorno di riposo. Quale sia questo giorno non è fissato a priori, anche se
ogni insegnante esprime delle preferenze in merito. Il giorno di riposo viene
normalmente fissato proprio durante la costruzione dell’orario ed è quindi una
variabile decisionale.

A tutti questi aspetti che costituiscono vincoli rigidi del problema, si ag-
giungono vari obiettivi, che possono talvolta assumere il ruolo di vincoli fles-
sibili. Ad esempio non è normalmente gradito ad un insegnante un orario che
alterni ore di lezione ad ore di attesa. Certe materie, come matematica o ita-
liano, che richiedono una maggiore attenzione da parte degli studenti, non
dovrebbero essere collocate nelle ore estreme della giornata.

Inoltre bisogna evitare di insegnare più di due o tre ore di una stessa
materia nello stesso giorno. Se poi l’orario ne prevede due, è meglio che queste
siano consecutive. Con questi requisiti iniziali possiamo costruire un primo
modello.
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2.9 Orario scolastico: primo modello

Sia C l’insieme delle classi, G l’insieme dei giorni, H l’insieme delle ore (su
tutta la settimana) e Hg l’insieme delle ore del giorno g. Sia Mc l’insieme
delle materie della classe c. Pensiamo come diverse due materie di classi diverse
(anche se si chiamano nello stesso modo e sono insegnate dallo stesso docente).
Sia hm il numero di ore settimanali della materia m. Sia P l’insieme dei
professori, Pc l’insieme dei professori che insegnano nella classe c, Cp l’insieme
delle classi dove insegna il professore p, Mp l’insieme di materie insegnate dal
professore p e pm il professore che insegna la materia m. Indichiamo con

xmh =
{ 1 se la materia m ∈Mc viene insegnata nell’ora h ∈ H

0 altrimenti

Le variabili decisionali sono quindi delle variabili binarie. Come si avrà am-
pio modo di vedere in seguito, le variabili binarie compaiono nella maggior
parte dei modelli. Il motivo è abbastanza evidente. Una variabile binaria mo-
della esattamente l’esistenza o meno di una certa proprietà. Si tratta poi di
poter esprimere i vincoli a cui la variabile deve sottostare in modo da avere
diseguaglianze o eguaglianze lineari e quindi far rientrare il modello nell’am-
bito della programmazione lineare intera. Questo è effettivamente ottenibile
in molti casi, come si vedrà nei modelli esposti in questo testo.

Un primo vincolo impone che in ogni ora vi sia esattamente una materia
per ogni classe. Quindi si fissano una classe ed un’ora e di tutte le materie
se ne deve scegliere una. Il vincolo di scegliere un elemento all’interno di un
insieme si traduce con la somma della variabili binarie uguale ad uno:∑

m∈Mc

xmh = 1 h ∈ H, c ∈ C (2.15)

Il vincolo sul numero di ore per materia può essere imposto da∑
h∈H

xmh = hm m ∈Mc, c ∈ C (2.16)

Come si vede, fissata una materia (e quindi anche la classe), si sommano
le xmh su tutte le ore della settimana e tale somma deve essere uguale al
numero di ore della materia. In modo simile si esprime il vincolo che in una
stessa giornata non vi possano essere più di un certo numero di ore (che qui
per semplicità fissiamo a 2)∑

h∈Hg

xmh ≤ 2 g ∈ G, m ∈Mc, c ∈ C (2.17)

Il vincolo sui professori che insegnano in più classi si può imporre come∑
m∈Mp

xmh ≤ 1 h ∈ H, p ∈ P : |Cp| ≥ 2 (2.18)
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Quindi, limitatamente ai professori che insegnano in almeno due classi (|Cp| ≥
2), per ogni ora h si impone che la somma delle xmh di pertinenza del
professore non sia più di uno.

Sia M̂ l’insieme delle materie speciali che richiedono l’uso di risorse
comuni (palestre, laboratori). In modo del tutto simile al vincolo di non
sovrapposizione sulle ore dei professori si impone:∑

m∈M̂

xmh ≤ 1 h ∈ H (2.19)

Si tratta ora di modellare il giorno libero. Dobbiamo introdurre un’altra
variabile binaria

ygp =
{ 0 se il professore p è libero nel giorno g

1 altrimenti

che viene vincolata da∑
g∈G

ygp = |G| − 1 = 5 p ∈ P (2.20)

per indicare che bisogna scegliere esattamente un giorno libero. Il legame fra
le variabili x e y può essere formulato imponendo∑

m∈Mp

xmh ≤ ygp p ∈ P, h ∈ Hg, g ∈ G (2.21)

Quindi se il giorno g è libero, ygp = 0 e anche tutte le xmh corrispondenti
devono essere uguali a zero. Se invece ygp = 1 il vincolo (2.21) diventa uguale
al vincolo (2.18), anzi lo include perché è esteso a tutti i professori.

Non si è finora detto di quale funzione obiettivo scegliere. Nella descrizione
del problema si è accennato a vari aspetti che sarebbe auspicabile poter sod-
disfare. Uno degli aspetti cruciali nella costruzione di un orario è quello di non
formulare troppi vincoli, tali da rendere non ammissibile il problema. Se ciò
dovesse verificarsi, è ovvio che bisogna rilassare qualche vincolo a cominciare
dai meno importanti.

Conviene quindi modellare il problema con vari obiettivi di importanza
decrescente (si veda la Sez. 3.5). I vincoli (2.15) e (2.21) (che abbiamo osser-
vato includere il vincolo (2.18)) non possono essere violati in alcun modo, e
quindi vengono mantenuti come scritti. Il vincolo sul numero di ore è anch’es-
so rigido, ma potrebbe essere fisicamente (anche se non legalmente) violato,
per cui introduciamo delle variabili artificiali z1

m ≥ 0, una per ogni vincolo, in
modo che (2.16) diventa∑

h∈H

xmh + z1
m = hm m ∈Mc, c ∈ C

Il vincolo sul giorno libero per ogni docente potrebbe essere praticamente vio-
lato, ma legalmente una sua violazione creerebbe molti problemi. Lo riteniamo
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meno importante del precedente vincolo ma più di quelli che seguiranno. La
violazione del vincolo viene realizzata introducendo una variabile artificiale
z2

p ≥ 0 (il numero 2 è un indice e non un esponente) e modificando il vincolo
(2.20) in ∑

g∈G

ygp − z2
p = |G| − 1 = 5 p ∈ P

Anche il vincolo sul massimo numero di ore giornaliero per una certa materia
è importante, ma certamente può esser violato molto più facilmente dei vincoli
precedenti. Quindi introduciamo delle variabili artificiali z3

mg ≥ 0 e il vincolo
(2.17) diventa∑

h∈Hg

xmh − z3
mg ≤ 2 g ∈ G, m ∈Mc, c ∈ C

Infine consideriamo come obiettivo reale la possibilità di soddisfare le richieste
sul giorno libero espresse dai docenti. A tal fine possiamo pensare di impostare
il problema chiedendo ai docenti una prima e una seconda scelta per il giorno
libero. Faremo in modo che le prime scelte siano esaudite il più possibile,
altrimenti si esaudiranno le seconde scelte, se possibile. A questo fine definiamo
dei coefficienti agp che poniamo uguale a 6 se g è la prima scelta di p, 1 se è
la seconda scelta, e 0 altrimenti. In conclusione la funzione obiettivo è

min (10000 ·
∑
m

z1
m + 1000 ·

∑
p

z2
p + 100 ·

∑
mg

z3
mg −

∑
gp

agp (1− ygp))

Questa funzione obiettivo forza a zero innanzitutto le variabili z1
m, poi le

z2
p e infine le z3

mg. A questo punto il problema è ammissibile per i vincoli origi-
nari e si può cercare di migliorare l’obiettivo soddisfacendo le giornate libere
richieste. Per come è stato costruita la funzione obiettivo, un valore ottimo
positivo corrisponde ad inammissibilità. Se ciò dovesse succedere, un esame
delle variabili artificiali positive può rivelare la causa dell’inammissibilità. Vi-
ceversa un valore nullo o negativo denota un problema ammissibile. Il modello
verrà risolto nella Sez. 8.3.

2.10 Problema dell’orario: orario universitario

Come detto precedentemente gli orari universitari presentano delle caratteri-
stiche molto variabili da facoltà a facoltà. Quello che viene qui presentato è il
caso della Facoltà di Scienze dell’Università di Udine, per la quale sono stati
elaborati negli anni due modelli.

L’orario deve avere una periodicità settimanale. Le grandezze che compa-
iono nel modello sono i corsi, i docenti, le aule (aule normali e laboratori) e
le ore. Per ‘ora’ si intende l’unità temporale con cui viene elaborato l’orario.
Tradizionalmente quest’ora astratta ha la durata di un’ora ‘vera’, più o meno.
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Ma non necessariamente deve essere cos̀ı. Una delle scelte fatte inizialmente
per semplificare la costruzione dell’orario nella facoltà udinese, è stata proprio
quella di decidere per unità temporali di due ore consecutive. In quel che segue
con il termine ‘ora’ si intende proprio l’unità temporale di due ore (con due
ore di materia allocate).

I corsi devono essere assegnati sia alle aule che alle ore. Un ovvio vincolo
rigido è dato dall’impossibilità che una stessa aula venga assegnata nella stessa
ora a due corsi diversi, e che un docente, impegnato in due corsi, insegni
simultaneamente in due classi diverse. Questi vincoli non possono essere violati
per motivi di impossibilità fisica. Un altro vincolo rigido riguarda il numero
di ore assegnato a ciascun corso che è fissato e per motivi didattici non può
essere modificato.

Un ulteriore vincolo rigido, teoricamente violabile ma praticamente non
violabile, è dato dalla non sovrapposizione di corsi seguiti dallo stesso gruppo
di studenti. Se per gruppo di studenti si intende quelli appartenenti allo stesso
anno di corso, si tratta di un vincolo molto forte. Tuttavia, quando vi sono
corsi facoltativi e si può prevedere che certi gruppi di corsi facoltativi saranno
scelti da uno stesso gruppo di studenti, allora sarebbe preferibile non avere
sovrapposizioni. Questo vincolo viene trattato come flessibile, altrimenti è
molto probabile che non esista soluzione ammissibile.

Un vincolo, teoricamente flessibile, ma valutato come rigido normalmente,
riguarda il fatto che ogni corso non può avere più di due ore al giorno.

Infine ci sono le preferenze dei docenti. Queste sono trattate a livello di
obiettivo. Normalmente le preferenze espresse dai docenti hanno una vasta
gamma di formulazioni diverse, spesso di difficile modellizzazione. Le più sem-
plici riguardano la preferenza per certe fasce orarie e certi giorni. Queste ven-
gono trattate assegnando dei pesi opportuni alle ore e ai giorni. Altre sono del
tipo ‘sempre lezione di mattina oppure sempre lezione di pomeriggio’, oppure
‘lezione in tre giorni consecutivi, non importa quali’. Queste presentavano dei
problemi nel primo tipo di modello. Il secondo modello invece le tratta con
facilità.

Una preferenza generale didattica è che i corsi siano impartiti il più pos-
sibile in due ore consecutive (qui ore reali). Se si hanno unità temporali di
singole ore (reali) è molto difficile costruire dei modelli che tendenzialmente
raggruppino le ore a due a due. È per questo motivo che si è scelto nella Facoltà
di Scienze di Udine (ma anche nella Facoltà di Ingegneria, dove si adottano
modelli diversi) di imporre le due ore consecutive. Fra gli altri vantaggi c’è
anche quello di un dimezzamento delle dimensioni del problema.

2.11 Orario universitario: modelli

Una prima semplificazione si basa sul fatto che ci sono aule uguali, ed è in larga
misura indifferente se un corso è assegnato ad una o ad un’altra di queste aule.
Quindi conviene suddividere le aule in tipi di aule con l’idea che aule dello
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stesso tipo sono intercambiabili. La conseguenza di questa semplificazione è
che il modello che vogliamo elaborare non produrrà immediatamente un orario
completo, ma si limiterà ad assegnare un corso ad una certa ora e ad un tipo
di aula. Siccome l’orario finale deve prescrivere esattamente quale aula deve
essere impiegata, bisognerà elaborare un successivo modello che distribuirà
i corsi assegnati ad uno stesso tipo di aula e in una stessa ora fra le varie
aule equivalenti. Sia K l’insieme dei tipi di aule e sia nk il numero di aule
disponibili per il tipo k ∈ K.

Indichiamo con C l’insieme dei corsi. Idealmente un corso è adatto per
un tipo di aula. Tuttavia può risultare necessario assegnare un corso ad un
tipo diverso di aula, ad esempio una più grande, cosa possibile anche se non
preferibile. Indichiamo con K(c) l’insieme dei tipi ammissibili per il corso
c ∈ C e viceversa con C(k) l’insieme dei corsi assegnabili al tipo k di aula.

La settimana è divisa in un insieme H di intervalli temporali, che chiamia-
mo ‘ore’ anche se la loro durata non corrisponde necessariamente ad un’ora
(come detto, nel nostro caso sono due ore). Sia G l’insieme dei giorni della
settimana e sia Hg il numero di ore del giorno g. Sia d(c) il numero di ore
prescritto per il corso c.

Certi gruppi di corsi non possono essere insegnati nella stessa ora. Sia Q
l’insieme dei gruppi di incompatibilità e sia Cq l’insieme dei corsi del gruppo
q ∈ Q. Fra questi gruppi ci sono anche le coppie (eventualmente triple) di
corsi impartiti dal medesimo docente, i corsi di uno stesso anno e inoltre corsi
facoltativi tendenzialmente seguiti dagli stessi studenti. Indichiamo anche con
Q(c) := {q : c ∈ Cq}, cioè l’insieme dei vari gruppi di incompatibilità cui un
corso può appartenere.

Il primo modello che è stato elaborato negli anni ‘90 era basato sulla stessa
idea di fondo del problema dell’orario scolastico: avere variabili binarie xchk

che associassero il corso c con l’ora h e il tipo k di aula. Si possono evidenziare
i seguenti vincoli ∑

c∈C(k)

xchk ≤ nk h ∈ H, k ∈ K

Questo vincolo impone che, per ogni ora e per ogni tipo di aula il numero di
lezioni, compatibili con il tipo di aula, non superi il numero di aule disponibili
di quel tipo. ∑

h∈H

∑
k∈K(c)

xchk = d(c) c ∈ C

Questo vincolo impone le ore previste per ogni corso. Tuttavia bisogna
aggiungere il vincolo sul massimo numero ore al giorno per ogni corso, quindi∑

h∈Hg

∑
k∈K(c)

xchk ≤ 1 c ∈ C, g ∈ G

Infine bisogna imporre il vincolo sui gruppi di incompatibilità
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c∈Cq

∑
k∈K

xchk ≤ 1 q ∈ Q

Questo modello presentava anche dei vincoli complicati per tener conto dei tre
giorni consecutivi di lezione (e richiesti). Tuttavia il modello aveva dei difetti,
pur avendo fatto il suo dovere per diversi anni. Avendo tre indici, il numero
di variabili può diventare troppo grande e quindi rallentare di parecchio l’e-
secuzione. Soprattutto però il fatto che l’insieme delle ore non riflettesse la
struttura d’ordine con cui le ore si presentano nella realtà, creava problemi
non appena c’era bisogno di tener conto di tale ordine.

Si è quindi elaborato un nuovo modello in cui, corso per corso, si identifica-
no tanti orari alternativi [188]. Per ‘orario’ si intende qui proprio l’indicazione
specifica, per ogni corso, delle ore e del tipo d’aula in cui le ore del corso
devono essere insegnate. Naturalmente bisogna poi fare in modo che gli orari
scelti per i diversi corsi siano compatibili per i vincoli.

Indichiamo allora con P (c) l’insieme dei possibili orari per il corso c. Sorge
immediatamente la domanda di come si possa materialmente trattare un tale
insieme, dato che il numero di tutti i possibili orari per un singolo corso è
esponenziale. Per il momento trattiamo il problema come se fosse possibile
avere a disposizione un tale insieme. Vedremo più avanti nel Cap. 11 come
la cosa sia possibile a livello computazionale. Per non usare la parola ‘orario’
che ha anche un significato più generico e quindi può presentare ambiguità,
usiamo la parola ‘schema’ per indicare un possibile orario per un singolo corso.

Per imporre dei vincoli sugli schemi conviene definire la seguente matrice
che contiene l’informazione su come sono fatti gli schemi

a(kh)(jc) =

{
1 se il corso c è assegnato all’ora h

in un’aula del tipo k per lo schema j ∈ P (c),
0 altrimenti

a′(h)(jc) =

{
1 se il corso c è assegnato all’ora h

per lo schema j ∈ P (c),
0 altrimenti

Si noti che a′(h)(jc) = 0 se e solo se a(kh)(jc) = 0 per ogni k ∈ K e che

∑
h∈H

a′(h)(jc) =
∑
h∈H

∑
k∈K(c)

a(kh)(jc) = d(c) j ∈ P (c), c ∈ C

Le variabili di decisione sono

xjc =
{

1 se lo schema j ∈ P (c) è impiegato per il corso c
0 altrimenti

(2.22)

I vincoli sono allora∑
c∈C

∑
j∈P (c)

a(kh)(jc) xjc ≤ nk k ∈ K, h ∈ H (2.23)
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che impone l’uso simultaneo di non più di nk aule del tipo k. Inoltre∑
c∈Cq

∑
j∈P (c)

a′(h)(jc) xjc ≤ 1 h ∈ H, q ∈ Q (2.24)

che impone la non sovrapposizione di corsi all’interno dello stesso gruppo q.
Inoltre ∑

j∈P (c)

xjc = 1 c ∈ C (2.25)

che impone l’uso di esattamente uno schema per ogni corso. L’obiettivo è la
massimizzazione delle preferenze∑

c∈C

∑
j∈P (c)

rjc xjc (2.26)

dove rjc è la preferenza del docente che insegna il corso c per avere l’orario
del corso secondo lo schema j. I valori rjc possono anche essere espressi come

rjc =
∑
h∈H

∑
k∈K(c)

a(kh)(jc) skhc

e skhc è la preferenza del docente per insegnare il corso c nell’ora h e in un’aula
del tipo k.

Quindi si è impostato un modello di programmazione lineare 0-1, con l’o-
biettivo (2.26) e i vincoli (2.22), (2.23), (2.24) and (2.25). Vedremo più avanti
in Sez. 11.6 come affrontare la risoluzione di questo modello e la relazione che
c’è fra i due modelli illustrati.

2.12 Problema della consegna di merci

Una ditta esegue consegne di merci a diversi supermercati di una determinata
area geografica, ad esempio una provincia o una regione. A questo scopo pos-
siede un insieme di furgoni di varie capacità. Il modo di operare della ditta
consiste nel ricevere le merci dai produttori in un unico deposito. Ogni mattina
i furgoni vengono caricati con le quantità di merce richieste dai supermercati,
eseguono le consegne e rientrano a fine giornata al deposito. Si vuole trovare,
giorno per giorno, un assegnamento delle merci ai furgoni, e quindi anche dei
supermercati da visitare, e anche un insieme di rotte che renda possibile la
consegna delle merci richieste con la minima spesa.

Analizziamo più in dettaglio il problema cominciando ad esaminare le varie
grandezze. Le richieste dei supermercati sono ovviamente dei dati. Oltre alle
quantità richieste può essere specificata una data di consegna. In questa fase
supponiamo che le richieste vadano evase genericamente ‘al più presto’. Questo
comporta l’introduzione di parametri decisionali variabili dinamicamente da
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giorno a giorno che definiscono la priorità di una richiesta. In generale la prio-
rità potrebbe essere semplicemente data dai giorni trascorsi dall’ordine senza
che la consegna sia stata effettuata, però altre considerazioni si potrebbero
sovrapporre.

Il numero dei furgoni e le loro capacità vanno considerati dati. Si potrebbe
pensare che il numero di furgoni non è necessariamente fissato e si possono
sempre acquistare nuovi furgoni di capacità opportuna (come anche vender-
li). Tuttavia il modello che si vuole costruire deve servire per delle decisioni
operative a breve termine. Tipicamente fra l’arrivo della richiesta di un super-
mercato e la consegna passano pochi giorni. Invece la decisione di acquistare
un nuovo furgone, data la spesa coinvolta e il lungo tempo in cui il furgone
dovrà essere usato, è una decisione strategica a lungo termine. Quindi, per gli
scopi del modello, il numero dei furgoni è un dato da considerare invariabile.

La quantità di merce da caricare su un determinato furgone è invece una
variabile decisionale che dovrà essere calcolata dal modello. Vi è un chiaro
vincolo fra la quantità di merce da caricare e la capacità di ogni furgone. È
opportuno spendere qualche parola su cosa si intenda per ‘capacità’ di un
furgone. Oltre al volume massimo trasportabile, normalmente un furgone ha
anche un peso massimo trasportabile. Il fatto di dover considerare contem-
poraneamente due grandezze complica il problema, a meno che la merce sia
omogenea (stesso rapporto peso/volume) nel qual caso le due grandezze si
riducono ad una. Ma anche in questo caso è molto difficile esprimere in modo
formalizzato il vincolo di capacità. In linea teorica si può sempre affermare
che per ogni insieme di merci, queste possono essere caricate su un furgone
oppure no. Però saper determinare quale dei due casi avviene è estremamente
difficile. Se la merce è costituita da scatole di dimensioni molto diverse, alcuni
metodi di impaccamento potrebbero risultare più efficienti di altri. Tuttavia
trovare un impaccamento tridimensionale ottimo è un problema molto ostico.
Siccome questo problema non si presenta da solo ma all’interno di un pro-
blema più ampio, si corre il rischio di sviluppare un modello assolutamente
intrattabile. Quindi è necessario semplificare il vincolo di capacità.

Supponiamo che la merce sia leggera, ovvero che il rapporto peso/volume
di ogni imballaggio sia minore del rapporto delle capacità di peso e di volume.
Quindi è solo la capacità di volume ad essere interessata. Dobbiamo inoltre
tener conto del fatto che normalmente non si riesce a impaccare (a meno di
imballaggi tutti uguali e abbastanza piccoli) una quantità di volume pari al
volume del furgone. Dall’esperienza passata è possibile stimare che il volu-
me caricato non supera mai una certa percentuale della capacità di volume.
Questa percentuale è un dato, che va appunto stimato dalle statistiche.

Anche cos̀ı semplificato il problema del caricamento massimo rimane diffi-
cile. Si tratta di un tipo di problemi di impaccamento che verranno descritti
ed analizzati nel Cap. 17.

Tuttavia il problema del caricamento non si esaurisce nel trovare un modo
massimo di caricare i furgoni. Tutto quanto viene caricato su un furgone deve
poi essere consegnato e se le località di consegna sono molte e distanti fra loro



28 2 Esempi di modelli

è probabile che il furgone non riesca a completare le consegne nella giornata.
Bisogna allora valutare anche i percorsi.

Il modo più naturale di modellare problemi legati a percorsi è di usare un
grafo dove i nodi rappresentano le località e gli archi i collegamenti fra le loca-
lità. A seconda del problema, agli archi possono essere associate varie quantità
quali le distanze, i tempi di percorrenza, i costi di percorrenza, le capacità di
trasporto. Nell’esempio le grandezze più rilevanti sono quelle di tempo e di
distanza. Possiamo ragionevolmente pensare che i costi siano direttamente
correlati alle distanze e ai tempi e quindi si può pensare di minimizzare i costi
indirettamente, minimizzando i tempi o le distanze.

Si immagini che il problema sia ridotto a quello di un singolo furgone che
deve visitare tutte le località nel più breve tempo possibile. Si tratta quindi di
scegliere un opportuno ordine di visita. Anche questo problema è difficile. Si
tratta di un celebre problema noto come problema del commesso viaggiatore
(TSP, Travelling Salesman Problem), ampiamento studiato e per il quale,
nonostante la difficoltà, sono disponibili dei validi metodi risolutivi. Questo
prolema verrà studiato nel Cap. 16.

Il problema che stiamo studiando ha quindi al suo interno, come sottopro-
blemi, due problemi noti come difficili. È quindi evidente che il problema stesso
è molto difficile e quindi dovremo accontentarci di soluzioni ‘buone’ ma non
necessariamente ottime. Il problema può esser modellato in vari modi alterna-
tivi. Di solito riuscire a modellare un problema separandone i diversi aspetti
strutturali porta a maggior flessibilità ed efficienza nell’uso del modello. Il
modello che viene descritto presenta appunto queste caratteristiche.

2.13 Consegna delle merci: modello

Si indichi con I l’insieme dei supermercati e con ri la richiesta di merci del su-
permercato i. Dalla discussione precedente ri è un dato volumetrico che deve
venire calcolato dalle richieste effettive, che invece sono espresse ad esempio
come numero di scatole di certi prodotti. Si indichi con K l’insieme di tipi di-
versi di furgoni e con dk il numero di furgoni di tipo k e con ck la loro capacità.
Inoltre sono disponibili i tempi di percorrenza (inclusivi dei tempi di scarico)
fra ogni coppia di supermercati e i costi corrispondenti in termini di costi di
gasolio più eventualmente costi di ammortamento dei veicoli. È evidente che i
tempi di percorrenza sono dati abbastanza incerti, con una discreta variabilità
a seconda delle condizioni del traffico. Un modello dettagliato dovrebbe tener
conto dei tempi di percorrenza a seconda del momento della giornata in cui la
strada viene percorsa. Questo però aumenta la complessità del modello, per
cui in una fase iniziale supponiamo che i tempi di percorrenza siano invarianti.

Il modello che viene costruito cerca di separare il problema della creazio-
ne delle rotte dal vincolo di consegna in ogni supermercato. Si immagini di
avere già disponibile un elenco di possibili insiemi di supermercati visitabili
da un furgone di capacità fissata nella stessa giornata. Questo significa che
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la quantità di merce da consegnare ai supermercati dell’insieme è compatibile
con il vincolo di capacità del furgone e che i supermercati sono localizzati in
modo che il tempo richiesto per lo scarico e per gli spostamenti non supera la
giornata.

Ovviamente l’elenco può essere molto lungo. Tralasciamo per il momento
questo aspetto, nonché il modo come l’elenco possa essere prodotto. Ogni
sottoinsieme dell’elenco sia associato alla coppia di indici (j, k), nel senso che
il sottoinsieme è il j-mo nell’elenco associato ai furgoni di tipo k. Siccome i
furgoni differiscono solo per la capacità, possiamo dividerli in tipi diversi a
seconda della capacità.

Possiamo associare al sottoinsieme di indice (j, k) una variabile decisionale
xjk che assume il valore 1 se il sottoinsieme viene assegnato ad un furgone
di tipo k e il valore 0 altrimenti. Inoltre associamo al sottoinsieme (jk) un
vettore ai

jk, dove i è l’indice associato ai vari nodi (supermercati). Il vettore è
un semplice vettore d’incidenza dove ai

jk = 1 se il sottoinsieme (j, k) contiene
il nodo i e 0 altrimenti.

A questo punto il vincolo che ogni nodo debba essere visitato da un furgone
può essere facilmente imposto da∑

jk

ai
jk xjk = 1 i ∈ I (2.27)

Per comprendere la natura del vincolo, si noti che xjk ∈ {0, 1} e che ai
jk ∈

{0, 1}. Quindi esattamente un termine della sommatoria è uguale a 1 e tutti
gli altri sono uguali a 0. Inoltre per l’indice (jk) il cui termine è uguale a 1,
deve essere sia ai

jk = 1 sia xjk = 1, quanto a dire che si deve selezionare un
sottoinsieme contenente il nodo i. Si noti che ogni soluzione ammissibile di
(2.27) corrisponde ad una partizione dell’insieme dei nodi. Per questo motivo
vincoli del tipo (2.27) vengono detti vincoli di partizione.

Il vincolo (2.27) non è tuttavia sufficiente a definire una soluzione ammis-
sibile in quanto bisogna anche tener conto del numero di furgoni di tipo k
disponibile. Se dk è il numero di furgoni di tipo k, bisogna anche imporre che∑

j

xjk ≤ dk k ∈ K (2.28)

A questo punto possiamo associare ad ogni sottoinsieme di indice (jk) un
costo cjk, dato ad esempio dalla lunghezza del percorso, che assumiamo diret-
tamente correlato con il costo. Si noti che il calcolo del costo non è per niente
immediato in quanto comporta la risoluzione di un TSP.

Ammesso quindi di avere a disposizione l’elenco dei sottoinsiemi con i
relativi costi il problema può essere formulato con il seguente modello di
programmazione lineare 0-1.
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A B C D

∗ 2 6 3 8

A 7 4 10

B 9 7

C 9

Grafo delle località Tabella delle distanze

Figura 2.1.

min
∑
jk

cjk xjk

∑
jk

ai
jk xjk = 1 i ∈ I

∑
j

xjk ≤ dk k ∈ K

xjk ∈ {0, 1}

(2.29)

Si noti che in (2.29) non sono esplicitamente presenti le seguenti grandezze
del problema: capacità ck dei furgoni, quantità ri da consegnare e tempi di
percorrenza. Questi dati sono invece implicitamente presenti nella matrice che
definisce (2.29). Quindi entrano necessariamente in gioco per generare l’elenco
dei sottoinsiemi.

Per il momento il modello viene illustrato con un ipotetico problema con
4 nodi A, B, C e D (si vedano in Fig. 2.1 i quattro nodi con il deposito
indicato come ∗ e le distanze e la tabella delle distanze minime fra i nodi) e
2 furgoni, il primo di capacità sufficiente a visitare al più 3 nodi e il secondo
al più 2 nodi. Si può notare che la tabella non contiene dati ma grandezze
derivate dai dati. Infatti sono inizialmente note solo le distanze fra i nodi.
Da queste si può derivare abbastanza facilmente, come si vedrà nel Cap. 9, la
tabella delle distanze minime fra tutte le coppie di nodi. Bisogna solo porre
attenzione al fatto che i tempi della tabella comprendono anche i tempi di
scarico e quindi il modo di derivarli dai tempi fra nodo e nodo richiede degli
elementari accorgimenti.

Un possibile elenco di nodi per il primo furgone è (tralasciando sottoinsiemi
di un singolo nodo per il furgone a maggiore capacità)

{AB , AC , AD , BC , BD , CD , ABC , ABD , ACD , BCD} (2.30)

e per il secondo

{A , B , C , D , AB , AC , AD , BC , BD , CD} (2.31)
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La matrice ai
jk risulta allora essere, elencando prima i sottoinsiemi (2.30) (con

indici (j, k) di colonna eguali a (1, 1), (2, 1), (3, 1), . . . , (10, 1)) e poi (2.31) (con
indici (1, 2), (2, 2), (3, 2), . . . , (10, 2)).⎛

⎝ 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1

⎞
⎠ (2.32)

mentre il vincolo (2.28) è definito dalla matrice(
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

)
e il vettore c di costi da

( 15 9 20 18 21 20 20 24 23 25 4 12 6 16 15 9 20 18 21 20 )

Una soluzione ammissibile di (2.29) corrisponde pertanto ad una scelta di
colonne di (2.32) tale che: esattamente una colonna delle prime 10 ed una
delle seconde 10 vengono scelte; l’insieme della prima colonna deve essere
complementare a quello della seconda.

Ad esempio la soluzione x1,1 = x10,2 = 1 (e tutte le altre variabili uguali
a 0) è ammissibile (corrisponde alla prima e all’ultima colonna di (2.32)) e di
costo 35, come anche ad esempio x8,1 = x3,2 = 1 (8-va e 13-ma colonna) di
costo 30. Mentre la soluzione x8,1 = x6,2 = 1 non è ammissibile perché il nodo
C è visitato 2 volte e la soluzione x1,1 = x6,1 = 1 non è ammissibile perché il
primo furgone è impiegato due volte.

La soluzione ottima è quella data dalle colonne 10 e 11 di costo 29, che
corrisponde a inviare il furgone grande su B, C e D e il furgone piccolo solo
su A.

La soluzione di (2.29) può essere trovata in generale con un algoritmo
di programmazione lineare 0-1. Tuttavia una parte importante del problema
deve essere ancora affrontata. Come si ottengono le colonne della matrice
(2.32)? E inoltre: come si può pensare di generare un numero di colonne che
verosimilmente cresce in modo esponenziale con le dimensioni del problema?

Per fortuna la teoria della programmazione lineare riesce a rispondere in
modo adeguato a queste domande. Si vedrà più avanti nel Cap. 11 che non
è necessario generare tutte le colonne di (2.32). In linea teorica basterebbero
quelle corrispondenti alla scelta ottima. Ma ovviamente non si conosce l’ottimo
in anticipo. Tuttavia esistono dei metodi che permettono di generarne soltanto
un numero limitato, incluse ovviamente quelle corrispondenti all’ottimo (si
veda la Sez. 19.4).

Necessariamente, visto che il problema (2.32) si limita a considerare il
vincolo di consegna in ogni supermercato, la generazione delle colonne dovrà
considerare il problema della capacità dei furgoni (e quindi affrontare dei
problemi di impaccamento) e quello di trovare il percorso più conveniente
per un fissato insieme di destinazioni (e quindi affrontare dei problemi di
TSP). Rinviamo questa trattazione ad un capitolo successivo, quando saranno
acquisite le necessarie tecniche matematiche.
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2.14 Problema del portafoglio

Si abbia un capitale da investire in vari titoli. Come suddividere il capitale
nei vari titoli nel modo migliore? Se si potesse conoscere il futuro, la risposta
sarebbe semplice: investire tutto il capitale nel titolo che avrà il guadagno
più elevato. Purtroppo, non conoscendo il futuro, ci si deve affidare ad un ap-
proccio probabilistico. A questo scopo bisogna conoscere l’andamento storico
di ogni titolo. Da questo si può dedurre il valore atteso del guadagno di ogni
titolo e quindi si può pensare di basare la decisione sui guadagni attesi anzi-
ché sui guadagni veri (ignoti). Questo approccio non cattura però un aspetto
importante del problema: il rischio che il futuro sia diverso dalle attese. Tipi-
camente i titoli con i maggiori guadagni sono proprio quelli a più alto rischio.
Bisogna allora modellare formalmente il rischio.

Il rischio è associato con la fluttuazione del guadagno attorno al valore
medio: più alta la fluttuazione, più alto il rischio. A dire il vero sono solo le
fluttuazioni verso il basso a non essere gradite. Quindi, se la densità di pro-
babilità non è simmetrica rispetto al valor medio, bisognerebbe discriminare
fra fluttuazioni verso il basso e verso l’alto. Effettivamente è possibile mo-
dellare il problema tenendo conto delle fluttuazioni verso il basso, ad esempio
esprimendo esplicitamente la probabilità con cui un titolo avrà un rendimento
inferiore ad una quantità fissata. Tuttavia questo approccio presenta notevoli
difficoltà analitiche di modellazione se le variabili non sono gaussiane. È più
semplice fare riferimento alla fluttuazione senza discriminare fra alto e basso
e questo si può fare con la varianza.

Il ragionamento è allora il seguente. Si indichi con I l’insieme dei titoli. Il
guadagno del titolo i è una variabile casuale che si può sempre esprimere come
una somma del valore atteso del titolo, ti, e di una variabile casuale di valor
medio nullo ri. Quindi, indicando con xi il capitale da investire nel titolo, il
guadagno è (ti + ri)xi. Complessivamente il guadagno è dato dalla variabile
casuale ∑

i∈I

(ti + ri) xi

ovvero dal valore atteso
∑

i∈I ti xi più la variabile casuale a valore medio nullo∑
i∈I ri xi. La varianza

E[(
∑
i∈I

ri xi)2]

di questa variabile casuale può rappresentare una valida misura del rischio.
Passando ad una notazione matriciale (

∑
i∈I ri xi = r�x = x�r). Possiamo

scrivere
E[(r�x)2] = E[x�r r�x] = x�E[r r�] x = x�Q x

dove E[r r�] =: Q è la matrice di covarianza . Quindi si tratta contempora-
neamente di massimizzare la funzione lineare

t�x (2.33)
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e di minimizzare la funzione quadratica

x�Q x (2.34)

con i vincoli ∑
i

xi ≤ C

xi ≥ 0

dove C è il capitale disponibile. Soluzioni ammissibili che siano contempo-
raneamente massimi di (2.33) e minimi di (2.34) normalmente non esistono.
Bisogna pertanto ridefinire il concetto di ottimalità.

Anticipando quanto verrà approfondito nel Cap. 3, si può intanto dire che
si cercano soluzioni che non possano essere peggiori di altre soluzioni sia per
l’obiettivo (2.33) che per l’obiettivo (2.34). È naturale non essere interessati
ad una soluzione se ne esiste un’altra a più alto rendimento e a minor rischio.
Una volta eliminate queste soluzioni quelle che rimangono costituiscono un
insieme di soluzioni da non scartare. Per ogni coppia di queste soluzioni, se
una presenta un rendimento più alto dell’altra, presenta anche un rischio mag-
giore. Tale insieme può essere descritto, per ogni valore di K, dagli ottimi del
problema

min x�Q x

1�x ≤ C

t�x ≥ K

x ≥ 0

(2.35)

dove 1 è il vettore di tutti 1 e 1�x è un modo alternativo di scrivere
∑

j xj . A
differenza dei casi precedenti, il modello (2.35) non è lineare. Tuttavia, data
la struttura molto particolare (vincoli lineari e funzione obiettivo quadratica
positiva definita) sono state sviluppate tecniche particolarmente efficaci di
risoluzione [156]. La risoluzione di (2.35) viene esposta nel Cap. 26 a pag. 507.

Due soluzioni estreme di (2.35) sono immediatamente disponibili. Se K = 0
(ci si accontenta di un guadagno nullo) allora l’ottimo è zero: non si investe
nulla. All’estremo opposto, il massimo valore di K per cui esiste una soluzione
ammissibile in (2.35) è C maxj tj = C tk. Per questo valore xk = C e xj = 0
per j �= k, cioè massimo guadagno ma anche massimo rischio.
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Ottimalità con molti obiettivi

Dagli esempi del capitolo precedente si è visto come in ogni problema reale
una decisione venga normalmente valutata in base a vari criteri, quasi sempre
antitetici, nel senso che decisioni buone per un criterio non lo sono spesso per
un altro.

Siccome bisogna tuttavia pervenire ad una decisione, cioè alla scelta di una
sola fra le molte alternative possibili, è utile disporre di una metodologia che
guidi il decisore verso la scelta di un’alternativa che il decisore stesso perce-
pisca come la ‘migliore’. Dando ovviamente per scontato che le preferenze del
decisore siano coerenti con i criteri enunciati per il problema in esame, si pone
il problema se poi il decisore sia guidato da un meta-criterio, aggregazione di
tutti gli altri criteri, nell’esprimere le sue preferenze fra alternative diverse e
alla fine nell’individuare la soluzione migliore.

L’esistenza di un tale criterio aggregato nella mente del decisore è una
questione controversa. Anche ammettendone l’esistenza, rimane il problema
di poterlo esplicitare in modo quantitativo. È preferibile, a giudizio di chi
scrive, tenere separate la prima fase di calcolo di una decisione, che enuclea
soluzioni razionalmente equivalenti in base ai criteri del problema e senza
aggregarli, dalla seconda, che, estraendo informazione dal decisore, guida verso
la soluzione preferita dal decisore.

Le due fasi non devono necessariamente avvenire in sequenza, possono
anche coesistere, ma è bene che sia chiaro quali elementi del problema so-
no oggettivi e di pertinenza dell’analista e quali invece sono soggettivi e di
pertinenza del decisore.

A questo quadro può aggiungersi la complicazione dovuta al fatto che al-
cuni criteri possono essere difficilmente formalizzabili (come il gusto nel pro-
blema della dieta, o il livello di servizio nell’esempio della turnazione) e quindi
è necessario poter esplicitare quantitativamente le preferenze del decisore nei
casi in cui le preferenze non si esprimano necessariamente secondo una scala
numerica.

Nella sezione successiva il problema dell’esplicitazione delle preferenze del
decisore viene brevemente formulato in termini generali, prescindendo dal-
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l’individuazione di obiettivi formalizzati. Una trattazione esaustiva di questo
tema esula dagli scopi di questo testo, per cui vengono esposti solo alcuni
concetti di base. Successivamente si darà per scontato che gli obiettivi del de-
cisore si possano formulare come funzioni matematiche delle varie alternative.
Per un approfondimento di questi temi si suggeriscono [151, 189, 226].

3.1 Preferenze

Per esplicitare le preferenze di un decisore conviene effettuare un confronto
diretto fra tutte le alternative possibili. Questo è ovviamente possibile se il
numero di alternative è limitato. In molti problemi invece il numero di alter-
native è molto grande se non addirittura infinito. Si immagini allora di avere
scelto un numero limitato di alternative ‘campione’ rappresentative di tutte
quante.

Al decisore si chiede di confrontare tutte le coppie di alternative. Per ogni
coppia il risultato del confronto può essere uno dei quattro casi: ‘preferisco
l’alternativa A alla B’ oppure ‘preferisco B ad A’, oppure ‘sono indifferente
fra A e B’ oppure ancora ‘non sono in grado di confrontare A e B’.

Potrebbe sembrare che i due ultimi casi siano equivalenti. Invece l’indiffe-
renza è diversa dall’incomparabilità. Il termine ‘indifferenza’ sta ad indicare la
totale intercambiabilità di una decisione con un’altra. Quindi indifferenza fra
A e B significa che A può essere sostituita con B e viceversa e il decisore trova
equivalenti le due opzioni. Analogamente, se dovesse anche essere indifferente
fra B e C, potrebbe sostituire B con C e viceversa. Tale intercambiabilità
porta a dire che anche C potrebbe sostituire A e viceversa. Quindi vi è in-
differenza anche fra A e C, quanto a dire che l’indifferenza è una relazione
transitiva.

L’incomparabilità non è invece una relazione transitiva. Si può sempre
immaginare una situazione in cui due alternative A e B sono inconfrontabili
perché A è molto migliore di B per un criterio ma B è molto migliore di A per
un altro criterio. Ad esempio A potrebbe essere una decisione che comporta
costi elevati ma anche un’ottima qualità e B invece potrebbe essere una scelta
molto economica ma anche di bassa qualità. Analogamente potrebbe avvenire
fra A e C. Questo non implica che anche B e C siano inconfrontabili. Potrebbe
avvenire che B sia preferito a C perché un po’ più economico di C e di qualità
leggermente migliore di C.

Quindi per ogni coppia ordinata di decisioni (A, B) la relazione che si
stabilisce fra le due decisioni assume un valore fra i seguenti quattro

≺ � ∼ ?

dove



3.1 Preferenze 37

A ≺ B =⇒ A è preferito a B

A � B =⇒ B è preferito a A

A ∼ B =⇒ A e B sono indifferenti
A ? B =⇒ A e B sono incomparabili

In generale possiamo allora definire per ogni insieme X di decisioni ammis-
sibili una struttura di preferenze tale che per ogni coppia ordinata di decisioni
x ∈ X e y ∈ X, si abbia xRy con R ∈ {≺,�,∼, ?}. Si costruisca un grafo
orientato i cui nodi sono le classi di equivalenza delle decisioni indifferenti fra
loro e i cui archi rappresentano la relazione di preferenza ≺. Allora, affinché la
relazione abbia un senso come struttura coerente di preferenze di un decisore
‘razionale’ si pretende che il grafo sia aciclico.

Non sempre, in casi reali, un decisore, richiesto di esprimere le sue prefe-
renze a coppie, si dimostra coerente. È comunque chiaro che se ciò avviene è
solo perché il decisore non ha ancora esplicitato in modo chiaro le sue pre-
ferenze. D’ora in poi assumiamo che le preferenze siano coerenti. In queste
condizioni, se avviene x ≺ y, la soluzione y va scartata. Questa considerazione
porta alla seguente definizione.

Definizione 3.1. Si dicono non dominate, oppure efficienti, oppure ottimi di
Pareto, le decisioni x tali che non esiste una decisione y preferita a x.

Il nome di ottimi di Pareto deriva dall’economista italiano Vilfredo Pareto
che per primo li introdusse nelle sue analisi di economia politica [173, 174].

La coerenza implica l’esistenza di almeno una decisione non dominata
(se X è un insieme finito). Il problema in realtà è che vi sono normalmente
molte decisioni non dominate e bisogna stabilire dei criteri più raffinati per
preferire una decisione su tutte (alla fine bisogna scegliere una e una sola
decisione). Si noti anche come la presenza di coppie di decisioni incomparabili
fa aumentare il numero di decisioni non dominate. Se non ci fossero coppie
incomparabili le decisioni non dominate sarebbero tutte indifferenti fra loro e
quindi il problema della scelta finale non sussisterebbe.

Si potrebbe sostenere che l’incomparabilità sia in realtà una condizione
temporanea dovuta alla difficoltà di percezione del decisore di tutti i dati
inerenti le varie decisioni e che l’incomparabilità alla fine debba tradursi in una
delle altre tre relazioni. Il vantaggio di avere soltanto le relazioni {≺,�,∼} non
risiede solo nel fatto che si restringe l’insieme delle soluzioni non dominate, ma
anche nella possibilità di postulare l’esistenza di una singola funzione obiettivo
f : X → IR tale che

x ≺ y ⇐⇒ f(x) < f(y) e x ∼ y ⇐⇒ f(x) = f(y) (3.1)

Se X è finito e se le preferenze sono coerenti e non vi sono alternative incom-
parabili, una tale funzione esiste sempre ed è facilmente costruibile. Quando
X è infinito (ad esempio un sottoinsieme di IRn) si deve anche richiedere alla
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funzione f di essere continua (funzioni discontinue si prestano male all’ana-
lisi) e una tale funzione obiettivo può non esistere. Un teorema afferma che
se gli insiemi A(x) := {y : y ≺ x, oppure y ∼ x} sono chiusi per ogni x allora
una funzione continua f che soddisfi (3.1) esiste. Il problema di identificarla
a partire dalle preferenze del decisore è tuttavia alquanto complesso.

In ogni caso è preferibile affrontare il problema senza escludere a priori
l’incomparabilità fra le soluzioni, e in questo caso una funzione obiettivo sin-
gola non può esistere in quanto (3.1) non ammette l’incomparabilità. Però ci
si può accontentare di meno, ovvero di

x ≺ y =⇒ f(x) < f(y) e x ∼ y =⇒ f(x) = f(y) (3.2)

e di trovare un insieme di funzioni f che soddisfi (3.2). A questo scopo bisogna
identificare dei criteri per i quali la preferenza fra le soluzioni, se limitata solo
ad un particolare criterio, non dà luogo ad incomparabilità e si presenta invece
come un ordine totale. A questo punto, criterio per criterio, si può identificare
una funzione obiettivo fi : X → IR che soddisfa (3.1) per le preferenze ristrette
al criterio i-mo e (3.2) in generale.

Si noti come sia rilevante soltanto la relazione d’ordine espressa da (3.1) e
non già il valore numerico di f(x). Anche per questo motivo è bene operare
con estrema cautela quando si devono aggregare fra loro funzioni obiettivo
riferite a diversi criteri.

Una volta identificate le funzioni obiettivo queste definiscono in modo au-
tomatico una struttura di preferenza (nel modo che vedremo nella prossima
sezione). Se questa coincide con la struttura di preferenza iniziale allora la
scelta dei criteri è stata coerente con le preferenze del decisore.

Nell’identificazione dei criteri è bene essere parsimoniosi. Non serve infatti
un criterio che riproduca esattamente le preferenze di un altro criterio. Inoltre
l’uso di molti criteri porta a relazioni di preferenza con molte soluzioni non
dominate. Quindi bisogna capire se l’informazione aggiuntiva dovuta all’in-
troduzione di un nuovo criterio non renda più difficile la successiva determi-
nazione della soluzione finale all’interno di un accresciuto insieme di soluzioni
non dominate.

Nelle prossime sezioni supporremo di avere già modellato il problema
in modo da avere disponibili un certo numero di funzioni obiettivo deri-
vate dall’individuazione di criteri diversi sull’insieme delle soluzioni ammis-
sibili. Problemi modellati in questo modo prendono il nome di problemi
multi-obiettivo.

Vogliamo ancora notare come questo quadro teorico sia applicabile anche
in quei casi in cui si tratti di valutare, non già decisioni alternative, ma entità
diverse, ad esempio università, ospedali, studenti o ricercatori universitari. La
valutazione viene normalmente effettuata enunciando vari criteri e assegnando
valori numerici per ogni criterio e ogni entità.

Tuttavia non si può fare a meno di notare come purtroppo sia prassi molto
diffusa l’abitudine di aggregare in modo arbitrario i vari criteri producendo
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una ‘classifica’, la cui ‘oggettività’ non viene minimamente messa in dubbio,
proprio per il modo numerico con cui viene costruita. In realtà, prescindendo
dalla maggiore o minore adeguatezza dei singoli criteri, è proprio l’aggregazio-
ne dei criteri l’aspetto non oggettivo della valutazione. Produrre una classifica
forse risponde ad un bisogno psicologico umano di produrre una gerarchia to-
tale, ma rende un cattivo servizio alla valutazione stessa, che prima di tutto
deve essere un atto di comprensione dei fenomeni.

3.2 Problemi multi-obiettivo

Sia X l’insieme delle decisioni ammissibili. Si supponga che su X siano definiti
m diversi obiettivi che assumono la forma di m funzioni obiettivo fi(x) :
X → IR da minimizzare. Queste funzioni definiscono la seguente struttura di
preferenze:

x ≺ y ⇐⇒ fi(x) ≤ fi(y), i ∈ [m], e f(x) �= f(y)
x � y ⇐⇒ fi(x) ≥ fi(y), i ∈ [m], e f(x) �= f(y)
x ∼ y ⇐⇒ f(x) = f(y)
x ? y ⇐⇒ altrimenti

Qui, come si farà anche in seguito, si è usata la notazione [m] := {1, . . . , m}.
In accordo con la Definizione 3.1, diremo che una decisione x domina una

decisione y se fi(x) ≤ fi(y) per ogni i ed inoltre esiste un obiettivo k tale
che fk(x) < fk(y). Se esistesse un’unica decisione non dominata x∗, allora si
avrebbe

fi(x∗) ≤ fi(x) i ∈ [m], x ∈ X (3.3)

e una tale decisione sarebbe ovviamente la migliore possibile sotto ogni aspet-
to e non ci sarebbe altro da dire. Supponiamo quindi che esista più di una
decisione non dominata.

La Definizione 3.1, che enuclea le soluzioni non dominate, corrisponde ad
un criterio di razionalità secondo il quale vanno certamente scartate decisioni
dominate. Se gli obiettivi fi, . . . , fm sono effettivamente tutti gli obiettivi (o
quanto meno quelli più significativi) e riflettono le preferenze di un singolo
decisore, allora è naturale assumere che ‘x viene razionalmente preferito a y’
se x domina y. Non si pensi tuttavia che, qualora gli obiettivi si riferiscano a
più decisori, sia universalmente accettabile il rifiuto della decisione y a causa
della dominanza da parte di x. Un decisore la cui ‘sua’ funzione obiettivo fosse
indifferente fra x e y potrebbe non gradire un miglioramento da parte di tutti
gli altri decisori e non preferire quindi automaticamente x a y. Nel seguito
tuttavia non ci occuperemo di questo secondo aspetto e penseremo sempre
che il decisore sia unico e le funzioni obiettivo esprimano le sue preferenze.

In quest’ottica le uniche decisioni che possono essere prese in considera-
zione sono gli ottimi di Pareto. Questi vengono di solito rappresentati geo-
metricamente nello spazio immagine delle funzioni obiettivo. Si immagini di
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(a) (b)

Figura 3.1.

costruire i punti (f1(x), . . . , fm(x)) ∈ IRm per ogni decisione x ∈ X e di
considerare l’unione di tutti questi punti, che indichiamo sinteticamente con
f(X). Tutti i possibili valori delle funzioni obiettivo corrispondono quindi agli
elementi dell’insieme immagine f(X).

Data una decisione x̄, si consideri la sua immagine f(x̄) e si ‘appenda’ al
punto f(x̄) l’ortante negativo IRm

− in modo da definire l’insieme f(x̄) + IRm
−

(Fig. 3.1(a)). Se esistono decisioni x̂ tali che f(x̂) ∈ f(x̄)+IRm
− e f(x̂) �= f(x̄),

x̂ domina x̄ per definizione. Quindi le immagini in f(X) degli ottimi di Pareto
sono quei punti f(x̂) tali che

(f(x̂) + IRm
− ) ∩ f(X) = f(x̂)

Si veda in Fig. 3.1(b) un ipotetico insieme f(X). I punti f(x1) e f(x3) sono
immagini di ottimi di Pareto, mentre f(x2) non lo è. Gli ottimi di Pareto (o
meglio le immagini degli ottimi, ma d’ora in poi ometteremo per semplicità la
distinzione) sono i punti sulla frontiera di f(X) evidenziati con tratto grosso.

Esempio 3.2.

Si immagini di dover costruire delle centrali elettriche per soddisfare il
bisogno energetico di una regione. Sono stati individuati 5 siti e le possibili
centrali per ogni sito. Le potenze ottenibili dalle centrali e i costi di costruzione
sono stati rispettivamente stimati come P = (50, 35, 30, 25, 60) (MW) e C =
(20, 16, 13, 6, 12) (Me)).

Si tratta di valutare in quali siti costruire le centrali. La potenza ottenibile
sarà la somma delle potenze delle centrali costruite e altrettanto vale per il
costo. Si vuole inizialmente valutare quali decisioni sono efficienti. Poi la scelta
andrà fatta fra le soluzioni efficienti in base alla richiesta di potenza stimata
e i fondi a disposizione.
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Figura 3.2.

Possiamo rappresentare il problema come

X = {0, 1}5 , f1(x) =
5∑

i=1

Pi xi, f2(x) =
5∑

i=1

Ci xi

dove la funzione f1 deve essere massimizzata, mentre f2 deve essere minimiz-
zata.

Con i dati del problema le immagini delle 32 alternative sono raffigurate in
Fig. 3.2(a) (in ascissa la potenza e in ordinata il costo), mentre in Fig. 3.2(b)
sono evidenziati i 15 ottimi di Pareto (si noti che la funzione f1 deve essere
massimizzata). Quindi la scelta del decisore dovrà cadere fra queste 15 solu-
zioni a seconda della valutazione costi-benefici che si vuole fare. Gli ottimi di
Pareto sono:

{0, 0, 0, 0, 0} , {0, 0, 0, 1, 0} , {0, 0, 0, 0, 1} , {0, 0, 0, 1, 1} , {0, 0, 1, 0, 1} ,

{0, 1, 0, 0, 1} , {0, 0, 1, 1, 1} , {0, 1, 0, 1, 1} , {1, 0, 0, 1, 1} , {1, 0, 1, 0, 1} ,

{0, 1, 1, 1, 1} , {1, 0, 1, 1, 1} , {1, 1, 0, 1, 1} , {1, 1, 1, 0, 1} , {1, 1, 1, 1, 1} ,

con i rispettivi valori di funzione obiettivo

{0, 0} , {25, 6} , {60, 12} , {85, 18} , {90, 25} ,

{95, 28} , {115, 31} , {120, 34} , {135, 38} , {140, 45} ,

{150, 47} , {165, 51} , {170, 54} , {175, 61} , {200, 67} .

Se ad esempio si dovesse aver bisogno di una potenza fra i 120 e i 150
MW, si potrebbero valutare le quattro opzioni {120, 34}, {135, 38}, {140, 45},
{150, 47}.

Esempio 3.3.

Si riconsideri il problema del portafoglio (Sez. 2.14) con f1(x) = t� x da
massimizzare e f2(x) = x�Q x da minimizzare. I dati del problema siano



42 3 Ottimalità con molti obiettivi

4000 8000 12000

4000

8000

12000

300 600 900

50000

100000

(a) (b)

Figura 3.3.

C = 12000e, t1 = 5 · 10−2, t2 = 8 · 10−2, Q =
(

2 −2
−2 7

)
· 10−4

L’insieme ammissibile è rappresentato in Fig. 3.3(a), dove le linee di livello
f1(x) = K sono rette e le linee di livello f2(x) = K sono ellissi (Q è positiva
semidefinita) i cui assi sono dati dagli autovettori di Q. In Fig. 3.3(b) (in
ascissa il valor medio e in ordinata la varianza) è raffigurato il codominio
f(X) disegnando esplicitamente l’immagine della frontiera di X e l’immagine
dei raggi (x, mx) per alcuni valori di m. Gli ottimi di Pareto costituiscono la
linea spezzata evidenziata in tratto grosso in Fig. 3.3(a) e le loro immagini
costituiscono la frontiera ‘sud-est’ di f(X) (Fig. 3.3(b)).

Gli ottimi di Pareto possono essere molto numerosi, addirittura infiniti
in problemi continui, e quindi si presenta il problema di come scegliere una
particolare decisione all’interno degli ottimi di Pareto.

All’analista che studia, modella e risolve il problema, deve essere chiaro
che la scelta della decisione finale non può che essere responsabilità del deci-
sore, sul quale ricadranno le conseguenze della decisione. Mentre restringere
la scelta fra le soluzioni non dominate è un atto oggettivo che può essere de-
mandato all’analista, la scelta della decisione finale è un atto soggettivo di
pertinenza del decisore.

A questo scopo sono stati suggeriti vari metodi per generare ottimi di
Pareto interagendo con il decisore. Ne presentiamo quelli più significativi.

3.3 Combinazione lineare

Il problema viene ridotto ad un’unica funzione obiettivo tramite un’aggrega-
zione come combinazione lineare con coefficienti positivi:

F (x) :=
∑

i

αi fi(x), con αi > 0 (3.4)
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e si risolve
min {F (x) : x ∈ X} (3.5)

Aggregare criteri diversi secondo un’unica funzione obiettivo come in (3.4)
pone i seguenti problemi: dati valori αi > 0, si ottiene un ottimo di Pareto
risolvendo (3.5)? dato un ottimo di Pareto x̂, esistono valori αi > 0 per cui x̂
è ottimo in (3.5)? che relazione c’è fra i coefficienti αi e gli ottimi di Pareto?

Esaminiamo prima l’ultima questione. Per quanto detto precedentemente,
ridurre il problema ad una singola funzione obiettivo, rende confrontabili tutte
le alternative, con una struttura di preferenze che diventa un ordine totale.

La scelta dei coefficienti αi è quindi cruciale per raggiungere la decisione
finale. Per questo motivo la scelta dei coefficienti spetta al decisore. Tuttavia
il decisore, per poter scegliere i coefficienti, deve avere una percezione chiara
di come questa scelta influenzi gli ottimi.

Si consideri una particolare soluzione x̄, per la quale si ottengono valori di
funzione obiettivo f̄i := fi(x̄). Si fissino due criteri h e k e un valore Δh > 0,
abbastanza piccolo. Al decisore viene allora chiesto per quale valore di Δk > 0
è indifferente fra x̄ ed un’ipotetica alternativa che desse valori f̂i = f̄i per
i �= h, k e f̂h = f̄h −Δh e f̂k = f̄k + Δk.

È ragionevole pensare che un tale valore Δk > 0 esista. Infatti per Δk = 0
l’alternativa ipotetica domina x̄ mentre aumentando Δk dobbiamo aspettarci
che la situazione si rovesci.

Per l’indifferenza delle due alternative si deve avere
∑

i

αi f̄i =
∑

i

αi f̂i =⇒ 0 = αk Δk − αh Δh =⇒ αh

αk
=

Δk

Δh
(3.6)

Se il criterio k rappresenta un costo monetario, Δk rappresenta quanto il
decisore è disposto a spendere per ottenere un miglioramento Δh per il crite-
rio h. L’espressione (3.6) lega i coefficienti della combinazione lineare a questa
valutazione comparativa fra i due criteri.

Variando h su tutti i criteri si può esprimere αh in funzione di αk. Siccome
i coefficienti sono definiti a meno di una costante moltiplicativa positiva (mol-
tiplicarli tutti per una stessa costante positiva non altera il problema (3.5)) si
può porre αk = 1 e quindi αh = Δk/Δh. Questo corrisponde a ‘monetizzare’
i criteri e il valore F (x) che si ottiene rappresenta un costo virtuale.

Ovviamente tanto più grande è il coefficiente αh, tanto più l’obiettivo h
viene privilegiato nella scelta della decisione. Non ha senso ammettere in (3.4)
coefficienti nulli, perché ciò sarebbe equivalente a non considerare gli obiettivi
corrispondenti.

Lo schema delineato di determinare i coefficienti è però alquanto ‘ingenuo’
e presuppone implicitamente la linearità delle funzioni obiettivo. In altri ter-
mini, i valori Δh possono dipendere dai livelli f̄h di obiettivo considerati. Se
il criterio h è già soddisfatto ad un elevato livello, il decisore potrebbe esse-
re poco disposto a spendere per migliorarlo ulteriormente, mentre potrebbe
assumere un atteggiamento opposto per un livello insodddisfacente.
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L’interazione con il decisore presuppone quindi normalmente che si risolva
diverse volte il problema (3.5), ‘provando’ diversi valori di αi fino a trovare
una soluzione che il decisore trova soddisfacente.

L’aspetto positivo dell’aggregazione è che min {F (x) : x ∈ X} dà luogo ad
un ottimo di Pareto. Infatti, se y è una soluzione dominata da x, si ha dalla
definizione di dominanza

αi fi(x) ≤ αi fi(y) i ∈ [m] e αk fk(x) < αk fk(y)

Sommando si ottiene ∑
i

αi fi(x) <
∑

i

αi fi(y)

e quindi nessuna soluzione dominata può essere ottimo di (3.5).
Riguardo alla questione se ogni ottimo di Pareto può essere ottenibile da

un’opportuna scelta dei coefficienti αi, purtroppo la risposta non è positiva in
generale.

Notiamo che risolvere (3.5) è equivalente a minimizzare il funzionale lineare∑
i αi yi per y ∈ f(X) (si veda la Fig. 3.4(a)). È noto che i minimi di un

funzionale lineare su un insieme Y appartengono (oltre che ad Y ) alla frontiera
dell’inviluppo convesso di Y . Quindi quegli ottimi di Pareto che non stanno
sulla frontiera dell’inviluppo convesso non possono essere generati da (3.5).

Più esattamente, dato che solo coefficienti αi non negativi sono ammessi,
risolvere (3.5) genera soltanto ottimi che stanno sulla frontiera dell’inviluppo
convesso di f(X)+IRm

+ . Si vedano in Fig. 3.4(b) l’inviluppo convesso di f(X)+
IRm

+ e gli ottimi di Pareto generabili con il metodo.

Esempio 3.2 (continuazione)

L’insieme ammissibile è X = {0, 1}5 e le funzioni obiettivo sono

f1(x) = 50x1 + 35 x2 + 30 x3 + 25 x4 + 60 x5

f2(x) = 20x1 + 16 x2 + 13 x3 + 6 x4 + 12 x5
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Siccome f1 deve essere massimizzata, in (3.4) si deve considerare −f1. Inoltre,
siccome sono presenti solo due obiettivi, i coefficienti α1 e α2 possono venire
sostituiti da α e 1− α. Allora (3.5) diventa

min
x∈{0,1}5

−α (50 x1 + 35 x2 + 30 x3 + 25 x4 + 60 x5)+

(1− α) (20x1 + 16 x2 + 13 x3 + 6 x4 + 12 x5) =

min
x∈{0,1}5

(20− 70 α) x1 + (16− 51 α) x2 + (13− 43 α) x3+

(6− 31 α) x4 + (12− 72 α) x5 =

min
x1∈{0,1}

(20− 70 α) x1 + min
x2∈{0,1}

(16− 51 α)x2 + min
x13∈{0,1}

(13− 43 α) x3+

min
x4∈{0,1}

(6− 31 α)x4 + min
x5∈{0,1}

(12− 72 α) x5

I minimi sono 0 oppure 1 a seconda del segno del coefficiente della variabile.
Pertanto si ha, per 0 ≤ α ≤ 1 (i valori indicati corrispondono ai valori di α
per cui i coefficienti si annullano):

x {f1(x), f2(x)}
0 ≤ α < 1/6 {0, 0, 0, 0, 0} {0, 0}

1/6 < α ≤ 6/31 {0, 0, 0, 0, 1} {60, 12}
6/31 < α ≤ 2/7 {0, 0, 0, 1, 1} {85, 18}
2/7 < α ≤ 13/43 {1, 0, 0, 1, 1} {135, 38}

13/43 < α ≤ 16/51 {1, 0, 1, 1, 1} {165, 51}
16/51 < α ≤ 1 {1, 1, 1, 1, 1} {200, 67}

Si sono ottenuti 6 ottimi di Pareto (si veda anche la Fig. 3.5). Sappiamo
però che gli ottimi di Pareto sono 15, quindi 9 ottimi non possono venire
generati dalla combinazione convessa. In particolare solo una delle quattro
soluzioni precedentemente evidenziate è compresa fra le sei soluzioni generate!

Si noti come si sono svolti i calcoli: la combinazione convessa degli obiettivi
lineari ha generato un unico obiettivo lineare con coefficienti delle variabili
dati da un’espressione affine in α (cioè del tipo a + α b). Essendo in questo
caso l’insieme ammissibile separabile nelle variabili, il minimo si spezza nella
somma di minimi, uno per ogni variabile.

Questi minimi si calcolano in modo immediato: la variabile assume il valore
0 o 1, a seconda se il coefficiente a + α b è positivo o negativo (se è nullo può
assumere indifferentemente uno dei due valori). Quindi bisogna calcolare quei
valori critici αj per i quali il coefficiente di xj si annulla. Si considerano solo
i valori di αj compresi fra 0 e 1 e si ordinano in modo crescente, ad esempio
α1, . . . , αp.
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Per αk < α < αk+1 l’ottimo è unico. Per α := αk l’ottimo non è uni-
co, però, nell’ipotesi non restrittiva di valori αj distinti, i due ottimi sono
esattamente quelli che si ottengono per αk < α < αk+1 e αk−1 < α < αk.

Quindi in questo modo non si possono generare più di n + 1 ottimi. La
conclusione è che, mentre gli ottimi potrebbero essere in numero esponenziale,
gli ottimi calcolabili con (3.5) potrebbero essere molti di meno.

Esempio 3.3 (continuazione)
La combinazione convessa degli obiettivi porta al seguente problema

min α x�Q x− (1− α) t�x

x1 + x2 ≤ C, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
(3.7)

Si tratta di un problema di programmazione quadratica per il quale esistono
algoritmi efficienti, dato che la funzione da minimizzare è convessa e i vincoli
sono lineari. In questo caso, data la semplicità del problema, si può anche
accennare ad una risoluzione per via geometrica. Le linee di livello α x�Q x−
(1− α) t�x = K della funzione obiettivo sono ellissi concentriche con centro

1− α

2 α
Q−1 t =

1− α

2 α

(
510
260

)
(3.8)

Il centro è il minimo valore assoluto che può assumere la funzione obiettivo.
Quindi se il centro è ammissibile si tratta del minimo del problema (3.7).
Questo avviene per i valori α che rendono ammissibili i vincoli, ovvero

1− α

2 α
1�Q−1 t ≤ C =⇒ α ≥ 1�Q−1 t

1�Q−1 t + 2 C
=

77
2477

=: α̂

Sia

x̂ :=
1− α̂

2 α̂
Q−1 t =

C

1�Q−1 t
Q−1 t =

(
7948.05
4051.95

)
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Figura 3.6.

Se il centro cade fuori dall’insieme ammissibile il punto che minimizza (3.7) è
il punto della frontiera in cui la retta x1+x2 = C è tangente ad un’ellisse della
famiglia, e questo avviene per i punti ottenibili come combinazione convessa
di x̂ e (0, 12000).

In questo esempio, variando α, si generano tutti gli ottimi di Pareto, nes-
suno escluso. Questo è possibile perché f(X)+ IRm

+ è convesso e quindi la sua
frontiera coincide con la frontiera del suo inviluppo convesso.

3.4 Obiettivi vincolati

In questo metodo, delle m funzioni obiettivo, una sola viene mantenuta come
obiettivo e le altre m − 1 vengono trasformate in vincoli, fissando dei valo-
ri di soglia K2, . . . , Km al di sopra dei quali (se le funzioni devono essere
minimizzate) non si ammettono soluzioni:

min f1(x)
f2(x) ≤ K2

f3(x) ≤ K3

. . . . . . . . .

fm(x) ≤ Km

x ∈ X

(3.9)

Si veda in Fig. 3.6 una raffigurazione del metodo. L’area in grigio corri-
sponde ai valori ammessi dai vincoli.

Anche in questo caso ci poniamo le domande: dati valori Ki > 0, si ottiene
un ottimo di Pareto risolvendo (3.9)? dato un ottimo di Pareto x̂, esistono
valori Ki > 0 per cui x̂ è ottimo in (3.9)? che relazione c’è fra i valori Ki e gli
ottimi di Pareto?
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La situazione rispetto alla terza domanda è molto semplice in questo caso.
I valori Ki rappresentano valori di obiettivo che il decisore vuole comunque
garantiti. Quindi fissare Ki ha un immediato riscontro sulla soluzione finale
e non viene richiesto uno speciale ‘addestramento’ del decisore rispetto ai
parametri del problema.

Anche se il modello (3.9) introduce un ordine totale fra le alternative,
non c’è mescolamento fra gli obiettivi e ciascuno mantiene la sua identità.
Obiettivi non monetari non vengono mai monetarizzati.

A differenza della combinazione lineare degli obiettivi, la risposta alla se-
conda domanda è in questo caso positiva. Infatti, se x̂ è un ottimo di Pareto,
basta scegliere K tale che

Ki := fi(x̂) i = 2, . . . , m

Allora, se esistesse una soluzione x̄ ammissibile in (3.9) e tale che f1(x̄) <
f1(x̂), si avrebbe che x̄ domina x̂ contrariamente all’ipotesi di Pareto ottima-
lità di x̂. Quindi nessun ottimo di Pareto viene perso variando i parametri Ki,
indipendentemente dalla convessità o non convessità di f(X).

La risposta alla prima domanda invece non è del tutto positiva. La soluzio-
ne di (3.9) è certamente non dominata se è l’unico ottimo di (3.9). Purtroppo
l’unicità di un ottimo non è una proprietà che si possa sempre verificare facil-
mente. Potrebbe accadere che risolvendo (3.9) si ottiene un ottimo x̂, mentre,
a nostra insaputa, esiste un altro ottimo x̄, tale che

f1(x̂) = f1(x̄), f2(x̄) < f2(x̂) ≤ K2

L’ottimo x̂ è dominato. Questa circostanza può effettivamente presentarsi
in problemi discreti. Tuttavia proprio in questi casi si può aggirare la diffi-
coltà abbastanza semplicemente. Basta risolvere nuovamente (3.9) ridefinendo
K2 := f2(x̂)− 1 (se ad esempio sappiamo che f2 può assumere solo valori in-
teri). In questo modo si esclude dal nuovo calcolo x̂, mentre x̄ è ammissibile
e dovrebbe essere generata risolvendo (3.9) (a meno che non sia a sua volta
dominata). A questo punto, confrontando le due soluzioni, x̂ viene eliminata
perché dominata.

L’approccio (3.9) si dimostra più efficace della combinazione convessa degli
obiettivi perché riesce a generare tutti gli ottimi di Pareto. Ci sono però delle
controindicazioni di natura algoritmica che possono rendere la combinazione
convessa preferibile.

Vi sono casi particolarmente significativi in cui l’insieme X ha una strut-
tura particolare tale da permettere algoritmi risolutivi efficienti in presenza
di un solo obiettivo. L’aggregazione degli obiettivi in un unico obiettivo man-
tiene queste caratteristiche di efficienza algoritmica. Viceversa l’aggiunta di
vincoli, come in (3.9), alterando la struttura di X impedisce l’applicazione
degli algoritmi noti e spesso trasforma il problema da facile in difficile. Quin-
di quello che si guadagna in quantità di informazione si paga in efficienza
computazionale.
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Esempio 3.2 (continuazione)
Bisogna risolvere, applicando (3.9) e scegliendo di trasformare in vincolo

l’obiettivo sul costo,

max 50x1 + 35 x2 + 30 x3 + 25 x4 + 60 x5

20 x1 + 15 x2 + 13 x3 + 6 x4 + 12 x5 ≤ K

x ∈ {0, 1}5
(3.10)

Si vedrà più avanti che (3.10) è un caso particolare di un problema NP-
completo noto come problema dello zaino. Si noti la differenza in complessità
computazionale fra questo problema e quello ottenuto combinando linearmen-
te gli obiettivi. Comunque, variando K, si ottengono tutti gli ottimi di Pareto.

Esempio 3.3 (continuazione)
In questo caso conviene trasformare in vincolo l’obiettivo sul guadagno, in

modo da avere vincoli tutti lineari. Quindi si deve risolvere

min x�Q x

t�x ≥ K

x1 + x2 ≤ C,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

(3.11)

per vari valori di K (si veda il Cap. 26, pag. 507).

3.5 Ottimi lessicografici

Vi sono casi in cui gli obiettivi hanno priorità diversa e si può pensare di
migliorare un obiettivo solo se quelli a priorità più alta sono già stati sod-
disfatti al meglio. Formalmente un ordine lessicografico fra elementi di IRm

viene definito dalla seguente relazione di preferenza ≺:

x ≺ y ⇐⇒ ∃ k ∈ [m] : xi = yi, i ∈ [k − 1], xk < yk

L’ordine lessicografico è un ordine totale. Dati due elementi x �= y in IRm,
x ≺ y oppure y ≺ x. Non vi sono altre alternative.

Allora, se gli obiettivi vengono definiti in ordine di priorità f1, f2, . . . , fm, si
può definire l’ottimo lessicografico come quella decisione x∗ tale che il vettore
(f1(x∗), . . . , fm(x∗)) è minimo secondo l’ordine lessicografico. Modellare un
problema introducendo un ordine lessicografico ha il vantaggio di eliminare i
problemi connessi con la scelta soggettiva di un particolare ottimo di Pareto
(di fatto la soggettività della scelta si ritrova nelle priorità assegnate agli
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obiettivi). Si noti che un ottimo lessicografico è un ottimo di Pareto, anche se
di natura particolare (quali sono gli ottimi lessicografici nei precedenti esempi?
hanno senso come decisioni?).

Il calcolo dell’ottimo lessicografico richiede però la risoluzione in cascata di
m problemi di minimo. Sia x̂k l’ottimo del k-mo problema di minimo. Allora
il k + 1-mo problema è definito da

min fk+1(x)
fi(x) = fi(x̂k) i ∈ [k]
x ∈ X

Un metodo più sbrigativo consiste nella risoluzione di un unico proble-
ma di minimo ottenuto come combinazione lineare degli obiettivi con pesi
α1 � α2 � . . . � αm. In generale non si ottiene l’ottimo lessicografico in
questo modo ma lo si approssima soltanto. Però se il problema è di natura di-
screta e i pesi sono sufficientemente diversi fra loro si ottiene proprio l’ottimo
lessicografico.

Ci limitiamo a dimostrare questo fatto per due obiettivi. Se l’insieme X
è finito, anche l’insieme {f1(x) : x ∈ X} è finito. Sia f̂1 := minx∈X f1(x) il
valore comune a tutti gli ottimi dell’obiettivo a più alta priorità. Il minimo di
tutte le soluzioni non ottime è f̄1 := min{f1(x) : x ∈ X, f1(x) > f̂1} > f̂1.
Sia inoltre Δ := maxx∈X f2(x)−minx∈X f2(x) la massima escursione che può
assumere il secondo obiettivo. Se si prende α > Δ/(f̄1 − f̂1), il minimo x̃ di
α f1(x) + f2(x) non può che essere uno dei minimi di f1(x), in quanto nessun
valore di f2(x) può compensare il ‘salto’ α (f̄1 − f̂1).

In qualche applicazione gli obiettivi sono tutti dello stesso tipo e sono, a
priori, della stessa importanza. In questi casi l’interesse può ricadere in una
decisione che minimizzi il peggiore degli obiettivi, ovvero

min
x∈X

max {f1(x), . . . , fm(x)}

che si traduce nel seguente problema

v̂ = min v

fi(x) ≤ v i ∈ [m]
x ∈ X

(3.12)

Risolvendo (3.12) si ottiene un ottimo x̂ che ripartisce gli obiettivi in non
attivi, quelli per i quali fi(x̂) < v̂, e attivi, per i quali fi(x̂) = v̂. Fra gli
obiettivi attivi vi sono alcuni che non possono essere ulteriormente migliorati
(a meno di far aumentare un altro obiettivo attivo oltre il valore v̂, ma questo
è ovviamente contrario ai nostri scopi) e altri che possono essere migliorati,
senza naturalmente far crescere gli obiettivi attivi ma facendo eventualmente
crescere gli obiettivi non attivi. Chiamiamo vincolanti gli obiettivi che non
possono essere migliorati.
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In generale non si ha alcuna garanzia che l’ottimo x̂ di (3.12) non sia
dominato da un’altra soluzione x̄ con maxi {fi(x̂)} = maxi {fi(x̄)} ma fi(x̄) ≤
fi(x̂), per ogni i, o quantomeno che non si possa ulteriormente migliorare
il peggiore fra gli obiettivi non vincolanti. Dobbiamo allora considerare un
secondo problema in cui gli obiettivi vincolanti sono semplicemente vincolati
al valore v̂ e gli altri sono minimizzati come in (3.12). Dalla soluzione che si
ottiene in questo modo, che renderà vincolante a sua volta almeno un ulteriore
obiettivo (con valore minore di v̂), si procede ricorsivamente fino a rendere
vincolanti tutti gli obiettivi.

La soluzione finale che si ottiene in questo modo è certamente non domi-
nata. Ottimi di questo genere prendono il nome di ottimi lessicografici non
ordinati. Formalmente gli ottimi lessicografici non ordinati sono definiti nel
seguente modo: dato un elemento x ∈ IRm sia θ(x) il vettore ottenuto permu-
tando le componenti di x in modo che le componenti di θ(x) siano in ordine
non crescente (se vi sono componenti uguali possono essere ordinate in mo-
do arbitrario). Allora dati due elementi x e y in IRm, x è preferito a y se
θ(x) ≺ θ(y) (in senso lessicografico) e x è ottimo lessicografico non ordinato
nell’insieme X se non esiste y ∈ X preferito a x.

Non è del tutto elementare identificare gli obiettivi vincolanti in (3.12). Nel
caso della Programmazione lineare si deve ricorrere ad un’analisi di sensibilità
effettuata con i metodi esposti nel Cap. 4. Altrimenti bisogna ‘provare’ i vari
obiettivi attivi risolvendo a turno per ogni obiettivo k attivo

min fk(x)
fi(x) ≤ v̂ i �= k

x ∈ X

(3.13)

Gli obiettivi per i quali il valore ottimo di (3.13) è uguale a v̂ costituiscono
gli obiettivi vincolanti.

Esempio 3.4.

Si considerino i due vettori

a = (6, 3, 9, 7, 5), b = (4, 9, 6, 4, 7)

Allora ordiniamo in modo non crescente i vettori:

θ(a) = (9, 7, 6, 5, 3), θ(b) = (9, 7, 6, 4, 4)

da cui θ(b) ≺ θ(a) in senso lessicografico. Quindi b ≺ a in senso lessicografico
non ordinato. Si noti che il fatto che l’ultima componente di θ(a) è minore
dell’ultima componente di θ(b) è irrilevante, dato che vale la diseguaglianza
stretta fra le penultime componenti.
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Esempio 3.5.

Siano disponibili quattro macchine per eseguire quattro lavori diversi. Ogni
macchina può eseguire uno qualsiasi dei quattro lavori, però con tempi di-
versi. I tempi di esecuzione sono riportati nella seguente tabella (le righe si
riferiscono alle macchine e le colonne ai lavori):

4 1 3 6
5 4 3 3
5 3 3 5
6 4 2 4

Bisogna assegnare le macchine ai lavori in modo da finire tutti i lavori al
più presto. Ad esempio assegnando la macchina 1 al lavoro 1, la macchina 2
al lavoro 2, la macchina 3 al lavoro 3 e infine la macchina 4 al lavoro 4, si
hanno i tre tempi di esecuzione (4, 4, 3, 4) il cui massimo 4 indica il tempo di
completamento globale. Certamente il tempo di completamento globale non
può essere abbassato (considerando solo le caselle con i valori 1, 2 e 3 non c’è
modo di assegnare tutte le macchine a tutti i lavori), però, una volta assodato
che la macchina 1 non può finire prima del tempo 4, è possibile anticipare la
fine dei lavori sulle altre macchine? Come si vede, se si assegnano le macchine
come 2 → 4, 3 → 2, 4 → 3, si ottengono i tempi di completamento (per le
macchine) (4, 3, 3, 2), valori migliori (in senso lessicografico non ordinato) di
(4, 4, 3, 4). Inoltre la prima soluzione è dominata dalla seconda. Si noti ancora
che la soluzione che minimizza la somma dei tempi di completamento (con
assegnamenti 1 → 2, 2 → 4, 3 → 1, 4 → 3) prevede un tempo massimo di 5 e
quindi non è ottima lessicografica, ma è invece ottima di Pareto (perché?)

3.6 Minima distanza da punti ideali

L’approccio che ha portato alla definizione di ottimi lessicografici non ordinati
può essere esteso anche al caso di obiettivi non necessariamente omogenei
pensando di definire dei valori ideali o utopistici di funzione obiettivo f̂i e
considerando, per ogni obiettivo, la distanza dell’obiettivo reale dal valore
ideale, cioè fi(x)− f̂i. A questo punto si risolve

min
x∈X

max
{

w1 (f1(x)− f̂1), w2 (f2(x)− f̂2), . . . , wm (fm(x)− f̂m)
}

(3.14)

dove i pesi wi vanno definiti dal decisore. L’espressione in (3.14) è un partico-
lare tipo di norma che viene detta norma di Čebishev, per cui questo approccio
viene anche definito con questo nome. Si vedano nelle Fig. 3.7(a–b) come la
scelta di f̂ e dei pesi w possa portare a soluzioni diverse.
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In letteratura sono state proposti moltissimi metodi dello stesso tipo solo
variando il tipo di distanza dal valore ideale. Speso inoltre il punto ideale
viene scelto come quel punto definito utopistico le cui coordinate sono i minimi
rispetto ai singoli criteri separatamente, cioè

f̂ =
{

min
x∈X

fi(x) : i ∈ [m]
}

(a) (b)

Figura 3.7.

Esercizio 3.6.

Che relazione c’è fra il metodo di Čebishev e quello degli obiettivi vincolati?
Le soluzioni che si ottengono con questo metodo sono ottimi di Pareto? Ogni
ottimo di Pareto può essere soluzione di questo metodo per un’opportuna
scelta dei parametri f̂ e w?



4

Programmazione lineare
Proprietà generali

Si definiscono come problemi di Programmazione lineare (PL) tutti quei pro-
blemi di ottimizzazione in cui la funzione obiettivo è lineare e i vincoli sono
tutti espressi da disequazioni lineari ed anche, eventualmente, equazioni linea-
ri. Per poter parlare di PL devono essere sempre presenti delle disequazioni
mentre le equazioni possono mancare. Il motivo è dovuto al fatto che un pro-
blema con solo equazioni lineari ha una struttura molto particolare: la funzione
obiettivo valutata sulle soluzioni ammissibili è illimitata oppure costante. È
chiaro quindi che un modello lineare di un problema reale presenta sempre
disequazioni (ad esempio il vincolo di non negatività delle variabili).

4.1 Soluzioni ammissibili

I vincoli determinano la struttura dell’insieme ammissibile. Quando i vinco-
li sono disequazioni lineari la struttura è molto particolare e viene sfruttata
dagli algoritmi risolutivi. Per rendersi conto di questa particolarità convie-
ne analizzare un problema con solo due variabili x1 e x2, che permette una
rappresentazione grafica. Un vincolo del tipo

a1 x1 + a2 x2 = b (4.1)

rappresenta, come è noto, una retta R che divide il piano in due semipiani.
Un vincolo del tipo

a1 x1 + a2 x2 ≤ b (4.2)

rappresenta uno dei due semipiani, mentre il vincolo opposto a1 x1 +a2 x2 ≥ b
rappresenta l’altro semipiano. Si noti che la frontiera dell’insieme ammissibile
è data dalla retta R. Su tali punti, per i quali la disequazione viene soddisfatta
come equazione, si dice che la disequazione è attiva. Ogni altro punto, che
soddisfa (4.2) come diseguaglianza stretta (disequazione non attiva), non può
che essere un punto interno.
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Quando sono presenti più vincoli si intende che l’insieme ammissibile è co-
stituito da quelle soluzioni che soddisfano contemporaneamente tutti i vincoli.
Se ad esempio fossero presenti le seguenti disequazioni

x1 + 2 x2 ≤ 2
x1 + x2 ≥ 1
x1 − x2 ≤ 1

(4.3)

l’insieme ammissibile è l’intersezione dei tre semipiani determinati dalle tre
disequazioni (si veda la Fig. 4.1(a) dove la retta R2 è x1 + x2 = 1 e la retta
R3 è x1 − x2 = 1) L’insieme ammissibile è dato dall’intersezione dei tre se-

x1

x2

1

1 2

2

R1R2

R3

x1

x2

1

1 2

2

R1 R2

R3

(a) Insieme limitato (b) Insieme illimitato

Figura 4.1.

mipiani definiti dalle rispettive disequazioni ed è, nell’esempio, il triangolo in
Fig. 4.1(a). Non necessariamente l’insieme ammissibile è limitato. Se il primo
vincolo fosse 2 x1 − x2 ≥ 0 allora l’insieme sarebbe come in Fig. 4.1(b). La
frontiera è più complessa che nel caso di una singola disequazione. Comprende
sia segmenti, detti spigoli dove è attiva solo una disequazione, che punti, detti
vertici dove sono attive due disequazioni. Si noti che i vertici hanno la par-
ticolarità di non essere contenuti all’interno di nessun segmento interamente
ammissibile.

Per calcolare i vertici, bisogna ovviamente calcolare i punti d’intersezione
delle rette a due a due. In questo semplice esempio avviene che i tre punti
calcolati risolvendo i tre sistemi lineari

x1 + 2 x2 = 2
x1 + x2 = 1

x1 + 2 x2 = 2
x1 − x2 = 1

x1 + x2 = 1
x1 − x2 = 1

(e cioè rispettivamente i punti (0, 1), (4/3, 1/3), (1, 0)) siano ammissibili anche
rispetto alla disequazione che non interviene nel sistema lineare che determina
il punto stesso. Questa circostanza però è del tutto particolare. Se ad esempio
la retta R1 fosse quella indicata in Fig. 4.1(b) e quindi (4.3) fosse
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− 2 x1 + x2 ≤ 0
x1 + x2 ≥ 1
x1 − x2 ≤ 1

(4.4)

si vede che il punto (−1,−2) intersezione della retta R1 con R3 è inammissibile
rispetto alla rimanente disequazione.

Come si vede dall’esempio, l’insieme ammissibile in due dimensioni è un
poligono (non necessariamente limitato). In generale, date m disequazioni in
n variabili l’insieme ammissibile è un poliedro. Se n ≤ m (che è il caso tipico),
ogni insieme di n disequazioni attive linearmente indipendenti determina un
punto. Se inoltre questo punto è ammissibile anche rispetto alle altre m − n
disequazioni, costituisce un vertice del poliedro. Come già detto, un vertice
ha l’importante proprietà che non può essere espresso come combinazione
convessa stretta di altri punti ammissibili. Questa proprietà (dimostrata in
Appendice) permette di caratterizzare e identificare i vertici di un poliedro.

Punti ammissibili determinati da n − 1 disequazioni attive formano gli
spigoli mentre punti ammissibili determinati da un’unica disequazione attiva
formano le faccette (in due dimensioni spigoli e faccette coincidono). Punti
ammissibili per i quali nessuna disequazione è attiva sono detti punti interni.
Affinché esistano punti interni nessun vincolo può essere un’equazione, neces-
sariamente sempre attiva, ma neppure possono esistere disequazioni sempre
attive per tutti i punti ammissibili. In questo caso i vincoli possono essere
riformulati con equazioni al posto di tali disequazioni.

Se una disequazione non è mai attiva per nessun punto ammissibile, allora
è ovviamente ridondante e può esser rimossa dai vincoli senza alterare l’insie-
me ammissibile. In un modello ben formulato nessuna disequazione dovrebbe
essere ridondante.

Può succedere che in un vertice siano attive più di n disequazioni (non
ridondanti). Tali vertici vengono detti degeneri. Si veda in Fig. 4.2 un esempio
di vertice degenere. Questa circostanza potrebbe sembrare rara in quanto la
probabilità che n+1 piani casuali passino per uno stesso punto è zero. Invece vi
sono molti problemi, la cui struttura stessa fa s̀ı che ogni vertice sia altamente
degenere. Questo fatto ha purtroppo dei pesanti effetti computazionali per i
motivi che verranno esposti più avanti.

Figura 4.2. Un vertice degenere
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4.2 Ottimi

Definite le proprietà delle soluzioni ammissibili si consideri ora la funzione
obiettivo. Se questa è lineare (come per definizione nella PL), ad esempio∑

j cj xj = c x, i punti di equazione c x = K costituiscono un piano sul quale la
funzione obiettivo è costante con valore K. Punti con valore K ′ della funzione
obiettivo determinano il piano c x = K ′, parallelo al precedente. È abbastanza
intuitivo che se il piano c x = K interseca il poliedro ma non un vertice, allora
esiste un altro piano c x = K ′ che interseca il poliedro con valore K ′ < K
(nonostante la proprietà sia intuitiva, la dimostrazione di questo fatto, che
richiede anche l’ipotesi di esistenza di vertici, non è per niente semplice e viene
omessa). Quindi i punti del poliedro sulla retta c x = K non sono ottimi. Si
deduce che, se vi sono ottimi, almeno un vertice è ottimo. Questa proprietà
spiega perché sia cos̀ı importante caratterizzare e calcolare i vertici del poliedro
ammissibile nei problemi di PL.

Si noti che non si è detto che solo i vertici possono essere ottimi. Se ad
esempio la retta c x = K è parallela ad una faccetta può avvenire che tutta
la faccetta sia costituita da ottimi. Si pensi al caso estremo in cui c = 0 e
ogni soluzione è ottima. Ma in ogni caso fra gli ottimi c’è sempre un vertice e
quindi ‘basta’ limitarsi a considerare i vertici per cercare l’ottimo.

Si è messo fra virgolette la parola ‘basta’, perché non si ritenga erronea-
mente che l’ottimo si possa trovare tramite scansione dei vertici. L’insieme
ammissibile di

0 ≤ xi ≤ 1 i ∈ [n]

è l’ipercubo unitario con 2n vertici. Si noti che il numero di disequazioni neces-
sarie a descrivere il cubo è invece molto limitato, cioè 2 n. Quindi il numero
dei vertici può crescere esponenzialmente rispetto ai dati del problema. Se
n = 100 (caso di un problema di dimensione medio-piccola) allora 2100 ≈ 1030

e, anche se fosse possibile calcolare un vertice in un nanosecondo, sarebbero
richiesti 1021 secondi per scandirli tutti, cioè non meno di 1013 anni, un tempo
superiore all’età dell’universo.

Quindi bisogna eseguire un’esplorazione dei vertici mirata all’obiettivo da
raggiungere, e questo è ciò che effettua il celebre metodo del simplesso.

4.3 Metodo del simplesso

Il metodo del simplesso, inventato da Dantzig nel 1947 [49], è uno degli algo-
ritmi risolutivi della PL. Fino al 1979 è stato l’unico metodo risolutivo noto. È
importante notare che il metodo del simplesso non è un algoritmo polinomiale.
Tuttavia la complessità computazionale di caso medio è polinomiale e questo
spiega il grande successo pratico del metodo del simplesso. Il primo algorit-
mo polinomiale per la PL (dimostrando quindi l’appartenenza della PL alla
classe P) è stato l’algoritmo dell’ellissoide, dovuto a Khacyan [127]. Tuttavia
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tale algoritmo, pur essendo polinomiale ed avendo dei risvolti teorici molto
importanti (a questo riguardo si veda ad esempio [100]), presenta grandi pro-
blemi implementativi e non è stato mai usato in pratica. Nel 1984 fu proposto
da Karmarkar [124] un nuovo algoritmo polinomiale che si dimostrò anche
praticamente efficiente. Da tale algoritmo sono stati generati molti algoritmi
analoghi, detti ai punti interni, perché generano una successione di punti che
tende all’ottimo, tutta all’interno del poliedro. Fra questi metodi si segnalano
in modo particolare i metodi detti primali-duali, particolarmente efficienti.
Un accenno al loro funzionamento si trova a pag. 505. Per una trattazione
abbastanza completa di questi metodi si veda [225].

I moderni pacchetti commerciali di PL usano entrambi i metodi cercando
di sfruttare i rispettivi vantaggi. L’esposizione dei metodi ai punti interni ri-
chiederebbe uno spazio eccessivo per questo testo, per cui ci si limita solamente
ad una trattazione sintetica del metodo del simplesso.

Il metodo del simplesso esplora i vertici cercando di migliorare ad ogni
passo la funzione obiettivo. Questo non garantisce all’algoritmo di sfuggire
ad un’eventuale esplorazione di un numero esponenziale di vertici. Però la
probabilità che ciò avvenga è trascurabile.

Dovendo esplorare i vertici, bisogna trovare un metodo per rappresentarli
computazionalmente. Siccome un vertice è determinato dall’intersezione di n
piani, si tratta di specificare quali sono i piani, ovvero quali disequazioni sono
attive. In altre parole un vertice può venire rappresentato dall’insieme degli
indici delle n disequazioni attive. Tale insieme prende il nome di base (a dire il
vero nel metodo del simplesso classico la base è l’insieme complementare, ma
per questa breve esposizione la cosa è irrilevante). Quindi sembrerebbe che il
passaggio da un vertice ad uno migliore possa essere riprodotto dal passaggio
da una base ad una migliore.

Purtroppo le cose sono un po’ più complicate. Se un vertice è degenere,
si trova nell’intersezione di più di n piani, e quindi sono disponibili diversi
insiemi di n indici, cioè diverse basi, che rappresentano lo stesso vertice. La
conseguenza di questo fatto è che il passaggio da una base all’altra può av-
venire fra basi che rappresentano lo stesso vertice. Quindi in realtà il metodo
progredisce solo apparentemente e invece staziona per diverse iterazioni sul
medesimo vertice.

C’è quindi il concreto rischio che la sequenza di basi cicli indefinitamente
(mentre se si abbandona un vertice passando ad uno migliore, non si può mai
ritornare ad un vertice già esplorato). Stranamente gli esempi di ciclaggio sono
stati costruiti a tavolino e in pratica tale fenomeno non si è mai verificato.
Ovviamente sono state elaborate delle tecniche che impediscono il ciclaggio,
a scapito però di un certo aggravio computazionale.

Resta il fatto che la degenerazione provoca normalmente un sensibile ral-
lentamento del calcolo. Non tragga in inganno l’esempio in Fig. 4.2 e la nostra
immaginazione geometrica confinata nelle tre dimensioni. Il numero di basi
diverse per lo stesso vertice può essere esponenzialmente elevato. Nel proble-
ma dell’assegnamento pesato formulato su un grafo bipartito completo con
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2 n nodi (Cap. 13) ogni vertice può essere rappresentato da 2n−1 nn−2 basi
diverse!

Il passaggio fra un vertice ed un altro avviene fra due vertici adiacenti,
ovvero connessi da uno spigolo. Se non c’è degenerazione le due basi corri-
spondenti differiscono solo per un indice. Quindi n−1 disequazioni rimangono
attive (quelle che determinano lo spigolo), mentre una disequazione attiva del-
la prima base diventa non attiva (si abbandona il vertice seguendo lo spigolo)
e una disequazione non attiva diventa attiva (si è raggiunto l’altro vertice).

Il metodo del simplesso permette naturalmente anche di determinare quale
disequazione eliminare dalla base per migliorare la funzione obiettivo e quale
disequazione entrerà in base. Potrebbe avvenire che lo spigolo in questione sia
illimitato e questo fatto segnala la presenza di un’istanza illimitata.

Ad ogni iterazione del metodo è disponibile, oltre alla soluzione, anche la
soluzione duale (vedi sezione successiva), che permette di verificare l’ottimalità
della soluzione trovata.

Infine bisogna inizializzare il metodo, ovvero trovare una base iniziale da
cui far partire l’iterazione. Una scelta arbitraria della base non produce in ge-
nerale una soluzione ammissibile. Inoltre potrebbe avvenire che i vincoli siano
tali da non ammettere nessuna soluzione ammissibile. Entrambi i problemi
vengono risolti facendo ricorso ad un cosiddetto problema artificiale.

Si definisce normalmente come problema artificiale un problema derivato
da quello in esame con l’obiettivo però di determinare una soluzione ammis-
sibile o di determinare che non ne esiste nessuna. A questo scopo ogni vincolo
viene reso flessibile tramite l’aggiunta di una variabile artificiale (una per ogni
vincolo)∑

j

aij xj <
>= bi =⇒

∑
j

aij xj + zi <
>= bi, zi ≥ 0 i ∈ [m]

e si definisce un nuovo obiettivo che cerca di portare a zero le variabili artificiali

min
∑

i

zi

Se nella soluzione ottima del problema artificiale le variabili artificiali valgono
zero, allora il problema è ammissibile e se ne conosce una soluzione, altrimenti
non è ammissibile e la computazione termina segnalando il fatto.

Un normale utilizzatore della PL non deve comunque preoccuparsi di que-
ste questioni. Sono tutte già risolte nel software che si sta impiegando. Tuttavia
non è infrequente che si modelli un problema con troppi vincoli. Se i vari obiet-
tivi presenti nel modello vengono tradotti in vincoli, e il livello di soddisfazione
degli obiettivi è stato posto troppo in alto, allora si otterrà probabilmente una
risposta di ‘problema non ammissibile’.

Però un problema reale deve essere risolto e quindi è necessario rilassare
alcuni vincoli. Tanto vale allora rilassare i vincoli fin dall’inizio introducendo
delle variabili, del tutto simili alle variabili artificiali, e pesate in modo op-
portuno in modo da creare una gerarchia fra i vincoli, che riflette la gerarchia
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fra gli obiettivi che i vincoli rappresentano. Operando in questo modo, qualo-
ra delle variabili artificiali siano positive, si ha anche un’indicazione di quale
obiettivo risulti critico per ottenere una soluzione soddisfacente.

4.4 Problema duale – motivazione economica

Uno degli aspetti fondamentali della PL è l’esistenza di un secondo proble-
ma strettamente collegato al problema dato. Questo problema viene chiamato
problema duale. I due problemi sono, per cos̀ı dire, le due facce di una stessa
medaglia. Non si può fare a meno di risolvere un problema senza risolvere an-
che l’altro e l’informazione fornita dalla soluzione di un problema complementa
quella dell’altro.

Il problema duale può essere introdotto per via puramente matematica,
facendo riferimento alle semplici regole formali con cui viene derivato. Tuttavia
si ritiene più interessante introdurlo motivandolo economicamente.

Si immagini allora la seguente situazione: una ditta produce due tipi di
oggetti i cui prezzi di mercato sono 120 e/pezzo e 180 e/pezzo. Per produrre
un oggetto del primo tipo sono richiesti 15 minuti di una macchina, 35 minuti
di un’altra macchina e 60 minuti di lavoro-uomo. Per il secondo oggetto sono
invece richiesti 55 minuti della prima macchina, 45 minuti della seconda e 100
minuti di lavoro-uomo. La giornata lavorativa è di 8 ore e sono disponibili
2 operai. Si vuole determinare quanti oggetti produrre al giorno per massi-
mizzare il profitto all’interno dei vincoli di risorsa disponibile. Il problema da
risolvere è pertanto:

max 120 x1 + 180 x2

15 x1 + 55 x2 ≤ 480
35 x1 + 45 x2 ≤ 480
60 x1 + 100 x2 ≤ 960

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

(4.5)

Si può verificare per esercizio che l’ottimo vale x̂1 = 6, x̂2 = 6 con profitto
ottimo pari a 1800 e/giorno. Si noti che in ottimalità bastano 7 ore al giorno
della prima macchina per produrre i pezzi richiesti. In altre parole la prima
macchina rimane inattiva per un’ora al giorno.

Si supponga ora che il produttore decida di esternalizzare i processi pro-
duttivi prendendo in affitto le risorse necessarie, anziché produrre in casa con
le risorse disponibili (pratica nota con il nome di outsourcing). Prima di av-
viare le trattative vuole valutare quali prezzi di affitto offrire ai committenti
esterni. Siano allora y1, y2 e y3 i prezzi in euro al minuto delle tre risorse.
L’obiettivo è naturalmente quello di ridurre le spese d’affitto ovvero:

min 480 y1 + 480 y2 + 960 y3
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I prezzi devono naturalmente essere accettabili. Infatti prezzi troppo bassi
fanno fallire le trattative. Chi affitta le risorse deve trovare conveniente lavo-
rare per altri, anziché in proprio. Per valutare la convenienza si consideri che
ogni oggetto del primo tipo, richiedendo 15 minuti di lavorazione sulla prima
macchina che costa y1 e/minuto, acquisisce un valore pari a 15 y1 dalla lavora-
zione sulla prima macchina. Poi il passaggio sulla seconda macchina aggiunge
il valore 35 y2 e l’apporto degli operai aggiunge l’ulteriore valore 60 y3. Il va-
lore dell’oggetto indotto dai prezzi sulle risorse è quindi 15 y1 + 35 y2 + 60 y3

e questo valore non deve essere inferiore al profitto di 120 e affinché chi af-
fitta le risorse trovi conveniente farlo. Analogamente si ragiona per il secondo
oggetto. Allora complessivamente il problema da risolvere è

min 480 y1 + 480 y2 + 960 y3

15 y1 + 35 y2 + 60 y3 ≥ 120
55 y1 + 45 y2 + 100 y3 ≥ 180

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0 y3 ≥ 0

(4.6)

Gli ottimi di (4.6) sono

ŷ1 = 0, ŷ2 = 1.5, ŷ3 = 1.125

Si tratta di valori espressi in e/minuto, che diventano, espressi in e/ora,
ŷ1 = 0, ŷ2 = 90, ŷ3 = 67.50. Si noti come il profitto massimo di 1800 e/giorno
è uguale al minimo costo d’affitto 480·0+480·1.5+960·1.125 = 1800. Inoltre, in
ogni caso il costo d’affitto non può essere inferiore al profitto. Questa proprietà
si ricava immediatamente dalle varie relazioni scritte. Infatti da (4.6) si ha

120 x1 + 180 x2 ≤ (15 y1 + 35 y2 + 60 y3) x1 + (55 y1 + 45 y2 + 100 y3) x2

mentre da (4.5) si ha

480 y1 + 480 y2 + 960 y3 ≥
(15 x1 + 55 x2) y1 + (35 x1 + 45 x2) y2 + (60 x1 + 100 x2) y3

e, confrontando le due relazioni, si vede che, per ogni produzione x ammissibile
e ogni prezzo y ammissibile,

120 x1 + 180 x2 ≤ 480 y1 + 480 y2 + 960 y3

L’uguaglianza che si ottiene per i valori x̂ e ŷ costituisce di per sé una prova
di ottimalità dal punto di vista matematico e, dal punto di vista economico,
rappresenta una condizione d’equilibrio fra domanda e offerta.

Consideriamo un altro esempio in cui però si minimizzano costi, anziché
massimizzare profitti. Si devono produrre oggetti di due tipi in quantità note:
3400 oggetti del primo tipo e 1800 del secondo. A questo fine sono disponibili
due macchine. La prima è in grado di produrre 50 oggetti all’ora del primo
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tipo e 30 del secondo tipo. La seconda macchina produce 80 oggetti all’ora del
primo tipo e 40 del secondo. Il costo orario della prima macchina è di 50 e e
quello della seconda di 70 e. Si vuole determinare quante ore di lavoro devono
essere assegnate alle macchine per minimizzare i costi rispettando la domanda
esterna.

Se si indica con x1 il numero di ore della prima macchina e con x2 quelle
della seconda, si tratta di risolvere il problema

min 50 x1 + 70 x2

50 x1 + 80 x2 ≥ 3400
30 x1 + 40 x2 ≥ 1800
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

(4.7)

Si può verificare che l’ottimo è x̂ = {20, 30} con costo 3100 e.
Ora si consideri il problema di definire un prezzo per le merci in vendita.

Siano y1 e y2 i prezzi dei due oggetti. Certamente i prezzi saranno scelti in
modo da massimizzare la quantità

3400 y1 + 1800 y2

che rappresenta il ricavo. Però è evidente che dei prezzi troppo elevati non
possono essere accettati, rendendo quindi nullo il ricavo. Affinché i prezzi
siano considerati ‘giusti’ da un compratore, si ragioni come se questi avesse la
possibilità di produrre per proprio conto gli oggetti con il medesimo processo
produttivo. Ai prezzi y1 e y2 il valore orario prodotto dalla prima macchina è

50 y1 + 30 y2

cioè il numero di pezzi/ora (50) di tipo 1 moltiplicato per il relativo prezzo
più il numero di pezzi/ora (30) di tipo 2 moltiplicato per il relativo prezzo. In
modo simile il valore orario prodotto dalla seconda macchina è

80 y1 + 40 y2

Questi due valori non devono superare il costo orario delle rispettive macchine,
altrimenti, a questi prezzi, sarebbe più vantaggioso per il compratore produrre
in proprio gli oggetti. Quindi bisogna risolvere il problema

max 3400 y1 + 1800 y2

50 y1 + 30 y2 ≤ 50
80 y1 + 40 y2 ≤ 70

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0

(4.8)

La soluzione ottima di (4.8) è ŷ = {0.25 , 1.25} con valore ottimo 3400 ·0.25+
1800 · 1.25 = 3100. Il massimo ricavo possibile è pertanto uguale al minimo
costo possibile. Se ci si aspettava un valore di ricavo superiore ai costi, bisogna
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invece notare come la cosa non sia possibile. Operando come nell’esempio
precedente, si ottiene da (4.8)

(50 y1 + 30 y2) x1 + (80 y1 + 40 y2)x2 ≤ 50 x1 + 70 x2 (4.9)

Il generico termine aij xj yi che compare a sinistra di (4.9) ha il significato
di un valore complessivo realizzato dalla macchina j con oggetti di tipo i al
prezzo yi e per un numero di ore lavorate xj . La diseguaglianza espressa da
(4.9), che cioè il valore prodotto non può superare i costi, è l’ovvia conseguenza
dell’ipotesi di accettabilità dei prezzi.

In modo analogo si ottiene da (4.7)

(50 x1 + 80 x2) y1 + (30 x1 + 40 x2) y2 ≥ 3400 y1 + 1800 y2 (4.10)

La diseguaglianza in (4.10) ha il semplice significato che il valore di quello che
si vende non può superare il valore di ciò che si produce. Mettendo assieme
(4.9) e (4.10) si ottiene

3400 y1 + 1800 y2 ≤ 50 x1 + 70 x2 (4.11)

e cioè che il ricavo non può mai superare i costi. Questo risultato può sembrare
paradossale dato che implica l’impossibilità di profitto. Tuttavia si noti che
il modello di ‘competitività’ alla base della definizione dei prezzi presuppone
la linearità dei processi produttivi, mentre in realtà esistono dei costi fissi
che non rendono conveniente produrre in proprio anche in presenza di prezzi
ammissibili per i vincoli in (4.8).

Le soluzioni ottime trovate soddisfano la relazione (4.11) come eguaglianza.
Anche in questo caso rappresentano una condizione d’equilibrio fra domanda
e offerta.

I problemi (4.6) e (4.8) prendono il nome di problema duale rispettivamente
dei problemi (4.5) e (4.7). Le soluzioni ottime del problema duale prendono
anche il nome di prezzi ombra.

4.5 Problemi primale e duale

Dal punto di vista puramente formale, si può notare che il problema duale
viene costruito a partire dal problema originale, che a questo punto viene
chiamato problema primale, semplicemente trasponendo la matrice dei coef-
ficienti dei vincoli e scambiando fra loro i coefficienti dell’obiettivo con quelli
dei termini destri delle disequazioni. Inoltre quando in uno dei due problemi
l’obiettivo è un massimo, nell’altro problema l’obiettivo è un minimo.

Fra le tante formulazioni in cui può presentarsi un problema di PL vengono
dette canoniche quelle formulazioni in cui tutte le variabili sono non negative
e non sono presenti equazioni e inoltre le disequazioni sono del tipo ≤ se
l’obiettivo è un massimo mentre sono del tipo ≥ se l’obiettivo è un minimo.
Quindi (4.6), (4.8), (4.5) e (4.7) sono formulazioni canoniche.
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Si noti che il duale del duale è il primale e quindi fra i due problemi c’è
una perfetta relazione di simmetria.

Una coppia di problemi primale-duale in forma canonica si presenta quindi
come

min
n∑

j=1

cj xj

n∑
j=1

Aij xj ≥ bi i ∈ I

xj ≥ 0 j ∈ J

max
m∑

i=1

yi bi

m∑
i=1

yi Aij ≤ cj j ∈ J

yi ≥ 0 i ∈ I

(4.12)

(dove I = {1, . . . , m} e J = {1, . . . , n}) oppure in sintetica notazione matri-
ciale

min c x

A x ≥ b

x ≥ 0

max y b

y A ≤ c

y ≥ 0
dove c e y sono vettori riga, mentre b e x sono vettori colonna. L’eguaglianza
dei valori ottimi riscontrata nei due esempi, cosiddetto principio di dualità
forte, è un fatto generale dimostrato in Appendice.

Si può estendere facilmente la definizione di problema duale anche al caso
di vincoli di eguaglianza o di variabili libere (cioè senza il vincolo di non
negatività). Infatti un problema definito da

min c x

A x = b

x ≥ 0
(4.13)

può essere riscritto come

min c x

A x ≥ b

−A x ≥ − b

x ≥ 0

A questo punto il problema è nella forma (4.12) e il suo duale è

max y+ b− y− b

y+ A− y−A ≤ c

y+ ≥ 0, y− ≥ 0

=⇒
max (y+ − y−) b

(y+ − y−)A ≤ c

y+ ≥ 0, y− ≥ 0

(4.14)

Ora si noti che in (4.14) le variabili duali compaiono sempre, sia nei vincoli che
nell’obiettivo, come differenza (y+

i − y−i ). Quindi data una soluzione ammissi-
bile (y+

i , y−i ), le soluzioni del tipo (y+
i +K, y−i +K), con K ≥ −min

{
y+

i , y−i
}
,

sono tutte equivalenti fra loro sia nel valore della funzione obiettivo sia nel
valore dei vincoli.
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Conviene allora definire come problema duale di (4.13) direttamente il
seguente problema, dove la variabile y è legata a (y+

i , y−i ) da y := y+ − y−,
ovviamente svincolata nel segno,

max y b

y A ≤ c
(4.15)

Anche per la coppia (4.13)-(4.15) vale ovviamente l’eguaglianza dei valori
ottimi, purché i problemi siano ammissibili.

In generale, se sono presenti sia disequazioni che equazioni, per costruire
il duale è utile preliminarmente convertire tutte le disequazioni nella forma
≤ se l’obiettivo è un massimo oppure nella forma ≥ se l’obiettivo è un mini-
mo, semplicemente moltiplicando per −1 la disequazione. Poi si costruisce il
duale trasponendo la matrice e scambiando i coefficienti dei vincoli e dell’o-
biettivo. Le variabili duali sono in corrispondenza biunivoca con i vincoli di
equazione e/o disequazione primali, mentre le variabili primali sono in corri-
spondenza biunivoca con i vincoli di equazione e/o disequazione duali. Inoltre
le disequazioni sono associate a variabili non negative e le equazioni a variabili
libere.

Esempio 4.1.

Sia dato il problema :

min 2 x1 − 5 x2 + x3

− x1 + 4 x2 − 2 x3 ≥ 1
2 x1 + x2 ≤ 5

x2 + x3 = 8
x1 ≥ 0 x3 ≥ 0

Preliminarmente si moltiplichi la seconda disequazione per −1 per trasformare
il problema in forma canonica:

min 2x1 − 5 x2 + x3

− x1 + 4 x2 − 2 x3 ≥ 1
− 2 x1 − x2 ≥ − 5

x2 + x3 = 8
x1 ≥ 0 x3 ≥ 0

A questo punto si costruisce il duale
max y1 − 5 y2 + 8 y3

− y1 − 2 y2 ≤ 2
4 y1 − y2 + y3 = − 5

− 2 y1 + y3 ≤ 1
y1 ≥ 0 y2 ≥ 0
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4.6 Dualità e sensibilità

Sfruttando la dualità forte è possibile caratterizzare ulteriormente le variabili
duali. Si supponga di variare i valori b in b + Δb. Quindi abbiamo la seguente
coppia primale-duale

min c x

A x ≥ b + Δb

x ≥ 0

max y (b + Δb)
y A ≤ c

y ≥ 0

(4.16)

Siano (x1, y1) e (x2, y2) i valori ottimi di (4.12) e (4.16) rispettivamente. Per
la dualità forte si ha c x1 = y1 b e c x2 = y2 (b + Δb). Siamo ora interessati a
valutare l’effetto della variazione Δb sulla variazione di valore ottimo c x2 −
c x1. Si noti che l’insieme ammissibile duale non viene modificato da Δb.

Si supponga che l’ottimo duale y1 sia unico. Questo significa che piccole
variazioni Δb non alterano l’ottimalità di y1. Quindi se Δb è sufficientemente
piccolo si ha y1 = y2, da cui

c x2 − c x1 = y2 (b + Δb)− y1 b = y1 (b + Δb)− y1 b = y1 Δb

Quindi, indicando con f(b) il valore ottimo di (4.16) in funzione di b si ha
(ponendo Δbj := 0 per ogni j �= i e facendo tendere Δbi a 0)

yi =
∂f(b)
∂bi

ovvero la variabile duale ottima misura la variazione del valore ottimo rispetto
alla variazione del vincolo.

Questa interpretazione della variabile duale ne rafforza il significato di
prezzo se l’obiettivo è di natura monetaria. Con riferimento all’esempio (4.5),
si vede che la variabile duale misura l’aumento di profitto rispetto ad una
variazione nella disponibilità delle risorse e quindi ne valuta il prezzo rispetto
alla loro capacità di produrre profitto.

Analogamente, con riferimento all’esempio (4.7), la variabile duale misura
l’aumento di costo di fronte ad un aumento della domanda esterna, e quindi
il prezzo che viene determinato dalla variabile duale è il prezzo dovuto al
maggior costo del processo produttivo.

In entrambi i casi si tratta quindi di prezzi determinati intrinsecamente al
processo produttivo, piuttosto che all’equilibrio fra domanda e offerta.

Il fatto importante che si deve notare è che, almeno nei limiti di un modello
di produzione altamente semplificato e nelle ipotesi di flessibilità sottolineate
precedentemente, il prezzo di un bene o di una risorsa determinato intrinse-
camente dal processo produttivo è uguale a quello determinato dall’equilibrio
fra domanda e offerta.

Se invece gli ottimi duali in (4.12) sono più d’uno, si può solo affermare
che in caso di aumento di bi il valore ottimo può peggiorare più di quanto
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indicato da yi e in caso di diminuzione di bi il valore ottimo può migliorare
meno di quanto indicato da yi (si veda la dimostrazione in Appendice). In altre
parole la variabile duale ottima dà un’indicazione ottimistica della variazione
del valore ottimo. Quindi la non unicità dell’ottimo duale si presenta come
un caso critico che porta ad una diminuzione dell’informazione efficace che
proviene dalla variabile duale.

È naturale a questo punto chiedersi se c’è un modo di sapere se l’ottimo
duale, ma anche l’ottimo primale, calcolato da un algoritmo è unico oppure
no. Si può rispondere a questa domanda sfruttando una importante relazione,
detta di complementarità.

4.7 Complementarità

La complementarità1 è una relazione che lega le soluzioni ottime primali e
duali. In particolare lega una variabile ottima primale con il corrisponden-
te vincolo duale e una variabile ottima duale con il corrispondente vincolo
primale. In ottimalità (e solo in ottimalità) deve avvenire che una variabile
ottima è nulla oppure il vincolo corrispondente è attivo (oppure ancora sono
vere entrambe le affermazioni) e questo deve essere vero per tutte le coppie
variabile-vincolo. Questa proprietà viene appunto detta di complementarità.

Se la complementarità è soddisfatta per tutte le coppie variabile-vincolo,
questo fatto costituisce una prova di ottimalità sia per le variabili primali
che per quelle duali. Se la complementarità non è soddisfatta, anche per solo
una coppia variabile-vincolo, allora il fatto costituisce una prova di non ot-
timalità per la coppia di problemi primale-duale. Può però avvenire che, ad
esempio, la variabile primale sia ottima e la duale non lo sia, e in questo caso
la complementarità non è soddisfatta.

Da quanto detto, risolvere un problema di PL, significa normalmente
risolvere contemporaneamente sia il primale che il duale.

Spesso la complementarità viene enunciata solo rispetto a variabili. A que-
sto scopo si riscrive (4.12) introducendo delle variabili, cosiddette di scarto
(slack), definite da

si :=
n∑

j=1

Aij xj − bi, i ∈ [m], tj := cj −
m∑

i=1

yi Aij , j ∈ [n] (4.17)

1 Sia consentita una digressione lessicale. Si sente e si legge spesso il termine ‘com-
plementarietà’. È un termine non corretto. Nell’edizione 2009 del vocabolario Zin-
garelli viene riportato come ‘da evitare’. In altri vocabolari non viene nemmeno
riportato. Il sostantivo deriva dall’aggettivo ‘complementare’. Tutti gli aggetti-
vi terminanti in ‘are’ o ‘ale’ si trasformano in sostantivi terminanti in ‘arità’ o
‘alità’, eg ‘singolare’, ‘regolare’, ‘disciplinare’, ‘speciale’, ‘normale’. Quelli termi-
nanti in ‘ario’ portano al suffisso ‘arietà’, eg ‘vario’, ‘unitario’. C’è un termine che
sembra un’eccezione: ‘solidarietà’, che deriva da un obsoleto ‘solidario’, sostituito
però nell’uso comune da ‘solidale’. Forse è la forte influenza di questo termine a
generare l’uso di ‘complementarietà’, che, ancora per il momento, è errato.
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per cui (4.12) può essere riscritto come

min c x

A x− s = b

x ≥ 0, s ≥ 0
⇐⇒

max y b

y A + t = c

y ≥ 0, t ≥ 0

portando tutti i vincoli di non negatività sulle variabili. Allora la proprietà
di complementarità può essere enunciata nel seguente modo: una soluzione
(x̂, ŝ, ŷ, t̂) è ottima se e solo se è ammissibile e vale

t̂j x̂j = 0, j ∈ [n], ŷi ŝi = 0, i ∈ [m] (4.18)

Si noti che l’ottimalità può essere espressa tramite le m + n equazioni
lineari (4.17) e le m + n equazioni non lineari (4.18), più il vincolo di non
negatività. I metodi ai punti interni per la soluzione di un problema di PL
risolvono l’insieme di 2 (m + n) equazioni in 2 (m + n) variabili con il metodo
di Newton. Sono richiesti degli accorgimenti per assicurare la non negatività
di tutte le variabili. A questo scopo si trasformano le equazioni (4.18) in

t̂j x̂j = τ, j ∈ [n], ŷi ŝi = τ, i ∈ [m]

per un valore di τ > 0 sufficientemente elevato, in modo da ottenere soluzioni
positive. Poi si decresce τ fino a portarlo a zero. Le soluzioni ottenute generano
una traiettoria, in funzione di τ , che tende agli ottimi. Su questo metodo si
ritornerà brevemente a pag. 505. Per un approfondimento si veda [225].

La dimostrazione della complementarità si trova in Appendice. Si noti che
un altro modo di enunciare la complementarità è il seguente: se in ottimalità
xj > 0 allora tj = 0 (cioè il corrispondente vincolo deve essere attivo), se
tj > 0 (cioè un vincolo non è attivo) allora xj = 0 (cioè la corrispondente
variabile deve essere nulla), analogamente se yi > 0 allora si = 0 e se si > 0
allora yi = 0.

La degenerazione è strettamente collegata con la complementarità. Infatti
si può dimostrare che la degenerazione corrisponde ad avere sia xj = 0 che
tj = 0 per qualche indice j (oppure yi = 0 e si = 0 per qualche indice i). Inoltre
la degenerazione in un problema (primale o duale) si riflette nella non unicità
dell’ottimo (duale o primale). Quindi se la complementarità è soddisfatta in
modo regolare le soluzioni ottime sono uniche.

Le variabili di scarto dei vincoli duali t prendono comunemente il no-
me di costi ridotti. Il termine deriva dal fatto che ogni tj definito come
cj −

∑m
i=1 yi Aij è dato dal costo cj ridotto della quantità

∑m
i=1 yi Aij . Se ci

chiediamo quanto costa aumentare di ε il valore di una variabile ottima x̂j = 0,
la risposta non è cj ε, come potrebbe sembrare a prima vista. Infatti una va-
riazione della variabile xj non lascia inalterate le altre variabili, che variano in
modo da mantenere l’ottimalità. Non è difficile vedere (si lascia questa prova
come facile esercizio sulla dualità e la complementarità imponendo il vincolo
aggiuntivo xj ≥ ε) che il costo aumenta esattamente di t̂j ε.



70 4 Programmazione lineare – proprietà generali

Esempio 4.2.

Per illustrare le relazioni di complementarità si riconsideri l’Esempio 4.1:

min 2x1 − 5 x2 + x3

− x1 + 4 x2 − 2 x3 ≥ 1
− 2 x1 − x2 ≥ − 5

x2 + x3 = 8
x1 ≥ 0 x3 ≥ 0

con duale
max y1 − 5 y2 + 8 y3

− y1 − 2 y2 ≤ 2
4 y1 − y2 + y3 = − 5

− 2 y1 + y3 ≤ 1
y1 ≥ 0 y2 ≥ 0

Il primale può essere risolto per via grafica, sfruttando l’equazione x2+x3 = 8 e
il fatto che la variabile x2 è libera. Infatti, operando la sostituzione x2 = 8−x3

e non dovendo preoccuparci del segno di x2, il primale diventa:

min 2x1 − 5 (8− x3) + x3

− x1 + 4 (8− x3)− 2 x3 ≥ 1
− 2 x1 − (8− x3) ≥ − 5
x1 ≥ 0 x3 ≥ 0

=⇒

min 2x1 + 6 x3

x1 + 6 x3 ≤ 31
− 2 x1 + x3 ≥ 3
x1 ≥ 0 x3 ≥ 0

Si noti che modificare di una costante additiva la funzione obiettivo non altera
il problema. L’insieme ammissibile primale è il triangolo in Fig. 4.3.

1

1 2 3 4 5 x3

x1

Figura 4.3.

Considerati i coefficienti della funzione obiettivo, il vertice ottimo è x̂1 = 0,
x̂3 = 3, da cui x̂2 = 8−3 = 5. Anche il problema duale potrebbe essere risolto
in modo analogo. Tuttavia possiamo più agevolmente sfruttare le relazioni di
complementarità. L’informazione che abbiamo finora è che x̂3 > 0, che implica
−2 y1 + y3 = 1 (vincolo corrispondente). La variabile x1 è già nulla e quindi
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non ricaviamo informazione utile sul vincolo corrispondente. Analogamente x2

è svincolata e il vincolo corrispondente deve sempre valere come equazione, e
quindi non ricaviamo informazione aggiuntiva. Dobbiamo adesso esaminare i
vincoli primali. Il vincolo x1 + 6x3 ≤ 31, ovvero −x1 + 4x2 − 2 x3 ≥ 1 non è
attivo in x̂, quindi la variabile corrispondente ŷ1 deve essere nulla. Il vincolo
−2x1 − x2 ≥ −5 è invece attivo e non dà quindi informazione utile su ŷ2. Il
vincolo x2 + x3 = 84 deve essere sempre attivo e quindi non dà informazione
utile su ŷ3.

Abbiamo comunque stabilito un numero sufficiente di relazioni per calco-
lare l’ottimo duale. Infatti da

−2 y1 + y3 = 1, y1 = 0, 4 y1 − y2 + y3 = −5

possiamo calcolare ŷ1 = 0, ŷ3 = 1, ŷ2 = 6. Dobbiamo ancora verificare se
questa soluzione è ammissibile: la non negatività di y1 e y2 è rispettata e si
può verificare che le disequazioni duali sono anche rispettate. Quindi si tratta
dell’ottimo duale. Indirettamente abbiamo anche la conferma che il calcolo
dell’ottimo primale è stato corretto.

Può essere utile vedere all’opera le relazioni di complementarità in punti
non ottimi. Supponiamo allora di avere individuato, sbagliando, l’ottimo pri-
male nel vertice x̂1 = 1, x̂3 = 5. Entrambe le variabili sono maggiori di zero
quindi i vincoli corrispondenti devono essere attivi. Quindi le variabili duali
ottime andrebbero calcolate da

−y1 − 2 y2 = 2, −2 y1 + y3 = 1, 4 y1 − y2 + y3 = −5

Risolvendo si ottiene

y1 = −14
13

, y2 = − 6
13

, y3 = −15
13

e, come si vede, y1 e y2 sono negative e non ammissibili. La complementarità
non è soddisfatta e quindi il punto non può essere ottimo. Per esercizio si
risolva il duale in modo analogo a come è stato risolto il primale e poi si
risolva il primale sfruttando la complementarità.

Esercizio 4.3.

In questo esercizio si formula un modello di produzione in cui compaiono sia
profitti che costi. A questo scopo sia z un vettore che indica i livelli delle
varie attività di cui consiste la produzione. Ogni attività dà luogo a prodotti
da vendere e richiede risorse da comprare. Sia y il vettore dei prodotti e x il
vettore delle risorse. Supponiamo che il legame fra le attività e i prodotti e le
risorse sia di tipo lineare, ovvero:

y = A z, x = B z.
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Quindi sia prodotti che risorse vengono determinati da somme pesate di atti-
vità. Più specificatamente, il livello unitario dell’attività j dà luogo al vettore
Aj di prodotti (con Aj colonna j-ma di A) e richiede il vettore Bj di risorse.

I prodotti sono venduti ai prezzi di mercato p e le risorse sono comprate ai
prezzi di mercato c. Inoltre sia prodotti che risorse sono limitati superiormente
da vettori b e d rispettivamente. Il significato di queste limitazioni è che non
conviene produrre più di b perché c’è il rischio di non riuscire a vendere e
non conviene richiedere più di d risorse perché c’è il rischio di non riuscire a
reperirle. Il problema può essere modellato come:

max p y − c x

y − A z = 0
− x + B z = 0

y ≤ b

x ≤ d

y ≥ 0, x ≥ 0, z ≥ 0

Si verifichi che il duale è

min v b + w d

uy + v ≥ p

ux − w ≤ c

− uy A + ux B ≥ 0
v ≥ 0, w ≥ 0

e si verifichi anche che, in base alla complementarità, si deve avere

0 < xi < di =⇒ ux
i = ci, 0 < yi < bi =⇒ uy

i = pi

0 < xi = di =⇒ ux
i = ci + wi ≥ ci, 0 = xi < di =⇒ ux

i ≤ ci

0 < yi = bi =⇒ uy
i = pi − vi ≤ pi, 0 = yi < bi =⇒ uy

i ≥ pi

zj > 0 =⇒ uy Aj = ux Bj

Si discutano le relazioni fra i prezzi di mercato pi e i prezzi ombra uy
i dei

prodotti e le relazioni fra i prezzi di mercato ci e i prezzi ombra ux
i delle

risorse nelle varie ipotesi.
Alternativamente si sostituiscano i vincoli y ≤ b e x ≤ d con un vincolo sui

livelli di attività z ≤ f . Se il precedente vincolo era esogeno, perché riguardava
una limitazione esterna dovuta al mercato, il nuovo vincolo è invece endogeno,
perché riflette limitazioni del processo produttivo stesso (ad es. ore lavorative,
macchine disponibili). Ora le variabili duali sono ux, uy (come prima) e uz

relativa ai vincoli z ≤ f . Anche in questo caso di discutano le varie relazioni
fra i prezzi ombra e i dati del problema.
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4.8 Appendice

Caratterizzazione dei vertici di un poliedro

Sia x̂ un vertice del poliedro in IRn definito da A x ≥ b. Si dividano le
diseguaglianze in attive e non attive nel punto x̂:

A0 x̂ = b0

A1 x̂ > b1

Siano z e y due punti del poliedro e sia x̂ = α z + (1 − α) y con 0 < α < 1. Allora
A0 z ≥ b0 e A0 y ≥ b0 per l’ammissibilità. Quindi

b0 = A0 x̂ = A0 (α z + (1 − α) y) = α A0 z + (1 − α) A0 y ≥ α b0 + (1 − α) b0 = b0

da cui
A0 z = b0, A0 y = b0

Siccome in A0 ci sono almeno n diseguaglianze attive linearmente indipendenti, si
deduce che z e y non possono essere diversi da x̂.

Dimostrazione della dualità forte

Per dimostrare la proprietà di dualità forte nella PL, bisogna dimostrare due
teoremi preliminari. Il primo è un teorema di separazione. Si usa dire che un piano
separa due insiemi se i due insiemi si trovano uno da una parte e uno dall’altra del
piano. Il concetto di separazione è molto importante sia teoricamente che pratica-
mente. Per quel che riguarda le applicazioni pratiche si rinvia alla Sez. 23.3. Dal
punto di vista teorico vi sono molti risultati che si possono derivare dall’esistenza di
un piano separatore. In questa sede sfruttiamo la possibilità di separare un insieme
convesso da un punto non appartenente all’insieme.

Lemma 4.4. (Teorema di Separazione) Sia K ⊂ IRn convesso chiuso, d /∈ K, allora
esiste a ∈ IRn tale che a d > supx∈K a x.

Dimostrazione: In base al teorema di Weierstrass esiste x0 ∈ K di distanza mi-
nima da d ovvero ‖x0 − d‖ ≤ ‖x − d‖, ∀x ∈ K. In base all’ipotesi ‖x0 − d‖ > 0.
Sia x ∈ K. Per la convessità di K, α x + (1 − α) x0 ∈ K, con 0 < α ≤ 1, e quindi
‖α x + (1 − α) x0 − d‖2 = ‖x0 − d + α (x − x0)‖2 ≥ ‖x0 − d‖2 per la minimalità di
‖x0 − d‖, ovvero

(x0 − d + α (x − x0)) (x0 − d + α (x − x0)) ≥ (x0 − d) (x0 − d)

‖x0 − d‖2 + α2 ‖x − x0‖2 + 2α (x0 − d) (x − x0) ≥ ‖x0 − d‖2

da cui dividendo per α > 0 si ottiene

α ‖x − x0‖2 + 2 (x0 − d) ((x − d) − (x0 − d)) ≥ 0

‖x0 − d‖2 − (x0 − d) (x − d) ≤ α

2
‖x − x0‖2 ∀ 0 < α < 1

e siccome α è arbitrario si ha ‖x0 − d‖2 − (x0 − d) (x− d) ≤ 0 cioè (x0 − d) (x− d) ≥
‖x0 − d‖2 > 0, x ∈ K. Si ponga a := −(x0 − d). Si ha quindi

a x ≤ a d − ‖x0 − d‖2, x ∈ K

ovvero la tesi.
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Il secondo teorema, dimostrato a partire dal precedente, è il celebre lemma di
Farkas [70], che può essere considerato il progenitore della PL. In questo lemma
vengono definiti due insiemi in modo tale che un insieme è vuoto se e solo se l’altro
non è vuoto.

Lemma 4.5. (Lemma di Farkas) Siano d ∈ IRn e D matrice m× n. Si considerino
le due seguenti affermazioni:
– A := {z ∈ IRn : d z > 0, D z ≤ 0, z ≥ 0} = ∅
– B := {w ∈ IRm : d ≤ w D, w ≥ 0} = ∅
Una qualsiasi delle due affermazioni è vera se e solo se l’altra è falsa.

Dimostrazione: Dimostriamo dapprima che A e B non possono essere entrambi
ammissibili. Esistano z ∈ A e w ∈ B. Allora da D z ≤ 0 e w ≥ 0 si ha w D z ≤ 0
e da z ≥ 0 e d ≤ w D si ha d z ≤ w D z. Dalle due diseguaglianze si ha d z ≤ 0 che
contraddice d z > 0 nella definizione di A.
Si assuma ora che B sia vuoto. Si definisca il seguente cono in IRn:

K :=
⋃
w≥0

{y : y ≤ w D}

K può anche essere definito come K = C−IRn
+ dove C è il cono

⋃
w≥0

{y : y = w D}.
L’insieme B è allora vuoto se e soltanto se d /∈ K. Se d /∈ K, essendo K convesso
e chiuso, il teorema di Separazione garantisce l’esistenza di un piano che separa
strettamente d da K, ovvero esiste a ∈ IRn tale che

d a > y a, y ∈ K. (4.19)

Siccome K è un cono, y a ≤ 0, per ogni y ∈ K. Infatti se fosse ȳ a > 0 per un
certo ȳ ∈ K, dato che α ȳ ∈ K per qualsiasi α ≥ 0, esisterebbe un valore α per cui
d a < α ȳ a contrariamente a (4.19). Inoltre 0 ∈ K, da cui

d a > 0, y a ≤ 0, y ∈ K.

Si noti che Di ∈ K, per ogni i, con Di riga i-ma di D (basta prendere w = ei nella
definizione di K, con ei il vettore di componenti tutte nulle tranne la i-ma di valore
1). Quindi y a ≤ 0, per ogni y ∈ K, implica D a ≤ 0. Inoltre per ogni y ∈ K anche
y − α ei ∈ K, con α ≥ 0 arbitrario, e questo implica a ≥ 0. Si è quindi trovato un
vettore a tale che

d a > 0, D a ≤ 0, a ≥ 0,

ovvero a ∈ A e quindi A non può essere vuoto.

Possiamo ora applicare il lemma di Farkas alla PL. Prima però dimostriamo il
seguente semplice risultato, in cui si afferma che la funzione obiettivo del problema
duale è sempre limitata superiormente dalla funzione obiettivo del problema primale.

Lemma 4.6. Siano x e y ammissibili in (4.12). Allora c x ≥ y b.

Dimostrazione: Da y ≥ 0 e A x − b ≥ 0 si ha y (A x − b) ≥ 0, cioè y A x ≥ y b.
Analogamente da x ≥ 0 e y A − c ≤ 0 si ha (y A − c) x ≤ 0, cioè y A x ≤ c x. Dalle
due diseguaglianze si ottiene la tesi.
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Con il seguente teorema si dimostra che in ottimalità c x = y b. Per poter applica-
re il lemma di Farkas bisogna riscrivere il problema di PL in una forma equivalente,
adatta al lemma.

Teorema 4.7. Esistano soluzioni ammissibili sia nel primale che nel duale in
(4.12). Allora esistono gli ottimi in entrambi i problemi e i valori ottimi coincidono.

Dimostrazione: Il lemma 4.6 e l’ipotesi di esistenza di soluzioni ammissibili im-
plicano che i problemi primale e duale non possono essere illimitati. Si riscrivano i
vincoli (4.12) come

(
0 A� −c�

−A 0 b

)(
x
y�

1

)
≤ 0, (x, y) ≥ 0 (4.20)

Si consideri l’insieme ammissibile definito da(
0 A� −c�

−A 0 b

)(
x
y�

t

)
≤ 0, (x, y, t) ≥ 0 (4.21)

Vogliamo dimostrare che per ogni soluzione z̄ := (x̄, ȳ, t̄) ammissibile in (4.21) si ha
ȳ b ≤ c x̄. Si considerino i due casi t̄ = 0 e t̄ > 0. Se t̄ = 0 allora (4.21) implica
A x̄ ≥ 0 e ȳ A ≤ 0. Siano x̂ e ŷ soluzioni ammissibili in (4.20) (la cui esistenza si
assume per ipotesi). Allora le soluzioni x̂ + α x̄ e ŷ + α ȳ sono ammissibili in (4.20)
per ogni α ≥ 0. Dal fatto che non esistono soluzioni illimitate deve essere c x̄ ≥ 0 e
ȳ b ≤ 0, quindi ȳ b ≤ c x̄. Se t̄ > 0 allora (x̄/t̄, ȳ/t̄) è ammissibile in (4.20) e quindi,
applicando il lemma 4.6 si ha (c x̄/t̄ ≥ ȳ b/t̄) cioè ȳ b ≤ c x̄.

Allora il seguente insieme è vuoto.

(−c b� 0 )

(
x
y�

t

)
> 0,

(
0 A� −c�

−A 0 b

)(
x
y�

t

)
≤ 0, (x, y, t) ≥ 0

(4.22)
In base al lemma di Farkas non è vuoto l’insieme

(−c b� 0 ) ≤ ( ξ� η )

(
0 A� −c�

−A 0 b

)
, w := (ξ, η) ≥ 0

ovvero
A ξ ≥ b, ξ ≥ 0, η A ≤ c, η ≥ 0, η b ≥ c ξ

Da cui ξ e η sono soluzioni ammissibili primale e duale rispettivamente. Inoltre la
condizione η b ≥ c ξ unita alla condizione η b ≤ c ξ (dal lemma 4.6) implica η b = c ξ
e quindi l’ottimalità di ξ e η.

Teorema 4.8. (Complementarità)

(x̂, ŝ, ŷ, t̂) ottimo ⇐⇒
(x̂, ŝ, ŷ, t̂) ammissibile

t̂j x̂j = 0 ∀j

ŷi ŝi = 0 ∀i
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Dimostrazione: (⇐=) t̂j x̂j , ∀j, implica t̂ x̂ = 0 cioè (c − ŷ A) x̂ = 0, c x̂ = ŷ A x̂.
Analogamente ŷi ŝi, ∀i, implica ŷ ŝ = 0, cioè ŷ (A x̂ − b) = 0, ŷ A x̂ = ŷ b. Quindi
c x̂ = ŷ b da cui l’ottimalità.

(=⇒) L’ottimalità implica c x̂ = ŷ b. Da A x̂ − I ŝ = b, premoltiplicando per ŷ si
ha ŷ A x̂− ŷ ŝ = ŷ b. Da ŷ A+ t̂ I = c, postmoltiplicando per x̂ si ha ŷ A x̂+ t̂ x̂ = c x̂.
Dalle due relazioni si ha t̂ x̂+ŷ ŝ = 0. Trattandosi di vettori non negativi l’eguaglianza
è verificata soltanto se ogni singolo termine della sommatoria è nullo, da cui la tesi.

Non unicità delle variabili duali ottime

Consideriamo ora il significato delle variabili ottime duali se queste non sono
uniche (pag. 67). In questo caso l’ottimo di (4.16) è incluso fra quelli di (4.12) (per
valori di Δb sufficientemente piccoli). Allora il ragionamento può essere ripetuto con
riferimento ad un particolare ottimo duale di (4.12). Possiamo pertanto affermare
che esiste una variabile duale ottima che misura la variazione del valore ottimo
rispetto a variazioni dei vincoli. Per capire quale sia questa variabile duale ottima
si ragioni prendendo in esame un ottimo duale generico di (4.12). Quindi in questo
caso non assumiamo y1 = y2 e si ha

c x2 − c x1 = y2 (b + Δb) − y1 b ≥ y1 (b + Δb) − y1 b = y1 Δb (4.23)

(dove la diseguaglianza deriva dall’ottimalità di y2 in (4.16)) Come nel caso pre-
cedente poniamo Δbj := 0 per ogni j �= i. Però ora bisogna tener conto del segno
di Δbi a causa della diseguaglianza, per cui, facendo tendere Δbi a 0 dalla destra
(Δbi > 0) si ha

yi ≤ ∂f(b)

∂bi

+

dove si è indicato con ∂f(b)+/∂bi la derivata destra di v(bi), mentre, facendo tendere
Δbi a 0 dalla sinistra (Δbi < 0) si ha

yi ≥ ∂f(b)

∂bi

−

Ovvero la variable duale yi è compresa fra il valore di derivata sinistra di f(bi) e
quello di derivata destra. Si noti che f(b) è una funzione monotona non decrescente.
Quindi la situazione si può illustrare come in Fig. 4.4.

v(Δbi)

Δb i

∂v(b)
∂bi

−

∂v(b)
∂bi

+

yi

Figura 4.4.
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Si noti che il ragionamento è stato applicato ad un problema primale da minimiz-
zare. Se l’obiettivo fosse stato un massimo, allora la funzione v(b) sarebbe concava
anziché convessa e sarebbe comunque vero che il miglioramento può essere inferiore
a quanto indicato dalla variabile duale, e il peggioramento invece superiore.

Possiamo ancora dire che, siccome le precedenti disequazioni sono soddisfatte
come equazioni per almeno una variabile duale ottima (diversa nei due casi) abbiamo

∂v(b)

∂bi
Δbi = max {yi Δbi : yi ottimo duale}

Questa relazione si può estendere a tutte le variabili duali (ragionando direttamente
da (4.23))

lim
α↓0

v(b + α Δb) − v(b)

α
= max

{∑
i

yi Δbi : y ottimo duale

}

Il termine di sinistra è la derivata direzionale di v(b) in direzione Δb. È opportuno
tuttavia notare che non sono normalmente disponibili tutti gli ottimi duali, perché
gli algoritmi risolutivi di un problema di PL forniscono solo una soluzione ottima.



5

Programmazione lineare
Risoluzione di modelli

Sono disponibili molti programmi per risolvere problemi di PL. Alcuni sono
commerciali ed altri liberi. Alcuni sono concepiti puramente per risolvere pro-
blemi di PL ed altri permettono di risolvere la PL all’interno di programmi
generali. Un elenco del software disponibile per la PL aggiornato al 2007 si
può reperire al sito [81].

I dati necessari ad identificare un’istanza di PL sono costituiti dalla matrice
dei vincoli e dai vettori dei costi e dei termini noti, più alcuni indicatori sul
tipo di vincolo (≤, = oppure ≥).

Per la natura tabellare dei dati e delle relative operazioni è abbastanza
naturale che i fogli elettronici siano anche predisposti a risolvere problemi di
PL. Ad esempio Excel è in grado di farlo, purché si sia installato il ‘Solver’
(che normalmente richiede una installazione ad hoc). I dati da passare ad un
foglio elettronico sono in forma di matrice esplicita. Inoltre, usando le varie
funzioni, si possono impostare in modo implicito anche vincoli complessi. I
fogli elettronici presentano dei limiti naturali nel numero di vincoli e variabili
che possono gestire e nella velocità di calcolo, troppo bassa già per problemi di
piccola-media grandezza (poche centinaia di variabili e vincoli) e soprattutto
per problemi di PL intera.

Inserire i dati direttamente come matrice può essere abbastanza scomodo,
specie se la matrice è sparsa (come avviene normalmente, soprattutto quando
la matrice è molto grande) ed obbedisce ad una struttura particolare. Per
questo motivo sono stati sviluppati programmi che permettono di fornire i dati
in forma molto strutturata e poi generano la matrice da passare all’algoritmo
risolutore in modo trasparente per l’utente.

Uno di questi programmi è LINGO, disponibile in versioni di potenza cre-
scente. Nella versione ‘industrial’, che è servita a risolvere la maggior pare
dei modelli presenti in questo testo, si possono affrontare problemi di me-
dia grandezza, più esattamente fino a 16.000 vincoli, 32.000 variabili e 3.200
variabili intere. Nella versione ‘extended’ i limiti sono quelli della macchina
stessa. La velocità di calcolo di Lingo è abbastanza elevata e per i problemi di
PL fornisce la soluzione praticamente in tempo reale. Anticipando argomenti
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del Cap. 7, facciamo presente che, anche se una velocità di calcolo elevata è
benvenuta nella risoluzione di problemi di PL intera, tuttavia può avere un
impatto pressoché nullo se il modello è inadeguato.

Uno dei risolutori più potenti è CPLEX, un insieme di librerie scritte in C
che gestiscono vari aspetti della risoluzione di un problema di PL. Le librerie
vanno chiamate all’interno di programmi in C scritti dall’utente, che, nell’ipo-
tesi minimale, si limitano a scrivere la matrice dei dati. Simile a CPLEX, ma
meno potente e con il grande vantaggio di essere disponibile gratuitamente, è
il software glpk, sviluppato all’interno del mondo gnu.

Quando si affrontano problemi reali di una certa complessità è natu-
rale progettare vari moduli di calcolo interagenti fra loro e basati su idee
algoritmiche anche molto diverse.

L’ultima versione di Lingo permette anche di costruire dei programmi
dichiarativi che al loro interno chiamano vari modelli di PL (o PL intera)
all’interno di un comune ambiente di dati e variabili. Ovviamente è possibile
fornire la soluzione (primale o duale) di un modello agli altri. Si tratta di
un ambiente di sviluppo e calcolo molto efficace, con l’unica limitazione che
ognuno dei sottoproblemi deve essere risolto come PL. A dire il vero, dato
che l’ambiente è un vero programma dichiarativo, con i consueti controlli del
flusso e con le consuete strutture dati, è anche possibile costruirsi algoritmi
ad hoc all’interno del programma. La cosa però presenta problemi dato che
non è possibile una vera programmazione strutturata.

Se si vuole avere la massima libertà e flessibilità, è indispensabile fare
ricorso a risolutori quali CPLEX o glpk, che possono essere chiamati più
volte all’interno di complessi programmi scritti dall’utente. Tuttavia, siccome
la scrittura del relativo codice richiede un grande investimento di tempo, può
essere opportuno sviluppare dei prototipi con strumenti di più rapido impiego
come Lingo (o simili) e passare poi a CPLEX quando il progetto di tutta la
metodologia risolutiva si sia dimostrata sufficientemente affidabile.

In questa sede utilizzeremo Excel e Lingo per illustrare i vari modelli.
Inizialmente diamo una breve descrizione di come impostare i calcoli per un
piccolo modello. Una volta imparati i primi rudimenti, il lettore è certamente
in grado di sviluppare da solo modelli più complicati, per cui in questo testo
non si ritornerà più su descrizioni dettagliate e tecniche dell’utilizzo di Excel
o di Lingo. In ogni caso i programmi sono disponibili in rete al sito [202].

5.1 Risoluzione di un problema di PL con Excel

Facciamo vedere come risolvere con Excel il problema descritto a pag. 61.
Riportiamo i dati con i nomi delle grandezze a cui si riferiscono, ad esempio
nel modo indicato in Fig. 5.1.

Le celle B2 e C2 conterranno i numeri di pezzi, che saranno calcolati dal
programma. Tuttavia possiamo sempre impostare dei valori iniziali, ad esem-
pio possiamo impostare i valori 10 per il numero di pezzi dell’oggetto 1 e 5
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1

2

3

4

5

6

7

8

A B C D E

oggetto 1 oggetto 2

numero pezzi profitto

prezzi 120 180

ore richieste ore disponibili

ore-macchina 1 15 55 960

ore-macchina 2 35 45 960

ore-uomo 60 100 1920

Figura 5.1.

per l’oggetto 2. Noti questi valori possiamo far calcolare ad Excel il profitto
indicando nella cella D3 la formula

=SUMPRODUCT(B$2:C$2,B3:C3)

che automaticamente esegue il prodotto scalare del vettore dei numeri dei
pezzi per il vettore dei prezzi (l’indirizzo della riga 2 deve essere assoluto dato
che ora copieremo la formula per le ore richieste in base al numero di pezzi
assegnato). Copiando direttamente la cella D3 sulle celle D6:D8, il foglio si
presenta come in Fig. 5.2.

1

2

3

4

5

6

7

8

A B C D E

oggetto 1 oggetto 2

numero pezzi 10 5 profitto

prezzi 120 180 2100

ore richieste ore disponibili

ore-macchina 1 15 55 425 960

ore-macchina 2 35 45 575 960

ore-uomo 60 100 1100 1920

Figura 5.2.

Si tratta ora di far intervenire il Solver, che si trova nel Menù dei Tools.
Compare una finestra con la quale si dichiara quale è il valore da massimizzare
(o minimizzare), quali sono le variabili e quali sono i vincoli, nonché alcune
opzioni dell’ottimizzatore:

- obiettivo: la cella che contiene il valore della funzione obiettivo è nel nostro
esempio la cella D3. Quindi bisogna indicare (direttamente ‘cliccando’ sul
foglio) l’indirizzo $D$3 nella finestra ‘Set Target Cell’ cliccando poi ‘max’
o ‘min’ a seconda del caso (‘max’ nel nostro caso);

- variabili: ci si posiziona nella finestra ‘By changing cells’ e si selezionano le
due celle dei numeri di pezzi. Nella finestra compare l’indirizzo (multiplo)
$B$2:$C$2. Si possono anche operare selezioni multiple se ad esempio le
variabili non sono necessariamente posizionate nel foglio come vettori o
matrici.

- vincoli: si clicca su ‘Add’ e compare una tripla finestra di dialogo in cui i
valori di sinistra sono vincolati rispetto a quelli di destra. Nel nostro caso
dobbiamo fare in modo che le ore richieste in base ai numeri dei pezzi siano
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non superiori alle ore disponibili. Quindi nella finestra di sinistra seleziona-
mo il vettore di ore richieste, in quella centrale selezionamo l’operatore che
ci interessa (nel nostro caso ≤) e in quella di destra selezionamo il vettore
di ore disponibili. Cliccando ‘done’ il vincolo è inserito (direttamente per
tutte le righe). Resterebbe da inserire il vincolo di non negatività, ma di
questo si tiene conto in altro modo;

- opzioni di calcolo: cliccando su ‘Options’ compare una finestra in cui bi-
sogna selezionare ‘Assume Linear Model’ e ‘Assume Non-Negative’. Poi si
clicca ‘OK’.
A questo punto ricompare la finestra del Solver. Basta cliccare su ‘Solve’

e Excel inizia il calcolo, che in questo caso è immediato. I valori dei numeri
dei pezzi nella tabella vengono modificati e compaiono i valori ottimi. Excel
chiede se si vogliono dei rapporti. Dei tre rapporti il più interessante è quello
di sensibilità (Sensitivity Report) che fornisce le variabili duali e le relazioni
di complementarità.

Notiamo come non sia necessario indicare una soluzione iniziale necessaria-
mente ammissibile (ad esempo la soluzione nulla sarebbe la scelta naturale). Il
sistema risolve il problema indipendentemente dalla soluzione iniziale indicata.

5.2 Risoluzione di un problema di PL con LINGO

Risolviamo lo stesso problema con LINGO. Ogni modello scritto in LINGO
consta di tre parti. Nella prima (racchiusa fra i comandi SETS: e ENDSETS)
si descrive la struttura del problema. Nella seconda (racchiusa fra i comandi
DATA: e ENDDATA) si inseriscono i dati, basandosi sulla struttura appena
definita. Nella terza si scrivono i vincoli e l’obiettivo.

L’esempio considera oggetti e risorse. Quindi strutturiamo il problema
definendo il tipo di dati oggetti e il tipo di dati risorse, ad esempio nel seguente
modo

SETS: ogg/1..2/; ris/1..3/; ENDSETS

Con il precedente comando si specifica che vi sono grandezze associate
agli oggetti e che gli oggetti sono 2, e che vi sono grandezze associate alle
risorse e che le risorse sono 3. I termini ‘ogg’ e ‘ris’ sono una scelta dell’utente.
La quantità di grandezze associata ad un tipo viene indicata dall’espressione
/1..n/.

Questo non è l’unico modo di introdurre i tipi. Può spesso essere utile dare
un nome ad ogni elemento del tipo. Ad esempio la prima e la seconda risorsa
sono ore-macchine mentre la terza sono ore-uomo. In questo caso conviene
ridefinire il precedente comando come

SETS: ogg/1..2/; ris/macch1 macch2 man/; ENDSETS

Dopo aver introdotto i tipi di grandezze è bene definire quali grandezze
entrano in gioco nel problema. Nel nostro caso vi sono prezzi e quantità di
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oggetti (associati agli oggetti) e quantità di risorse (associate alle risorse).
Chiamando ‘p’ il prezzo, ‘x’ le quantità di oggetti e ‘b’ le quantità di risorse,
le grandezze vengono inserite nel seguente modo

SETS: ogg/1..2/:p,x; ris/macch1 macch2 man/:b; ENDSETS

Bisogna ancora definire la matrice. Notiamo che la matrice è una struttura
composta definita a partire dalle strutture oggetti e risorse. Diamo il nome
‘mat’ al tipo matrice e chiamiamo ‘a’ la grandezza associata al tipo matrice.
Il comando viene allora riscritto come

SETS: ogg/1..2/:p x; ris/macch1 macch2 man/:b; mat(ris,ogg):a;

ENDSETS

A questo punto bisogna inserire i dati. Automaticamente il programma ca-
pirà che le grandezze non definite come dati sono variabili e passerà a formulare
il modello. Si noti che i dati di una matrice vengono inseriti per righe.

DATA: p=120 180; b=480 480 960; a=15 55 35 45 60 100; ENDDATA

Nelle ultime versioni di Lingo è stata data la possibilità di considerare
come dati anche alcuni valori definiti nella sezione SETS. Questo modo di
impostare il modello è raccomandabile rispetto al precedente, perché permette
di esplicitare e usare nel modello alcuni dati pertinenti alla grandezza dei
dati, cosa che nelle vecchie versioni non era possibile (a meno di replicare nei
dati i valori minando però la robustezza del modello rispetto a variazioni di
dati). Quindi si può impostare il modello nel seguente modo alternativo (e
preferibile) dove si è aggiunta la grandezza ‘numogg’ (numero degli oggetti):

SETS: ogg:p x; ris:b; mat(ris,ogg):a; ENDSETS
DATA: numogg=2; ogg=1..numogg; ris=macch1 macch2 man;
p=120 180; b=480 480 960;
a=15 55 35 45 60 100; ENDDATA

Nella parte finale, dove si devono indicare i vincoli e il modello, la som-
matoria viene realizzata attraverso il comando @SUM, mentre la ripetizione
di un vincolo si effettua con il comando @FOR. Nell’esempio si ha

@FOR(ris(i):@SUM(ogg(j): a(i,j) * x(j) ) < b(i) );

in cui si vede esplicitato il tipo su cui si effettua la somma o l’iterazione. Le
variabili ‘i’ e ‘j’ sono variabili mute e possono essere sostituite da una qualsiasi
altra variabile (purché non già presente nel modello). Il segno < significa
convenzionalmente ≤ (nei problemi reali l’insieme delle soluzioni ammissibili
è chiuso; infatti se una successione di punti è ammissibile, si considera che lo
sia anche il punto limite; quindi diseguaglianze strette non intervengono mai
come vincolo).
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Il vincolo di non negatività viene assunto implicitamente. Quindi se alcune
variabili non avessero questo vincolo, il fatto deve essere esplicitato con il
comando @FREE(nomevar). È bene prestare attenzione a questa circostanza
perché spesso ci sono delle variabili svincolate e ci si può dimenticare di usare
il comando @FREE. Non facendolo, la soluzione che viene calcolata non è
ovviamente la soluzione cercata.

È quasi sempre conveniente dare un nome anche ai vincoli, per individuare
facilmente le variabili duali. Questo viene realizzato nel modo seguente (dove
la parola ‘vinc’ è una scelta dell’utente)

@FOR(ris(i): [vinc] @SUM(ogg(j): a(i,j) * x(j) ) < b(i) );

L’obiettivo viene espresso come (dove il termine ‘MAX’ è del programma):

MAX= @SUM(ogg(j): p(j)* x(j) ) ;

Quindi globalmente il problema viene modellato come:

SETS:
ogg: p, x;
ris: b;
mat(ris,ogg): a;

ENDSETS
DATA:

numogg=2;
ogg=1..numogg;
ris=macch1 macch2 man;
p= 120 180;
b=480 480 960;
a=15 55

35 45
60 100;

ENDDATA
max= @SUM(ogg(j): p(j)* x(j) ) ;
@FOR(ris(i): [vinc] @SUM(ogg(j): a(i,j) * x(j) ) < b(i) );

Prima di eseguire conviene scegliere fra le opzioni quella che prevede un
output ‘terso’ anziché ‘verboso’. Dato il comando SOLVE, il programma co-
struisce il modello di PL (segnalando eventuali errori di sintassi) e poi esegue
le iterazioni del metodo del simplesso. Alla fine produce una finestra di stato
(‘Status windows’) in cui si ha la seguente informazione

Global optimal solution found.
Objective value: 1800.000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
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dove per ‘iterations’ si intendono le iterazioni del metodo del simplesso, ovvero
quanti cambiamenti di base sono stati necessari per arrivare alla soluzione. A
richiesta vengono fornite le tabelle delle soluzioni. Chiedendo i valori delle
variabili x compare la seguente tabella

Variable Value Reduced Cost
X( 1) 6.0000 .0000000
X( 2) 6.0000 .0000000

dove, nella terza colonna sotto il termine ‘reduced cost’ (si veda a pag. 69)
viene riportato il valore della variabile ausiliaria del problema duale. Le con-
dizioni di complementarità impongono che in ottimalità almeno una delle due
quantità, o una variabile primale oppure la sua corrispondente variabile ausi-
liaria nel problema duale, debba essere nulla. Quindi in ogni riga almeno uno
dei due valori deve essere nullo. Se sono nulli entrambi significa che siamo in
presenza di degenerazione.

Chiedendo invece i valori delle variabili duali relativamente ai vincoli ‘vinc’,
viene prodotta la tabella

Row Slack or Surplus Dual Price
VINC( MACCH1) 60.0000 .0000000
VINC( MACCH2) .0000000 1.500000
VINC( MAN) .0000000 1.125000

Il valore riportato sotto la colonna ‘slack’ è il valore della variabile ausilia-
ria primale. Quindi un valore nullo indica che il vincolo è attivo e viceversa se
il valore è positivo. Sotto la colonna ‘dual price’ è riportato il valore della va-
riabile duale corrispondente al vincolo primale, ovvero il prezzo ombra della ri-
sorsa relativa al vincolo. Anche in questo caso la relazione di complementarità
impone che almeno uno dei due valori sia nullo.

5.3 Dieta: risoluzione del primo modello

Per il problema della dieta descritto nella sezione 2.1 sono stati scelti i seguen-
ti 38 alimenti: pasta, riso, pane, fagioli, piselli, aglio, carote, cipolle, lattuga,
melanzane, patate, pomodori, spinaci, succo d’arancia, banane, mele, bistec-
ca di manzo, bistecca di maiale, petto di pollo, fettina di vitello, prosciutto
crudo, prosciutto cotto, calamari, cefali, cozze, sgombri, tonno, latte, formag-
gio grana, formaggio latteria, mozzarella, uova, burro, olio d’oliva, cioccolato
fondente, gelato, birra, vino.

Sono stati poi scelti i seguenti 15 nutrienti: calorie, proteine, lipidi, glicidi,
sodio (Na), potassio (K), magnesio (Mg), ferro (Fe), calcio (Ca), fosforo (P),
vitamina B1, vitamina B2, vitamina B3, vitamina A, vitamina C.

I dati numerici sono reperibili in rete, nei due modelli Excel e Lingo al sito
[202]. I costi sono valori reali dell’inverno 2006. Le preferenze sono espresse
in una scala arbitraria da 0 a 10 ed esprimono le preferenze di chi scrive. La
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soluzione che si ottiene massimizzando la preferenza e ponendo un vincolo di
5 e sulla spesa è la seguente (i valori degli alimenti sono in hg, i valori dei
nutrienti nelle rispettive unità di misura):

Global optimal solution found.
Objective value: 192.5977
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 19

X( PASTA) 1.50 X( RISO) 0.35 X( FAGIOL) 1.00
X( PISELL) 1.00 X( CAROTE) 1.00 X( CIPOLL) 1.00
X( LATTUG) 3.00 X( MELANZ) 2.00 X( PATATE) 2.00
X( POMODO) 2.00 X( SPINAC) 1.00 X( ARANSU) 3.00
X( BANANE) 2.00 X( MELE) 3.00 X( SGOMBRO) 0.78
X( LATTE) 1.00 X( LATTER) 0.13 X( OLIOOL) 0.46
X( BIRRA) 2.00 X( VINO) 2.00

Y( PRO) 78.46 Y( LIP) 70.00 Y( GLIC) 369.4
Y( NA) 386.6 Y( K) 6559 Y( MG) 317.4
Y( FE) 18.04 Y( CA) 800.0 Y( P) 1216.5
Y( VITB1) 1.91 Y( VITB2) 2.18 Y( VITB3) 23.47
Y( VITA) 2981.966 Y( VITC) 381.0000
Y( CAL) 2500.000

La soluzione ottenuta non è del tutto inaccettabile (si tolga ad esempio la
limitazione superiore sugli alimenti e si veda cosa succede). Tuttavia presenta
delle difficoltà pratiche. I valori degli alimenti sono a volte molto strani (ad
esempio i 13 grammi di formaggio latteria) e in ogni caso non riflettono il fatto
che gli alimenti non si mangiano mai crudi o sconditi. Bisogna forse distribuire
i 46 grammi d’olio d’oliva fra la lattuga, le melanzane e lo sgombro?

Bisogna tener conto che realisticamente gli alimenti vengono mangiati se-
condo ricette che li mescolano in vari modi e introdurre esplicitamente questo
nuovo legame.

5.4 Dieta: secondo modello

Come un alimento è un mix di sostanze nutritive, cos̀ı un piatto è un mix
(ricetta) di alimenti. Realisticamente sono disponibili varie opzioni per ogni
piatto, dato che le ricette non sono usualmente rigide. Tuttavia, sempre nello
spirito di iniziare dal caso più semplice consideriamo che un piatto corrispon-
da ad una ricetta rigida. In alcuni casi (ad esempio la frutta, il formaggio,
le bevande) non possiamo propriamente parlare di piatti, tuttavia possiamo
sempre immaginare che, ad esempio, un singolo frutto sia un ‘piatto di frutta’.

La presenza dei piatti sposta l’obiettivo delle preferenze sui piatti piutto-
sto che sugli alimenti. Analogamente le limitazioni superiori sugli alimenti si
spostano sui piatti e possiamo ragionevolmente pensare di limitare ad uno il
valore massimo giornaliero per ogni piatto, e quindi si tratta di variabili che
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possono assumere solo i valori 0 o 1. I costi rimangono invece ancorati agli
alimenti.

L’introduzione dei piatti rende necessario considerare valori interi. Non
è molto realistico (anche se possibile) avere una soluzione che richieda un
valore frazionario per un piatto. Il fatto di pretendere valori interi per le
variabili in un modello di PL ne cambia radicalmente le modalità di soluzione
e aumenta in modo considerevole (a volte inaccettabile) i tempi di esecuzione.
Nel prossimo capitolo si vedrà come risolvere un problema di PL intera. Per
ora ci limitiamo a modellare il problema della dieta con variabili intere.

Sia K l’insieme dei piatti e siano zk ∈ {0, 1}, k ∈ K, i numeri di piatti da
calcolare. Sia rjk la quantità di alimento j presente nel piatto k (la matrice
rjk è di fatto una matrice di ricette). Allora deve valere la relazione (vincolo
strutturale) ∑

k∈K

rjk zk = xj j ∈ J (5.1)

Siano pk, k ∈ K, le preferenze sui piatti espresse in una scala numerica
soggettiva. Abbiamo allora

max
∑
k∈K

pk zk

∑
j∈J

cj xj ≤ C

∑
j∈J

aij xj = yi i ∈ I

∑
k∈K

rjk zk = xj j ∈ J

li ≤ yi ≤ ui i ∈ I

xj ≥ 0 j ∈ J

zk ∈ {0, 1} k ∈ K

(5.2)

Questo problema verrà risolto nella Sez. 8.1.

5.5 Pianificazione di attività: risoluzione del secondo
modello

In questa sezione risolviamo il modello descritto in Sez. 2.5. Il modello più
semplice di Sez. 2.4, per la cui risoluzione si può applicare un algoritmo ad
hoc, verrà trattato più avanti, in Sez. 9.2.

Facciamo riferimento ad un’ipotetica costruzione di una casa per la quale
sono state identificate le attività elencate in Tabella 5.1 con i rispettivi tempi
di esecuzione nominali p e minimi p̄ (espressi in giorni), i relativi costi unitari
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di riduzione d (in e) e le operazioni che devono precedere quella indicata (pre-
cedenze implicate da altre precedenze non vengono indicate). In Tabella 5.2
sono invece riportate le soluzioni di costo minimo e quelle di tempo minimo.
In particolare s0 e c0 sono i tempi di inizio e fine attività impiegando durate
nominali (e quindi a costo zero), mentre s1 e c1 sono i tempi di inizio e fi-
ne attività riducendo al massimo il tempo di completamento. Vengono anche
indicate le riduzioni delle durate delle attività x1 con i costi d x1 per ogni
attività. La soluzione di costo minimo prevede un tempo di completamento di
60 giorni e quella di tempo minimo di 40 giorni a fronte di un costo aggiuntivo
di e 6780.

attività p p̄ d precedenza

1 - posa cantiere 2 2 –
2 - fondazioni 5 3 400 1
3 - struttura portante e solai 20 20 – 2
4 - muri 5 3 250 3
5 - tetto 7 5 300 3
6 - intonaci interni 4 2 350 4, 5, 10, 12, 14
7 - intonaci esterni 4 2 350 4, 5
8 - pittura interna 5 2 180 6, 16
9 - pittura esterna 4 2 200 7

10 - tracce impianto elettrico 4 2 150 4
11 - impianto elettrico 5 2 240 8
12 - telai serramenti 1 1 – 4
13 - serramenti 3 1 350 8
14 - tracce impianto idraulico 3 1 170 4
15 - sanitari 2 1 230 8, 14
16 - piastrelle 7 3 250 6
17 - pavimenti in legno 5 2 330 13
18 - consegna 0 0 – 11, 17

Tabella 5.1. Dati

Gli ottimi di Pareto per i due obiettivi di tempo e costo minimo sono
evidenziati in Fig. 5.3. Si tratta di una linea costituita da segmenti. Ogni
segmento corrisponde a ottimi ottenuti variando il vincolo sul tempo finale e
tutti relativi alla stessa base. Per questi valori la variabile duale del vincolo sul
tempo è esattamente la pendenza del segmento e fornisce direttamente il costo
di un’ulteriore riduzione di un giorno. Si noti che la funzione che definisce il
costo minimo in funzione della durata è necessariamente convessa e quindi
una riduzione temporale è tanto più costosa quanto minore è il tempo finale.
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attività s0 c0 s1 c1 x1 d x1

1 0 2 0 2 – –
2 2 7 2 5 2 800
3 7 27 5 25 – –
4 27 32 25 28 2 500
5 27 34 25 30 2 600
6 36 40 30 32 2 700
7 34 38 30 34 0 0
8 47 52 35 37 3 540
9 38 42 34 38 0 0

10 32 36 28 30 2 300
11 52 57 37 40 2 480
12 32 33 28 29 – –
13 52 55 37 38 2 700
14 32 35 28 30 1 170
15 52 54 37 39 0 0
16 40 47 32 35 4 1000
17 55 60 38 40 3 990
18 60 60 40 40 – –

Tabella 5.2. Soluzioni

40 45 50 55 60

2000

4000

6000

Figura 5.3. Ottimi di Pareto
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Grafi e modelli particolari su grafi

In questo capitolo vengono presi in esame alcuni problemi definiti su grafi che
intervengono frequentemente in problemi di ottimizzazione. Alcuni problemi
definiti su grafi orientati, quali ad esempio il cammino minimo o il massimo
flusso, verranno presi in esame in modo dettagliato in capitoli successivi.

Un grafo, rappresentando l’esistenza o la non esistenza di una relazione
binaria su un insieme, è un modello concettuale che si può applicare in un
numero elevato di casi, anche molto diversi fra loro. Tanto per fare qualche
esempio si possono modellare come grafi: reti stradali, reti elettriche, incontri
sportivi, facebook di internet.

Si assume che le definizioni di uso più frequente siano note al lettore. In
ogni caso, per quanto possibile, in questa sede si richiameranno brevemente
le definizioni dei concetti usati. Molti sono i testi dedicati alla teoria dei grafi
a cui si rimanda per approfondimenti. Ci limitiamo a citarne alcuni, quali
[22, 28, 54, 56, 95, 98, 103, 105, 120, 167, 223].

6.1 Grafi non orientati

Un grafo viene normalmente rappresentato come G = (N, E) dove si rende
esplicito il fatto che un grafo è definito da due insiemi, quello dei nodi N , e
quello degli archi E, definito come una famiglia di coppie (non ordinate) di
nodi. È molto comune indicare con n il numero dei nodi e con m il numero
degli archi, come verrà fatto in questa sede a meno di casi particolari, debita-
mente segnalati. I nodi vengono anche detti vertici e gli archi spigoli. Questa
seconda terminologia deriva ovviamente dalla struttura di vertici e spigoli di
un poliedro. La scelta, di uso molto frequente, del simbolo E per l’insieme de-
gli archi deriva dalla parola inglese edges. Per denotare un arco conviene usare
sia una notazione generica e ∈ E, che una più specifica (i, j), con i, j ∈ N ,
dove si evidenziano i nodi costituenti l’arco.

Uno dei motivi di fascino dei grafi è costituito dal fatto che i grafi ven-
gono visualizzati con disegni in cui i nodi sono punti del piano e gli archi
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sono linee che connettono i punti corrispondenti. La possibilità di ‘vedere’ un
grafo rende spesso immediatamente evidenti alcune proprietà di un grafo. Se
il grafo ha origine da un problema reale con una chiara struttura geografica
(come una rete stradale) è abbastanza automatico, ma non necessariamen-
te semplice, rappresentare il grafo con un disegno. Se invece il grafo nasce
da una struttura astratta, trovare una visualizzazione ‘espressiva’ non è per
niente facile e costituisce di per sé un interessante problema. Si vedano ad
esempio [33, 55, 217]. In particolare in [217] si visualizzano grafi molto gran-
di e la visualizzazione stessa fornisce informazione sulla struttura del grafo.
Tuttavia anche quando il grafo rappresenta una rete geografica, trovare la sua
rappresentazione che fornisca nel modo più rapido tutta l’informazione ne-
cessaria può non essere facile. Ad esempio, lo schema familiare a molti, della
metropolitana londinese, è stato elaborato in molti anni a partire dal 1889,
con un grafo che praticamente ricalcava la disposizione geografica delle linee,
fino al 1933, con un grafo più astratto e molto simile a quello attuale, a cui si
è pervenuti attraverso ulteriori aggiustamenti (si veda [26] e anche [215, 216]).

Se esiste l’arco (i, j), i nodi i e j vengono detti adiacenti , mentre il nodo i
(e anche il nodo j) e l’arco (i, j) vengono detti incidenti. Anche due archi
con un nodo in comune vengono detti incidenti. Si definisce come grado di
un nodo il numero degli archi incidenti nel nodo. Grafi con lo stesso grado
in ogni nodo vengono detti regolari, oppure k-regolari con k il grado di ogni
nodo. Può essere k-regolare un grafo con n nodi se n e k sono dispari?

Due grafi sono uguali se ovviamente gli insiemi dei nodi e degli archi coin-
cidono. Questa definizione di uguaglianza tiene espressamente conto di quali
sono gli elementi dei due grafi per i quali esiste l’arco, o anche, come si usa
dire, di come sono etichettati i nodi. Spesso però si è interessati alla struttura
astratta del grafo, anche perché tutte le proprietà che si possono formulare su
un grafo dipendono dalla struttura astratta e non da quali sono gli elementi
particolari che costituiscono i nodi.

Se siamo interessati a capire se due grafi hanno la stessa struttura astratta,
pur non essendo uguali (nel senso indicato sopra), dobbiamo usare il concetto
di isomorfismo. Due grafi G1 = (N1, E1) e G2 = (N2, E2) si dicono isomorfi
se esiste una corrispondenza biiettiva π : N1 → N2 tale che (i, j) ∈ E1 se e
solo se (π(i), π(j)) ∈ E2.

Se N1 = N2 = N la corrispondenza biiettiva è una permutazione su N .
Può avvenire che π(E) = E (cioè l’elenco degli archi è il medesimo anche dopo
avere rietichettato tutti i nodi), nel qual caso π viene detta automorfismo. Se
definiamo equivalenti due nodi i e j tali che π(i) = j e π è un automorfismo,
le classi di equivalenza vengono dette orbite. Ovviamente tutti i nodi della
stessa orbita devono avere lo stesso grado.

È opportuno segnalare subito che, almeno alle conoscenze attuali, non è
facile stabilire se due grafi sono isomorfi. È ancora un problema aperto se
la verifica di isomorfismo sia un problema polinomiale oppure NP-completo.
Altrettanto si può dire per il problema di identificare tutte le orbite di un
grafo.



6.1 Grafi non orientati 93

4 412

1 6 12 3

3 12 6 1

Figura 6.1.

Esempio 6.1.

Anche se l’argomento non è centrale nei problemi di ottimizzazione, può essere
istruttivo far vedere con un esempio il significato degli isomorfismi e degli
automorfismi. Comunque è proprio sfruttando il concetto di automorfismo
che in [33] si disegnano grafi utilizzando tecniche di programmazione lineare
intera. Rimandiamo alla referenza per un approfondimento di queste tecniche.

Consideriamo tutti i grafi di 4 nodi. Ovviamente i grafi, anche con un
numero finito n di nodi, sono infiniti, perché i nodi possono essere qualsiasi
insieme di cardinalità n. Tuttavia è opportuno prescindere dalla natura del-
l’insieme dei nodi e ad esempio considerare l’insieme [n] rappresentativo di
tutti gli insiemi di cardinalità n.

Le coppie che si possono creare con n nodi sono n (n − 1)/2 e quindi con
4 nodi le coppie sono 6. Ogni coppia può essere o non essere presente in un
grafo e quindi il numero totale di grafi con 4 nodi è 26 = 64. Questo risultato
tiene conto di come i nodi sono etichettati e quindi si usa il termine di grafi
etichettati. Se dimentichiamo le etichette e guardiamo solo la struttura del
grafo, il numero di grafi non etichettati diversi cala a 11. Questi grafi sono
disegnati in Fig. 6.1.

C’è un unico grafo senza archi (sia etichettato che non). Anche permutando
i nodi si ottiene sempre lo stesso grafo. Il numero totale di automorfismi è
4! = 24 e i nodi costituiscono un’unica orbita. I numeri sotto i grafi in Fig. 6.1
identificano il numero di grafi isomorfi al grafo disegnato.

In generale il numero di grafi diversi (etichettati) con m archi è
(

n (n−1)/2
m

)
.

Con un unico arco ci sono quindi 6 grafi etichettati diversi. Questi grafi sono



94 6 Grafi e modelli su grafi

isomorfi. Si noti che le permutazioni sono 24, ma danno luogo solo a 6 grafi
diversi. Allora per ognuno di questi grafi ci sono 24/6 = 4 automorfismi.
Infatti se si permutano i nodi adiacenti (un’orbita) o i due nodi non adiacenti
(un’altra orbita), in totale con 4 permutazioni, si ottiene sempre lo stesso
grafo.

Con due archi ci sono
(

6
2

)
= 15 grafi etichettati diversi, ma i grafi non

etichettati diversi sono solo 2. Per il primo grafo ci sono 12 grafi isomorfi (con
2 automorfismi e 3 orbite per ogni grafo, quali sono?) e per il secondo ce ne
sono 3 (con 8 automorfismi e un’unica orbita per ogni grafo, quali sono?). Si
noti che, se ci sono k grafi non etichettati diversi con m archi e per ognuno di
questi il numero di grafi etichettati diversi è hi, dobbiamo avere(

n (n− 1)/2
m

)
= h1 + h2 + . . . + hk

e ogni hi deve dividere n!. Quindi in questo caso il numero 15 deve potersi
scrivere come somma di due numeri che dividono 24. L’unica possibilità è
proprio 15 = 12 + 3.

Il lettore può completare questa analisi con i rimanenti grafi. Si noti che gli
stessi risultati devono valere per i grafi complementari (si veda più avanti per
la definizione di grafo complementare). L’elenco dei grafi complementari è lo
stesso elenco partendo dalla fine. Può avvenire che grafo e grafo complemen-
tare siano isomorfi. Il grafo centrale dell’elenco ha questa poprietà. Affinché
un grafo sia isomorfo al suo complementare il numero di archi deve essere
n (n − 1)/4 e quindi solo grafi con n = 4 k oppure n = 4 k + 1 possono avere
questa proprietà. Per esercizio si trovino i grafi con questa proprietà per n = 5
(sono più di uno).

Qual è il più piccolo grafo con almeno 2 nodi il cui unico automorfismo
è la permutazione identica? In altre parole si vuole che ogni permutazione
(diversa dall’identica) generi un grafo (etichettato) diverso. Gli automorfismi
e le orbite sono ovviamente legati alla nozione di simmetria. Il fatto di poter
scambiare nodi fra loro e di ottenere lo stesso grafo, implica della simmetria.
Maggiore il numero di automorfismi, tanto maggiore è la simmetria che il
grafo possiede. Guardando la Fig. 6.1 si può vedere che i grafi con un piccolo
numero di grafi isomorfi, e quindi con un elevato numero di automorfismi,
hanno una maggiore simmetria. Il più piccolo grafo il cui unico automorfismo
è la permutazione identica è quello in Fig. 6.2.

Figura 6.2.
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Alcuni grafi hanno una struttura molto particolare e hanno quindi ricevuto
designazioni proprie. Un grafo che abbia come archi tutte le possibili coppie
non ordinate di nodi viene detto completo e viene indicato con Kn. Tutti i
grafi completi di n nodi sono isomorfi fra loro. Si vedano in Fig. 6.3 i grafi
K1, . . . , K5.

K1 K2 K3 K4 K5

Figura 6.3.

Un grafo i cui nodi si possano ripartire in due sottoinsiemi N1 e N2 tali
che (i, j) ∈ E solo se i ∈ N1 e j ∈ N2 (o viceversa) viene detto bipartito. Per
evidenziare la bipartizione di un grafo si usa la notazione (N1, N2; E). Un grafo
bipartito viene detto completo se per ogni i ∈ N1 e ogni j ∈ N2 esiste l’arco
(i, j) (quindi un grafo bipartito completo non è completo nel senso generale)
e viene indicato con K|N1|,|N2|. Più in generale un grafo in cui i nodi possano
essere ripartiti in sottoinsiemi N1, . . . , Nk tali che (i, j) ∈ E solo se i ∈ Nh e
j ∈ Nh+1, per qualche h, viene detto k-partito (oppure a livelli). Un grafo k-
partito è anche (k−1)-partito e quindi è anche bipartito. Si vedano in Fig. 6.4
due grafi bipartiti. Il secondo è addirittura 7-partito (quali sono i livelli?)

Figura 6.4.

Una stella è un grafo in cui un nodo, detto centro, è adiacente a tutti gli
altri e questi sono adiacenti solo al centro. Una stella con n+1 nodi viene nor-
malmente indicata con Sn. Una stella è un grafo bipartito (e anche tripartito
in molti modi alternativi, quanti?). Se i nodi esterni di una stella vengono resi
adiacenti l’uno all’altro in sequenza circolare si ottiene una ruota, indicata
come Wn (con n numero di nodi esterni, anche se si trova in letteratura il
simbolo Wn+1 per la ruota con n + 1 nodi). Si vedano in Fig. 6.5 una stella e
una ruota.

Dato un grafo si possono ottenere altri grafi tramite varie costruzioni. Il
grafo G = (N, E) ottenuto dal grafo G = (N, E) tramite la relazione (i, j) ∈
E ⇐⇒ (i, j) /∈ E viene detto grafo complementare di E. Si vedano in Fig. 6.6
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Figura 6.5.

una grafo e il suo complementare (il complementare è di tipo particolare, di
che grafo si tratta?)

Figura 6.6.

Data una partizione N1, . . . , Nk dei nodi di un grafo G, il grafo G′ ottenuto
identificando il sottoinsieme Ni con il nodo i di G′, detto anche pseudonodo,
e definendo il seguente insieme di archi per G′

E′ := {(i, j) : ∃h ∈ Ni, k ∈ Nj , (h, k) ∈ E con i �= j}

viene detto grafo contratto, oppure ottenuto per contrazione della partizione
(si usano anche i termini collassato e collassamento). In Fig. 6.7 a sinistra è
raffigurato un grafo evidenziandone la partizione, disegnando i nodi in modi
diversi. A destra è raffigurato il grafo collassato.

Figura 6.7.

Il grafo G′ = (N ′, E′) è un sottografo di G = (N, E) se N ′ ⊂ N e E′ ⊂ E.
Si noti che N ′ e E′ non possono essere sottoinsiemi qualsiasi. Siccome G′
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deve essere a sua volta un grafo, è richiesto che tutti gli archi in E′ abbiano
estremi in N ′. Il grafo G′ = (N, E′) è un grafo parziale o, alternativamente,
un sottografo di supporto di G = (N, E) se E′ ⊂ E. Dato N ′ ⊂ N il sottografo
G′ = (N ′, E(N ′)) indotto da N ′ è il sottografo di G = (N, E) che contiene
tutti gli archi di G con entrambi gli estremi in N ′, insieme indicato come
E(N ′). Un sottoinsieme K di nodi tale che (K, E(K)) è completo prende il
nome di cricca (clique).

Si vedano in Fig. 6.8(a) un grafo e un suo sottografo (casualmente bipar-
tito), in Fig. 6.8(b) un grafo e il sottografo indotto dai nodi indicati in nero e
in Fig. 6.8(c) un grafo di supporto ed una cricca.

Dato un grafo G(N, E) il grafo di linea L(G) è il grafo i cui nodi sono
in corrispondenza con gli archi di G e c’è un arco fra due nodi se gli archi
corrispondenti di G sono incidenti. Quindi ogni nodo di G dà luogo ad una
cricca in L(G). Si vedano in Fig. 6.8(d) un grafo e il suo grafo di linea. Il
grafo di linea di un grafo k-regolare è un grafo (2 (k − 1))-regolare. Quindi
un circuito è isomorfo al suo grafo di linea, ed è l’unico tipo di grafi per cui
questo succeda. Se il grado del nodo i del grafo G è di, allora il numero di archi
di L(G) è

∑
i(d

2
i − di)/2. Non tutti i grafi sono grafi linea di un altro grafo.

Affinché ciò sia vero devono esistere nel grafo delle cricche tali che ogni arco
sia coperto da una cricca e ogni nodo appartenga al massimo a due cricche.
Ovviamente grafi di linea di grafi isomorfi sono isomorfi. Succede però anche
il fatto curioso che esistono due grafi non isomorfi che producono due grafi di
linea isomorfi. Questi due grafi sono il grafo completo K3 e la stella S3 il cui
grafo di linea è ancora K3. Tuttavia, a parte questo unico caso, due grafi di
linea isomorfi derivano da grafi isomorfi (Teorema di Whitney [224]).

Un cammino in un grafo è un concetto abbastanza intuitivo. Si tratta di
stabilire un nodo di partenza detto sorgente, identificare un arco incidente nel
nodo di partenza e selezionare l’altro nodo dell’arco. Poi si procede ricorsiva-
mente fino ad arrivare in un nodo prefissato di arrivo detto destinazione. Se
sorgente e destinazione coincidono il cammino viene detto circuito.

Anche se nella definizione di cammino sono coinvolti sia nodi che archi,
è più conveniente, ai fini dei problemi riguardanti i cammini che dovremo ri-
solvere, considerare un cammino come un insieme solo di archi. Si tratta di
una scelta che può risultare incoerente. Ad esempio un cammino senza ar-
chi non è propriamente un insieme vuoto, perché si tratta in realtà di un
cammino (ed anche un circuito) costituito dal solo nodo di partenza. Tut-
tavia, quest’ambiguità non crea problemi se chi modella un problema ne è
consapevole.

Se non intervengono valori numerici associati agli archi, la lunghezza di un
cammino è il numero di archi del cammino. Un cammino è pari o dispari se la
sua lunghezza è pari o dispari. Se gli archi di un cammino sono tutti diversi,
il cammino viene detto non molteplice. Se anche i nodi del cammino sono
tutti diversi il cammino viene detto elementare o semplice. Simili definizioni
valgono anche per i circuiti. Si noti che un circuito semplice deve avere almeno
tre archi.
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(a) Grafo e sottografo

(b) Grafo e sottografo indotto

(c) Grafo di supporto e cricca
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(d) Grafo G e grafo di linea L(G)

Figura 6.8.

Due tipi di circuiti meritano una definizione particolare: se un circuito
semplice contiene tutti i nodi del grafo viene detto hamiltoniano, se un circuito
contiene tutti gli archi esattamente una volta viene detto euleriano. Data la
loro importanza, questi circuiti verranno trattati a fondo nei Cap. 15 (circuiti
euleriani) e 16 (circuiti hamiltoniani). Gli stessi concetti si applicano anche ai
cammini, che sono hamiltoniani se contengono tutti i nodi esattamente una
volta e euleriani se contengono tutti gli archi esattamente una volta.

Un’importante caratterizzazione dei grafi bipartiti è data dal fatto che un
grafo è bipartito se e solo se tutti i suoi circuiti sono pari (facile dimostrazione
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lasciata come esercizio).
Se i nodi di un circuito non sono adiacenti fra loro con altri archi, diversi da

quelli del circuito, e il circuito ha almeno 4 archi, allora un tale circuito viene
detto buca (hole), che sarà pari o dispari a seconda del numero di archi. Buche
dispari rivestono un ruolo importante in molti problemi di ottimizzazione
combinatoria, per i motivi che varranno esposti nella Sez. 6.6. In Fig. 6.9 si
vede un grafo con una buca dispari (di 9 archi).

Figura 6.9.

Il concetto di cammino corrisponde alla possibilità di poter raggiungere un
nodo a partire da un altro nodo. Se in un grafo è possibile raggiungere ogni
nodo da ogni altro nodo si dice che il grafo è connesso. Un grafo in cui E = ∅
viene detto totalmente sconnesso. Se un grafo non è connesso i sottoinsiemi
di nodi connessi fra loro inducono dei sottografi detti componenti connesse.

Di fondamentale importanza sono quei grafi che sono connessi usando il
minor numero di archi. Un tale grafo è necessariamente senza circuiti e viene
detto albero. Se si rimuove l’ipotesi di connessione e si mantiene quella di non
esistenza di circuiti allora il grafo viene detto foresta. Quindi una foresta è un
grafo le cui componenti connesse sono alberi. Si può dimostrare che che per
un albero vale la relazione m = n− 1, mentre per una foresta vale m = n− k
con k il numero di componenti connesse.

Un albero è inoltre contraddistinto dalle seguenti importanti proprietà: per
ogni coppia di nodi esiste un unico cammino; l’eliminazione di un qualsiasi
arco disconnette il grafo; l’aggiunta di un qualsiasi arco crea un circuito.

Se un sottografo di supporto è una foresta o un albero, viene detto fo-
resta di supporto oppure albero di supporto (spanning tree). Gli archi di G
appartenenti ad un albero di supporto vengono detti rami , mentre quelli non
appartenenti vengono detti corde. In Fig. 6.10 sono raffigurati un albero di
supporto e una foresta di supporto del grafo di Fig. 6.8(a).

Il concetto simmetrico a quello di cammino ed altrettanto importante
per l’ottimizzazione è il concetto di taglio di un grafo. Dato un sottoinsieme
proprio S ⊂ N il taglio indotto da S è il sottoinsieme di archi

δ(S) := {(i, j) ∈ E: i ∈ S , j /∈ S o viceversa}
La rimozione di questo insieme di archi rende sconnesso il grafo (a meno che
non lo fosse già inizialmente), da cui il nome di taglio. In Fig. 6.11 si vede un
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Figura 6.10.

grafo con due tagli alternativi indotti da insiemi diversi di nodi. Gli insiemi
S sono evidenziati in nero e gli archi del taglio sono tratteggiati. Nel secondo
caso si vede che il grafo indotto da S può risultare sconnesso, rimossi gli archi
del taglio. Per quali grafi la rimozione degli archi del taglio rende il grafo
totalmente sconnesso?

Figura 6.11.

Si è detto all’inizio che normalmente i grafi vengono disegnati nel piano,
associando i nodi a punti del piano e connettendo i nodi con linee a rappre-
sentare gli archi. Anche se il disegno di un grafo è qualcosa di non intrinseco
al grafo stesso, tuttavia vi sono alcune proprietà del grafo che si riflettono
sulla rappresentazione del grafo. La domanda più importante che si può fare
riguardo ad un grafo è se è possibile disegnarlo in modo che le linee dei suoi
archi non si intersechino (ovviamente al di fuori dei nodi). Se la cosa è possi-
bile il grafo viene detto planare. Si può dimostrare (teorema di Fáry [71]) che
se gli archi, disegnati come linee qualsiasi di un grafo non si intersecano, allo-
ra esiste una rappresentazione planare in cui gli archi sono segmenti che non
si intersecano. Il celebre teorema di Kuratowski [136] afferma che un grafo è
planare se e solo se non contiene un sottografo che non sia una sottodivisione
di K5 oppure di K3,3. Per sottodivisione si intende un grafo ottenuto da un
altro grafo inserendo nodi in un arco, ovvero sostituendo un arco (i, j) con
due archi (i, k), (k, j) ed eventualmente ripetendo questa operazione.

In un grafo planare il numero di archi è limitato. Vale la formula |E| ≤
3 |N | − 6. Se, in particolare non ci sono circuiti di lunghezza 3 (ad esempio
nei grafi bipartiti), vale la formula più restrittiva |E| ≤ 2 |N | − 4. Queste
due formule possono costituire una rapida verifica di non planarità, se non
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soddisfatte. Determinare in generale se un grafo è planare si può eseguire in
tempo lineare [29, 82].

Si noti che, in base alla prima formula, in un grafo planare si ha |E| ∈
O(|N |), mentre in generale |E| ∈ O(|N |2). Questo fatto permette di accelerare
notevolmente alcuni algoritmi se applicati a grafi planari (ad esempio, come
si vedrà in seguito, nel problema del cammino minimo).

Naturalmente si può pensare di disegnare un grafo su una superficie diversa
dal piano euclideo, ad esempio una sfera, ma non è difficile vedere che le due
cose sono equivalenti. Viceversa non lo sono se si disegna su un toro. Ad
esempio sia K5 che K3,3 si possono disegnare su un toro senza intersezioni di
archi (un toro può essere assimilato ad un foglio di carta in cui si identificano i
due bordi verticali e anche i due bordi orizzontali, quindi ogni linea che ‘esce’
verso destra ‘rientra’ da sinistra e similmente fra alto e basso).

6.2 Grafi orientati

Un grafo orientato differisce da un grafo non orientato per il fatto che un arco
è definito da una coppia ordinata di nodi diversi. Per questo motivo possono
essere presenti sia l’arco (i, j) che l’arco (j, i) e si tratta di archi diversi. Una
tale coppia di archi viene detta antiparallela. Nei grafi orientati è qualche
volta utile poter disporre di più di una coppia (i, j) per gli stessi nodi (archi
paralleli). In questi casi è preferibile avere un insieme astratto E di archi ed
una funzione E → N×N che associa ad ogni arco e una coppia ordinata (i, j)
di nodi distinti.

Un grafo orientato viene visualizzato come un grafo non orientato aggiun-
gendo una freccia per indicare l’orientazione dell’arco.

I concetti di adiacenza di nodi e di incidenza nodi–archi sono indotti dal
grafo (non orientato) associato. Il concetto di isomorfismo tra grafi viene natu-
ralmente esteso tenendo conto anche dell’orientazione. Oltre al grado, definito
come nel grafo associato, servono anche le definizioni di grado esterno, come
il numero di archi uscenti da un nodo, e grado interno come il numero di archi
entranti nel nodo. Ovviamente il grado è la somma di grado interno e grado
esterno.

Un grafo orientato completo ha come archi tutte le possibili coppie orien-
tate di nodi. Quindi sia (i, j) che (j, i) appartengono ad E.

Un cammino ed un circuito vengono spesso definiti senza tener conto del-
l’orientazione degli archi. Ci sono problemi in cui un cammino può percorrere
gli archi indipendentemente dalla loro orientazione rispetto al cammino. In
altri problemi invece il cammino può percorrere gli archi solo secondo l’o-
rientazione. Questa differenza va ovviamente evidenziata nel momento in cui
si costruisce il modello del problema. Nel secondo caso si usa il termine di
cammino orientato, mentre per un circuito si usa il termine ciclo. Cammini e
circuiti vengono definiti semplici o elementari come per i grafi non orientati.
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Un grafo orientato senza cicli viene detto aciclico. Un grafo aciclico e senza
archi multipli può esser visto come la rappresentazione di un ordine parziale
su N . La chiusura transitiva di un grafo aciclico G = (N, E) è il grafo su N il
cui insieme d’archi è il più piccolo insieme Ec tale che E ⊂ Ec e (i, j) ∈ Ec,
(j, k) ∈ Ec implica (i, k) ∈ Ec. La riduzione transitiva di un grafo aciclico è il
grafo su N il cui insieme d’archi è il più grande insieme Er tale che Er ⊂ E e
(i, j) ∈ Er, (j, k) ∈ Er implica (i, k) /∈ Er. In Fig. 6.12 è raffigurato un grafo
aciclico con la sua riduzione transitiva e la chiusura transitiva.

Figura 6.12.

Due nodi fra i quali esista un cammino vengono detti connessi e il grafo
viene detto connesso se fra tutte le coppie di nodi esistono cammini. Quindi
la proprietà di connessione è ereditata dal grafo associato. Nei grafi orientati
c’è un ulteriore concetto. Due nodi fra i quali esista un ciclo vengono detti
fortemente connessi e il grafo si dice fortemente connesso se tutte le coppie di
nodi sono fortemente connesse. Definendo ogni nodo fortemente connesso con
se stesso, anche la proprietà di connessione forte è una relazione di equivalenza
che induce una partizione dei nodi del grafo in componenti fortemente con-
nesse. Il grafo ottenuto per contrazione delle componenti fortemente connesse
è aciclico.

Il concetto di taglio si particolarizza in un grafo orientato tenendo conto
dell’orientazione. La notazione δ(S) si riferisce in ogni caso all’insieme di archi
con esattamente un estremo in S, senza tener conto della loro orientazione,
mentre si usano le notazioni

δ+(S) := {(i, j) : i ∈ S, j /∈ S} , δ−(S) := {(i, j) : i /∈ S, j ∈ S}

per distinguere gli archi che vanno da S al suo complementare e quelli contrari.
Ovviamente δ(S) = δ+(S) ∪ δ−(S).

6.3 Coperture e impaccamenti di nodi

La maggior parte dei problemi combinatori può essere definita come la ricerca
di una sottofamiglia di sottoinsiemi con particolari caratteristiche, a partire
da una famiglia assegnata di sottoinsiemi. Di solito viene preliminarmente
definito un insieme fondamentale E e su tale insieme si costruisce la famiglia
F di sottoinsiemi di E. Infine si cerca un’opportuna sottofamiglia X ⊂F .
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In questa sezione l’insieme E è proprio l’insieme E degli archi di un grafo
e la famiglia F è individuata dai nodi del grafo. Può forse stupire che un nodo
sia visto come un sottoinsieme di archi. In realtà possiamo sempre associare ad
ogni nodo l’insieme degli archi incidenti nel nodo e in questo modo si realizza
una corrispondenza fra sottoinsiemi di nodi e sottofamiglie di insiemi di archi.
Per questo motivo ci riferiremo direttamente ai nodi anziché ai sottoinsiemi
della famiglia.

Due particolari tipi di sottoinsiemi di nodi sono di grande interesse. Se
l’arco rappresenta una incompatibilità fra due nodi, l’interesse ricade su nodi
che non siano adiacenti fra loro. Si definisce insieme stabile, o anche insieme
indipendente, o anche impaccamento di nodi, un qualsiasi sottoinsieme di nodi
che non siano a due a due adiacenti.

Normalmente interessa selezionare il massimo numero di nodi stabili. Può
avvenire che siano definiti dei pesi wi sui nodi, nel qual caso l’interesse può
ricadere su un insieme stabile di massimo peso. Entrambi i problemi sono
NP-difficili. Il massimo numero di nodi stabili di un grafo è un importan-
te parametro del grafo e viene chiamato numero di stabilità, denotato come
α(G). Per quanto appena detto, il calcolo del numero di stabilità è in generale
difficile.

Il secondo tipo di sottoinsiemi interviene quando due nodi hanno in co-
mune una certa proprietà ed è sufficiente che uno solo dei due ‘rappresenti’ la
proprietà. In questo caso per ogni arco bisogna scegliere almeno uno dei due
nodi dell’arco. Si definisce copertura di nodi un insieme di nodi tale che ogni
arco del grafo è incidente in almeno un nodo dell’insieme.

In questo caso l’interesse risiede nel trovare una copertura con il minimo
numero di nodi. Se sono definiti dei pesi wi sui nodi, allora si può cercare la
copertura di minimo peso.

Un legame molto forte fra i due problemi è dato dalla seguente proprietà:
l’insieme di nodi complementare di un insieme stabile è una copertura di nodi e
viceversa. La facile dimostrazione di questo fatto viene lasciata come esercizio.
L’implicazione immediata di questa proprietà è che risolvere un problema di
insieme stabile (pesato o di cardinalità) risolve contemporaneamente anche
un problema di copertura nodi, che quindi è altrettanto difficile. La minima
copertura di nodi vale quindi n− α(G).

Per alcuni grafi il numero di stabilità è noto. Si vede facilmente che
α(Kn) = 1 e α(Kp,q) = max {p, q}. Per un circuito C pari si ha α(C) = |C|/2,
mentre per un circuito C dispari si ha α(C) = (|C| − 1)/2. Si deduce che
la minima copertura di nodi per Kn vale n − 1 e per Kp,q vale min {p, q}.
Questo non è vero per un grafo bipartito generico. Anche se i nodi di uno dei
due insiemi che definiscono un grafo bipartito è sia un insieme stabile che una
copertura, non è detto che il più grande dei due insiemi sia anche il massimo
insieme stabile. Come controesempio si consideri il seguente grafo bipartito
dove il massimo insieme stabile è dato dai nodi in nero, che non stanno dalla
stessa parte del grafo bipartito.
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Il problema del massimo insieme stabile e della minima copertura di nodi
possono essere modellati con la PL intera. Assegnando ad ogni nodo una
variabile xi ∈ {0, 1} a denotare se il nodo viene scelto (xi = 1) oppure no
(xi = 0), i vincoli che definiscono un insieme stabile sono:

xi + xj ≤ 1 (i, j) ∈ E

e quelli che definiscono una copertura sono

xi + xj ≥ 1 (i, j) ∈ E

L’obiettivo è
∑

i xi per un problema di cardinalità e
∑

i wi xi per un problema
pesato, entrambi da massimizzare per insiemi stabili e da minimizzare per
coperture. Si vedrà più avanti come raffinare questi modelli, che, in questa
formulazione iniziale, pur essendo esatti, non sono molto efficienti.

Un insieme stabile viene detto anche impaccamento pensando che i sot-
toinsiemi di archi (corrispondenti ai nodi dell’insieme stabile) non devono
avere elementi in comune. Quindi è come se non si sovrapponessero, da cui
il termine di ‘impaccamento’. D’altro lato una copertura è una famiglia di
sottoinsiemi che contiene tutti gli elementi dell’insieme fondamentale. Si può
anche richiedere che la famiglia sia contemporaneamente una copertura ed un
impaccamento. Si parla in questo caso di partizione, proprio perché gli insiemi
della famiglia costituiscono una partizione dell’insieme fondamentale.

Nel caso particolare di famiglie date da insiemi stabili e coperture di nodi,
un insieme di nodi che sia contemporaneamente un insieme stabile e una
copertura può esistere se e solo se il grafo è bipartito, come è facile vedere.
Quindi si tratta di un problema facile, dato che è facile riconoscere un grafo
bipartito.

6.4 Coperture e impaccamenti di archi

I concetti della precedente sezione vengono ora scambiati fra loro. L’insieme
fondamentale è l’insieme dei nodi e gli archi costituiscono i sottoinsiemi di
nodi, ovvero le coppie dei nodi che definiscono l’arco. Si noti come tutti i
sottoinsiemi della famiglia abbiano due elementi. Questa peculiarità sta alla
base del fatto che i problemi che vengono ora definiti sono facili.

Un impaccamento in questo caso è un insieme di archi che non abbiano
nodi in comune, ovvero che non siano incidenti fra loro. Un tale insieme di
archi prende il nome di accoppiamento (matching). Anche in questo caso si
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possono definire le versioni di massima cardinalità e massimo peso (con pesi
definiti sugli archi). Questi problemi verranno diffusamente esposti nel Cap.13.

Una copertura di archi viene definita come un insieme di archi in cui siano
contenuti tutti i nodi. Ovviamente interessa trovare una copertura minima.
Non è difficile dimostrare che una copertura di cardinalità minima si ottiene
da un accoppiamento di cardinalità massima aggiungendo tanti archi quanti
sono i nodi non coperti dall’accoppiamento massimo, purché beninteso non
esistano nodi isolati, nel qual caso non esistono coperture.

Una partizione corrisponde ad un accoppiamento che contiene tutti i nodi,
che viene detto perfetto.

La cardinalità M del massimo accoppiamento è legata alla cardinalità ν
della minima copertura di nodi dalla diseguaglianza M ≤ ν. Per dimostrare
questo fatto si noti che, dato un qualsiasi accoppiamento, gli archi dell’accop-
piamento, non avendo nodi in comune, devono essere coperti tutti da nodi
diversi. Quindi per ogni arco accoppiato ci deve essere almeno un nodo di una
copertura. Questo è vero per ogni accoppiamento e ogni copertura e quindi è
vero anche per il massimo accoppiamento e la minima copertura.

Per qualche grafo la diseguaglianza è soddisfatta come uguaglianza. Ad
esempio ciò succede per i grafi bipartiti. Di questo si riparlerà nel Cap.13.

6.5 Colorazioni e cricche

Un problema rilevante in un grafo è quello di identificare le cricche. Le cricche
più interessanti sono quelle di cardinalità massima. Trovarle però non è facile.
La difficoltà è la stessa del problema del massimo insieme stabile. Infatti un
insieme di nodi è stabile se e solo se lo stesso insieme è una cricca nel grafo
complementare, come è facile dimostrare. La cardinalità della massima cricca è
un altro parametro importante del grafo. Prende il nome di numero di cricca
(clique number) e viene denotato come ω(G). Se indichiamo con G il grafo
complementare di G, si ha, per quanto detto, ω(G) = α(G).

Anche identificare cricche massimali è importante. Una cricca viene defi-
nita massimale se, aggiungendo un qualsiasi altro nodo alla cricca, il nuovo
insieme non è più una cricca. Identificare una cricca massimale qualsiasi è
quindi facile perché basta aggiungere un nodo alla volta finché questo non è
più possibile. Tuttavia l’interesse ricade spesso nell’identificare tutte le cricche
massimali, e questo è ovviamente difficile, dato che in questo modo siamo in
grado anche di identificare la cricca massima.

Il concetto di insieme stabile può essere esteso pensando di decomporre
l’insieme dei nodi del grafo in tanti insiemi stabili. Una tale partizione prende
il nome di colorazione del grafo. Questo nome si deve all’idea di colorare i
nodi di un grafo con la regola che nodi adiacenti non siano colorati con lo
stesso colore. Quindi nodi con lo stesso colore devono costituire un insieme
stabile. Si tratta di un concetto molto importante per le applicazioni. Se un
insieme stabile rappresenta una incompatibilità dovuta, ad esempio, all’uso di



106 6 Grafi e modelli su grafi

una risorsa comune, una colorazione del grafo identifica il numero di risorse
necessarie.

Naturalmente interessa trovare il minimo numero di colori con cui si può
colorare il grafo. Anche questo è un parametro importante che caratterizza un
grafo. Prende il nome di numero cromatico e viene denotato come χ(G). Come
per gli altri parametri il calcolo del numero cromatico è NP-difficile. Per alcuni
grafi il numero cromatico è facilmente calcolabile. Ad esempio χ(Kn) = n,
χ(Kp,q) = 2. In particolare χ(G) = 2 se e solo se G è bipartito.

Un grafo planare ha numero cromatico al più 4. Questa proprietà conget-
turata nel 1852 da F. Guthrie, fu oggetto di molte dimostrazioni errate finché
nel 1977 fu provata da Appel, Hagen e Koch [11] trovando una colorazione,
per via esaustiva al calcolatore, per 1936 grafi, rappresentativi di ogni possi-
bile grafo. La dimostrazione suscitò molto rumore e reazioni negative per il
fatto che si basava sulla correttezza di programmi e della loro esecuzione e
meno sul semplice ragionamento.

Il numero di cricca e il numero cromatico sono legati dalla relazione ω(G) ≤
χ(G). La diseguaglianza è ovviamente vera perché la presenza di una cricca
obbliga ad usare almeno tanti colori quanti sono i nodi della cricca. Però
potrebbero servire più colori in generale. Se ad esempio il grafo è un circuito
C di 5 nodi, si ha ω(C) = 2, ma χ(C) = 3.

Abbiamo visto che il numero di stabilità e il numero di cricca rappre-
sentano lo stesso concetto applicato nel grafo complementare. Ci chiediamo
allora cosa diventi una colorazione nel grafo complementare. La decomposi-
zione dei nodi in insiemi indipendenti si trasforma nel grafo complementare
in una decomposizione in cricche. Ogni grafo può essere decomposto in cric-
che. Nel modo più banale ogni nodo può formare cricca a sé, ma anche un
accoppiamento (o meglio i nodi di un accoppiamento) più i nodi non coperti
dall’accoppiamento costituiscono una semplice decomposizione in cricche. Ov-
viamente interessa trovare una decomposizione con il minor numero di cricche.
Tale numero prende il nome di numero di partizione in cricche e si indica con
θ(G). Quindi θ(G) = χ(G).

Anche per θ(G) vale una diseguaglianza importante, cioè α(G) ≤ θ(G)
(derivabile fra l’altro da ω(G) ≤ χ(G), θ(G) = χ(G) e ω(G) = α(G)).

Il fatto che dei minimi (numero cromatico o numero di partizione di cric-
che) abbiano una limitazione inferiore in valori massimi (numero di cricca o
numero di stabilità) è importante dal punto di vista computazionale. Se per
una classe di grafi fosse α(G) = θ(G) e ω(G) = χ(G), questo fatto avrebbe
un’importante conseguenza. In base alla teoria della complessità computazio-
nale, le eguaglianze implicherebbero per ognuno dei quattro problemi l’appar-
tenenza sia alla classe dei problemi NP-completi che alla classe dei problemi
complementari coNP-completi. Seguendo le congetture attuali sarebbe im-
probabile che i problemi, ristretti a questa classe siano NP-difficili. La classe
di grafi per cui valgono le eguaglianze scritte costituisce la classe dei grafi
perfetti.
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6.6 Grafi perfetti

Un grafo G si dice perfetto se ω(G′) = χ(G′) per ogni sottografo indotto G′.
Un celebre teorema afferma l’equivalenza dell’eguaglianza ω(G′) = χ(G′) con
α(G′) = θ(G′).

Teorema 6.2. (Teorema del grafo perfetto, Lovász [149]) Un grafo G è perfet-
to se e solo se α(G′) = θ(G′) per ogni sottografo indotto G′. Alternativamente,
un grafo è perfetto se e solo se il suo grafo complementare è perfetto.

Per i grafi perfetti si riescono a calcolare in tempo polinomiale i numeri
di stabilità, di cricca, di decomposizione in cricche e il numero cromatico.
Naturalmente è importante essere in grado di riconoscere se un grafo è perfetto
e sapere quali classi di grafi godono di questa proprietà.

Tutti i grafi di quattro o meno nodi sono perfetti. Questo è facile da di-
mostrare, ad esempio in modo esaustivo, visto che i grafi di tre nodi sono solo
quattro e quelli di quattro nodi sono quelli di Fig. 6.1. Il più piccolo grafo non
perfetto è un circuito di cinque nodi, quindi una buca dispari. Ne discende
che i grafi perfetti non hanno buche dispari. Se chiamiamo antibuca (antiho-
le) il grafo complementare di una buca (si tratta di un grafo completo meno
gli archi di un circuito), si deduce, dal teorema del grafo perfetto, che i grafi
perfetti non hanno nemmeno antibuche dispari.

Un recente teorema, che chiude in senso positivo una congettura formulata
diversi anni fa [21], afferma il fatto notevole che vale anche l’implicazione in-
versa, ovvero che l’assenza di buche o antibuche dispari è sufficiente a garantire
che un grafo è perfetto.

Teorema 6.3. (Teorema forte del grafo perfetto [43]) Un grafo è perfetto se
e solo se non contiene né buche dispari, né antibuche dispari.

Questo teorema permette di identificare se un grafo è perfetto grazie ad un
recente risultato [42] che permette di determinare in tempo polinomiale l’e-
sistenza di una buca dispari oppure di una antibuca dispari. Curiosamente
non si sa (ancora) determinare in tempo polinomiale l’esistenza di una buca
dispari (quindi se l’algoritmo citato trova una antibuca dispari, non siamo in
grado di sapere se c’è anche una buca dispari). Inoltre, a sottolineare quanto
sottile sia il problema, è NP-completo determinare se esiste una buca dispari
contenente un nodo fissato [25].

Per certe classi di grafi il teorema permette di dimostrare abbastanza facil-
mente che sono perfetti. Per i grafi che verranno ora citati, il fatto che fossero
perfetti si sapeva anche prima del Teorema forte del grafo perfetto, tramite
dimostrazioni ad hoc.

Ad esempio i grafi bipartiti sono perfetti, dato che hanno solo circuiti
pari. Comunque questa notizia non ci sorprende, perché già sappiamo che i
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grafi bipartiti sono talmente speciali che il fatto di essere anche perfetti non
aggiunge molto al loro status. Adesso presentiamo due classi di grafi perfetti
che intervengono frequentemente nelle applicazioni: i grafi d’intervallo e i grafi
di conflitto.

I grafi d’intervallo vengono definiti a partire da un insieme di intervalli
della retta reale. Ad ogni intervallo viene associato un nodo del grafo e fra
due nodi esiste l’arco se e solo se i due intervalli hanno punti in comune. In
molte applicazioni se gli intervalli hanno esattamente un punto in comune (se
ad esempio l’estremo destro di un intervallo è anche l’estremo sinistro di un
altro intervallo) non si considera questo fatto come una ‘consistente’ sovrap-
posizione d’intervalli. Se è questo che si vuole, basta ridefinire gli intervalli
prendendoli aperti. Si vedano in Fig. 6.13(a) un insieme di otto intervalli e il
corrispondente grafo.

Il grafo cos̀ı costruito eredita la struttura d’ordine della retta reale ed è
proprio questo fatto a rendere questi grafi cos̀ı particolari. Siano I1, . . . , In gli
intervalli. Per dimostrare che il grafo è perfetto basta dimostrare che i nodi di
ogni circuito sono anche una cricca e quindi non possono esistere buche (né
dispari, né pari). Inoltre, se esistesse un’antibuca, dovrebbe esistere anche un
circuito sugli stessi nodi e quindi non possono esistere neppure antibuche. In-
dichiamo con {i1, i2, . . . , ik} i nodi del circuito e con {I1, I2, . . . , Ik} i rispettivi
intervalli con Ii = [ai, bi]. Per definizione di grafo d’intervallo si ha

Ii ∩ Ii+1 �= ∅, i = 1, . . . , k − 1, I1 ∩ Ik �= ∅

La condizione Ii ∩ Ij �= ∅, è equivalente a max {ai , aj} ≤ min {bi , bj}. Da

max {ai , ai+1} ≤ min {bi , bi+1} , i = 1, . . . , k − 1,
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max {a1 , ak} ≤ min {b1 , bk}
si ricava

max {ai : i = 1, . . . , k} ≤ min {bi : i = 1, . . . , k}
ovvero Ii ∩ Ij �= ∅ per ogni i, j = 1, . . . , k.

Definiamo ora la funzione f(x) := | {i : x ≥ ai} |−| {i : x > bi} |, che ‘conta’
gli indici per cui sia x ≥ ai che x ≤ bi (in Fig. 6.13(b) a sinistra la funzione
per gli intervalli di Fig. 6.13(a)). Per ogni x è quindi definita una cricca e
per ogni cricca esiste un x che la definisce. Il valore della massima cricca è
pertanto dato da χ = max f(x).

Per colorare il grafo basta ordinare i valori ai e bi e scandirli dal minimo
al massimo. In un passo generico dell’algoritmo i colori ‘impegnati’ sono mar-
cati e quelli disponibili sono quindi non marcati. Inzialmente nessun colore è
marcato. Se il generico numero da scandire è ai allora ci sono χ − f(ai − ε)
colori disponibili e si può usare uno di questi per colorare il nodo i. Quin-
di tale colore viene marcato. Se il generico numero da scandire è bi allora il
colore con cui era stato colorato il nodo i diventa nuovamente disponibile e
tale colore viene smarcato. Si veda in in Fig. 6.13(b) il grafo colorato secondo
questa tecnica (i colori sono rappresentati dalle lettere A, B, C e D). Quindi
ω(G) = χ(G) e tale relazione vale anche per ogni sottografo indotto.

Si può ancora notare che i massimi locali di f(x) forniscono le cricche
massimali. Nell’esempio ce ne sono quattro, che sono anche massime in questo
caso.

Anche il calcolo di θ(G) = α(G) può essere effettuato in modo analogo:
si considera il primo massimo locale di f(x). Per quanto detto il massimo
dà luogo ad una cricca. Il massimo locale è determinato dall’estremo destro
di un intervallo. Si memorizzano il nodo corrispondente a questo intervallo e
la cricca del massimo locale. A questo punto si eliminano gli intervalli della
cricca e si ripete la procedura sui rimanenti intervalli.

Le cricche che si ottengono costituiscono una decomposizione in cricche
del grafo (non è necessario che siano massimali). Inoltre ogni nodo scelto
corrisponde ad un intervallo che non ha intersezione con gli intervalli che
rimangono dopo l’eliminazione. Quindi i nodi scelti costituiscono un insieme
stabile. Siccome abbiano un numero di nodi stabili pari al numero di cricche
della decomposizione si tratta sia di θ(G) che di α(G).

Esaminiamo ora il grafo complementare di un grafo d’intervallo. Diciamo
che l’intervallo Ii ≺ Ij , cioè Ii precede Ij se bi < aj . Possono avvenire solo
tre casi Ii ≺ Ij , Ij ≺ Ii oppure Ii ∩ Ij �= ∅. Quindi nel grafo complementare
fra due nodi c’è un arco se e solo se Ii ≺ Ij , Ij ≺ Ii ovvero fra i due intervalli
esiste una relazione d’ordine. Si tratta quindi di un caso particolare di grafi
di comparabilità.

Un grafo di comparabilità viene definito a partire da un insieme su cui
è definito un ordine parziale ≺. Ogni nodo è un elemento dell’insieme e fra
due nodi i e j c’è un arco se solo se esiste una relazione d’ordine fra i due
elementi, ovvero se i ≺ j oppure j ≺ i. Si consideri un circuito dispari con
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più di tre archi e fissiamo un’orientazione arbitraria sul circuito e diciamo
che due nodi adiacenti i e j sul circuito sono orientati come il circuito se
l’orientazione del circuito va da i a j e i ≺ j. Siccome il circuito è dispari ci
devono essere almeno due archi consecutivi nel circuito (i, j) e (j, k) orientati
come il circuito. Quindi, in base alla transitività della relazione d’ordine anche
fra i e k esiste la relazione d’ordine. Quindi il circuito ammette un arco che
connette due nodi e non può essere una buca dispari. Si deduce che un grafo
di comparabilità è un grafo perfetto.

Questo fatto dimostra in modo alternativo che un grafo d’intervallo è
perfetto, dato che il complementare di un grafo d’intervallo è un grafo di
comparabilità.

Consideriamo ora dei particolari grafi, detti grafi di conflitto di linea (line
conflict graph [140]) definiti a partire dagli archi di un grafo bipartito. Inoltre
il grafo bipartito possiede una struttura d’ordine, ovvero i nodi di N1 sono
numerati (e ordinati) da 1 a |N1| e altrettanto i nodi di N2. Ogni arco del
grafo bipartito corrisponde ad un nodo del grafo di conflitto. Detto in modo
informale, se gli archi del grafo bipartito si incrociano allora fra i rispettivi
nodi del grafo di conflitto c’è un arco. Detto in modo formale, dati due archi
(i, j) e (h, k) del grafo bipartito, fra i nodi corrispondenti esiste un arco se e
solo se i ≤ h e j ≥ k oppure i ≥ h e j ≤ k. Il grafo complementare di questo
grafo è un grafo di comparabilità, come si vede facilmente, e quindi un grafo
di conflitto di linea è perfetto.

Questo tipo di grafo interviene ad esempio quando si vuole un accoppia-
mento in un grafo bipartito che soddisfi anche la condizione di mantenere
l’ordine fra i nodi accoppiati. Questa proprietà interviene in problemi di al-
lineamento in biologia computazionale (si veda [140]). Un insieme stabile nel
grafo di conflitto è un accoppiamento di archi che non si incrociano nel grafo
bipartito. Quindi la ricerca di un tale accoppiamento diventa la ricerca di un
insieme stabile nel grafo di conflitto, calcolo che è polinomiale in quanto il
grafo è perfetto. In Fig. 6.14 sono raffigurati un grafo bipartito il suo grafo di
conflitto.

La ricerca di una cricca massima in un grafo di conflitto di linea si esegue
in modo particolarmente rapido grazie al seguente grafo orientato: i nodi sia-
no etichettati {(i, j) : i ∈ N1, j ∈ N2}, ovvero ogni nodo è un arco del grafo
bipartito completo K|N1|,|N2|; gli archi orientati sono (i, j) → (i + 1, j) per
i = 1, . . . , N1− 1 e (i, j + 1)→ (i, j) per j = 1, . . . , N2− 1. Si tratta quindi di
un grafo a griglia come in Fig. 6.15. Inoltre i nodi a cui corrisponde un arco
del grafo bipartito hanno peso 1 e tutti gli altri nodi hanno peso 0. In Figura
i nodi di peso 1 sono in nero.

Ora si consideri un qualsiasi cammino orientato dal nodo (N1, 1) al nodo
(1, N2) (nodi quadrati in figura). I nodi di peso 1 del cammino sono una cricca
del grafo di conflitto di linea (esercizio per il lettore). A questo punto basta
trovare il cammino di peso massimo, cioè il cammino con il maggiore numero
di nodi neri e questo identifica la cricca massima.
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Programmazione lineare intera
Metodi risolutivi

7.1 Premessa

Per trovare una soluzione ottima all’interno di un insieme di soluzioni ammis-
sibili, un algoritmo deve contenere una strategia di ricerca delle soluzioni e
un metodo di verifica che una particolare soluzione trovata sia proprio quella
cercata. Ad esempio nel metodo del simplesso la strategia di ricerca è di tipo
locale, cioè data una soluzione se ne genera un’altra ‘vicina’ a questa. Nel caso
del simplesso si intendono come vicine due basi che differiscono per un solo
indice (una base corrisponde ai vincoli attivi che definiscono il vertice). La
scelta della base vicina viene fatta in modo da migliorare l’obiettivo. Il meto-
do di verifica è basato sulla proprietà di dualità della PL: ad ogni iterazione è
disponibile anche una variabile duale il cui valore è, per costruzione, uguale a
quello della variabile primale. Se tale variabile duale è ammissibile, è provata
l’ottimalità della soluzione.

Si noti un fatto molto importante. L’esistenza di una coppia di variabili
primale-duale ammissibili e con identico valore di funzione obiettivo costitui-
sce una ‘prova’, un ‘certificato’ di ottimalità. Nel momento in cui tale certifica-
to è disponibile si è in grado di essere certi dell’ottimalità indipendentemente
da quali calcoli abbiano condotto al certificato. Si noti anche che tale certi-
ficato si basa sull’idea che una limitazione inferiore al valore ottimo e una
limitazione superiore coincidono.

Questo quadro computazionalmente favorevole della PL non si presenta
purtroppo in tutti i problemi. Le due componenti dell’algoritmo, la ricerca
e la verifica, sono necessariamente presenti, ma può avvenire che la prova
dell’ottimalità richieda una lunga ed elaborata computazione. Può avvenire
cioè che non sia disponibile un semplice meccanismo di verifica come nel caso
della PL.

Secondo la teoria della complessità computazionale, i problemi ‘data una
soluzione x, si tratta dell’ottimo?’ e ‘data una soluzione x, esiste una solu-
zione migliore?’ sono uno complementare dell’altro (se per un problema la
risposta è ‘s̀ı’, per l’altro è ‘no’). Un certificato per il secondo problema può
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essere definito proprio da una soluzione migliore y, e normalmente il calcolo
per verificare che y è migliore di x è polinomiale. Questo è quanto dire che il
secondo problema appartiene alla classe NP e quindi il primo problema sta
nella classe coNP (classe dei problemi complementari a quelli in NP). La do-
manda che ci si pone è se il primo problema appartenga anche alla classe NP,
perché questo garantirebbe l’esistenza di una prova di ottimalità polinomiale.
Si è appena visto che la PL, grazie alla dualità, si trova in questa condizione.

Purtroppo vi sono molti problemi di grande interesse che sono NP-
completi e la teoria a tutt’oggi non è in grado di dire se i problemi NP-
completi siano risolubili polinomialmente e se i problemi complementari dei
problemi NP-completi siano anche in NP. La congettura ampiamente condi-
visa per entrambe le questioni è negativa, ragion per cui ci si deve attendere
che la ricerca dell’ottimo richieda tempi lunghi e che, pur avendo trovato l’ot-
timo, non si sia in grado di riconoscerlo come tale, se non dopo una laboriosa
prova di ottimalità.

La Programmazione lineare intera (PLI) appartiene alla classe dei proble-
mi NP-completi. Modelli di PLI, soprattutto quando l’interezza è limitata
ai valori 0 o 1 (PL01), intervengono dovunque data l’elevata flessibilità mo-
dellistica delle variabili 0-1. Purtroppo, quando il problema da risolvere è
abbastanza grande, il prezzo che si deve pagare è un lungo tempo di calcolo
se si vuole la soluzione esatta, oppure una soluzione approssimata se si vuole
un calcolo rapido.

Gli ingredienti che si usano per risolvere problemi di PLI sono essenzial-
mente i seguenti: 1) trovare limitazioni inferiori all’ottimo che siano il più
possibile vicine all’ottimo (quando si deve minimizzare, altrimenti si cercano
limitazioni superiori), 2) trovare limitazioni superiori all’ottimo, tipicamente
soluzioni ammissibili, e anche in questo caso il più possibile vicine all’ottimo,
se non necessariamente l’ottimo stesso alla fine della computazione (se si deve
massimizzare si cercano ovviamente limitazioni inferiori).

Se le due limitazioni coincidono, questo fatto costituisce una prova d’ot-
timalità per la soluzione che dà la limitazione superiore; se però questo non
avviene, allora si ricorre a: 3) suddividere l’insieme ammissibile in modo
da operare con problemi più piccoli ed avere per questi problemi limitazio-
ni inferiori e superiori più vicine fra loro. Questa tecnica prende il nome di
branch-and-bound, dove ‘branch’ si riferisce a 3) e ‘bound’ a 1).

È opportuno mettere subito in guardia contro immancabili delusioni cui
può andare incontro chi costruisce per la prima volta modelli di PLI. Un
modello può dare risultati soddisfacenti per dei piccoli modelli di prova e
quindi far credere che si è in grado di risolvere il problema per il quale il
modello viene costruito. Tuttavia, nel momento in cui il modello viene usato
con un numero di dati più elevato, come è tipico dei problemi reali, si può
scoprire con notevole disappunto che i tempi di calcolo aumentano a dismisura.

Che fare in questi casi? Cercare di rendere computazionalmente più effi-
caci i punti 1) e 2) può in diversi casi ridurre i tempi di calcolo entro termini
accettabili. Se questo non dovesse essere possibile, allora si vede se la miglio-
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re soluzione finora trovata dista dalla peggiore limitazione inferiore di una
quantità percentualmente accettabile per gli scopi del problema. Allora è con-
sigliabile fermare il calcolo e accontentarsi di questa soluzione. Ma se nemmeno
questo dovesse verificarsi, non resta che abbandonare il metodo e trovarne un
altro, esatto o, più verosimilmente, euristico.

7.2 Limitazioni inferiori

Per trovare limitazioni inferiori esistono metodi standard, e sono quelli che
si trovano nei software commerciali. È spesso utile però individuare altre li-
mitazioni che derivano dalla struttura particolare del problema. Questo non
è facile in generale. In alcuni casi è possibile adottare le tecniche cosiddette
Lagrangiane, di cui si farà cenno nel Cap. 26.

Per problemi di PLI la limitazione inferiore che si usa comunemente con-
siste nel rilassare il vincolo d’interezza sulle variabili. Allargando l’insieme
ammissibile l’ottimo rilassato avrà un valore non superiore (e quasi sicura-
mente inferiore) all’ottimo intero. La domanda che ci si deve porre sempre in
questi casi è se lo scarto fra la limitazione inferiore e il valore ottimo intero
sia abbastanza piccolo, cioè nell’ordine di pochi punti percentuali. Se non lo è,
bisogna cercare di migliorarlo, altrimenti il tempo di calcolo potrebbe risultare
proibitivo.

Spesso modelli logicamente corretti presentano, una volta rilassato il vin-
colo d’interezza, delle limitazioni inferiori talmente scadenti da pregiudicare
del tutto la risoluzione. È essenziale quindi che chi modella un problema sap-
pia formulare un modello, non solo logicamente corretto, ma anche adeguato
alla computazione.

Esempio 7.1.

Consideriamo il problema della minima copertura definito in Sez. 6.3. Si è già
visto come modellare il problema con il seguente problema di PL01

v = min
∑
i∈N

xi

xi + xj ≥ 1 (i, j) ∈ E

xi ∈ {0, 1} i ∈ N

(7.1)

Si noti che, siccome il problema della minima copertura è NP-difficile, model-
lare il problema con la PL01 è corretto in quanto non porta ad un problema
di difficoltà superiore. Il rilassamento d’interezza è il problema di PL

v′ = min
∑
i∈N

xi

xi + xj ≥ 1 (i, j) ∈ E

xi ≥ 0 i ∈ N

(7.2)
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Si noti che, a rigore, il rilassamento di xi ∈ {0, 1} è 0 ≤ xi ≤ 1. Tuttavia, dato
che l’obiettivo minimizza i valori xi e il vincolo è soddisfatto quando xi = 1,
valori superiori a 1 non sono ottimi e quindi sono implicitamente esclusi.

Ci dobbiamo ora porre la seguente domanda: quanto peggiore è il valore
ottimo di (7.2) rispetto a (7.1)? Consideriamo il caso di G grafo completo. Si
noti che il valore xi = 1/2 per ogni nodo è ammissibile in (7.2) e dà luogo ad
un valore di obiettivo uguale a n/2. Vogliamo far vedere che v′ = n/2, cioè
si tratta dell’ottimo (abbiamo supposto il grafo completo, in generale non è
vero che v′ = n/2, si prenda ad esempio un grafo a stella). Il problema duale
di (7.2) è

v′ = max
∑
e∈E

ye

∑
e∈δ(i)

ye ≤ 1 i ∈ N

ye ≥ 0 e ∈ E

dove δ(i) è l’insieme degli archi incidenti nel nodo i (si veda a pag. 99 la defi-
nizione di taglio). Siccome il grafo è completo esiste un circuito hamiltoniano
(si veda a pag. 97). Se si assegna il valore ye = 1/2 agli archi del circuito si
vede che tale soluzione è ammissibile e il suo valore è n/2. Quindi si ha

n/2 ≤ v′ ≤ n/2

dove le due diseguaglianze sono dovute al fatto che si tratta di soluzioni am-
missibili. Evidentemente deve essere v′ = n/2. Il valore ottimo v di (7.1) per
un grafo completo è invece (n − 1). Come si vede il rilassamento d’interezza
produce una limitazione inferiore che è quasi la metà del valore ottimo!

In questo caso, sapendo a priori che il grafo è completo, potremmo
aggiungere il vincolo ∑

i∈N

xi ≥ n− 1

e avremmo l’uguaglianza fra ottimo e suo rilassamento. In generale però ope-
rare in questo modo non è elementare. Dato un grafo qualsiasi dovremmo
poter riconoscere al suo interno delle cricche massimali K e per ognuna di
loro aggiungere un vincolo del tipo∑

i∈K

xi ≥ |K| − 1

Questo migliora di molto la limitazione inferiore. Però identificare le cricche
massimali è a sua volta un problema NP-difficile e quindi va fatto in modo
euristico.

Ad esempio sia dato il grafo in Fig. 7.1 e si risolva (7.2). Si ottiene xi = 0.5
per ogni nodo con valore ottimo v = 3. Se si aggiunge il vincolo x1+x2+x3 ≥ 2
si ottiene x1 = 0, x2 = x3 = 1, x4 = x5 = x6 = 0.5 con valore v = 3.5. Questa
limitazione inferiore può essere portata a �3.5� = 4, siccome la soluzione del
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Figura 7.1.

problema di minima copertura deve essere intera. Questo fatto prova che la
copertura costituita dai nodi {2, 3, 4, 5} è ottima. Possiamo anche aggiungere
l’ulteriore vincolo x4 + x5 + x6 ≥ 2. Si ottiene una soluzione intera e quindi
ottima.

Si può dimostrare il fatto notevole che (7.1) e (7.2) sono equivalenti (nel
senso che i vertici ottimi di (7.2) sono interi) se il grafo è bipartito.

Esempio 7.2.

Si supponga che tre variabili x1, x2, x3 rappresentino variabili logiche e che la
relazione a cui devono sottostare è la seguente

x1 ∨ x2 =⇒ ¬x3 (7.3)

Se le variabili assumono i valori 0 o 1 (0=falso e 1=vero), i valori ammissibili
di (7.3) sono:

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0,

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1,

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0,

x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0,

x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0,

Questo insieme può essere rappresentato ad esempio nel seguente modo{
(x1, x2, x3) ∈ {0, 1}3 : x1 + x2 ≤ 2 (1− x3)

}
oppure in quest’altro modo{

(x1, x2, x3) ∈ {0, 1}3 : x1 ≤ 1− x3; x2 ≤ 1− x3

}

È indifferente usare l’uno o l’altro modo? Nel momento in cui si rilassa il
vincolo d’interezza, bisogna porsi la domanda se i due insiemi sono uguali con
il vincolo rilassato. Sia
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A :=
{
(x1, x2, x3) ∈ [0, 1]3 : x1 + x2 ≤ 2 (1− x3)

}
B :=

{
(x1, x2, x3) ∈ [0, 1]3 : x1 ≤ 1− x3; x2 ≤ 1− x3

}
Come si vede dalla Fig. 7.2, A contiene B ed ha due vertici con coordinate
frazionarie che B non ha. Quindi minimizzare su A può produrre dei minimi
inferiori a quelli ottenuti minimizzando su B. Anche se per rappresentare B
c’è bisogno di un maggior numero di vincoli è meglio usare B perché si ottiene
una migliore limitazione inferiore.

A B

Figura 7.2.

7.3 Limitazioni superiori

Come già detto, le limitazioni superiori corrispondono quasi sempre alla mi-
gliore soluzione ammissibile finora trovata, che viene anche detta incombente .
Non vi sono metodi standard per generare soluzioni ammissibili a parte quello
generalmente impiegato nei risolutori di PLI che consiste nel ricavare le solu-
zioni quando il rilassamento d’interezza fornisce proprio una soluzione intera.
Naturalmente si tratta di un metodo che si può applicare a qualsiasi problema
ed è per questo motivo che viene impiegato nei risolutori.

Tuttavia, di fronte ad un problema particolare, è prassi altamente con-
sigliata quella di trovare algoritmi che generino in modo veloce un elevato
numero di soluzioni buone. Ovviamente viene richiesta un’analisi approfondi-
ta del problema nonché una adeguata sperimentazione computazionale. Que-
sti metodi, proprio perché devono essere veloci, sono tipicamente euristici e
possono usare con vantaggio anche metodi casuali.

Ad esempio, considerando il problema della copertura di nodi e suppo-
nendo di dover risolvere un problema di minima copertura pesata, possiamo
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pensare ad un euristica che proceda nel seguente modo: si scelga il nodo che ha
minimo rapporto peso/grado e lo si inserisca nella copertura; poi si rimuova
dal grafo il nodo e tutti gli archi incidenti nel nodo e si proceda ricorsivamente
sul grafo cos̀ı ottenuto. Il razionale di questa procedura è che il rapporto pe-
so/grado di un nodo dà un’idea di quanto costi coprire ciascun arco incidente
in quel nodo, come se il peso del nodo fosse ripartito fra gli archi che vengono
coperti dalla scelta di quel nodo. Quindi è bene usare nodi che diano luogo al
minimo costo per gli archi. Siccome però ci sono normalmente archi coperti
da due nodi, creando quindi uno ‘spreco’ nell’uso dei nodi, non c’è in generale
garanzia di ottimalità.

7.4 Suddivisione

Quando non si è in grado di provare l’ottimalità di un problema facendo
uso delle limitazioni superiore e inferiore si suddivide l’insieme delle solu-
zioni, risolvendo problemi via via più piccoli, finché questi non sono risolti
(con una soluzione intera) oppure si prova che non serve risolverli perché non
contengono l’ottimo globale.

È chiaro che la suddivisione continuata dell’insieme può portare ad un
numero esponenziale di sottoproblemi da esaminare, però un uso efficace delle
limitazioni inferiori permette di ridurre il numero dei sottoproblemi e quindi
il tempo di computazione entro limiti accettabili.

Per illustrare la caratteristiche principali della suddivisione si consideri
un problema di PL01. L’insieme delle soluzioni può essere rappresentato con
un albero binario, detto albero di ricerca o anche albero delle soluzioni, in
cui ad ogni nodo si suddivide una particolare variabile nei suoi due valori
0 e 1. L’albero non è necessariamente completo perché le scelte di alcune
variabili potrebbero essere inammissibili indipendentemente dal valore delle
altre variabili (ad esempio un vincolo x1 + x2 ≤ 1 fa s̀ı che le scelte x1 := 1
e x2 := 1 rendano la soluzione inammissibile e quindi non serve espandere il
sottoalbero relativo).

Tuttavia, anche riducendo l’albero alle sole scelte ammissibili, il numero di
nodi rimane troppo elevato per un’enumerazione esplicita. La chiave per poter
esplorare l’albero delle soluzioni in modo implicito consiste proprio nel poter
provare che in un sottoalbero non ci sono soluzioni migliori dell’incombente,
rendendo inutile quindi l’esplorazione del sottoalbero i cui nodi vengono al-
lora soltanto implicitamente enumerati. La prova che nel sottoalbero non ci
sono soluzioni migliori si può avere se si dispone di una limitazione inferiore
all’ottimo nel sottoalbero che non è migliore dell’incombente.

Questa idea semplice ma efficace può ridurre l’esplorazione dell’albero ad
un numero accettabile di nodi. Affinché il metodo sia veramente efficace è però
essenziale che le limitazioni inferiori siano il più alte possibile e che si possa
disporre il più presto possibile di buoni incombenti.
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Può comunque succedere che il tempo di calcolo sia troppo elevato. In
questi casi, confrontando la più bassa limitazione inferiore disponibile e l’in-
combente, si conosce l’intervallo entro il quale si trova il valore ottimo. Se tale
intervallo è percentualmente piccolo (“piccolo” secondo la percezione soggetti-
va del decisore) il calcolo può essere interrotto e viene accettato come soluzione
l’incombente (che potrebbe comunque essere l’ottimo, non ancora ‘certificato’
come tale).

Figura 7.3.

Esempio 7.3.

Si debba ad esempio risolvere un problema di minima copertura pesata di
nodi per il grafo in Fig. 7.3 con costi sui nodi

c = ( 5 3 2 4 7 6 12 10 3 5 3 4 2 11 7 9 10 15 )

Come nel caso precedente in cui si cercava la copertura di minima cardinalità,
il problema viene modellato con la PL01. Quindi dobbiamo risolvere

v = min
∑
i∈N

ci xi

xi + xj ≥ 1 (i, j) ∈ E

xi ∈ {0, 1} i ∈ N

(7.4)

usando, per generare limitazioni inferiori, il rilassamento d’interezza

v′ = min
∑
i∈N

ci xi

xi + xj ≥ 1 (i, j) ∈ E

xi ≥ 0 i ∈ N

(7.5)
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Risolvendo (7.5) si ottiene x̄i = 0.5, per ogni i, con valore ottimo v̄ = 59.
Scegliendo x2 come variabile su cui effettuare la suddivisione, si ottiene, po-
nendo x2 := 0, la soluzione intera {1, 3, 5, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16} di va-
lore v = 68. Questa soluzione costituisce il primo incombente. Quello che
si sa fino a questo momento è che l’ottimo si trova nell’intervallo [59, 68].
Siccome la soluzione ottenuta è intera non c’è bisogno di suddividere ulte-
riormente e si può considerare l’alternativa x2 := 1. Si ottiene una soluzione
frazionaria di valore v = 60.5 al quale corrisponde una limitazione inferio-
re di 61. Quindi l’intervallo di scarto si è ridotto a [61, 68]. Suddividendo
su x9 e ponendo x9 := 0 si ottiene una soluzione frazionaria di valore 66
(si faccia riferimento all’albero di ricerca rappresentato nella sua forma fina-
le in Fig. 7.4). Siccome 66 < 68 dobbiamo suddividere, ad esempio su x5.
Ponendo x5 := 0 si ottiene una soluzione intera di valore 78 che viene quin-
di scartata. Si pone allora x5 := 1 ottenendo una soluzione frazionaria di
valore 69.5, peggiore dell’incombente e quindi non è necessario suddividere
ulteriormente. Si risale l’albero di ricerca e si può porre x9 := 1 ottenendo
una soluzione frazionaria di valore 62 (questo restringe l’intervallo di scar-
to a [62, 68]). Bisogna suddividere ad esempio su x3. Ponendo x3 := 0 si
ottiene una soluzione intera di valore 85 e perciò scartata. Ponendo invece
x3 := 1 si ottiene una soluzione frazionaria di valore 63 (questo restringe l’in-
tervallo di scarto a [63, 68]). Bisogna sudividere ad esempio su x6. Ponendo
x6 := 0 si ottiene la soluzione intera {1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16} di
valore 65. Si tratta di un nuovo incombente e quindi l’intervallo di scarto è
ridotto a [63, 65]. Resta da calcolare ponendo x6 := 1. Si ottiene la soluzio-
ne {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 16} di valore 64, necessariamente ottima
(l’intervallo di scarto si è ridotto a [64, 64]). L’albero di ricerca è rappresentato
in Fig. 7.4. Si noti che lo scarto fra il valore ottimo intero e quello rilassato
nel nodo radice vale (64− 59)/64 ≈ 0.078.

x2 = 0 x2 =1

x9 = 0 x9 =1

x5 = 0 x5 =1
x3 = 0 x3 =1

x6 = 0 x6 =1

59

68

66

78 69

60.5

62

85

65

63

64

Figura 7.4.
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Per illustrare l’utilità di rafforzare le limitazioni inferiori con opportune
diseguaglianze aggiuntive si aggiungano a (7.5) le diseguaglianze:

x1 + x3 + x5 ≥ 2, x5 + x16 + x18 ≥ 2, x1 + x3 + x18 ≥ 2 (7.6)

Si ottiene una soluzione frazionaria di valore 63.5, con una limitazione inferiore
quindi di 64. Si noti il netto miglioramento rispetto al valore 59 ottenuto
precedentemente. Se si suddivide ponendo x2 := 0 e x2 := 1 si ottengono in
entrambi i casi soluzioni intere di valore rispettivamente 68 e 64. L’aggiunta
delle diseguaglianze (7.6) ha ridotto l’albero di ricerca a soli tre nodi!

Ora si aggiunga la possibilità di generare una soluzione ammissibile tramite
un’euristica, ad esempio quella illustrata precedentemente. In caso di rapporti
uguali, l’algoritmo sceglie il nodo di indice minore. Viene scelto come primo
nodo il nodo 3 di rapporto 2/7. Tolto il nodo e gli archi relativi si ottiene la
seguente successione di nodi

( 3 13 11 4 12 2 5 10 6 9 1 14 16 )

di costo 64. L’euristica ha quindi prodotto l’ottimo in questo caso. Se si fosse
esplorato l’albero branch-and-bound nel primo caso, avendo a disposizione fin
dall’inizio questa soluzione, due nodi in Fig. 7.4 (quali?) non sarebbero stati
generati. Se, oltre alla soluzione generata dall’euristica, si fossero aggiunte le
diseguaglianze (7.6), sarebbe bastato risolvere il rilassamento al nodo radice,
in quanto il valore 63.5 garantisce che il valore 64 ottenuto dall’euristica deve
essere ottimo.

Spesso vi sono elementi di simmetria in un problema che producono molte
soluzioni equivalenti. Per eliminare le soluzioni equivalenti, che causerebbe-
ro un’inutile ricerca sull’albero, bisogna modellare il problema in modo da
escludere il più possibile tali soluzioni.

Esempio 7.4.

Come esempio si consideri il problema di calcolare il numero cromatico di un
grafo. Come già sottolineato il calcolo del numero cromatico è NP-difficile in
generale, per cui il problema può essere affrontato con la PL01. Si definiscano
le seguenti variabili

xci :=
{ 1 se il colore c viene assegnato al nodo i

0 altrimenti

yc :=
{ 1 se viene usato il colore c

0 altrimenti

Allora una colorazione può essere modellata dai seguenti vincoli∑
c

xci = 1 per ogni nodo i
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per imporre che ogni nodo riceva un colore,

xci + xcj ≤ yc per ogni arco (i, j) e per ogni colore c

per impedire che lo stesso colore sia assegnato a due nodi adiacenti, se adopera-
to. Quindi il problema del calcolo del numero cromatico può essere modellato
come

min
∑

c

yc

∑
c

xci = 1 per ogni nodo i

xci + xcj ≤ yc per ogni arco (i, j) e per ogni colore c

xci ∈ {0, 1} , yc ∈ {0, 1}
Si noti che per ogni soluzione che richieda m colori vi sono m! soluzioni equi-
valenti ottenute semplicemente permutando i colori fra loro. Inoltre, siccome il
numero di variabili y deve essere necessariamente predefinito ad un valore più
alto del numero cromatico (un valore sicuro è pari al numero di nodi), avviene
che nella soluzione diversi colori non vengono usati. Questo crea un’ulteriore
generazione di soluzioni equivalenti. Un modo per eliminare (almeno in parte)
questo fatto consiste nel preassegnare ai nodi di un arco qualsiasi i colori 1
e 2. Poi l’assegnamento del colore al nodo 3 viene limitato ai colori 1, 2 e 3.
Infatti o il colore è il medesimo dei nodi 1 o 2 oppure è un colore diverso, nel
qual caso lo si può imporre a 3. Analogamente l’assegnamento del colore al
nodo 4 viene limitato ai colori 1, 2, 3 e 4. Quindi il vincolo di assegnamento
viene trasformato in

i∑
c=1

xci = 1 per ogni nodo i ≥ 3 (7.7)

Per il secondo problema si può imporre che si usino i colori di indice più basso
aggiungendo i vincoli:

yc ≥ yc+1 c := 1, . . . , n− 1 (7.8)

cos̀ı, se un colore non viene usato, non vengono usati nemmeno i successivi.
I vincoli (7.7) e (7.8) non impediscono però tutte le permutazioni dei colori. Un
modo più forte di spezzare le simmetrie consiste nel creare un ordine totale
fra le soluzioni ed imporre che siano eliminate soluzioni dominate, secondo
l’ordine, da altre equivalenti (si veda [121]). Per il problema della colorazione
si veda una soluzione come una matrice 0-1 con righe corrispondenti ai nodi e
colonne corrispondenti ai colori. Le colonne sono ordinate lessicograficamente,
con il criterio che il valore 1 precede il valore 0. Quindi le seguenti due matrici,
che rappresentano la medesima colorazione, sono rispettivamente ammissibile
e non ammissibile
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⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

Queste matrici sono di tipo particolare perché hanno esattamente un 1
in ogni riga. Il concetto di ordine lessicografico però si può applicare ad ogni
matrice 0-1. In questo caso, con le colonne ordinate, se il primo 1 della colonna
c si trova nella riga h, nessuna colonna successiva può avere degli 1 nelle righe
i ≤ h. Questa condizione si può esprimere algebricamente come∑

i≤h

xci ≥
∑
k≥c

xkh (7.9)

Infatti, se nella colonna c ci sono solo zeri fino alla riga h (inclusa), il termine
di sinistra vale zero e forza il termine di destra ad essere zero, cioè tutti gli
elementi della riga h dalla colonna c in poi devono essere nulli. Se invece nella
colonna c c’è almeno un 1, il vincolo diventa ridondante perché comunque∑

k≥c xkh non può valere più di 1.
Tuttavia, mentre i vincoli (7.7) e (7.8) non costituiscono un appesantimen-

to del modello, i vincoli (7.9) sono molto numerosi e possono invece rallentare
la computazione più di quanto dovrebbero accelerarla. Quindi bisogna valu-
tare con cura cosa fare esattamente.

Come detto, il metodo delineato prende il nome di branch-and-bound ad
indicare il ruolo delle suddivisioni e delle limitazioni. Se intervengono anche
diseguaglianze a rafforzare le limitazioni inferiori si usa anche il termine di
branch-and-cut, dove il termine ‘cut’ indica il fatto che le diseguaglianze ‘ta-
gliano’ fuori dall’insieme ammissibile alcune soluzioni frazionarie indesiderate
(come nel caso della copertura di nodi la soluzione xi = xj = xk = 1/2 nella
cricca {(i, j), (i, k), (j, k)}).

Il metodo branch-and-bound procede quindi generando un certo numero di
sottoproblemi ad ogni suddivisione (la suddivisione può generarne più di due,
anche se, con variabili 0-1 generare due sottoproblemi è il caso più comune).
Questi problemi vengono inseriti in una lista d’attesa dalla quale vengono pre-
levati per la risoluzione. Risolvere un sottoproblema significa più esattamente
calcolare una limitazione inferiore all’ottimo del sottoproblema (generalmen-
te risolvendo il rilassamento d’interezza), e, se possibile, usare questo calcolo
per generare una soluzione ammissibile e per avere un’indicazione su come
suddividere ulteriormente il sottoproblema se necessario.

La lista d’attesa viene inizializzata con unico sottoproblema il problema
stesso. L’algoritmo termina quando la lista è vuota.

La scelta di quale problema prelevare dalla lista d’attesa può essere fatta
dipendere da vari criteri. Ad esempio si può decidere di operare con criterio
last-in-first-out portando ad una ricerca in profondità dell’albero (come si è
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fatto negli esempi precedenti). Il vantaggio di questo criterio è che il numero
di sottoproblemi generato rimane limitato (ad esempio per un albero binario
non può mai superare la profondità dell’albero) e che si trova rapidamente
un incombente iniziale (ma non è detto che sia buono). Un altro criterio
consiste nell’esplorazione in larghezza dell’albero secondo il metodo first-in-
first-out, ma questo non è generalmente raccomandato perché si producono
molti sottoproblemi. Alternativamente si può scegliere il sottoproblema con la
peggiore limitazione inferiore. Le motivazioni sono due: si tende a migliorare
più rapidamente la peggiore limitazione inferiore riducendo cos̀ı lo scarto e si
aumenta la probabilità di trovare rapidamente l’ottimo, nell’ipotesi che vi sia
una certa correlazione fra valore ottimo e sua limitazione. Con questo criterio
però non si pone un limite a priori sul numero di sottoproblemi presenti nella
lista d’attesa.

L’informazione relativa ad un sottoproblema potrebbe essere limitata ai
vincoli particolari del sottoproblema (ad esempio quali variabili sono fissate a
0 oppure ad 1 in problemi con variabili 0-1). Cos̀ı facendo l’informazione per
ogni sottoproblema è molto ridotta e la lista d’attesa potrebbe contenere molti
sottoproblemi. Tuttavia, per accelerare il calcolo, tenuto conto che si aggiunge
solo un vincolo ad un problema già risolto (stiamo pensando alla PLI risolta
con rilassamento di PL) non conviene risolvere da zero un sottoproblema ma
è più vantaggioso partire dalla soluzione ottima (che diventa non ammissibile
non appena si aggiunge il vincolo di suddivisione) e con un’opportuna varian-
te del metodo del simplesso ottenere il nuovo ottimo con poche iterazioni.
Questo è possibile però se si dispone dell’inversa della matrice di base, che va
quindi memorizzata per ogni sottoproblema. Questo accresce enormemente le
esigenze di memoria del metodo branch-and-bound e spiega perché il metodo
possa bloccarsi per sfondamento della memoria disponibile.

7.5 Particolari formulazioni di PLI

Non sempre le funzioni da usare come obiettivo o vincolo sono lineari. Quando
non lo sono si possono approssimare con funzioni lineari a tratti e in questo
modo si riesce a modellare un problema all’interno delle tecniche lineari. Tut-
tavia si tratta di una procedura che in qualche caso ha effetti computazionali
molto pesanti.

Si può provare che, in generale, minimizzare una funzione concava (o ana-
logamente massimizzare una funzione convessa) è NP-difficile. Per lo stesso
motivo la presenza di vincoli g(x) ≤ 0 con g funzione concava (o g(x) ≥ 0 con
g funzione convessa) rende un problema NP-difficile.

Viceversa minimizzare una funzione convessa (o analogamente massimiz-
zare una funzione concava) è, in generale, relativamente facile (naturalmente
non tutte le funzioni si comportano allo stesso modo e vi sono comunque ca-
si ostici). Anche per ciò che riguarda i vincoli, se questi si esprimono come
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f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

20 x se 0 ≤ x ≤ 3
f(3) + 10 (x − 3) se 3 ≤ x ≤ 5
f(5) + 4 (x − 5) se 5 ≤ x ≤ 9
f(9) + x − 9 se x ≥ 9

3 5 9

60

80

96

Figura 7.5.

g(x) ≤ 0 con g funzione convessa (o g(x) ≥ 0 con g funzione concava) il
problema non è intrattabile.

Esaminiamo dapprima il caso ‘facile’. Sia data una funzione obiettivo da
massimizzare concava e lineare a tratti, come ad esempio in Fig. 7.5. Si può
modellare f(x) come problema di PL spezzando x nella somma di tante
variabili quanti sono i tratti di linearità, cioè nell’esempio

x = x1 + x2 + x3 + x4,

vincolando ogni variabile alla lunghezza del tratto di linearità,

0 ≤ x1 ≤ 3, 0 ≤ x2 ≤ 5− 3 = 2, 0 ≤ x3 ≤ 9− 5 = 4, 0 ≤ x4,

e massimizzando la funzione

20 x1 + 10 x2 + 4 x3 + x4.

Siccome x può essere spezzata in modo arbitrario nelle xi, il modo più con-
veniente, data la massimizzazione, è di assegnare tutto il valore possibile a
x1, che ha il coefficiente più grande, fino a saturare la limitazione superiore
per x1, poi assegnare il rimanente a x2 e cos̀ı di seguito. In questo modo il
valore della funzione obiettivo è esattamente uguale a f(x). Un ragionamento
analogo si può fare per la minimizzazione di una funzione convessa lineare a
tratti.

Si noti che questo metodo non funzionerebbe se la stessa funzione fosse da
minimizzare, in quanto, minimizzando, si assegnerebbe prima tutto il valore
possibile a x4 e siccome nell’esempio x4 non ha limitazioni superiori, si avrebbe
x = x4, e conseguentemente f(x) �= x4 = x.

Consideriamo ora il caso di un vincolo g(x) ≥ K con g concava. Suppo-
niamo che

g(x) =
{

c1 x se 0 ≤ x ≤ a
c1 a + c2 (x− a) se a ≤ x

Essendo la funzione concava c2 < c1. Vogliamo dimostrare che il vincolo
g(x) ≥ K è equivalente ai vincoli

x = x1 + x2, c1 x1 + c2 x2 ≥ K, 0 ≤ x1 ≤ a x2 ≥ 0 (7.10)
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Sia x ammissibile per (7.10). Se 0 ≤ x ≤ a abbiamo

c1 x ≥ c1 x + (c2 − c1) x2 = c1 (x1 + x2) + (c2 − c1)x2 = c1 x1 + c2 x2 ≥ K

e quindi g(x) ≥ K. Se x ≥ a abbiamo

c1 a + c2 (x− a) = c1 x1 + c2 x2 + (c2 − c1) (x1 − a) ≥ c1 x1 + c2 x2 ≥ K

e quindi nuovamente g(x) ≥ K. Sia ora x ammissibile per g(x) ≥ K. Se
0 ≤ x ≤ a si scelga x1 = x e x2 = 0 e si vede che (x, x1, x2) è ammissibile
in (7.10). Se x ≥ a si scelga x1 = a e x2 = x − a e si verifica nuovamente
l’ammissibilità in (7.10).

Il lettore può per esercizio verificare che se g è concava, gli insiemi g(x) ≤ K
e (7.10) con la diseguaglianza cambiata in ≤, non sono equivalenti.

Si può ancora modellare la massimizzazione di una funzione lineare a tratti
qualsiasi all’interno della PL, ma usando variabili intere, e quindi con tutte le
complicazioni che ne derivano.

Ad esempio si supponga di avere approssimato la funzione obiettivo f(x)
con una funzione lineare a tratti, come in Fig. 7.6

x1 x2 x3 x4 x5 x6

y6

y5

y4

y3

y2

y1

Figura 7.6.

I punti (xi, yi) sono i cosiddetti punti di rottura della funzione lineare a
tratti. All’interno di ogni tratto di linearità la coppia di coordinate (x, f(x)) si
ottiene come combinazione convessa delle coppie di punti (xi, yi) e (xi+1, yi+1),
overo

x = αi xi + (1− αi) xi+1, f(x) = αi yi + (1− αi) yi+1

con 0 ≤ αi ≤ 1. Il problema è di identificare esattamente a quale tratto di
linearità un generico x appartiene. A questo scopo si immagini che (x, f(x))
si ottenga come combinazione convessa di tutti i punti (xi, yi) (e non già solo
di due), ovvero

x =
∑

i

αi xi, y =
∑

i

αi yi,
∑

i

αi = 1, αi ≥ 0
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con la clausola però che solo valori adiacenti abbiano coefficienti non nulli
(e quindi la combinazione convessa ridiventa di fatto solo di due punti). Per
esprimere questa condizione conviene usare un vincolo di assegnamento che
identifica l’intervallo in cui si attua la combinazione convessa. Quindi sia

zi :=
{ 1 se xi ≤ x ≤ xi+1

0 altrimenti
i := 1, . . . , n− 1

da cui
∑n−1

i=1 zi = 1 e inoltre dobbiamo imporre α1 > 0 =⇒ z1 = 1, αn >
0 =⇒ zn−1 = 1 e, per i := 2, . . . , n − 1, αi > 0 =⇒ zi = 1 ∨ zi−1 = 1,
condizione che si realizza con

α1 ≤ z1 αn ≤ zn−1 αi ≤ zi + zi−1 i := 2, . . . , n− 1

A questo punto, la funzione f(x) può essere sostituita da
∑n

i=1 αi yi aggiun-
gendo ai vincoli del problema i seguenti vincoli

n∑
i=1

αi xi = x,

n−1∑
i=1

zi = 1,

n−1∑
i=1

αi = 1

0 ≤ α1 ≤ z1, 0 ≤ αn ≤ zn−1,

0 ≤ αi ≤ zi + zi−1 i := 2, . . . , n− 1
z ∈ {0, 1}n−1
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Programmazione lineare intera
Risoluzione di modelli

8.1 Dieta: risoluzione del secondo modello

Si può ora risolvere il secondo modello della dieta esposto nella Sez. 5.4. Si
possono considerare gli obiettivi del costo e della preferenza, anche se c’è una
certa arbitrarietà nei valori numerici rappresentanti le preferenze.

Inizialmente minimizziamo soltanto il costo, senza vincoli sulla preferenza.
Tuttavia i vincoli imposti nel modello di Sez. 5.4 sono troppo restrittivi e
non esiste nessuna soluzione ammissibile. Si deve necessariamente rilassare
qualche vincolo. Decidiamo ad esempio di ammettere per certi piatti anche
il valore 2 (e per il pane il valore 3), in particolare per i seguenti piatti (la
scelta è arbitraria e riflette i gusti personali): pasta al pomodoro, pasta al
ragù, carote in insalata, lattuga, melanzane ai ferri, patate in insalata, patate
la burro, patate al forno, purè, pomodori in insalata, banana, mela, bistecca
di manzo, arrosto di manzo, bistecca di maiale, arrosto di maiale, bistecca
di pollo, arrosto di pollo, bistecca di vitello, prosciuto crudo e cotto, cefali ai
ferri, sgombro ai ferri, tonno in scatola, grana, latteria, mozzarella, uovo sodo,
cioccolata, gelato, birra, vino. Si indichino con z̄k le limitazioni superiori ai
piatti.

Avendo aumentato la limitazione superiore delle variabili zk, dobbiamo
riprendere in esame le considerazioni espresse a pag. 10. Siccome non asse-
gneremo la stessa preferenza di un primo piatto anche al secondo, dobbiamo
introdurre una funzione concava. La cosa più semplice è esprimere una funzio-
ne concava lineare a tratti. Siccome questa funzione deve essere massimizzata
ci ritroviamo nelle condizioni favorevoli espresse nella Sez. 7.5 e si può seguire
l’approccio indicato. A rigore non si potrebbe parlare di funzioni concave su un
dominio discreto, ma possiamo sempre pensare che l’interezza delle variabili
della funzione viene imposta successivamente. Quindi il modello per trattare
le funzioni concave lineari a tratti rimane valido e poi alle variabili si impone
l’interezza.

Nel modello della dieta vengono dunque introdotte le seguenti due variabili
per ogni piatto:
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z1
k ∈ {0, 1} , z2

k ∈ {0, 1} , zk = z1
k + z2

k

e le preferenze vengono espresse sulle nuove variabili. In particolare si è scelto
che le variabili z2 abbiano un coefficiente di preferenza pari a un decimo delle
variabili z1.

Adesso è possibile ottenere una soluzione ammissibile. La soluzione di co-
sto minimo presenta un costo di 3,05 e. Si noti che il valore di preferenza che
si ottiene minimizzando il costo è del tutto inattendibile, dato che il valore
della funzione concava viene calcolato correttamente solo se si massimizza tale
funzione. Noto il costo minimo, si può massimizzare la preferenza e calcolare
tutti gli ottimi di Pareto vincolando ogni volta il costo ad un valore legger-
mente inferiore a quello della precedente iterazione fino ad arrivare al costo
minimo. Questo calcolo può essere svolto automaticamente da Lingo usando
le sezioni SUBMODEL a CALC. Si veda il modello al sito [202].

Operando in questo modo otteniamo 17 soluzioni di Pareto i cui valori
costo-preferenza sono rappresentati in Fig. 8.1. La soluzione di costo 3,97 e e
preferenza 720 è data dai seguenti piatti: fagioli in insalata (60 g fagioli, 10 g
olio d’oliva, 10 g cipolla), patate al forno, spinaci al burro (50 g spinaci, 30 g
burro, 20 g aglio) due banane, due mele, sgombro ai ferri, tonno in scatola (due
volte), un bicchiere di latte, un etto di latteria, un uovo sodo, due bicchieri di
birra, due etti di pane.
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Figura 8.1.

8.2 Dieta: terzo modello e sua risoluzione

Per migliorare il modello si può pensare di rendere flessibili le ricette, dato
che in realtà i valori di una ricetta possono variare entro intervalli anche ampi
senza alterare la nostra percezione del gusto di un piatto. Quindi si possono
definire dei valori r−jk e r+

jk e vincolare i valori rjk come

r−jk ≤ rjk ≤ r+
jk
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Operando in questo modo però il modello si complica. Siccome i valori quanti-
tativi rjk che definiscono ogni ricetta non sono più dati ma diventano variabili
decisionali da determinare, la relazione∑

k∈K

rjk zk = xj j ∈ J

diventa non lineare a causa dei prodotti rjk zk di variabili decisionali. For-
tunatamente si può ancora risolvere il problema con la PL ricorrendo ad un
modello che richieda due fasi di risoluzione. Nella prima fase si trova zk e nella
seconda, fissati i valori zk, si trovano i valori rjk.

Si noti che non tutti gli alimenti sono presenti in un dato piatto. Quindi,
per ogni j fissato, alcuni dei valori rjk sono a priori nulli. Si indichi con
R l’insieme delle coppie di indici (j, k) per cui l’alimento j viene usato nel
piatto k. Quindi se (j, k) /∈ R si ha rjk = 0 e non si tratta di una variabile da
determinare.

Nella prima fase si tiene conto solo dei valori estremi di ogni ricetta e si
impone che gli alimenti da utilizzare impieghino ricette all’interno di questi
valori. Nella seconda fase, fissati i valori fra gli estremi, si trova quali valori
di ricetta sono i più indicati per realizzare i valori di alimenti trovati. La
giustificazione teorica di questo metodo è riportata in Appendice (si veda
anche [200]).

Nella prima fase si risolve

max
∑
k∈K

pk z1
k + pk z2

k/10

∑
j∈J

cj xj ≤ C,

∑
j∈J

aij xj = yi, li ≤ yi ≤ ui, i ∈ I

∑
k∈K

r−jk zk ≤ xj ,
∑
k∈K

r+
jk zk ≥ xj , xj ≥ 0, j ∈ J

zk = z1
k + z2

k, z1
k ∈ {0, 1} , 0 ≤ zk ≤ z̄k, zk intero, k ∈ K

(8.1)

Siano x̂j e ẑk soluzioni di (8.1). Allora si tratta i calcolare i valori da usare
per le ricette cioè i valori effettivi rjk. Basterebbe una qualsiasi soluzione
ammissibile di∑

k∈K

rjk ẑk = x̂j j ∈ J, r−jk ≤ rjk ≤ r+
jk j ∈ J, k ∈ K (8.2)

Tuttavia è meglio, indicando anche come parametri decisionali i valori di rife-
rimento r̄jk per ogni ricetta, trovare i valori rjk con scostamento minore dai
valori di riferimento. Indicando con

w+
jk := max {rjk − r̄jk ; 0} , w−jk := max {r̄jk − rjk ; 0}
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un possibile modello è

min
∑
k∈K

∑
j∈J

w−jk + w+
jk

∑
k∈K

rjk ẑk = x̂j , j ∈ J

r−jk ≤ rjk ≤ r+
jk, w−jk ≥ 0, w+

jk ≥ 0, j ∈ J, k ∈ K

w−jk ≥ r̄jk − rjk, w+
jk ≥ rjk − r̄jk, j ∈ J, k ∈ K

(8.3)

Risolvendo (8.1) e (8.3) si può notare come la soluzione sia tendenzialmente
posizionata sui valori minimi delle ricette (questi valori non sono stati qui
riportati). Riflettendo si vede che non si tratta di una casualità ma di una
conseguenza del modello. Infatti, essendo le preferenze riferite alla presenza
di un piatto e non alla sua maggiore o minore abbondanza di componenti,
a differenza del costo che prende in considerazione le quantità effettivamente
utilizzate, il modello troverà più convenienti le soluzioni con ricette ‘pove-
re’. A questo riguardo, bisogna considerare il valore di preferenza più come
un’indicazione qualitativa che come un dato quantitativo ben definito.

Per ovviare all’inconveniente di avere ricette povere, si possono seguire va-
rie strade alternative, ad esempio: 1) alzare i valori minimi r−jk; 2) introdurre
nell’obiettivo di (8.1) un termine che vari le preferenze anche in dipenden-
za dalla deviazione dalla ricetta standard; 3) risolvere (8.2) con un metodo
diverso dalla programmazione lineare, ad esempio con il metodo dei minimi
quadrati, che penalizzi maggiormente la deviazione dai valori standard.

Decidendo di usare il secondo metodo, sia r̄jk il valore di riferimento (ad
esempio si può definire r̄jk = (r−jk + r+

jk)/2). Si aggiungono a (8.1) i vincoli

∑
jk

r̄jk z(k) = x̄j ; w+
j ≥ xj − x̄j ; w−j ≥ x̄j − xj

e si penalizza il termine w :=
∑

j w−j + w+
j o inserendolo nella funzione

obiettivo oppure limitandolo superiormente. Si veda il modello al sito [202].
I risultati sono riportati in Fig. 8.2. La generazione dei 246 ottimi di Pareto

ha richiesto 250 secondi. Come si può vedere le soluzioni che si ottengono
sono molto più soddisfacenti. Il numero di ottimi di Pareto è aumentato e
questi dominano di gran lunga le soluzioni del precedente modello. Anche se
i valori di preferenza non hanno un preciso significato quantitativo, tuttavia
si può osservare come l’aumentata flessibilità permetta di ottenere diete di
costo molto più basso (e che ovviamente continuano a soddisfare i vincoli
nutrizionali).

Riportiamo la soluzione ottenuta con il vincolo di costo minore o uguale
a 3 e (tutti i valori sono espressi in grammi): pasta al pomodoro: 70 pasta,
40 pomodoro (niente olio d’oliva e niente aglio); fagioli in insalata: 65 fagioli,
10 olio d’oliva (niente cipolla); piselli al burro: 60 piselli, 10 burro (niente
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prosciutto cotto); carote in insalata: 50 carote, 10 olio d’oliva; lattuga: 50
lattuga, 10 olio d’oliva; patate al forno (2 volte): 111 patate; purè di patate:
125 patate, 10 burro, 130 latte; spinaci in insalata: 75 spinaci, 10 olio d’oliva;
banana: 40; mela: 40; sgombro ai ferri: 50 sgombro, 10 aglio; tonno in scatola:
30 tonno; latte: 132; formaggio latteria: 20; mozzarella: 20; uovo sodo: uovo
48; cioccolata: 20; gelato: 20; birra: 20; vino 20; pane: 50.

Si potrebbe rivedere il modello per avere una definizione più precisa di
preferenza. Tuttavia, non continuiamo a raffinare il modello, sia perché ormai
il lettore è in grado di operare da solo per modellare il problema secondo le
proprie esigenze, e anche perché, tutto sommato, siccome il concetto stesso di
preferenza sfugge ad una precisa definizione quantitativa, le soluzioni trovate
possono essere considerate soddisfacenti.

8.3 Orario scolastico: risoluzione del primo modello

Consideriamo il modello esposto nella Sez. 2.9 e lo applichiamo ad un piccolo
caso di una scuola media con solo due sezioni (A e B) per i tre anni. Per ogni
anno le materie prevedono le seguenti ore: 6 italiano, 4 storia e geografia, 6
matematica e scienze, 3 inglese, 2 tedesco, 2 educazione tecnica, 2 educazione
artistica, 2 educazione musicale, 2 educazione fisica, 1 religione. In totale sono
30 ore da distribuire in 6 giorni di 5 ore ciascuno. Vi sono quattro docenti
per italiano, storia e geografia, indicati come A, B, C, D; due docenti per
matematica e scienze, indicati come E e F , un docente rispettivamente d’in-
glese G, tedesco H, educazione tecnica I, educazione artistica J , educazione
musicale K, educazione fisica M , religione N .

Il docente A insegna italiano, storia e geografia in III A e solo italiano in
I A. Il docente B insegna italiano, storia e geografia in III B e solo storia e
geografia in I A. Il docente C insegna italiano, storia e geografia in II A e
solo italiano in I B. Il docente D insegna italiano, storia e geografia in II B e
solo storia e geografia in I B. Il docente E insegna nelle sezioni A, mentre il
docente F insegna nelle sezioni B. Gli altri docenti insegnano invece in tutte
le classi.
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I A

LUN MAR MER GIO VEN SAB
I mts - E ted - H ita - A mts - E art - J edf - M
II mts - E tec - I stg - B edf - M art - J rel - N
III mus - K ita - A stg - B ita - A ita - A ted - H
IV stg - B tec - I mus - K ing - G ita - A ita - A
V stg - B mts - E mts - E ing - G mts - E ing - G

I B

LUN MAR MER GIO VEN SAB
I ita - C mts - F ing - G mts - F mts - F stg - D
II tec - I ita - C ita - C tec - I ita - C mts - F
III ing - G stg - D ing - G stg - D ita - C mus - K
IV ted - H mts - F rel - N mts - F edf - M stg - D
V ita - C ted - H mus - K art - J edf - M art - J

II A

LUN MAR MER GIO VEN SAB
I ted - H ita - C rel - N edf - M tec - I ing - G
II ted - H mts - E mts - E mts - E mts - E ing - G
III stg - C mts - E tec - I edf - M mts - E art - J
IV ita - C ita - C ita - C stg - C stg - C mus - K
V art - J stg - C ita - C ita - C ing - G mus - K

II B

LUN MAR MER GIO VEN SAB
I stg - D rel - N ita - D stg - D mus - K art - J
II stg - D ita - D edf - M art - J mus - K ted - H
III tec - I mts - F ita - D mts - F tec - I mts - F
IV ing - G ita - D ing - G ted - H ing - G mts - F
V ita - D mts - F edf - M ita - D mts - F stg - D

III A

LUN MAR MER GIO VEN SAB
I art - J mts - E mts - E ita - A mts - E rel - N
II ing - G ita - A stg - A ing - G ita - A mus - K
III mts - E ted - H mts - E mus - K edf - M ing - G
IV art - J ita - A ted - H stg - A mts - E edf - M
V tec - I stg - A stg - A ita - A tec - I ita - A

III B

LUN MAR MER GIO VEN SAB
I ita - B stg - B stg - B tec - I ing - G ted - H
II mus - K mts - F ted - H ita - B mts - F edf - M
III ita - B ita - B rel - N ita - B art - J edf - M
IV tec - I art - J ita - B stg - B mts - F ing - G
V ing - G stg - B mts - F mts - F mus - K mts - F

Tabella 8.1. Orario scuola media: prima soluzione
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LUN MAR MER GIO VEN SAB

I BCDEHJ BCEFHN ABDEGN ADEFMI EFGIKJ DGHJMN
II DEGHIK ACDEFI ABCEHM BEGIJM ACEFJK FGHKMN
III BCEGKI ABDEFH BDEGIN ABDFKM ACEIJM FGHJKM
IV CBGHIJ ACDFIJ BCGHKN ABCFHG ACEFGM ADFGKM
V BCDGIJ ABCEFH ACEFKM ACDFGJ EFGIKM ADFGJK

Tabella 8.2. Orario scuola media: prima soluzione

Per quel che riguarda i giorni liberi supponiamo che ogni docente abbia
dato le seguenti indicazioni di prima e seconda scelta: A lun ven; B sab lun;
C sab ven; D ven mer; E sab ven; F lun sab; G mar mer; H ven sab; I sab
gio; J mer lun; K mar ven; M lun mar; N gio mer.

Con questi dati si è scritto un modello in Lingo (disponibile al sito [202])
che è stato risolto in 8 secondi (13089 iterazioni del metodo del simplesso
con soluzione intera al nodo radice dell’albero branch-and-bound) producendo
l’orario esposto nella Tabella 8.1, dove ‘mts’ indica la materia matematica e
scienze, ‘stg’ storia e geografia (le altre sono ovvie). Si noti che le preferenze
sul giorno libero sono state tutte soddisfatte. Lo stesso orario, evidenziando
solo le ore dei professori si trova in Tabella 8.2.

Anche se è stato risolto un complesso problema combinatorio (non è per
niente banale produrre un orario ammissibile), tuttavia la soluzione non è
soddisfacente. Sono presenti varie criticità. Esaminando la Tabella 8.2 si vede
che spesso i professori hanno delle ore vuote fra una lezione e l’altra. Questo
non è generalmente gradito, anche se tali ore, ma non tutte, possono essere
impiegate per il ricevimento. In ogni caso è preferibile cercare di effettuare
spostamenti per eliminare tali ‘buchi’ dall’orario. Modellare questa richiesta
con la PL01 è possibile ma il modello risultante è troppo pesante. È meglio
trovare il modo di modificare la soluzione data attraverso qualche euristica.
Rimandiamo questa discussione alla Sez. 12.3.

8.4 Appendice

Giustificazione teorica del procedimento in due fasi del terzo modello
della dieta

Sia dato il problema:

min c x

A x = b

x ∈ P ⊂ IRn

dove P è un poliedro. I valori di A non sono determinati, ma possono assumere un
qualsiasi valore entro un intervallo prefissato, cioè a−

ij ≤ aij ≤ a+
ij . In altre parole i
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valori ammissibili di x sono dati dall’unione

U :=
⋃

A−≤A≤A+

{x ∈ P : A x = b}

In generale U non è convesso e quindi la minimizzazione di un funzionale lineare su
U può essere difficile. Ma, nell’ipotesi che P contenga solo soluzioni non negative, il
problema può esser risolto in due fasi, prima

min c x

A− x ≤ b

A+ x ≥ b

x ∈ P

(8.4)

e poi (sia x̂ la soluzione del primo problema) trovando una matrice A ammissibile
per

A− ≤ A ≤ A+, A x̂ = b (8.5)

Sia X l’insieme ammissibile di (8.4). Dimostriamo ora che, nell’ipotesi di non
negatività di x, U è uguale a X.

Teorema 8.1. Sia P ⊂ IRn
+. Allora X = U .

Dimostrazione: Se x ∈ U , per definizione esiste una matrice A tale che A x = b e
A− ≤ A ≤ A+. Quindi da A−A− ≥ 0 e x ≥ 0 si ha (A−A−) x ≥ 0, cioè b ≥ A− x.
Analogamente si ragiona per l’altro vincolo e quindi x ∈ X.

Se x ∈ X si tratta di dimostrare l’esistenza di una matrice A ammissibile per
(8.5). Siano A−

i e A+
i le i-me righe delle rispettive matrici. Si consideri il segmento

in Rn congiungente i punti A−
i e A+

i . Per continuità su tale segmento esiste un
punto in cui il funzionale x assume il valore bi. Sia Ai tale valore. Ovviamente vale
A−

i ≤ Ai ≤ A+
i . La matrice A si ottiene componendo le righe Ai.
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Modelli di percorsi
Cammini minimi

La scelta del cammino migliore è un problema che si presenta molte volte sia
in casi reali sia come sottoproblema di problemi complessi. Nel caso più sem-
plice bisogna individuare semplicemente il cammino di lunghezza minima. Ma
spesso sono presenti dei vincoli. Ad esempio se il cammino deve essere per-
corso da un elevato volume di traffico e il cammino ha una capacità che non
può contenere tale traffico, allora bisognerà dirottare il traffico su più cam-
mini in modo da minimizzare le distanze all’interno dei vincoli di capacità.
In altri casi ci sono dei vincoli sulle visite da eseguire durante il cammino, ad
esempio può essere richiesto di visitare tutti i nodi di un insieme prefissato
di nodi oppure tutti gli archi di un insieme di archi prefissato. In casi ancora
più complicati tali insiemi non sono definiti a priori ma dipendono dal cam-
mino scelto. Nell’esempio visto in Sez. 2.13 per ogni nodo è definito un valore
numerico e la somma di questi valori sui nodi da visitare deve essere limita-
ta. In generale vincoli di spazio, di tempo e di capacità possono interagire in
modo molto complesso portando a modelli di difficile risoluzione. In questo
capitolo iniziale si esaminerà solo il semplice problema del cammino minimo.
In capitoli successivi verranno esaminati gli altri casi.

9.1 Programmazione dinamica e cammini minimi

Conviene considerare inizialmente cammini su grafi orientati. Poi si vedrà
come estendere gli stessi risultati a grafi generici, dove un arco può essere
percorso in entrambe le direzioni. Normalmente si cerca un cammino minimo
fra due nodi prefissati, detti rispettivamente sorgente e destinazione. Vedremo
tuttavia che per risolvere questo problema è necessario calcolare anche le
minime distanze fra la sorgente e tutti gli altri nodi, oppure alternativamente,
fra tutti i nodi e la destinazione, quindi di fatto sono questi i problemi che si
risolvono.

Il problema del cammino minimo è un problema facile se certe ipotesi sono
soddisfatte. Ad esempio se le lunghezze degli archi sono positive, come gene-
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ralmente accade, il problema è polinomiale con algoritmi veloci. Il problema
rimane polinomiale, ma un po’ più lento, se non vi sono cicli negativi, pur am-
mettendo che vi siano archi con costo negativo. Se sono presenti cicli negativi
allora bisogna essere più precisi su cosa si intende per cammino. In alcuni casi
si richiede che il cammino debba essere semplice, cioè senza nodi ripetuti. Se
non esistono cicli negativi, i cammini minimi devono necessariamente essere
semplici e quindi non serve richiederlo espressamente. Se invece sono presenti
cicli negativi e ammettiamo cammini non semplici, è evidente che non può
esistere nessun cammino minimo in quanto si ottengono cammini sempre mi-
gliori percorrendo un numero arbitrario di volte il ciclo negativo. Infine, nel
caso si voglia un cammino semplice e siano presenti cicli negativi, il problema
è NP-difficile e va risolto con algoritmi diversi da quelli descritti in questo
capitolo.

In questa sezione viene data una descrizione abbastanza informale del cal-
colo di un cammino minimo. Una presentazione formale si trova nell’Appendi-
ce. Il punto di partenza nella costruzione di algoritmi è dato dal Principio di
ottimalità di Bellman, che costituisce il nucleo fondante della Programmazione
dinamica (PD).

Il Principio di ottimalità afferma che se un cammino è minimo allora anche
ogni suo sottocammino è minimo. L’affermazione è talmente ovvia e di buon
senso da non far immaginare che si possa tradurre in una relazione ricorsiva
di grande potenza, la cosiddetta equazione di Bellman.

Si indichi con Vj il costo del cammino minimo (per ora incognito) dalla
sorgente s a j. Ogni cammino che passa per j deve arrivarci da uno dei suoi
nodi predecessori. Se i è uno di questi nodi, il modo migliore di arrivare a j
passando per i è dato, in base al Principio di Ottimalità, da Vi (valore ottimo
fino a i) più il costo dell’arco (i, j) che indichiamo con cij . Siccome si è liberi
di scegliere il nodo che precede j, abbiamo (equazione di Bellman)

Vj = min
(ij)∈E

Vi + cij (9.1)

Questa relazione è vera per ogni j diverso dalla sorgente. Nella sorgente ab-
biamo Vs = 0, dato che il cammino ottimo da s a s è il cammino vuoto
(rispetto agli archi). Si potrebbe obiettare che la scelta Vs = 0 è immotivata
perché potrebbe essere più conveniente partire dalla sorgente e arrivarci con
un circuito diverso dal circuito vuoto nel caso i costi degli archi siano nega-
tivi. Nell’Appendice si vede che l’esistenza di cicli negativi rende irresolubile
l’equazione di Bellman (9.1). Quindi questa può essere risolta solo in assenza
di cicli negativi e in questo caso la scelta Vs = 0 è motivata.

In modo alternativo si può indicare con V i il costo del cammino minimo
da i alla destinazione t. Ogni cammino che passa per i deve proseguire verso
uno dei suoi nodi successori. Ragionando in modo simile si può formulare
l’equazione di Bellman per i cammini verso la destinazione:

V i = min
(ij)∈E

V j + cij (9.2)
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avendo posto V t = 0 nella destinazione. La formulazione di PD (9.1) viene
detta in avanti, mentre (9.2) viene detta all’indietro.

Il Principio di ottimalità e l’equazione di Bellman sono stati definiti con
riferimento ad un problema di cammino minimo, nell’ipotesi implicita che un
cammino minimo esista. In modo analogo possono essere ridefiniti per proble-
mi di cammino massimo (con le opportune modifiche), sempre nell’ipotesi che
un cammino massimo esista. Se un grafo è aciclico i cammini sono in numero
finito e esistono sempre sia cammini minimi che massimi. In un grafo generico
invece possono non esistere cammini ottimi (minimi o massimi).

Gli algoritmi per il calcolo del cammino minimo sono progettati per
risolvere (9.1) o (9.2) e si differenziano per le ipotesi che si fanno sul grafo.

In un grafo aciclico la risoluzione dell’equazione di Bellman non presenta
problemi in quanto i valori di sinistra possono sempre essere calcolati da valori
di destra già calcolati. Infatti inizialmente è noto per definizione Vs = 0 (nella
formulazione in avanti). In un grafo aciclico esiste sempre almeno un nodo
senza predecessori (dimostrazione facile). Supporremo, in modo naturale, che
il nodo s sia senza predecessori e anche che sia l’unico nodo senza predecessori
(altri nodi senza predecessori sono, per definizione, irraggiungibili da s e anche
nodi predecessori di s lo sono in un grafo aciclico e pertanto possiamo escludere
questi nodi).

Sia inizialmente S := {s} l’insieme dei nodi per i quali il valore di V è
noto. Consideriamo il grafo G(S) := (N \ S, E(N \ S)) che risulta anch’esso
aciclico. I nodi senza predecessori in G(S) (e ne esiste sempre almeno uno)
hanno tutti i predecessori in S e quindi il loro valore ottimo è calcolabile
esplicitamente dall’equazione di Bellman e diventa noto. Si aggiungano questi
nodi ad S e si proceda ricorsivamente finché S = N , se vogliamo i cammini
minimi da s a tutti i nodi, oppure t ∈ S se basta il cammino minimo s → t. Si
veda in Appendice il dettaglio dell’algoritmo che presenta complessità O(m)
(m = |E|).

Se il grafo è generico ed i costi sono non negativi si può ancora risolvere
l’equazione di Bellman in modo veloce. Come la proprietà di grafo aciclico
garantisce l’esistenza di valori noti di Vj , usabili quindi per risolvere esplici-
tamente l’equazione di Bellman, cos̀ı anche la proprietà di costi non negativi
garantisce l’esistenza di almeno un valore noto da usare nell’aggiornamento
degli altri valori.

Tale garanzia si basa sul seguente ragionamento induttivo: durante l’ite-
razione sia noto un insieme S di nodi i cui valori Vj , j ∈ S, siano noti e siano
definiti dei valori provvisori Vj , j /∈ S, che rappresentano i costi dei cammini
ottimi da s a j con il vincolo di usare come nodi intermedi soltanto nodi di
S (se tale cammino non esiste Vj := ∞). Ora sia k tale che Vk = minj /∈S Vj .
Vk è il valore finale ottimo per i cammini s → k. Infatti ogni altro cammino
dovrebbe passare per qualche altro nodo non in S ad un costo non migliore
a causa della scelta di k e delle distanze non negative. A questo punto si può
aggiornare S ponendo S := S ∪ {k}. Per aggiornare i valori provvisori Vj ,
j /∈ S, bisogna tener conto della nuova opzione di passare per k. Sfruttando il
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principio di ottimalità si pone quindi

Vj := min {Vj ; Vk + ckj} (k, j) ∈ E (9.3)

La proprietà è ora verificata per un insieme più grande di nodi e si può ite-
rare quindi finché S = N (oppure t ∈ S). La proprietà è certamente ve-
ra inizialmente per S := {s} e Vj := csj se esiste l’arco (s, j) e Vj := ∞
altrimenti.

L’algoritmo che implementa il ragionamento induttivo sopra delineato è
noto come algoritmo di Dijkstra [57]. Per ciò che riguarda la complessità com-
putazionale l’aggiornamento (9.3) costa globalmente O(m) mentre il calcolo
del minimo costa O(n) ad ogni iterazione e va ripetuto n volte. Complessiva-
mente quindi l’algoritmo ha complessità O(n2). Questo valore non può essere
abbassato per grafi densi (m = Ω(n2)), in quanto la sola lettura dei dati ha
costo O(n2).

Per grafi sparsi (cioè m = O(n)) è più conveniente usare una struttura a
‘heap’ per i valori Vj . In questo modo il calcolo del minimo richiede tempo
costante. Tuttavia bisogna aggiornare lo ‘heap’ sia ad ogni aggiornamento
(9.3) che ad ogni rimozione della radice dello ‘heap’. Quindi la complessità
globale è O(m log n), uguale a O(n log n) per grafi sparsi.

Se infine il grafo è generico e i costi sono generici, l’equazione di Bellman
viene risolta dall’algoritmo di Bellman-Ford, che itera, usando valori provvisori
a partire da Vs := 0, Vi := +∞, i �= s, il calcolo

Vj := min {Vj ; Vi + cij} (ij) ∈ E (9.4)

Se, ad un certo punto i valori Vi non vengono più aggiornati, tali valori sod-
disfano chiaramente l’equazione di Bellman. Si tratta di capire sotto quali
ipotesi l’iterazione (9.4) termina perché si sono raggiunti valori stazionari e
se c’è un limite al numero di iterazioni necessarie. Si può dimostrare (vedi
Appendice) che l’algoritmo termina in al più n iterazioni se e solo se non sono
presenti cicli negativi. Quindi la complessità dell’algoritmo è O(m n).

È possibile derivare dall’algoritmo di Bellman-Ford un algoritmo che trova
al medesimo tempo i cammini minimi i → j per tutte le coppie di nodi i e j.
Un’applicazione ingenua dell’algoritmo Bellman-Ford richiederebbe un tempo
O(n2 m) (scegliendo come sorgente ad ogni ripetizione dell’algoritmo un nodo
diverso). Tuttavia si può notare come molte operazioni verrebbero replicate
diverse volte con notevole spreco di tempo. Ad esempio, se il cammino ottimo
s → j passa per k, l’algoritmo calcolerebbe i tre cammini s → j, s → k e
k → j, quando invece solo un cammino deve essere calcolato esplicitamente a
causa del principio di ottimalità.

Razionalizzando l’algoritmo di Bellman-Ford nel caso di calcolo dei cam-
mini minimi per tutte le coppie si ottiene l’algoritmo sviluppato indipenden-
temente da Floyd [78] e Warshall [222]. L’algoritmo esegue tre cicli uno dentro
l’altro (il più esterno su k e gli altri due su i e j), all’interno dei quali si esegue

Vij := min {Vij ; Vik + Vkj}
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dopo aver inizializzato i valori come Vij := cij se (i, j) ∈ E e Vij := +∞
altrimenti. Al termine Vij rappresenta il valore del cammino minimo da i a j
(dimostrazione di correttezza in Appendice). L’algoritmo fornisce anche dei
valori Vii. È immediato vedere che Vii è la lunghezza del circuito minimo
passante per i. Questo significa che, nel momento in cui Vii < 0 per almeno
un nodo i, allora l’algoritmo può essere interrotto dato che il problema è
illimitato. Questa proprietà suggerisce anche un semplice uso dell’algoritmo
di Floyd-Warshall per la scoperta di cicli negativi in un grafo.

Si noti che la complessità dell’algoritmo di Floyd-Warshall è O(n3) e si
tratta di un numero esatto di calcoli da fare, non di una limitazione di caso
peggiore. Quindi in un grafo con mille nodi il numero di volte in cui l’aggior-
namento indicato sopra viene eseguito è un miliardo, valore che richiede un
certo tempo anche sui moderni calcolatori. Se il grafo ha molti nodi ed è spar-
so (cioè il numero di archi è O(n), come accade per i grafi che rappresentano
una rete stradale) e, soprattutto, se i costi sono non negativi, è più convenien-
te usare n volte l’algoritmo di Dijkstra nell’implementazione con complessità
O(m log n) = O(n log n), perché allora si perviene ad una complessità globale
O(n2 log n).

Se si deve risolvere un problema su un grafo non orientato con distanze
non negative (in un grafo non orientato si può andare sia da i a j che da j
a i al medesimo costo cij) è possibile trasformare il problema in uno definito
su un grafo orientato semplicemente sostituendo ogni arco (i, j) con due ar-
chi antiparalleli (i, j) e (j, i). Ovviamente questa trasformazione funziona per
distanze non negative giacché nessun cammino trova conveniente inserire un
ciclo i → j → i. Quindi al più uno dei due archi (i, j) e (j, i) verrà usato e la
soluzione ottenuta per il grafo orientato può essere reinterpretata per il grafo
non orientato originario. Quindi è l’algoritmo di Dijkstra ad essere usato per
grafi non orientati con costi non negativi.

Nel caso non orientato un circuito ha almeno tre archi distinti. Non è cioè
ammesso percorrere avanti e indietro lo stesso arco. Quindi se i costi possono
essere negativi ma non vi sono circuiti negativi (nel senso appena indicato) i
cammini minimi esistono e sono semplici. Tuttavia il trucco di sostituire ogni
arco non orientato con la coppia di archi orientati antiparalleli non funziona,
perché si vengono a creare piccoli cicli negativi in corrispondenza di ogni
arco negativo e questo fatto rende illimitata in ogni caso l’istanza sul grafo
orientato.

Il problema di scoprire cicli elementari negativi in un grafo non orientato
può essere invece risolto in modo polinomiale trasformando il grafo e risolven-
do un problema di accoppiamento con complessità O(m n log n). Tale tecnica
verrà illustrata nella Sez. 13.6.
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9.2 Pianificazione di attività: risoluzione del primo
modello

Nella Sez. 2.4 si è definito un modello di pianificazione di attività in cui sono
presenti solo vincoli di precedenza fra alcune attività. Si è visto che tale mo-
dello si traduce in un grafo aciclico, in cui il nodo i rappresenta l’attività i,
l’arco (ij) rappresenta il vincolo che l’attività j deve seguire l’attività i e la
durata pi è associata all’arco (ij). Si è anche osservato che il cammino più lun-
go in tale grafo è una limitazione inferiore al minimo tempo di completamento
delle attività.

Inoltre, per come sono definite le lunghezze degli archi, è sufficiente rap-
presentare la riduzione transitiva del grafo (cioè se sono definite le precedenze
i → j, i → k e k → j, la precedenza i → j, con il vincolo temporale con-
seguente, è implicata dalle altre due e può non essere rappresentata da un
arco).

Indicando con T ∗ la durata minima possiamo quindi dire che T ∗ ≥∑
i∈P pi

per ogni cammino P : s→ t e che in particolare

T ∗ ≥ max
P :s→t

∑
i∈P

pi = Vt (9.5)

Facciamo ora vedere che si ha proprio T ∗ = Vt. Infatti siano Vi le lunghezze
dei cammini più lunghi s → i. Dall’equazione di Bellman si ha che

Vj ≥ Vi + pi (i, j) ∈ E (9.6)

e quindi se ogni attività viene iniziata al tempo Vi, la relazione (9.6) significa
che le precedenze fra le attività sono soddisfatte e quindi i tempi Vi costi-
tuiscono una schedulazione ammissibile delle attività. Allora il tempo Vt è
ammissibile, quindi Vt ≥ T ∗ (perché T ∗ è il tempo minimo), che, insieme con
(9.5), dà T ∗ = Vt.

Il calcolo dei tempi Vi viene quindi effettuato con la PD con complessità
O(m). I tempi Vi rappresentano i tempi minimi di inizio di ogni attività e
vengono anche indicati con il simbolo ESi (earliest starting time). Indichiamo
con EFi := ESi + pi il minimo tempo di completamento (earliest finishing
time).

È chiaro che le attività sul cammino più lungo non possono essere ritardate
a meno di non ritardare la fine di tutti i lavori. Per tale motivo il cammino
più lungo viene anche indicato come cammino critico. Per alcune attività non
sul cammino critico è invece possibile ritardarne l’inizio senza pregiudicare la
fine dei lavori.

Si esegua il calcolo dei cammini massimi con la formulazione all’indietro
a partire dal termine t indietro verso la sorgente. I valori V i calcolati rap-
presentano ora la lunghezza del cammino massimo da i a t. Si tratta quindi
di un tempo che deve comunque trascorrere dall’inizio dell’attività i. Quindi
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nessuna attività può essere schedulata ad un istante di tempo maggiore di
(T ∗ − V i). Dal principio di ottimalità si ha

V i ≥ V j + pi (i, j) ∈ E

da cui
T ∗ − V i + pi ≤ T ∗ − V j (i, j) ∈ E

e quindi gli istanti di tempo (T ∗ − V i) costituiscono istanti di inizio attività
ammissibili e vengono indicati anche con il simbolo LSi (latest starting time).
Inoltre si definisce LFi = LSi + pi (latest finishing time). Se un’attività i non
è su un cammino più lungo si ha Vi + V i < Vt = V s = T ∗ da cui

Vi < T ∗ − V i =⇒ ESi < LSi

La quantità (LSi − ESi) prende il nome di total float e rappresenta il mas-
simo ritardo che può subire l’attività i senza pregiudicare il tempo finale di
completamento. Tuttavia un ritardo del genere, se attuato sull’attività i, può
avere conseguenze su altre attività e causarne necessariamente il ritardo. Se
vogliamo che il ritardo dell’attività i non ritardi altre attività schedulate ai
tempi ESj dobbiamo notare che solo attività situate sulle foglie dell’albero
dei cammini massimi da s non ‘spingono’ in avanti altre attività. Quindi, per
queste attività dobbiamo valutare, fra i successori j ∈ δ+(i) l’attività che
inizia per prima e valutare il possibile ritardo su questa, ovvero calcolare

min
j∈δ+(i)

ESj − EFi

Tale quantità prende il nome di free float. Possiamo anche considerare il punto
di vista per cui tutte le altre attività sono ormai schedulate al massimo tempo
possibile e valutare se questo fatto permette all’attività i di essere schedulata
in anticipo rispetto a quanto programmato. Solo attività situate sulle foglie
dell’albero dei cammini massimi verso t non sono ‘spinte’ in avanti da al-
tre attività. Quindi, per queste attività dobbiamo valutare, fra i predecessori
i ∈ δ−(j) l’attività che termina per ultima e valutare il possibile anticipo su
questa, ovvero calcolare

LSj − max
i∈δ−(j)

LFi

Tale quantità prende il nome di safety float. Possiamo infine valutare qual è il
massimo intervallo di tempo possibile indipendentemente da ogni altro evento
e calcolare

min
j∈δ+(i)

ESj − pi − max
k∈δ−(i)

LFk

Tale quantità può essere negativa per cui si indica come independent float il
valore

max
{

min
j∈δ+(i)

ESj − pi − max
k∈δ−(i)

LFk ; 0
}
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attività ES LS TF FF SF IF
1 - posa cantiere 0 0 0 0 0 0
2 - fondazioni 2 2 0 0 0 0
3 - struttura portante e solai 7 7 0 0 0 0
4 - muri 27 27 0 0 0 0
5 - tetto 27 29 2 0 2 0

10 - tracce impianto elettrico 32 32 0 0 0 0
14 - tracce impianto idraulico 32 33 1 1 1 1
12 - telai serramenti 32 35 3 3 3 3
7 - intonaci esterni 34 52 18 0 16 0
6 - intonaci interni 36 36 0 0 0 0
9 - pittura esterna 38 56 18 18 0 0

16 - piastrelle 40 40 0 0 0 0
8 - pittura interna 47 47 0 0 0 0

13 - serramenti 52 52 0 0 0 0
11 - impianto elettrico 52 55 3 3 3 3
15 - sanitari 52 58 6 6 6 6
17 - pavimenti in legno 55 55 0 0 0 0
18 - consegna 60 60 0 0 0 0

Tabella 9.1.

Applicando questa analisi all’esempio descritto in Sez. 5.5 si ottiene la
pianificazione riportata in Tabella 9.1.

Questo tipo di analisi prende il nome di PERT-CPM. PERT è l’acronimo
di ‘Project Evaluation and Review Technique’ e fu inizialmente sviluppata
negli anni ‘50 per il progetto relativo ai missili Polaris. CPM è l’acronimo
di ‘Critical Path Method’ sviluppato anch’esso negli anni ’50 presso la Du-
pont e la Remington per problemi di costruzione e manutenzione. Il ben noto
conto alla rovescia che si effettua prima di un lancio spaziale serve a defini-
re esattamente quando eseguire le varie attività sulla base di un diagramma
PERT.

Esempio 9.1.

Si veda in Fig. 9.1 un esempio di diagramma PERT riferito alla costruzione del
nuovo ospedale di Udine (la figura è stata tratta dal sito, non più reperibile,
http://www.ospedaleudine.it/sanitario/progetti/usno/ fasi.htm).

Non sempre nella valutazione della durata di un progetto si può assumere
che le durate siano note con esattezza. È piuttosto vero che in fase di ese-
cuzione varie cause riducano o aumentino le durate previste. Bisognerebbe
allora modellare il problema definendo, per le durate, variabili aleatorie con
un’opportuna distribuzione.
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Figura 9.1.

Ai fini pratici si è visto che le durate possono essere modellate con una
distribuzione beta approssimata, il cui valore medio mi e la cui varianza σ2

i

sono definite da

mi :=
ai + 4 bi + ci

6
; σ2

i :=
(

ci − ai

6

)2

(9.7)

e dove i valori ai, bi, ci sono definiti, per ogni attività i da

ai = minimo tempo possibile
bi = tempo previsto
ci = massimo tempo possibile

Il modo in cui la variabilità delle singole durate si riflette sulla variabilità
del tempo di completamento totale, viene individuato valutando solo le at-
tività del cammino critico. Ciò non è corretto in generale, perché, al variare
delle durate, il cammino critico potrebbe cambiare. Siccome il tipo di analisi si
complicherebbe in modo eccessivo tenendo conto della variabilità del cammino
critico, si preferisce eseguire un’analisi approssimata considerando invariato il
cammino critico.

In base al teorema del limite centrale di Gauss una variabile aleatoria
ottenuta come somma di variabili aleatorie indipendenti tende ad assomigliare
sempre di più, all’aumentare delle singole variabili, ad una variabile aleatoria
distribuita in modo normale, cioè secondo la seguente funzione di densità

1
σ
√

2 π
e−(x−x̄)2/(2 σ2)

per la quale si ha quindi
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attività ai bi ci mi σ2
i

1 - posa cantiere 2 2 5 2.50 0.25
2 - fondazioni 3 5 7 5.00 0.44
3 - struttura portante e solai 20 20 25 20.83 0.69
4 - muri 3 5 7 5.00 0.44
5 - tetto 5 7 10 7.17 0.69

10 - tracce impianto elettrico 2 4 5 3.83 0.25
14 - tracce impianto idraulico 1 3 4 2.83 0.25
12 - telai serramenti 2 5 6 4.67 0.44
7 - intonaci esterni 2 4 7 4.17 0.69
6 - intonaci interni 2 4 5 3.83 0.25
9 - pittura esterna 2 4 7 4.17 0.69

16 - piastrelle 3 7 10 6.83 1.36
8 - pittura interna 2 5 6 4.67 0.44

13 - serramenti 1 3 4 2.83 0.25
11 - impianto elettrico 2 5 6 4.67 0.44
15 - sanitari 1 2 3 2.00 0.11
17 - pavimenti in legno 2 5 7 4.83 0.69
18 - consegna 0 0 0 0.00 0.00

Tabella 9.2. Dati

Pr {x̄− t σ ≤ x ≤ x̄ + t σ} =
1

σ
√

2 π

∫ +t σ

−t σ

e−y2/(2 σ2) dy =

2√
π

∫ t/
√

2

0

e−z2
dz = Erf(t)

dove Erf(t) è la cosiddetta funzione d’errore, il cui argomento è misurato in
unità di scarto quadratico medio. Ad esempio si hanno i seguenti valori

Erf(1) = 0.682689; Erf(1.5) = 0.866386; Erf(2) = 0.9545;

Erf(2.5) = 0.987581; Erf(3) = 0.9973

Quindi la probabilità che x̄ − σ ≤ x ≤ x̄ + σ è circa del 68%, la probabilità
che x̄−2 σ ≤ x ≤ x̄+2σ è circa del 95%, mentre la probabilità di essere fuori
dall’intervallo x̄− 3 σ ≤ x ≤ x̄ + 3 σ è meno dell’1% !

La media della somma di variabili aleatorie è uguale alla somma delle medie
mentre la varianza della somma di variabili aleatorie indipendenti è uguale alla
somma delle varianze. Quindi si possono ottenere con buona approssimazione
la media e la varianza del tempo di completamento sommando, sul cammino
critico i valori mi e σ2

i dati da (9.7).

Esempio 9.2.

Come continuazione del problema della pianificazione si suppongano i dati
in Tabella 9.2. Con i nuovi valori di mi si calcola il cammino massimo che
ha un valore di 60.17 con le stesse attività critiche del caso deterministico.
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Sommando i valori di σ2
i sul cammino critico si ottiene σ2

∗ = 5.08 e quindi
σ∗ = 2.25. Quindi con probabilità 68% i lavori saranno completati fra il giorno
57 e il giorno 63 e con probabilità più del 95% fra il giorno 55 e il giorno 65.

Si tenga comunque presente che si assume l’indipendenza delle variabi-
li aleatorie. Se ad esempio la maggior durata delle operazioni è dovuta al
maltempo, le durate sono correlate fra loro e la stima di probabilità preceden-
temente calcolata non è più valida e risulta ottimistica rispetto ad una stima
corretta.

9.3 Programmazione dinamica e programmazione lineare

Il problema del cammino minimo s→ t può essere risolto anche dal seguente
modello di PL. Si veda in Appendice la dimostrazione.

max V s

V i ≤ V j + cij (i, j) ∈ E

V t = 0

(9.8)

Il problema può essere riscritto come

max V s − V t

V i ≤ V j + cij (i, j) ∈ E
(9.9)

dove le variabili sono le stesse che in (9.8) a meno di una costante additiva
arbitraria. Il duale di (9.9) è il seguente problema nelle variabili xij , (ij) ∈ E:

min
∑

(ij)∈E

cij xij

∑
j∈δ+(i)

xij −
∑

j∈δ−(i)

xji =

{ 1 se i = s
−1 se i = t

0 altrimenti
i ∈ N

xij ≥ 0

(9.10)

Possiamo interpretare ogni variabile xij come un flusso che percorre l’arco
(ij). Allora i vincoli in (9.10) esprimono il fatto che, sui nodi diversi da s e t,
il flusso ‘entrante’ nel nodo è uguale al flusso ‘uscente’, mentre nel nodo s il
flusso uscente supera di uno il flusso entrante e nel nodo t il flusso entrante
supera di uno il flusso uscente. Se il flusso entrante è uguale al flusso uscente
si usa dire che nel nodo c’è conservazione del flusso.

Fra i valori ammissibili di x in (9.10), che in generale sono numeri reali,
vi sono anche delle interessanti soluzioni di valore 0 oppure 1, che possono
essere interpretate come un vettore d’incidenza di un particolare sottoinsieme
di archi. Ad esempio sottoinsiemi corrispondenti a cammini da s a t sono
soluzioni ammissibili di (9.10). In Appendice viene dimostrata l’importante
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proprietà che ogni vertice di (9.10) è il vettore d’incidenza di un cammino da
s a t.

Quindi ogni soluzione di vertice è un cammino e il valore della funzione
obiettivo

∑
(ij)∈E cij xij calcolato su un vertice è la lunghezza del cammino

corrispondente, da cui si vede che il problema (9.10) calcola i cammini minimi
da s a t.

Si noti ancora che il cammino corrispondente ad un vertice è un cammino
semplice (cioè senza ripetizione di nodi e quindi senza avere al proprio interno
dei cicli). Non si creda però che il problema (9.10) calcoli i cammini minimi
per ogni valore dei costi degli archi. Il poliedro definito da (9.10) è illimitato.
Infatti per ogni soluzione ammissibile x, sono ammissibili anche le soluzioni
x + α e(C), con e(C) vettore d’incidenza di un qualsiasi ciclo C, per qualsiasi
α ≥ 0. Quindi, se il ciclo C ha un costo negativo, il problema (9.10) è illimitato.
Del resto questo fatto non deve sorprendere perché il problema primale (9.9)
è non ammissibile se esistono cicli negativi.

Il vantaggio di un modello di PL non consiste nella possibilità di trovare
cammini minimi in questo modo anziché con i precedenti algoritmi, certamente
computazionalmente più efficienti, ma nel fatto che la flessibilità della PL
permette di aggiungere altri vincoli, per i quali invece i precedenti algoritmi
diventano inutilizzabili. Nella Sez. 9.5 si vedrà un esempio.

Il problema dei cammini minimi da ogni nodo alla destinazione si può
anche modellare con la PL. Basta pensare di inviare (n − 1) unità di flusso
alla destinazione, ciascuna in partenza da un nodo diverso, per cui si ha

min
∑

(ij)∈E

cij xij

∑
j∈δ+(i)

xij −
∑

j∈δ−(i)

xji =
{−n + 1 se i = t

1 altrimenti
i ∈ N

xij ≥ 0

(9.11)

In questo caso le soluzioni non saranno in generale 0-1 ma intere non negative.
I valori non negativi definiscono un albero di supporto del grafo. Analogamente
il problema dei cammini minimi dalla sorgente ad ogni nodo diventa:

min
∑

(ij)∈E

cij xij

∑
j∈δ+(i)

xij −
∑

j∈δ−(i)

xji =
{

n− 1 se i = s
−1 altrimenti

i ∈ N

xij ≥ 0

(9.12)

Il problema duale di (9.11) è

max
∑

i

(V i − V t)

V i − V j ≤ cij (i, j) ∈ E

(9.13)
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(per esercizio si calcoli il duale di (9.12) e si analizzi la relazione fra le variabili
duali e i valori Vi dei cammini ottimi s→ i)

Dalla formulazione (9.13) si vede che il calcolo di una soluzione ammissibile
per l’insieme di vincoli

V i − V j ≤ cij (i, j) ∈ E

cosiddetto Problema della tensione ammissibile, si effettua calcolando i cam-
mini minimi verso t se esiste un nodo t per il quale esistono cammini orientati
da ogni altro nodo. Se questa condizione non è verificata si può comunque
risolvere il problema tramite n applicazioni dell’algoritmo di Dijkstra secondo
la procedura descritta in Appendice.

9.4 Problema dei K cammini migliori

Spesso bisogna conoscere non solo il cammino migliore ma l’elenco dei primi
K cammini minimi. Questo si può effettuare in modo efficiente usando gli
algoritmi di PD variando leggermente il meccanismo di aggiornamento dei
valori ottimi nei nodi. Il caso di grafo aciclico è più semplice e iniziamo da
questo.

Come nel caso normale si associa ad ogni nodo il valore provvisorio di
cammino minimo, adesso bisogna associare una tabella con i valori provvisori
dei primi K cammini minimi. Inoltre bisogna associare ad ogni nodo una
tabella di puntatori all’indietro per la ricostruzione dei cammini. Tuttavia,
per ricostruire un cammino, non è più sufficiente sapere da quale nodo arriva
il cammino, bisogna anche sapere da quale cammino della tabella proviene il
cammino.

Quindi ad ogni nodo i è associata una tabella con K righe e 3 colonne.
Le K righe corrispondono ai migliori (nell’ordine) K cammini al nodo finora
trovati. La prima colonna contiene i valori V k

i dei K cammini da s a i; la
seconda contiene i puntatori pk

i ai nodi predecessori per ogni cammino e la
terza contiene il numero di riga rk

i della tabella del nodo predecessore a cui si
riferisce il cammino.

Quando un nodo i ha valori definitivi per la sua tabella, le tabelle dei
suoi nodi successori j vengono aggiornate attraverso un’operazione di fusione
delle due tabelle V h

i + cij e V k
j , h, k ∈ [K] (quindi di 2K cammini vengono

mantenuti solo i migliori K). Se il valore V h
i + cij occupa il posto q-mo dopo

la fusione si aggiorna pq
j := i e rq

j := h. Se invece il posto q-mo è occupato
dal valore V k

j si aggiorna pq
j := pk

j e rq
j := rk

j . Le tabelle vengono inizializzate
con V k

j := +∞ se si minimizza oppure V k
j := −∞ se si massimizza, tranne

V 1
s := 0 (ma V k

s = ±∞ per k > 1). La complessità di questo algoritmo per
un grafo aciclico con m archi è O(m K).
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Esempio 9.3.

Siano da calcolare i 4 cammini più lunghi dal nodo 1 al nodo 5 nel grafo
orientato aciclico con archi e lunghezze dati dalla seguente tabella:

i \ j 2 3 4 5

1 3 5 5 8

2 4 1 6

3 1 3

4 2

Vengono inizializzate le tabelle come

1

0

∞
∞
∞

2

∞
∞
∞
∞

3

∞
∞
∞
∞

4

∞
∞
∞
∞

5

∞
∞
∞
∞

La prima tabella è definitiva e aggiorna le altre tabelle:

1

0

∞
∞
∞

2

3 1 1

∞
∞
∞

3

5 1 1

∞
∞
∞

4

5 1 1

∞
∞
∞

5

8 1 1

∞
∞
∞

La seconda tabella è definitiva e aggiorna le tabelle 3, 4 e 5:

1

0

∞
∞
∞

2

3 1 1

∞
∞
∞

3

5 1 1

7 2 1

∞
∞

4

4 2 1

5 1 1

∞
∞

5

8 1 1

9 2 1

∞
∞

La terza tabella è definitiva e aggiorna le tabelle 4 e 5:

1

0

∞
∞
∞

2

3 1 1

∞
∞
∞

3

5 1 1

7 2 1

∞
∞

4

4 2 1

5 1 1

6 3 1

8 3 2

5

8 1 1

8 3 1

9 2 1

10 3 2

Infine la quarta tabella aggiorna la tabella 5:

1

0

∞
∞
∞

2

3 1 1

∞
∞
∞

3

5 1 1

7 2 1

∞
∞

4

4 2 1

5 1 1

6 3 1

8 3 2

5

6 4 1

7 4 2

8 1 1

8 3 1

Per ricostruire i cammini si usano le tabelle. Ad esempio per ottenere il quarto
cammino minimo di costo 8, si vede dalla tabella 5 che il nodo predecessore è
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il nodo 3 e il cammino si trova nella prima riga della tabella 3. Dalla tabella
3 ricaviamo la sorgente come nodo predecessore. Pertanto il cammino è 1 →
3 → 5. I quattro cammini sono 1 → 2 → 4 → 5, 1 → 4 → 5, 1 → 5 e
1 → 3 → 5. Si noti che c’è ancora un cammino di costo 8 ma che non viene
fornito dall’algoritmo. Come un algoritmo che cerca il minimo fornisce solo
uno dei minimi se ce n’è più d’uno, cos̀ı questo algoritmo fornisce solo i primi
K tralasciandone altri, uguali come valore all’ultimo dei K.

Se il grafo è generico si può pensare di adattare l’algoritmo di Bellman-
Ford. Sorge però un problema. Quando si confrontano i valori dei cammini
nell’algoritmo di Bellman-Ford, può avvenire sia che i valori siano riferiti allo
stesso cammino e necessariamente uguali, sia che i due valori siano uguali ma
riferiti a cammini diversi. Tuttavia, finché interessa un unico cammino e i due
valori sono uguali non importa sapere di quale caso si tratti. Però, se bisogna
produrre più di un cammino, bisogna sapere se i due valori uguali si riferiscono
allo stesso cammino oppure a due cammini diversi con uguale valore. Nel primo
caso si deve ignorare uno dei due valori e nel secondo bisogna considerare
entrambi. Quindi, se si sta considerando l’arco (i, j) e V h

i è il valore corrente
del h-mo cammino minimo da s a i, bisogna confrontare i valori V h

i + cij con
V k

j , h, k ∈ [K]. Se esistono h e k tali che V h
i + cij = V k

j , bisogna verificare se
i due cammini sono uguali ricostruendo i cammini usando i puntatori.

9.5 Cammino minimo e di minimo impatto ambientale

In questa sezione studiamo il caso di dover trasportare della merce pericolosa
da una città s ad una città t. Oltre all’obiettivo di minimizzare il percor-
so dobbiamo tener conto del danno ambientale in caso d’incidente. Il primo
problema da affrontare è quindi quello di definire un conveniente modello
quantitativo che rappresenti l’impatto ambientale. Siccome un incidente non
è un evento certo si deve tener conto nel modello della probabilità d’incidente
nelle varie tratte delle rete stradale. Dobbiamo quindi supporre di disporre di
valori pij corrispondenti alle probabilità d’incidente sugli archi (ij). Per com-
pletare il modello bisogna anche tener conto del fatto che un incidente può
avere conseguenze molto diverse a seconda della zona in cui avviene. Dobbia-
mo pertanto pensare di poter disporre di valori che indicano il danno dij che
si causa sull’arco (ij) in caso d’incidente. Non è semplice in generale valutare
i valori dij . Oltre al costo economico dovuto all’incidente bisogna quantificare
il danno ambientale. In questa sede non ci occupiamo di questo problema e
quindi pensiamo di avere già a disposizione i valori dij .

Diverse opzioni sono possibili per valutare il possibile impatto ambientale
di un cammino.

1) Ragioniamo come se l’incidente sia certo e quindi non teniamo conto del-
le probabilità, ma solo del danno. Se il danno avviene, normalmente è solo un
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tratto di strada interessato. Si assume il caso peggiore e quindi ogni cammino
viene valutato in base al suo arco di massimo danno. Allora si minimizza

max
e∈P

de

2) Alternativamente si valutano tutti i danni ugualmente gravi e si vuole
minimizzare la probabilità di un incidente. La probabilità che non avvenga
un incidente su un cammino P è data da

∏
e(1 − pe). Per modellare que-

sto obiettivo secondo una somma, lo si trasforma nel logaritmo ottenendo la
minimizzazione di (si noti che i valori sono non negativi)∑

e∈P

− log(1− pe)

È però interessante modellare in modo diverso questo problema, perché que-
sto permetterà un’interpretazione molto utile della variabili duali. Sia V i la
massima probabilità di arrivare alla destinazione partendo dal nodo i. Cer-
tamente V t = 1. Applicando la PD possiamo stabilire la seguente relazione
ricorsiva

V i = max
(ij)∈E

(1− pij) V j

che potrebbe ad esempio essere risolta con gli algoritmi già visti, ma riadattati
a questa formulazione (utile esercizio di comprensione degli algoritmi) oppure
con la PL:

min V s

V i ≥ (1− pij) V j (i, j) ∈ E

V t = 1

(9.14)

il cui duale è
max y

∑
j∈δ+(k)

xkj −
∑

i∈δ−(k)

(1− pik) xik =

{ 1 se k = s
0 se k �= s, k �= t
−y se k = t

xij ≥ 0

(9.15)

La variabile y deve necessariamente rappresentare la probabilità di raggiun-
gere la destinazione a partire dalla sorgente. Le variabili xij possono allora
rappresentare la probabilità di iniziare l’attraversamento dell’arco (i, j). In-
fatti il vincolo nel nodo sorgente afferma che la partenza con probabilità 1 dal
nodo sorgente si spezza nelle probabilità xsj degli archi uscenti da s (possiamo
supporre che per gli archi entranti sia xis = 0). In ogni altro nodo la probabi-
lità di arrivarci è data dalla probabilità di iniziare l’attraversamento dell’arco
volte la probabilità di non avere l’incidente, sommata su tutti gli archi entran-
ti. Questa stessa probabilità va ripartita fra gli archi in uscita se il nodo non è
la destinazione, altrimenti rappresenta proprio la probabilità di raggiungere la
destinazione. Si può dimostrare, sfruttando le relazioni di complementarità,



9.5 Cammino di minimo impatto ambientale 153

che le variabili ottime strettamente positive di (9.15) corrispondono ad un
cammino.

3) Infine consideriamo sia le probabilità che i danni e quindi valutiamo il
costo atteso. A questo fine si tenga presente che, una volta avvenuto l’inci-
dente, il cammino viene interrotto e quindi non vi sono conseguenze ulteriori
nella parte rimanente di cammino. La probabilità che l’incidente avvenga nel
primo arco del cammino è p1. Con probabilità (1− p1) si prosegue sul secon-
do arco e la probabilità che l’incidente avvenga sul secondo arco è pertanto
(1 − p1) p2. In modo analogo la probabilità che l’incidente avvenga sul terzo
arco è (1− p1) (1− p2) p3. Moltiplicando le probabilità d’incidente per i dan-
ni rispettivi si ottiene il danno atteso. Indichiamo pertanto con V s il danno
atteso a partire dal nodo s (verso la destinazione t)

V s := p1 d1 + (1− p1) p2 d2 + (1− p1) (1− p2) p3 d3 + . . .

L’espressione sembra alquanto complessa, tuttavia può efficacemente essere
espressa in forma ricorsiva

V s = p1 d1 + (1− p1) (p2 d2 + (1− p2) p3 d3 + (1− p2) (1− p3) p4 d4 + . . .) =
p1 d1 + (1− p1) V i

con i il nodo successore di s lungo il cammino P . Siccome V t = 0, si vede che
il costo atteso di ogni cammino si può calcolare ricorsivamente (analogamente
a (9.2)) come

V t = 0, V i = pij dij + (1− pij) V j (i, j) ∈ P (9.16)

Questa espressione suggerisce la seguente equazione di Bellman

V̂ t = 0, V̂ i = min
j:(i,j)∈E

pij dij + (1− pij) V̂ j (9.17)

L’equazione (9.17) può essere risolta sia con l’algoritmo di Bellman-Ford sia
con la PL. Per quel che riguarda l’algoritmo di Bellman-Ford, la dimostra-
zione di convergenza dell’algoritmo richiede di essere modificata e un’analisi
del comportamento dell’algoritmo porta al risultato che possono non esistere
soluzioni, perché vi sono cicli in cui il danno atteso può essere costantemen-
te migliorato percorrendo un numero arbitrario di volte il ciclo. La differenza
rispetto al caso normale di distanza minima è che il miglioramento non è illimi-
tato ma tende ad un valore finito. Come si deve interpretare questo risultato?
Se per raggiungere la destinazione bisogna passare attraverso una zona ad
altissimo rischio, ad esempio un campo minato, è più conveniente rimanere al
di qua della zona e ciclare per l’eternità su un ciclo a basso rischio!

Per un’analisi dettagliata del fenomeno si rinvia a [201]. Ci limitiamo ad
affermare che per avere un tale comportamento anomalo i valori di probabi-
lità devono essere abbastanza elevati, certamente molto di più di quanto sia
ammesso per il problema in esame.
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Anche (9.17) può essere modellata con la PL

max V s

V i − (1− pij) V j ≤ pij dij (i, j) ∈ E

V t = 0

(9.18)

il cui duale è

min
∑
ij

pij dij xij

∑
j∈δ+(k)

xkj −
∑

i∈δ−(k)

(1− pik) xik =

{ 1 se k = s
0 se k �= s, k �= t
−y se k = t

xij ≥ 0

(9.19)

Le variabili y e xij rappresentano le stesse probabilità di (9.15). In questo
caso l’obiettivo è diverso ed è appunto l’espressione del danno atteso.

Affrontiamo ora il problema di generare i cammini ottimi di Pareto nei tre
casi per i due obiettivi di minima distanza e minimo impatto ambientale. Per
quel che riguarda la distanza siano cij le lunghezze degli archi.

Il modo più semplice di affrontare l’obiettivo 1) consiste nel risolvere (ad
esempio con l’algoritmo di Dijkstra) il problema di cammino minimo, calcolare
K := maxe∈P de (dove P è il cammino ottimo) e rimuovere dal grafo tutti gli
archi di danno de ≥ K, risolvere nuovamente il cammino minimo sul nuovo
grafo e procedere finché la sorgente non è più connessa alla destinazione. In
questo modo si generano tutti gli ottimi di Pareto.

Per quel che riguarda gli obiettivi 2) e 3), possiamo affrontare il pro-
blema sia direttamente con la PD oppure con la PL. Per un approccio ba-
sato sulla PD notiamo che nell’algoritmo di Bellman-Ford i valori ottimi
non definitivi vengono aggiornati secondo l’espressione (formulazione all’in-
dietro) V i := min

{
V i ; cij + V j

}
. In altre parole il precedente valore viene

confrontato con il nuovo e dei due si tiene il migliore.
La stessa idea può essere adottata pensando che, anziché due singoli valori

ottimi (o presunti tali) si confrontano due insiemi di Pareto ottimi, l’uno
associato al nodo i e che rappresenta gli ottimi provvisori di Pareto dal nodo i a
t e l’altro che rappresenta un insieme di soluzioni alternative costruite a partire
da ogni ottimo (provvisorio) di Pareto nel nodo j aggiungendo l’arco (i, j). Il
confronto fra i due insiemi di soluzioni consiste nell’eliminazione delle soluzioni
dominate dall’insieme unione. Va tenuto presente che nei due insiemi che si
confrontano ci sono soluzioni in comune. Per eliminare una delle due si può o
memorizzare anche la descrizione del cammino e confrontare se le due soluzioni
danno effettivamente luogo allo stesso cammino, oppure considerare dominata
una soluzione che abbia gli stessi valori di funzione obiettivo di un’altra e
quindi la soluzione ripetuta viene automaticamente eliminata. Questo tipo di
definizione genera delle inconsistenze sia se le due soluzioni sono effettivamente
la stessa soluzione ripetuta oppure due soluzioni diverse ma con uguali valori
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di funzione obiettivo. Infatti si giungerebbe alla conclusione che tali soluzioni
sono entrambe dominate (ciascuna dalla sua ‘gemella’). Però algoritmicamente
funziona perché rende dominate solo le soluzioni generate successivamente.
Si potrebbe obiettare che cos̀ı si perdono soluzioni alternative con medesimi
valori di funzione obiettivo. Tuttavia questo atteggiamento è coerente con
quanto si opera con un singolo obiettivo in cui fra diverse soluzioni con lo
stesso valore di obiettivo se ne produce solo una.

Un altro aspetto differente dal caso normale riguarda la ricostruzione dei
cammini alla fine dell’algoritmo. Come nel problema dei K cammini migliori,
non bastano dei semplici puntatori a dei nodi bisogna anche indicare a quale
dei cammini dell’insieme del nodo si punta. Quindi l’informazione nel nodo i
consiste in una tabella in cui nella riga k viene memorizzata l’informazione
relativa all’k-mo cammino ottimo di Pareto del nodo i, e cioè: V i

1 (k) e V i
2 (k)

valori dei due obiettivi, pi(k) puntatore al nodo successivo ad i, ri(k) riga nella
tabella di pi(k) dell’ottimo k. Si noti ancora che è conveniente mantenere
ordinata la tabella per valori crescenti di V i

1 (k). Automaticamente i valori
V i

2 (k) risultano ordinati per valori decrescenti. Infatti se fosse

V i
1 (k) < V i

1 (k + 1), V i
2 (k) ≤ V i

2 (k + 1)

la soluzione (k + 1) sarebbe dominata. Il confronto fra due tabelle (la prima
del nodo i, la seconda ‘proveniente’ dal nodo j) si opera semplicemente con
scansione lineare fondendo in modo ordinato gli elementi delle prime colonne
e scartando l’elemento quando il valore nella seconda colonna risulta in ordine
‘errato’. L’algoritmo viene inizializzato con valori vuoti tranne il nodo t in cui
si hanno gli unici valori (inalterati durante tutta l’iterazione a meno di cicli
negativi): V t

1 (1) = 0, V t
2 (1) = 0, pt(1) = t, rt(1) = 1.

La differenza rispetto al problema dei K cammini minimi consiste anche
nel fatto che la lunghezza delle tabelle non è nota a priori in quanto non si sa
quanti possano essere gli ottimi di Pareto.

Usando invece il modello di PL si trasforma uno dei due obiettivi in vin-
colo e si varia K. Per l’obiettivo 2) il modello di PL basato sul calcolo della
probabilità come somma dei logaritmi delle probabilità è

min
∑

(ij)∈E

cij xij

∑
j∈δ+(i)

xij −
∑

j∈δ−(i)

xji =

{ 1 se i = s
−1 se i = t

0 altrimenti
i ∈ N

∑
(ij)∈E

− log(1− pij)xij ≤ K

xij ∈ {0, 1}

(9.20)

Si noti che in (9.20) a differenza che in (9.10) l’interezza della soluzione va
imposta. Il problema (9.20) è NP-difficile.
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Per quel che riguarda l’obiettivo 3) oppure l’obiettivo 2) modellato come
(9.15), il diverso significato delle variabili x in (9.15) e (9.19) porta ad un mo-
dello di PL che, pur non rappresentando più esattamente dei cammini, può
tuttavia risultare utile in base alla seguente considerazione. Se il trasporto di
materiale deve essere ripetuto più volte, forse è più interessante trovare un
insieme di cammini alternativi da usare a turno secondo regole opportune an-
ziché percorrere sempre il medesimo cammino. L’opinione pubblica potrebbe
ritenere meno rischioso operare in questo modo.

Nei modelli (9.15) e (9.19) le variabili xij rappresentano probabilità. Quin-
di, se cij è la lunghezza dell’arco (ij), la quantità

∑
(ij)∈E cij xij è la lunghezza

attesa del cammino. Possiamo prendere in considerazione lunghezze attese in-
vece di vere lunghezze? Da un lato ci aspettiamo, ottimisticamente, di finire
ogni viaggio senza incidenti e quindi siamo inclini a considerare lunghezze
vere. Ma dall’altro lato valutiamo il rischio proprio prendendo in esame la
possibilità di non terminare il viaggio e quindi sembra coerente considerare
anche lunghezze attese. Bisogna comunque valutare che in presenza di una
situazione ad alto rischio, minimizzare il cammino atteso potrebbe portare
al paradossale risultato di ‘cercare’ l’incidente in modo da avere un viaggio
interrotto e quindi breve. Bisogna quindi analizzare la soluzione finale con
cautela.

Allora, dato un cammino P , il suo danno atteso d(P ) è calcolato da (9.16)
e la sua lunghezza attesa è calcolata in modo analogo come

c(P ) := c1 + (1− p1) c2 + (1− p1) (1− p2) c3 + . . . = c1 + (1− p1) c(P\e1)

per cui possiamo scrivere una equazione ricorsiva di PD anche per il calcolo
del minimo cammino atteso:

V t = 0, V i = min
(ij)∈E

cij + (1− pij) V j (9.21)

Gli ottimi di Pareto rispetto ai due obiettivi di danno atteso minimo e cammi-
no atteso minimo si possono trovare con il metodo delineato precedentemente
e cioè con l’algoritmo di Bellman-Ford adattato agli ottimi di Pareto e che
faccia uso della ricorsione (9.17) per l’obiettivo danno atteso e (9.21) per
l’obiettivo cammino atteso. Sia Γ l’inviluppo convesso in IR2 degli ottimi di
Pareto.

Usando invece la PL, siccome gli ottimi di Pareto si trovano anche cal-
colando min {d(P ) : c(P ) ≤ C} variando C, saremmo tentati di aggiungere a
(9.19) il vincolo

∑
(ij)∈E cij xij ≤ C per generare l’insieme degli ottimi di Pa-

reto. Deve essere tuttavia chiaro che esplorare l’insieme di Pareto in questo
modo è differente da minimizzare d(P ) con il vincolo c(P ) ≤ C. Il modello di
PL
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min
∑
ij

pij dij xij

∑
j∈δ+(k)

xkj −
∑

i∈δ−(k)

(1− pik) xik =

{ 1 se k = s
0 se k �= s, k �= t
−y se k = t∑

ij

cij xij ≤ C

xij ≥ 0

(9.22)

calcola solo gli ottimi di Pareto sulla frontiera di Γ e le loro combinazio-
ni convesse. Tuttavia, possiamo sfruttare questo ‘svantaggio’ e assegnare il
seguente significato decisionale alle soluzioni ottenute da (9.22) come com-
binazioni convesse di cammini (che non sono necessariamente disgiunti negli
archi): i cammini sono decisi casualmente selezionando ad ogni nodo i l’arco
uscente con probabilità proporzionale a xij .

Soluzioni di questo tipo, cosiddette ‘miste’, possono dominare ottimi di
Pareto ‘puri’. Si consideri il semplice esempio con i quattro nodi (s, 1, 2, t) ed
archi (s, 1), (1, t), (s, 2), (2, t), (s, t). Ci sono tre cammini da s a t, P 1 = s→
1 → t, P 2 = s→ 2 → t e P 3 = s→ t. I dati sono

c d p

(s, 1) 20 10 0.1

(1, t) 20 10 0.1

(s, 2) 10 20 0.1

(2, t) 10 20 0.1

(s, t) 30 30 0.1

da cui calcoliamo direttamente c(P 1) = 38, d(P 1) = 1.9, c(P 2) = 19, d(P 2) =
3.8, c(P 3) = 30, d(P 3) = 3. Tutti e tre i cammini sono ottimi di Pareto e
(c(P 3), d(P 3)) è all’interno di Γ. Se risolviamo (9.22) ponendo C := 28.5 si
trova la soluzione

xs1 = 0.5, x1t = 0.45, xs2 = 0.5, x2t = 0.45, xst = 0, y = 0.81

con danno atteso 2.85 e lunghezza attesa ovviamente 28.5. Questa soluzione
domina P 3. Sebbene non corrisponda ad un cammino può essere implementata
alternando fra P 1 e P 2 ad ogni viaggio. Alla stessa conclusione si perverrebbe
se si considerasse la lunghezza vera anziché la lunghezza attesa. Si lasciano i
calcoli relativi come utile esercizio.

La possibilità di avere esplicito il valore y permette di controllare anche la
probabilità di raggiungere la destinazione, e quindi tener conto anche dell’o-
biettivo 2). Ad esempio potremmo aggiungere a (9.22) il vincolo y ≥ q. Se si
opera in questo modo per il precedente esempio ponendo y ≥ 0.85 si ottiene
(valori arrotondati)

xs1 = 0.24, x1t = 0.22, xs2 = 0.31, x2t = 0.28, xst = 0.45, y = 0.85 (9.23)
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Figura 9.2.

(a) Costi d’impatto ambientale (b) Probabilità d’incidente

Figura 9.3.

con danno atteso 2.98 e distanza attesa 28.5. In questo caso i cammini P1, P2

e P3 sono selezionati con probabilità 0.24, 0.31, 0.45 rispettivamente.
Applichiamo la precedente analisi all’istanza in Fig. 9.2 (generata a caso)

con sorgente e destinazione evidenziati con il quadrato (sorgente a sinistra).
Le distanze sono proporzionali alle lunghezze degli archi. Le probabilità d’in-
cidente e i costi d’impatto ambientale nei vari archi non vengono qui riportati
numericamente, ma vengono sommariamente indicati nelle Fig. 9.3(a) (costi)
e 9.3(b) (probabilità) dove la grossezza dell’arco è proporzionale al valore.

Il calcolo dei Pareto ottimi per ognuno dei tre modelli d’impatto ambien-
tale porta ai tre diagrammi in Fig. 9.4(a,c,e). L’unico cammino comune ai
tre modelli è quello di minima distanza. Quindi sono stati selezionati nove
cammini fra i Pareto ottimi dei tre modelli. Queste soluzioni sono riportate
in Fig. 9.4(b,d,f).

Ogni soluzione risulta ottima di Pareto secondo almeno un modello, ma
anche dominata in un altro modello. Scegliamo pertanto quelle soluzioni che
sembrano più robuste, ovvero che, anche se dominate per qualche modello, lo
sono di poco. Questa analisi porta ad evidenziare le soluzioni 2, 3, 7 e 9. La
politica più conveniente consiste nello scegliere casualmente con probabilità
uniforme fra queste quattro soluzioni, oppure, in caso di ripetuti trasporti,
alternare i viaggi. In questo modo si ottiene un valore medio che è riportato
nelle Fig. 9.4(b,d,f) come un punto più piccolo degli altri. I quattro cammini
sono riportati in Fig. 9.5(a–d).
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Figura 9.4. Ottimi di Pareto e soluzioni selezionate

(a) Cammino n. 2 (b) Cammino n. 3

(c) Cammino n. 7 (d) Cammino n. 9

Figura 9.5. Cammini selezionati
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9.6 Altri esempi di programmazione dinamica

In generale la PD si dimostra un potente modello algoritmico quando la solu-
zione ottima di un insieme di dati si può esprimere in modo compatto sfrut-
tando la soluzione ottima di un insieme più piccolo di dati, ovvero quando si
riesce a scrivere l’equazione di Bellman, anche se non necessariamente espressa
su un grafo aciclico. La maggior parte dei problemi si presta ad un’espressio-
ne ricorsiva dei valori ottimi, ma solo in pochi di questi la relazione ricorsiva
non coinvolge un numero proibitivo di calcoli. Se si riesce ad esprimere una
ricorsione compatta, allora la PD è uno strumento di grande efficacia, per cui
vale la pena, di fronte ad un nuovo problema, spendere un po’ di tempo per
capire se la PD è applicabile con successo.

Qui di seguito vengono presentati tre esempi. In capitoli successivi verran-
no descritti altri problemi risolubili tramite la PD, come il celebre problema
dello zaino in Sec. 17.1 e alcuni problemi di schedulazione in Sec. 20.3.

Confronto di stringhe

Un frequente problema di biologia molecolare è quello di allineare sequenze
diverse di genoma. Una sequenza di genoma è un frammento di DNA, rappre-
sentabile come una stringa con i simboli dell’alfabeto di 4 lettere A (adenina),
G (guanina), T (timina), C (citosina). Allineare due stringhe significa intro-
durre nelle stringhe dei simboli vuoti ‘-’ in modo tale che i due simboli in
posizione corrispondente delle due stringhe sono uguali oppure uno dei due
(ma non entrambi) è il simbolo vuoto. Naturalmente vi sono molti modi di
allineare due stringhe. Se pensiamo che l’allineamento è tanto migliore quanto
minori sono i simboli vuoti, il problema è quello di trovare l’allineamento con
il minor numero di simboli vuoti.

Per impostare il problema con la PD, definiamo V (i, j) il costo ottimo per
allineare le sottostringhe troncate all’i-mo e al j-mo simbolo rispettivamente
(inclusi). Allora l’espressione ricorsiva per questi valori si può esprimere a
partire da sottostringhe più corte di un simbolo e si ha la seguente equazione
ricorsiva:

V (i, j) := min {1 + V (i, j − 1); 1 + V (i− 1, j); cij + V (i− 1, j − 1)} (9.24)

dove cij := 0 se ti = sj e cij := +∞ altrimenti. La ricorsione è iniziallizata
come V (0, j) := j e V (i, 0) := i.

Il problema si può rappresentare anche come un grafo a griglia con archi
diagonali in corrispondenza di simboli uguali. Ogni cammino dal nodo in alto
a sinistra a quello in basso a destra si può ‘leggere’ come un allineamento fra
le due stringhe: percorrere un arco diagonale significa allineare due simboli
uguali, mentre percorrere un arco verticale o orizzontale significa inserire un
simbolo vuoto in una delle due stringhe. Quindi si deve trovare il cammino che
collega i due vertici opposti del grafo con il minimo numero di archi verticali
e orizzontali.
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Figura 9.6.

Allora si può modellare il problema dell’allineamento come un problema
di cammino minimo su un grafo aciclico dove gli archi diagonali hanno costo 0
e gli archi orizzontali e verticali hanno costo 1. L’equazione ricorsiva (9.24) è
esattamente l’equazione di Bellman per questo problema di cammino minimo.

Ad esempio siano date le due stringhe t =TGTACGGAATCGGA e
s =TCTCCGACCATCGGA. Il cammino indicato in Fig. 9.6 corrisponde
all’allineamento

T - G T A C - G G A - - A T C G G A
T C - T - C C - G A C C A T C G G A

La complessità di questo algoritmo è data dal prodotto delle lunghezze
delle due stringhe, ed è quindi molto veloce. La sua idea di base è estensibile
anche al problema di allineare un numero maggiore di stringhe, previa defi-
nizione precisa del costo di inserimento dei simboli vuoti. È però chiaro che
il tempo di calcolo cresce esponenzialmente con il numero di stringhe e quin-
di il metodo non sarebbe più praticabile già con quattro stringhe se queste
contenessero mille simboli.

Un modo per ovviare a tale aumento di calcoli può consistere in una dra-
stica riduzione del grafo a griglia, prendendo in esame solo archi ‘vicini”’ alla
diagonale, cioè valutando in (9.24) solo indici per cui |i− j| ≤ K, con K pre-
fissato Tuttavia anche cos̀ı, la complessità per n stringhe diventa O(Kn), cer-
tamente problematica per elevati valori di n (K non può essere scelto troppo
piccolo altrimenti si hanno poche garanzie di ottenere una ‘buona’ soluzione).
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Prodotto di matrici

Il prodotto di una matrice m1 ×m2 con una matrice m2 ×m3 (il numero
di colonne della prima deve essere uguale al numero di righe della seconda,
affinché si possa eseguire il prodotto) richiede il calcolo di m1 ·m3 prodotti sca-
lari di vettori di dimensione m2. Ognuno di questi prodotti richiede il calcolo
di m2 prodotti e m2 − 1 somme. Possiamo quindi assumere (con una leggera
approssimazione) che il prodotto delle due matrici abbia costo proporzionale
a m1 ·m2 ·m3.

Se si devono moltiplicare fra loro tre matrici A1, A2 e A3 di dimensione
m1×m2, m2×m3 e m3×m4 rispettivamente, possiamo eseguire il calcolo nei
due seguenti modi alternativi, dato che la legge associativa vale per il prodotto
matriciale:

(A1 ·A2) ·A3, A1 · (A2 ·A3)

Nel primo modo si eseguono m1 ·m2 ·m3 operazioni per il prodotto A1 · A2

e poi, siccome la matrice risultante (A1 · A2) ha m1 righe e m3 colonne, si
eseguono m1 ·m3 ·m4 operazioni. Nel secondo modo il numero di operazioni
è m2 ·m3 ·m4 + m1 ·m2 ·m4. I due numeri (m1 ·m2 ·m3 + m1 ·m3 ·m4) e
(m2 ·m3 ·m4 + m1 ·m2 ·m4) sono in generale diversi. Naturalmente siamo
interessati ad eseguire i calcoli in modo da minimizzare il numero di operazioni.
Se le matrici sono tre è facile scegliere il più piccolo dei due numeri. Se le
matrici sono in generale n, il problema diventa più complesso.

Le matrici siano A1, A2, . . . An. La matrice Ai ha mi righe e mi+1 colonne.
Definiamo allora come V (i, j) il costo ottimo del prodotto del blocco di matrici
dalla i-ma (compresa) alla j-ma (esclusa). Si noti che il prodotto del blocco
(i, j)

(Ai ·Ai+1 · · ·Aj−2 ·Aj−1)

è una matrice con mi righe e mj colonne e che si ottiene come prodotto dei
due blocchi

(Ai ·Ai+1 · · ·Ak−2 ·Ak−1) · (Ak ·Ak+1 · · ·Aj−2 ·Aj−1)

per un opportuno valore di k, cioè quello che rende minima l’espressione

V (i, k) + V (k, j) + mi ·mk ·mj

Allora l’equazione ricorsiva è

V (i, j) = min
i<k<j

V (i, k) + V (k, j) + mi ·mk ·mj

con valori iniziali V (i, i + 1) = 0. Si noti che in questo caso il problema non si
può modellare come un cammino minimo su un grafo. La ricorsione si esegue
per blocchi crescenti, ovvero:

V (i, i + h) = min
i<k<i+h

V (i, k) + V (k, i + h) + mi ·mk ·mi+h
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per i := 1, . . . , n + 1− h e h := 2, . . . , n. Il valore ottimo finale è V (1, n + 1).
Inoltre bisogna memorizzare, per ogni blocco (i, j) il valore k(i, j) che dà il
modo migliore di spezzarlo nei due blocchi (i, k(i, j)) e (k(i, j), j), per poter
poi ricostruire l’ordine di esecuzione dei prodotti. Ad esempio siano date le
matrici Ai, i := 1, . . . , 9, con i seguenti dati:

m = ( 3 5 6 2 4 3 8 4 5 9 )

La ricorsione produce i seguenti valori V (i, j)

i \ j 3 4 5 6 7 8 9 10

1 90 90 114 132 204 250 296 410
2 0 60 100 114 212 236 286 416
3 0 0 48 60 168 184 236 374
4 0 0 0 24 72 136 176 266
5 0 0 0 0 96 144 216 396
6 0 0 0 0 0 96 156 291
7 0 0 0 0 0 0 160 468
8 0 0 0 0 0 0 0 180

e i valori k(i, j)
i \ j 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 2 4 4 6 4 4 4
2 0 3 4 4 4 4 4 4
3 0 0 4 4 4 4 4 4
4 0 0 0 5 6 7 8 9
5 0 0 0 0 6 6 6 9
6 0 0 0 0 0 7 8 9
7 0 0 0 0 0 0 8 8
8 0 0 0 0 0 0 0 9

dai quali si deduce il seguente modo ottimo di eseguire i prodotti:

((A1 · (A2 ·A3)) · (((((A4 ·A5) ·A6) ·A7) ·A8) ·A9))

che comporta un costo di 410. Il prodotto delle matrici seguendo l’ordine
diretto, cioè

(((((((A1 ·A2) ·A3) ·A4) ·A5) ·A6) ·A7) ·A8) ·A9

ha un costo di 549, mentre seguendo l’ordine inverso si ha un costo di 1377.

Esercizio 9.4.

In quanti modi alternativi si possono moltiplicare n matrici? Trovare un me-
todo ricorsivo per calcolare questo numero. Esiste anche una formula chiusa
che fornisce questo numero (ma non si chiede di dimostrarla), ed è

1
n

(
2 n− 2
n− 1

)
La formula può essere usata per verificare il risultato della ricorsione. Questi
numeri sono noti come numeri di Catalan.
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Problema dei K insiemi minimi

Siano assegnati n numeri non negativi a1, a2, . . . , an. Il valore di un
sottoinsieme J ⊂ [n] è definito come

v(J) :=
∑
j∈J

aj

Vogliamo calcolare i primi K sottoinsiemi di valore minimo (incluso quello
vuoto che ha valore nullo per definizione). I sottoinsiemi sono distinti ma non
necessariamente disgiunti.

Si tratta di un problema di Ottimizazione combinatoria classificato come
NP-difficile. Possiamo ridurlo al problema già visto del calcolo dei K cammini
migliori. Basta definire un grafo con nodi s = 0, 1, 2, . . . , n − 1, n = t e due
archi paralleli e1

i = (i − 1, i), e0
i = (i − 1, i), per ogni nodo i > 0, di costo

rispettivamente ai e 0. Ogni cammino s → t corrisponde ad un sottoinsieme
di [n]: l’elemento i appartiene al sottoinsieme se e solo se il cammino percorre
l’arco e1

i .
Essendo il grafo aciclico, la procedura prima delineata si semplifica. Se si

indica con V (i) la tabella dei K cammini migliori fino al nodo i (cioè i K
insiemi minimi per l’insieme [i]), vale la relazione ricorsiva

V (i + 1) = min {V (i) ; V (i) + ai+1}

dove V (i) + ai+1 indica che si è sommato ai+1 ad ogni elemento della lista
V (i) e l’operazione di ‘min’ è in realtà un’operazione di fusione delle due liste
indicate estraendo dalle liste i migliori K valori (con ripetizioni dei valori
eventualmente). L’algoritmo ha complessità O(K n).

È opportuno rilevare come la complessità indicata non sia polinomiale, in
quanto il numero K fa parte della descrizione del problema e viene codificato
con log K simboli e pertanto K è esponenziale rispetto a log K.

9.7 Appendice

Proprietà generali della Programmazione dinamica

Sia G = (N, E) un grafo orientato (n = |N | e m = |E|) e s un nodo prefissato di
G. Consideriamo solo cammini orientati che partono da s. Adotteremo la seguente
notazione: se P è un cammino generico (con origine in s come ora assumeremo) e j
è un nodo di P , indichiamo con Pj la restrizione di P da s a j. Per evidenziare il
fatto che un cammino termina nel nodo i possiamo anche notarlo come Pi.

La lunghezza di un cammino P viene definita nella maggior parte dei modelli
a partire da lunghezze (equivalentemente dette anche costi o distanze) di archi ce,
e ∈ E, come V (P ) =

∑
e∈P

ce. Possiamo pensare di ridefinire la lunghezza di un
cammino in modo ricorsivo come
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V (Ps) = 0, V (Pj) = V (Pi) + cij , (ij) ∈ P

Si noti che la lunghezza V (Pj) dipende, oltre che da cij , dalla lunghezza V (Pi) e
non già dal cammino stesso Pi. L’obiettivo consiste nel trovare per ogni nodo j un
cammino P̂j che minimizza V (Pj) (o massimizza, a seconda del problema) fra tutti
i cammini Pi che terminano in i. Fondamentale a questo riguardo è il cosiddetto
principio di ottimalità di immediata dimostrazione.

Definizione 9.5. (Principio di Ottimalità) Se un cammino P̂ è ottimo allora, per
ogni nodo k su P̂ , P̂k è ottimo fra tutti i cammini che terminano in k.

Dimostrazione: Se P̂k non è ottimo, esiste un cammino P̃k con V (P̃k) < V (P̂k).
Il cammino ottenuto componendo P̃k con la restrizione di P̂ da k a t è un cammino
da s a t di lunghezza minore di P̂ , contraddicendo l’ipotesi.

Il principio di ottimalità porta alla definizione dell’equazione ricorsiva, nota come
equazione di Bellman, nelle variabili V1, . . . , Vn, (per problemi di minimo):

Vs = 0, Vj = min
(ij)∈E

Vi + cij j ∈ N, j �= s

In base al principio di ottimalità i valori ottimi sono soluzioni dell’equazione di
Bellman. Tuttavia vi possono essere soluzioni che non corrispondono a valori ottimi.
Ad esempio cs1 = 3, cs2 = 2, cs3 = 2, c12 = 0, c23 = 0, c31 = 0, c24 = 1, c34 = 1. Ci
sono infinite soluzioni dell’equazione di Bellman, ovvero: Vs = 0, V1 = V2 = V3 = α,
V4 = 1+α, per ogni α ≤ 2. Solo i valori con α = 2 corrispondono a valori di cammini
ottimi. Queste soluzioni spurie sono dovute al ciclo 1 → 2 → 3 → 1 di lunghezza
nulla.

Teorema 9.6. Se tutti i cicli sono strettamente positivi, le soluzioni dell’equazione
di Bellman sono i valori dei cammini ottimi.

Dimostrazione: Sia data una soluzione Ṽ dell’equazione di Bellman. Sia k(j) il
nodo per il quale si ha il minimo nell’espressione

Ṽj = min
i:(ij)∈E

Ṽi + cij = Ṽk(j) + ck(j)j (9.25)

Se il minimo non è unico si scelga arbitrariamente il nodo fra quelli che rendono
minima l’espressione. Si definisca l’insieme di archi

Ẽ := {(k(j), j) : j ∈ N \ s}
Affermiamo che Ẽ non ha circuiti (prescindendo dall’orientazione). Infatti un circuito
in cui gli archi non sono tutti orientati nella medesima direzione ha necessariamente
un nodo con due archi entranti. Però Ẽ ha, per costruzione, un solo arco entrante
su ogni nodo diverso da s e nessuno in s. Quindi se esiste un circuito, questo deve
essere un ciclo orientato. Se esistesse un tale ciclo C si avrebbe in base a (9.25)

Ṽh = Ṽh +
∑
e∈C

ce

per un nodo generico h del ciclo, da cui si avrebbe un ciclo nullo, caso escluso
per ipotesi. Quindi, se consideriamo la successione di nodi j, k(j), k(k(j)), . . . la
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successione termina nella sorgente a partire da qualsiasi nodo j e allora l’insieme
Ẽ è connesso. Avendo (n − 1) archi è necessariamente un albero. Quindi per ogni
nodo j il cammino da s a j in Ẽ è unico e i valori Ṽj sono le lunghezze di questi
cammini. Dimostriamo ora che questi cammini sono ottimi. Sia P un cammino
generico. Dimostreremo per induzione che Ṽj ≤ V (Pj) per ogni nodo j del cammino
P . La diseguaglianza è vera per il nodo sorgente, infatti Ṽs = V (Ps) = 0. Siano i e
j due nodi consecutivi di P e supponiamo vera la diseguaglianza Ṽi ≤ V (Pi). Allora
abbiamo

Ṽj ≤ Ṽi + cij ≤ V (Pi) + cij = V (Pj)

dove la prima diseguaglianza deriva dall’equazione di Bellman e la seconda dall’ipo-
tesi induttiva. Quindi da Ṽj ≤ V (Pj) per ogni cammino P che contiene j e per ogni
nodo j si deduce l’ottimalità di Ṽj .

Se invece esistono cicli negativi l’equazione di Bellman non ammette soluzioni,
come si vede immediatamente da

Vj = min
i:(ij)∈E

Vi + cij =⇒ Vj ≤ Vi + cij (ij) ∈ E

e sommando le diseguaglianze lungo un ciclo negativo C si ottiene 0 ≤ ∑
e∈C

ce (i
valori Vj si annullano a due a due) che contraddice l’ipotesi di negatività del ciclo.

Quindi riassumendo: se tutti i cicli sono positivi c’è un’esatta equivalenza fra so-
luzioni dell’equazione di Bellman e valori ottimi. Se esiste almeno un ciclo negativo
non vi sono cammini ottimi perché il problema è illimitato e non vi sono soluzioni
dell’equazione di Bellman. Nel caso limite in cui non ci sono cicli negativi ma non
tutti i cicli sono positivi non vi è equivalenza fra le soluzioni dell’equazione di Bell-
man e i valori ottimi. Per eliminare le soluzioni spurie si può far uso dei seguenti
risultati.

Lemma 9.7. Sia P̂ un cammino minimo con valori V̂i := V (P̂i) e sia Ṽ una
soluzione dell’equazione di Bellman. Allora Ṽi ≤ V̂i per ogni i ∈ P̂ .

Dimostrazione: Dimostrazione per induzione. Si ha Ṽs ≤ V̂s (infatti Ṽs = V̂s = 0).
Siano i e j due nodi adiacenti in P̂ e si supponga Ṽi ≤ V̂i. Allora

Ṽj = min
k:(kj)∈E

Ṽk + ckj ≤ Ṽi + cij ≤ V̂i + cij = V̂j

Equazione di Bellman e Programmazione lineare

L’equazione di Bellman può essere risolta tramite il seguente problema di PL

max
∑

i

Vi

Vj ≤ Vi + cij (i, j) ∈ E

Vs = 0

(9.26)

Teorema 9.8. Le soluzioni ottime di (9.26) soddisfano l’equazione di Bellman e
corrispondono ai valori minimi.
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Dimostrazione: Sia Vi una soluzione ammissibile in (9.26). Se esiste un nodo j
tale che Vj < Vi + cij per ogni i : (ij) ∈ E, allora deve esistere un’altra soluzione

ammissibile V ′, con V ′
i := Vi se i �= j e V ′

j := mini:(ij)∈E Vi + cij > Vj . Certamente
V ′ è ammissibile, poiché V ′

k = Vk ≤ Vj + cjk ≤ V ′
j + cjk. Quindi V non può essere

ottimo e necessariamente V̂j = mini:(ij)∈E V̂i + cij per ogni soluzione ottima. Inoltre
ogni soluzione dell’equazione di Bellman è ammissibile in (9.26). Dal Lemma 9.7
discende la tesi.

Il cammino minimo da s a t può anche essere calcolato da

max Vt

Vj ≤ Vi + cij (i, j) ∈ E

Vs = 0

(9.27)

Dimostrazione: Per ogni cammino P : s → t, i vincoli in (9.27), sommati lungo il
cammino P , portano a Vt ≤ V (P ). Quindi max Vt ≤ minP V (P ). Si noti ora che le
soluzioni dell’equazione di Bellman soddisfano i vincoli in (9.27) per cui max Vt =
minP V (P ).

I valori Vj ottimi in (9.27) soddisfano l’equazione di Bellman sul cammino mi-
nimo, ma non necessariamente sui nodi non appartenenti ad un cammino minimo.
Ad esempio se cs1 = 1, cs2 = 2, c1t = 1, c2t = 2, si ha Vs = 0, V1 = 1, Vt = 2
(cammino minimo), ma V2 può assumere qualsiasi valore 0 ≤ V2 ≤ 2 senza violare i
vincoli in (9.27). In particolare i valori V2 = 0 e V2 = 2 corrispondono a due vertici
del poliedro di (9.27). Si noti che usando l’obiettivo (9.26) solo V2 = 2 è ottimo.

Il modello che abbiamo finora presentato considera cammini uscenti da un nodo
prefissato s. Possiamo però anche pensare ad un modello che consideri cammini en-
tranti in un nodo prefissato t. Anche in questo caso possiamo adottare una notazione
analoga alla precedente per cui, se P è un cammino generico (con destinazione in
t questa volta) e j è un nodo di P indichiamo con P j la restrizione da j a t di P .
La lunghezza di un cammino P può essere ricorsivamente definita (a partire da t e
operando a ritroso) come

V (P t) = 0, V (P i) = V (P j) + cij , (ij) ∈ P (9.28)

Si noti che, dato un cammino P da s a t, la somma V (Pi) + V (P i) è invariante
per ogni i ed è la lunghezza del cammino. L’equazione di Bellman, nelle variabili
V 1, . . . , V n (valori di cammini da i a t) diventa ovviamente (per problemi di minimo)

V t = 0, V i = min
j:(ij)∈E

V j + cij i ∈ N, i �= t

e porta al seguente problema di PL

max
∑

i

V i

V i ≤ V j + cij (i, j) ∈ E

V t = 0

(9.29)

oppure
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max V s

V i ≤ V j + cij (i, j) ∈ E

V t = 0

(9.30)

Algoritmi di Programmazione dinamica

La dimostrazione di correttezza degli algoritmi di PD per grafi aciclici e del-
l’algoritmo di Dijkstra è già stata esposta nel testo (anche se in modo informale).
Riportiamo nella Tabella 9.3 il dettaglio dei due algoritmi.

La correttezza degli algoritmi di Bellman-Ford e di Floyd-Warshall viene invece
dimostrata qui sotto. Il loro dettaglio si trova nella Tabella 9.4.

Teorema 9.9. L’algoritmo di Bellman-Ford trova i cammini ottimi oppure stabilisce
che non ci sono camini ottimi con complessità O(n m).

Dimostrazione: Sia V k
j il valore di Vj dopo l’iterazione k-ma (V 0

j è il valore ini-

ziale). Se V k+1
j < V k

j , allora esiste un nodo i tale che V k+1
j = V k

i + cij . Al passo

precedente, in base all’algoritmo, valeva V k
j ≤ V k−1

i +cij (se k ≥ 1). Le tre relazioni
implicano

V k
i + cij = V k+1

j < V k
j ≤ V k−1

i + cij

da cui V k
i < V k−1

i , cioè il valore di V nel nodo i è stato aggiornato al passo pre-
cedente. Applicando ricorsivamente questo ragionamento esiste una successione di
nodi i0, i1, . . . tali che V k−h+1

ih
< V k−h

ih
. Se k > n nella successione c’è almeno un

nodo ripetuto, ad esempio r := ip−q = ip, che crea il ciclo C definito dagli archi
e1 := (ip, ip−1), e2 := (ip−1, ip−2),. . ., eq := (ip−q+1, ip−q) = (ip−q+1, ip) per il quale
si ha

V k−p+q+1
r < V k−p+q

r ≤ V k−p+1
r < V k−p

r

ed inoltre
V k−p+q+1

r = V k−p+1
r +

∑
e∈C

ce

Confrontando le due espressioni si ha
∑

e∈C
ce < 0. Quindi, se vi sono aggiornamenti

dopo l’n-ma iterazione, esiste un ciclo negativo e quindi non esistono cammini ottimi.
Questa affermazione significa anche che se non vi sono cicli negativi, non vi possono
essere aggiornamenti dopo l’n-ma iterazione e non sono necessarie più di n iterazioni,
da cui la complessità O(m n). Se l’algoritmo termina entro n iterazioni i suoi valori
soddisfano l’equazione di Bellman. Questo non basta a dire che si tratta dei valori
ottimi perché ci potrebbero essere dei cicli nulli. Usando un argomento induttivo
supponiamo che ad un’iterazione generica i valori V k

j soddisfano le diseguaglianze

V k
j ≥ V̂j con V̂j valori ottimi. Allora abbiamo

V k+1
j = min

{
V k

j ; V k
i + cij

}
≥ min

{
V̂j ; V̂i + cij

}
= V̂j

dove abbiamo sfruttato il fatto che i valori ottimi soddisfano l’equazione di Bellman.
Quindi l’ipotesi induttiva è vera anche all’iterazione successiva e siccome è vera al
passo iniziale è vera sempre. La tesi segue dal Lemma 9.7. I valori p(i) sono puntatori
all’indietro necessari per ricostruire il cammino ottimo partendo da t, ponendo h := t
e iterando h := p(h) fino a h = p(h).
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Algoritmo di Programmazione dinamica aciclica

input(G, c);

Vs := 0; for all i �= s do Vi := ∞; p(s) := s;

Q := {s}; nj := |δ−(j)|, j ∈ N ;

while Q �= ∅ do

begin

let i ∈ Q; Q := Q \ {i};
for all j ∈ δ+(i) do

begin

nj := nj − 1;

if nj = 0 then Q := Q ∪ {j};
if Vj > Vi + cij

then begin

Vj := Vi + cij ;

p(j) := i;

end

end

end

output(V, p).

Algoritmo di Dijkstra

input(G, c);

Vs := 0; for all i �= s do Vi := ∞;

S := {s}; k := s; p(s) = s;

repeat

for (kj) ∈ E, j /∈ S do

if Vj > Vk + ckj

then begin

Vj := Vk + ckj ;

p(j) = k

end

k := argminj /∈S Vj ;

S := S ∪ {k};
until (S = N) ∨ (Vk = ∞)

output(V ,p)

Tabella 9.3.
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Algoritmo di Bellman-Ford

input(G, c)

Vs := 0; for all i �= s do Vi := ∞; p(s) := s;

for k := 1 to n do

for (ij) ∈ E do

if Vj > Vi + cij

then begin

Vj := Vi + cij ;

p(j) := i;

end

output(V, p).

Algoritmo di Floyd-Warshall

input(c);

Vij := cij , (i, j) ∈ E; Vij := +∞, (i, j) /∈ E;

for k := 1 to n do

for i := 1 to n do

for j := 1 to n do

Vij := min {Vij ; Vik + Vkj};
output(V ).

Tabella 9.4.

Teorema 9.10. L’algoritmo di Floyd-Warshall trova i cammini ottimi fra tutte
le coppie di nodi oppure trova un ciclo di lunghezza negativa (e quindi un’istanza
illimitata) in tempo O(n3).

Dimostrazione: La complessità computazionale è ovvia. Per ciò che riguarda la
correttezza dell’algoritmo conviene usare l’induzione sui valori k del ciclo più esterno
dell’algoritmo. L’ipotesi dell’induzione è che al passo k , Vij rappresenta il valore
ottimo fra tutti i cammini i → j con il vincolo di usare come nodi intermedi solo i
nodi in [k] e Vii) rappresenta il valore ottimo fra tutti i cicli passanti per il nodo i e
con il vincolo di usare come altri nodi solo i nodi in [k]. Si indichi con V k

ij il valore
Vij al passo k-esimo.

L’ipotesi è ovviamente vera per k = 0. Quindi supponiamo sia vera per k − 1.
Aggiungendo il nodo k ai nodi ammissibili si permette a tutti i cammini i → j (ed a
tutti i cicli per i) di passare per k. Il cammino ottimo i → j vincolato a passare per
k (e in modo simile il ciclo ottimo per i e k) consiste di due sottocammini i → k e
k → j (k → i per i cicli). Per il principio di ottimalità questi sottocammini devono
essere ottimi fra i sottocammini che usano solo i nodi in [k− 1] e i loro valori ottimi
sono V k−1

ik e V k−1
kj (V k−1

ki per i cicli). Quindi il valore ottimo V k
ij viene calcolato

confrontando la loro somma con V k−1
ij (in modo simile si calcola il ciclo ottimo).
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Dimostrazione che i vertici di (9.27) corrispondono a cammini

Come già detto, un vertice è una soluzione che non è ottenibile come combinazione
convessa di altre due soluzioni ammissibili. Si ricorda che una combinazione convessa
di due vettori x1 e x2 è un vettore esprimibile come α x1 +(1−α) x2 per un qualsiasi
0 ≤ α ≤ 1. In generale una combinazione convessa di k vettori x1, . . . , xk è un vettore∑k

i=1
αi xi con αi ≥ 0 e

∑k

i=1
αi = 1. Geometricamente la combinazione convessa

di due punti è il segmento congiungente i due punti e la combinazione convessa di k
punti è il più piccolo poliedro convesso che li contiene.

Sia x una qualsiasi soluzione ammissibile in (9.27). Operiamo una decomposi-
zione di x in un numero finito di cammini e circuiti. Per rendere il ragionamento
più semplice, si immagini di aggiungere un arco (t, s) al grafo con flusso xts = 1. Su
questo grafo esteso il flusso rispetta il vincolo di conservazione del flusso in tutti i
nodi.

Si consideri ora un arco qualsiasi con flusso strettamente positivo. Sia (i0, i1) tale
arco e sia ζ1 il valore del suo flusso. Siccome vi è del flusso positivo entrante in i1, al-
meno uno degli archi uscenti da i1 deve avere un valore di flusso strettamente positi-
vo. Sia (i1, i2) tale arco con flusso ζ2. Proseguendo in modo analogo si deve pervenire
ad un nodo ip = iq, q < p, generando un circuito C = {(iq, iq+1), . . . , (ip−1, iq))}.
Sia ξ1 := mini=q+1,...,p ζi. Trasformiamo la soluzione in

xe :=
{

xe − ξ1 se e ∈ C
xe altrimenti

Si noti che x ≥ 0 (per la scelta di ξ1), che
∑

j∈δ+(i)
xij −

∑
j∈δ−(i)

xji = 0, i ∈ N ,

(dato che si toglie la medesima quantià ξ1 sia in entrata che in uscita dai nodi del
circuito C) e che il numero di archi con flusso strettamente positivo è diminuito
almeno di uno (l’arco in cui il flusso vale proprio ξ1).

La procedura viene ripetuta fino ad ottenere x = 0. Siccome ad ogni iterazione
almeno un arco viene portato a flusso nullo il numero di iterazioni non può supera-
re m. Quindi si ottengono al più m circuiti ad ognuno dei quali viene associato il
flusso ξi corrispondente e la soluzione iniziale x può essere vista come ottenuta dalla
sovrapposizione dei flussi dei circuiti. Se ora togliamo l’arco aggiunto, tutti i circuiti
che vi passano diventano cammini da s a t con somma di flusso uguale a 1. Siano
Pi, i ∈ [p], i cammini e Ci, i := p + 1, . . . , q (≤ m), i circuiti e siano ξi i valori di
flusso corrispondenti. Siano inoltre e(Pi) e e(Ci) i corrispondenti vettori d’incidenza.
Quindi

x =

p∑
i=1

ξi e(Pi) +

q∑
i=p+1

ξi e(Ci)

con
∑p

i=1
ξi = 1 per i vincoli sui nodi sorgente e destinazione e ξi > 0, i ∈ [q]. Si

noti che posto ε := min {ξi : i := p + 1, . . . , q}, le due soluzioni

x+ := x + ε

q∑
i=p+1

e(Ci), x+ := x − ε

q∑
i=p+1

e(Ci)

sono ammissibili e siccome x = (x+ + x−)/2, x non può essere un vertice. Affinché
x sia un vertice non devono essere presenti circuiti nella decomposizione. Sia allora

x =

p∑
i=1

ξi e(Pi)
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L’espressione indica che x è combinazione convessa di soluzioni ammissibili (i vettori
d’incidenza sono soluzioni ammissibili). Quindi x è vertice solo se nella decomposi-
zione compare un unico cammino e in questo caso ξ1 = 1 (siccome

∑p

i=1
ξi = 1 e

p = 1) e allora x = e(P1).

Procedura per il problema della tensione ammissibile

Dobbiamo calcolare dei valori ammissibili per

Vj − Vi ≤ cij (i, j) ∈ E

oppure trovare un circuito in cui la somma dei valori cij è negativa, e quindi non
può esistere una soluzione ammissibile.

Se sono dati dei valori Vi per ogni nodo i, si definisca

σij := min{0 ; cij + Vi − Vj}, (i, j) ∈ E, σj := min
i:(i,j)∈E

σij

Se σij = 0 diciamo che l’arco è bilanciato e se σj = 0 diciamo che il nodo j è
bilanciato (un nodo è bilanciato se tutti gli archi entranti nel nodo sono bilanciati).
Se tutti i nodi sono bilanciati allora tutti gli archi sono bilanciati e i valori Vi sono
ammissibili.

La procedura assegna inizialmente Vi := 0 per ogni nodo. Se tutti i nodi sono
bilanciati, ovviamente la procedura termina. Altrimenti sia s un nodo sbilanciato.
Si definiscano distanze

dij := max {0 ; cij + Vi − Vj} (i, j) ∈ E

e si calcoli un problema di cammino minimo da s a tutti gli altri nodi. Sia vi la
distanza minima da s a i. Per l’ottimalità si ha:

vj − vi ≤ dij = max {0 ; cij + Vi − Vj}
e quindi se aggiorniamo i valori Vi come V ′

i := Vi + vi, si ha

V ′
j −V ′

i = Vj −Vi + vj − vi ≤ Vj −Vi +max {0 ; cij + Vi − Vj} = max {Vj − Vi ; cij}
Quindi se l’arco è inizialmente bilanciato per i valori V lo è anche per i valori
V ′ e se è sbilanciato la differenza Vj − Vi non è aumentata dopo l’aggiornamento.
In particolare per gli archi sbilanciati (i, s) ci chiediamo se è diminuita in modo
sufficiente da rendere bilanciato l’arco. Se vi ≥ −σis si ha

V ′
s − V ′

i = Vs − Vi − vi ≤ Vs − Vi + σis = Vs − Vi + min{0 ; cis + Vi − Vs} ≤ cis

e l’arco diventa bilanciato. Se invece vi < −σij = Vs −Vi − cis si consideri il circuito
formato dal cammino minimo P : s → i e l’arco (i, s). Sul cammino minimo si ha

Vs − Vi − cis > vi =
∑

(h,k)∈P

dhk =
∑

(h,k)∈P

max {0 ; chk + Vh − Vk} ≥

∑
(h,k)∈P

(chk + Vh − Vk) = Vs − Vi +
∑

(h,k)∈P

chk

da cui si deduce che la somma dei costi sul circuito è negativa.

Se si identifica un circuito negativo la procedura termina. Altrimenti si cerca di

bilanciare un altro nodo sbilanciato usando i valori Vi aggiornati. Complessivamente

sono richiesti al più n calcoli di cammino minimo.
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Modelli di percorsi
Cammini con capacità

Spesso il cammino minimo (o quello meno costoso) può non essere la soluzione
di un problema di trasporto quando sono presenti anche dei vincoli di capacità
sulle quantità transitabili sugli archi e il cammino minimo non è in grado di
convogliare tutto il flusso richiesto. Se, ad esempio, il trasporto riguarda la
trasmissione di dati in una rete telematica, ogni arco ha una capacità massi-
ma in termini di byte/sec; se invece si tratta di acqua in una rete idraulica,
ogni condotto può sopportare un flusso massimo in termini di m3/sec; oppure
ancora se si considera il flusso veicolare in una rete stradale, in ogni tratto di
strada possono circolare al massimo un certo numero di veicoli al secondo.

Questi problemi si risolvono in modo naturale con il modello di flusso visto
in Sez. 9.3. La matrice che definisce i vincoli di (9.9) e (9.10), detta matrice
d’incidenza nodi-archi, è molto particolare, essendo definita a partire da un
grafo orientato. La matrice gode della proprietà di essere totalmente unimodu-
lare. Una matrice è totalmente unimodulare se ogni sua sottomatrice quadrata
ha determinante uguale a -1, 0 oppure 1. Questa proprietà implica l’interezza
dei vertici del poliedro definito dalla matrice, se i dati del problema sono in-
teri. Nella prossima sezione dimostreremo questa ultima proprietà sfruttando
direttamente la struttura di grafo.

Inoltre, proprio perché la matrice è definita a partire da un grafo, esisto-
no algoritmi molto efficienti basati sulla struttura di grafo. Tuttavia, anziché
scrivere un algoritmo ad hoc per un particolare problema, è spesso più sem-
plice ed economico usare un risolutore di PL, che, in diversi casi già contiene
accorgimenti per sfruttare al meglio le particolarità del grafo.

10.1 Flussi e capacità

Supponiamo allora che in un grafo orientato siano definiti per ogni arco e dei
valori di capacità ce e definiamo il seguente problema di PL
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min d x

A x = b

0 ≤ x ≤ c

(10.1)

dove A è la matrice d’incidenza nodi-archi e b è un vettore definito come

bi :=

{+K se i = s
−K se i = t
0 altrimenti

Quando nel grafo sono definiti dei flussi si usa più frequentemente il termine
rete o rete di flusso al posto di grafo. Il problema corrisponde pertanto a
far viaggiare sulla rete K unità di flusso nel modo meno costoso possibile e
rispettando i vincoli di capacità. Trattandosi di un problema di PL, (10.1)
può essere facilmente risolto con un qualsiasi algoritmo di PL.

Come nel caso del cammino minimo anche i vertici del poliedro definito da
(10.1) corrispondono a soluzioni molto particolari. Si consideri una soluzione
ammissibile x qualsiasi e vediamo sotto quali condizioni tale soluzione sia un
vertice (si riveda anche la dimostrazione a pagina 171). Definiamo l’insieme di
archi Ê := {e ∈ E : 0 < xe < ce}. Supponiamo che Ê contenga un circuito C.
Definiamo con e(C) ∈ IR|E| il vettore d’incidenza del circuito (le componenti
di e(C) sono in corrispondenza uno a uno con gli archi e valgono 0 se l’arco
non appartiene al circuito, 1 se appartiene ed è orientato nel senso del circuito
e -1 se invece è orientato in senso opposto). Certamente esiste ε > 0 per cui
x + ε e(C) e x− ε e(C) sono ammissibili e quindi x non può essere un vertice.

Allora, se x è vertice, Ê non contiene circuiti ed è quindi in generale una
foresta. Se Ê non è un albero si aggiungano arbitrariamente archi non in Ê
(e per i quali quindi si ha xe = 0 oppure xe = ce) fino a formare un albero T .
Allora se x è vertice esiste un albero T , tale che xe = 0 oppure xe = ce per
ogni e �∈ T e 0 ≤ xe ≤ ce per ogni e ∈ T (e ovviamente anche A x = b).

Viceversa, dato un albero T con questa proprietà, la soluzione corrispon-
dente è un vertice. Infatti, essendo il flusso sugli archi non in T al valore
estremo dell’intervallo, per questi archi non può esistere ε > 0 tale che xe + ε
e xe−ε siano entrambi ammissibili. Quindi gli unici archi su cui si può variare
il flusso sono gli archi in T . Però, non essendo presenti circuiti in T , una qual-
siasi variazione di flusso in T provoca la violazione del vincolo di conservazione
di flusso nei nodi foglie dell’albero (cioè i nodi di grado 1).

Da questa corrispondenza fra alberi e vertici si deduce un’importante
proprietà di una soluzione ottima di flusso:

Teorema 10.1. Se b e c sono interi, ogni vertice è intero e in particolare i
vertici ottimi.

Dimostrazione: Per gli archi e non appartenenti all’albero corrispondente
al vertice, xe è intero per costruzione. Si prenda un arco dell’albero che abbia
come estremo un nodo i di grado 1. Per il vincolo del flusso nel nodo il flusso
in questo arco è determinato da somme e/o differenze di bi con i flussi degli
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altri archi, non sull’albero, incidenti nel nodo i. Quindi il flusso è intero. A
questo punto si procede ricorsivamente.

Si noti che, se il grafo è connesso, la matrice A ha (n−1) righe linearmente
indipendenti, anziché n (si sommino le righe e si ottiene una riga nulla). Allora
se Ê è un albero, un vertice è determinato dalle (n− 1) equazioni del vincolo
A x = b più le (m − n + 1) equazioni date dai vincoli di capacità soddisfatti
come uguaglianza per gli archi non in Ê. Quindi ci sono m piani passanti per
un vertice in uno spazio a dimensione m e il vertice è non degenere. Quando
invece Ê non è un albero, il numero di equazioni che determinano il vertice
è maggiore di m e quindi si tratta di un vertice degenere. In questo caso
ogni albero T , ottenuto a partire dallo stesso insieme Ê è una particolare
rappresentazione (o base) del medesimo vertice.

Il metodo del simplesso, particolarizzato alle reti di flusso, opera diret-
tamente con alberi di supporto del grafo e li cambia inserendo e togliendo
archi dall’albero. Si ottiene generalmente una grande accelerazione dei tempi
di calcolo. In molti pacchetti è già inserita la possibilità di passare all’algo-
ritmo specializzato sui grafi. Il seguente esempio dà un’idea di come opera il
metodo del simplesso su un grafo.

Oltre al metodo del simplesso vi sono molti altri algoritmi che permet-
tono di risolvere il problema (10.1). Quasi tutti si basano sulle condizioni di
complementarità. Data la loro natura alquanto tecnica presentiamo le linee
essenziali di uno di questi algoritmi nell’Appendice.

Esempio 10.2.

Si consideri il grafo in Fig. 10.1(a) dove i numeri accanto agli archi rappre-
sentano sia i costi che le capacità (abbiamo supposto per semplicità ce = de).
Gli archi non sono orientati nel senso che il flusso può percorrere un arco in
entrambe le direzioni. Quindi il valore di capacità va inteso in senso assolu-
to, cioè −ce ≤ xe ≤ ce, e il costo per ogni arco è anche definito in valore
assoluto, cioè de |xe|. Il cammino minimo dal nodo 1 al nodo 9 è indicato in
figura. Tuttavia, se si devono trasportare 5 unità di flusso, solo una di queste
può essere inviata lungo il cammino minimo. Si consideri allora una soluzione
qualsiasi che invia 5 unità di flusso nel rispetto delle capacità. Ad esempio
si può scegliere x12 = x23 = x36 = 2, x14 = 3, x45 = x56 = 1, x69 = 3,
x47 = x78 = x89 = 2. Gli archi dove −ce < xe < ce sono evidenziati in
Fig. 10.1(b). Siccome formano un albero, si tratta di una soluzione di vertice.

Bisogna verificare se sia ottima. L’unico modo per passare ad un vertice
adiacente è di aggiungere un arco e toglierne un altro. Aggiungere un arco
significa creare un circuito. Sul circuito si può far circolare del flusso aggiuntivo
in modo che nell’arco aggiunto il flusso cali. Se variando il flusso in questo
modo si produce un miglioramento nel costo allora conviene continuare fino a
che la capacità in qualcuno degli archi dell’albero blocca l’aumento di flusso.
Questo arco bloccante va rimosso dall’albero e si ha quindi nuovamente una
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Figura 10.1.

soluzione di vertice. Ad esempio si consideri l’arco 8-9. Aggiungere l’arco 8-9
all’albero genera il circuito 8-5-6-9-8. Togliere un’unità di flusso all’arco 8-9,
con un guadagno quindi di 2, comporta aggiungere un’unità di flusso negli
archi 8-5, 5-6, 6-9, con costo 5 + 2 + 4. L’operazione non è conveniente. Si
consideri invece l’arco 3-6. Togliere un’unità di flusso all’arco 3-6 comporta
togliere un’unità di flusso all’arco 2-3 e aggiungerne una negli archi 2-5, 5-6
con costo totale −2−3+2+2 = −1. In questo caso l’operazione è conveniente
e quindi conviene cambiare il flusso il più possibile. Tuttavia più di una unità
di flusso non può essere fatta circolare perché l’arco 5-6 diventa saturo e viene
tolto dall’albero (si veda la Fig. 10.1(c) il nuovo albero). Si può verificare che
questa soluzione non è migliorabile ed è pertanto l’ottimo (in Fig. 10.1(d) la
soluzione ottima).

Il problema (10.1) può essere generalizzato immediatamente al caso di più
sorgenti e più pozzi. Le sorgenti sono caratterizzate dai valori bi > 0 mentre
i pozzi hanno bi < 0. Gli altri nodi sono semplicemente nodi di transito
con conservazione di flusso. È ovvio, e si deduce anche dalla proprietà che
la somma delle righe di A produce una riga nulla, che

∑
i bi = 0 affinché

esista una soluzione ammissibile. La proprietà che
∑

i bi = 0 non è tuttavia
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sufficiente per l’ammissibilità, perché devono anche essere verificati i vincoli
di capacità.

È importante sottolineare che se sono presenti più sorgenti e pozzi, il flusso
che esce dalle sorgenti è tutto del medesimo tipo e quindi vi è mescolamento
fra i flussi degli archi entranti in un nodo e quelli uscenti. Per questo motivo il
flusso che arriva in un pozzo può arrivare da una sorgente qualsiasi e a priori
non è possibile determinarne l’origine. Quando si modella un problema con
una rete di flusso è bene conoscere questo aspetto del modello. Se invece il
problema che si vuole risolvere richiede di distinguere i flussi in uscita dalle
sorgenti bisogna ricorrere ai modelli multiflusso. Di questi modelli si parlerà
in Sez. 11.4.

10.2 Il problema del massimo flusso

Il problema del massimo flusso e il problema del cammino minimo costitui-
scono una coppia di problemi fondamentali nella teoria dei grafi orientati. Ad
esempio in Appendice si dimostra che il calcolo del flusso di costo minimo
si può effettuare risolvendo ripetutamente il problema del cammino minimo.
Un ruolo analogo è svolto dal problema del massimo flusso. Questo proble-
ma, definito nella forma attuale da Ford e Fulkerson [79], riveste una grande
importanza, non solo di per sé o perché permette di verificare l’ammissibi-
lità come si vedrà nella prossima sezione, ma anche perché interviene come
sottoproblema in molti altri problemi.

Un concetto fondamentale nel problema del massimo flusso è costituito
dalla capacità di taglio. Dato un insieme S di nodi, ci possiamo chiedere qual
è il massimo flusso che può passare sul taglio δ(S), indipendentemente da ogni
altra condizione. Se il flusso in ogni arco è limitato da un vincolo di capacità
del tipo 0 ≤ xij ≤ cij = ce, allora la massima quantità è data dall’espressione

c(S) :=
∑
i∈S
j /∈S

cij =
∑

e∈δ+(S)

ce (10.2)

Infatti gli archi in δ+(S) devono essere saturi, mentre quelli in δ−(S) devono
essere vuoti (altrimenti ci sarebbe del flusso di ritorno che diminuirebbe la
quantità totale da S a N \S). Se invece il flusso in ogni arco è limitato da un
vincolo più generale del tipo c−ij ≤ xij ≤ c+

ij (includendo eventualmente anche
valori negativi) allora la massima quantità è data dall’espressione

c(S) :=
∑
i∈S
j /∈S

c+
ij −

∑
i/∈S
j∈S

c−ij (10.3)

Se in particolare −c−ij = c+
ij = ce, quando ogni arco può essere attraversato in

entrambi i sensi con lo stesso vincolo di capacità, allora
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c(S) :=
∑

e∈δ+(S)

ce +
∑

e∈δ−(S)

ce =
∑

e∈δ(S)

ce

La quantità c(S) prende il nome di capacità di taglio. Se consideriamo un
generico taglio che divide la sorgente dalla destinazione, cioè un taglio indotto
da S con s ∈ S e t /∈ S, possiamo notare come, dato un qualsiasi flusso
ammissibile, la quantità in uscita da s

x(s) :=
∑

j:(sj)∈E

xsj −
∑

i:(is)∈E

xis

che deve raggiungere la destinazione, deve necessariamente attraversare il
taglio δ(S) e quindi deve valere

x(s) ≤ c(S)

Tale relazione deve essere vera per ogni flusso ammissibile e ogni taglio che
separa la sorgente dalla destinazione. Quindi possiamo scrivere

max
x

x(s) ≤ min
S

c(S) (10.4)

dove il minimo va inteso fra tutti i tagli che separano s da t e il massimo fra
tutti i flussi ammissibili per i vincoli di capacità sugli archi e di conservazione
del flusso su tutti i nodi tranne s e t. Il teorema fondamentale del problema
del massimo flusso è che la relazione precedente vale sempre con il segno di
uguaglianza (di fatto si può dimostrare che è una relazione di dualità)

max
x

x(s) = min
S

c(S) (10.5)

Per dimostrare (10.5) serve il concetto di cammino aumentante. Per semplicità
di esposizione ci limitiamo a considerare il caso (10.2). Data una soluzione
ammissibile x, in un generico arco il flusso può essere aumentato della quantità
positiva cij−xij se xij < cij e può essere diminuito della quantità positiva xij

se appunto xij > 0. Su un cammino P da s a t, non necessariamente costituito
da archi orientati come il cammino, il flusso può essere aumentato se per ogni
arco orientato con il cammino si ha xij < cij e per ogni arco orientato in
modo opposto al cammino si ha xij > 0. La massima quantità di flusso che
può essere fatta transitare sul cammino P è data da

min
{

min
(ij)∈P+

cij − xij ; min
(ij)∈P−

xij

}

dove P+ sono gli archi orientati con il cammino e P− sono gli archi orientati
in modo opposto al cammino.

Dato un flusso, se esiste un cammino aumentante, allora la soluzione cor-
rente può essere aumentata e quindi non può essere massima. Supponiamo
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allora che non esistano cammini aumentanti. Definiamo come raggiungibili
quei nodi i per i quali esiste un cammino aumentante da s ad i. Sia S que-
sto insieme. Se assumiamo l’ipotesi che non esiste un cammino aumentante
da s a t allora t /∈ S. Consideriamo gli archi del taglio δ(S). Per ogni arco
(i, j) ∈ δ+(S) deve essere xij = cij altrimenti esisterebbe un cammino au-
mentante da s a j contro l’ipotesi che j /∈ S. Analogamente per ogni arco
(i, j) ∈ δ−(S) deve essere xij = 0. Quindi la quantità di flusso che attraversa
il taglio è esattamente uguale alla capacità di taglio, e valendo la relazione
(10.4) il flusso non può che essere quello massimo e il taglio quello di capacità
minima e quindi vale (10.5).

Il ragionamento fatto contiene in sé anche un’idea algoritmica per tro-
vare il massimo flusso: si itera generando cammini aumentanti e si termina
quando non esistono più cammini aumentanti. Tuttavia, se attuata ingenua-
mente, quest’idea porta ad un algoritmo solo pseudopolinomiale. Esaminiamo
dapprima come effettuare la ricerca di un cammino aumentante.

I nodi vengono ripartiti in tre insiemi: nodi raggiunti e processati S, nodi
raggiunti e non ancora processati R, nodi non ancora raggiunti T . Inizialmente
S = ∅, R = {s} e T = N \ {s}. Un generico passo d’iterazione consiste nel
prendere un nodo k in R valutare gli archi incidenti in k con altro estremo in
T e vedere se possono appartenere ad un cammino aumentante. In particolare
se l’arco è diretto da k a j ∈ T deve essere xkj < ckj ; se invece è diretto da
j ∈ T verso k deve essere xjk > 0. Se l’arco può essere aumentante allora
il nodo j passa da T a R e viene memorizzato un puntatore da j a k per
ricostruire alla fine il cammino. Terminato l’esame degli archi incidenti in k,
il nodo k passa da R in S.

La procedura termina non appena t ∈ R oppure quando R = ∅. Nel
primo caso si è trovato un cammino aumentante che viene determinato usando
ricorsivamente i puntatori a partire da t. In questa fase si determina anche
la quantità di flusso che può essere inviata sul cammino. Nel secondo si è
determinato che non esiste nessun cammino aumentante e quindi si è trovato
il massimo flusso e un taglio di minima capacità indotto da S.

La procedura di ricerca di un cammino aumentante prende in esame al più
un arco alla volta e quindi la sua complessità è O(|E|). In generale però non
ci sono garanzie che il numero globale di iterazioni a partire dalla soluzione
nulla sia polinomiale nei dati del problema. Infatti tutto quello che si può
dire è che, in presenza di dati di capacità interi, il flusso aumenta almeno di
una unità per ogni cammino aumentante, ma questo porta ad un numero di
iterazioni pseudopolinomiale.

Si può tuttavia dimostrare che se la ricerca del cammino aumentante viene
eseguita in larghezza, cioè i nodi vengono scelti da R secondo la regola first-in-
first-out, allora il numero di iterazioni è polinomiale, in particolare O(n2 m).
Con ricerche di cammini aumentanti non necessariamente ad albero si ottiene
una complessità O(n3). Vi sono infine algoritmi di massimo flusso molto com-
plicati con complessità O(m n log(n2/m)), che per grafi densi (m = Θ(n2)) è
comunque O(n3) e per grafi sparsi (m = O(n)) invece si abbassa a O(n2 log n).
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Il problema del massimo flusso può anche essere definito su un grafo non
orientato intendendo che il flusso può assumere entrambe le direzioni e che
in ogni caso il suo valore (assoluto) non può eccedere la capacità data. Il
problema può facilmente essere riformulato su un grafo orientato in cui il
vincolo di capacità è −cij ≤ xij ≤ cij oppure sostituendo l’arco non orientato
con una coppia di archi orientati antiparalleli, entrambi con vincolo di capacità
0 ≤ xij ≤ cij .

Se in particolare le capacità sono unitarie il problema del massimo flusso
diventa il problema di trovare il massimo numero di cammini disgiunti negli
archi che connettono due nodi dati. Il teorema del massimo flusso-minima
capacità può pertanto essere riformulato come: il massimo numero di cammini
disgiunti negli archi fra due nodi dati è uguale al minimo numero di archi
necessario a sconnettere i nodi dati.

Esercizio 10.3.

Come ottenere un analogo risultato con cammini disgiunti anche nei nodi?

Per concludere, formuliamo anche il modello di PL per risolvere un proble-
ma di massimo flusso, dato che può essere utile, disponendo di un risolutore
di PL, usare questo anziché scrivere un algoritmo ad hoc per risolvere il pro-
blema del massimo flusso oppure della minima capacità di taglio. Il problema
primale è

max x0

A x− e0 x0 = 0
x ≤ c+

− x ≤ − c−

(10.6)

dove e0 è un vettore colonna con tutti zeri tranne il nodo sorgente e il nodo
pozzo che hanno valore 1 e −1 rispettivamente, x0 è il flusso in uscita dalla
sorgente e A è la matrice d’incidenza nodi-archi. Il duale è

min
∑

e

c+
e y+

e − c−e y−e

zj − zi = y+
ij − y−ij (i, j) ∈ E

zt − zs = 1
y+

ij , y
−
ij ≥ 0

(10.7)

L’interezza della soluzione del problema duale, più esattamente i valori 0-1
delle variabili, è garantita dalla unimodularità totale della matrice.
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10.3 Ammissibilità di un problema di flusso

In questa sezione si vedrà che l’ammissibilità di un problema di flusso con
capacità e valori bi assegnati si risolve con un’applicazione del problema del
massimo flusso.

Nell’Esempio 10.2 abbiamo dato per scontato che una soluzione ammissibi-
le esistesse. È però evidente che valori troppo elevati di K non possono essere
inviati da s a t. Ad esempio se fosse stato K = 16, essendo la somma delle
capacità degli archi uscenti da s uguale a 15, non ci sarebbe stata soluzione
ammissibile. Ovviamente il massimo valore di K per cui esiste una soluzione
ammissibile è esattamente la massima quantità di flusso che si può inviare da
s a t.

In modo simile, anche se leggermente più complicato, si può verificare
l’ammissibilità per il caso più generale con valori bi generici. Consideriamo
dapprima il caso in cui il flusso nullo in ogni arco sia ammissibile per i vincoli
di capacità. Si faccia riferimento alla Fig. 10.2(a) con lo stesso grafo dell’E-
sempio 10.2. In questo caso sono presenti anche la sorgente 7 e il pozzo 3
con valori bi indicati vicino ai nodi. Al grafo si aggiungono due nodi s e t.
Vengono creati archi orientati da s ad ogni nodo i con bi > 0 e vengono asse-
gnati intervalli di capacità [0, bi] a questi archi. In modo simile vengono creati
archi orientati da ogni i con bi < 0 a t, con intervalli di capacità [0,−bi].
In tutti i nodi (tranne s e t) si impone il vincolo di conservazione del flusso
(Fig. 10.2(b))

Adesso si risolve un massimo flusso da s a t. Due sono i casi: gli archi in
uscita da s sono tutti saturi (cioè il flusso in tali archi è uguale al massimo
valore di capacità bi) oppure almeno un arco non è saturo. Se avviene il primo
caso e si rimuovono gli archi da s, ogni nodo i, con bi > 0, ha un flusso in
uscita maggiore di quello in entrata con differenza esattamente bi, quindi è
una sorgente con valore bi. Similmente avviene per gli archi verso t. Si noti
che la saturazione degli archi da s implica la saturazione degli archi verso t
siccome

∑
i bi = 0. Si rimuovono gli archi verso t e ogni nodo i, con bi < 0, ha

un flusso in entrata maggiore di quello in uscita con differenza esattamente bi,
quindi è un pozzo con valore bi. Siccome il massimo flusso rispetta i vincoli di
capacità, il flusso negli archi è ammissibile.

Se avviene il secondo caso, questo significa che non esiste soluzione am-
missibile. Infatti se esistesse, si potrebbe creare una soluzione per il problema
del massimo flusso con tutti gli archi da s saturi. Ma questa soluzione avrebbe
un valore di flusso maggiore di quella trovata che quindi non potrebbe essere
massima. Si veda in Fig. 10.2(c) il massimo flusso che satura gli archi e quindi
fornisce una soluzione ammissibile.

Se si rimuove l’ipotesi di flusso nullo ammissibile per i vincoli di capacità,
si può sempre partire da una soluzione arbitraria, purché ammissibile per
le capacità. Dopodiché si procede come nel caso precedente solo assegnando
valori diversi di capacità. Più in dettaglio sia x′ il flusso inizialmente assegnato.
Si calcola b′ := A x′ e b − b′. Gli archi in uscita da s vanno verso i nodi tali
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Figura 10.2. Massimo flusso e soluzioni ammissibili

che bi − b′i > 0 e quelli in entrata in t provengono dai nodi con bi − b′i < 0.
Gli intervalli di capacità che vengono assegnati agli archi aggiunti riflettono
questa scelta. Agli archi da s si assegna l’intervallo [0, bi − b′i] a quelli verso t
l’intervallo [0, b′i − bi].

Dato un insieme di nodi S si denoti b(S) :=
∑

i∈S bi. Questa quantità
indica il flusso che deve uscire dall’insieme S e passare nell’insieme comple-
mentare. È naturale che, per l’esistenza di un flusso ammissibile, la capacità
del taglio c(S) deve essere in grado di contenere il flusso in uscita da S. Il
fatto notevole è che questa condizione necessaria, estesa a tutti gli insiemi S,
diventa anche sufficiente (vedi dimostrazione in Appendice):

Teorema 10.4. Un flusso ammissibile esiste in una rete se e solo se b(S) ≤
c(S) per ogni S ⊂ N .
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10.4 Tagli di capacità minima

Spesso viene richiesto di trovare in un grafo non orientato un taglio di capacità
minima. Si noti che il taglio indotto da un insieme S ha la stessa capacità di
quello indotto dall’insieme N \ S data la simmetria dei valori di capacità su
ogni arco in entrambe le direzioni, per un grafo non orientato.

Un caso particolarmente rilevante consiste nel trovare il taglio con il mi-
nor numero di archi che sconnette il grafo. Se il grafo rappresenta una rete di
comunicazione è importante sapere qual è il minimo numero di archi necessari
a sconnettere il grafo. Tanto più piccolo sarà questo numero tanto meno affi-
dabile sarà la rete. Per questo problema, come detto precedentemente, basta
porre capacità unitarie su ogni arco.

Un modo per calcolare il taglio di capacità minima consiste nel risolvere
ripetutamente un problema di massimo flusso. Si sceglie arbitrariamente un
nodo come sorgente s e poi si risolvono (n−1) problemi di massimo flusso as-
sumendo come destinazione a turno uno degli altri nodi e prendendo il minimo
dei tagli di minima capacità trovati. Nessun taglio viene trascurato da questa
procedura. Infatti assegnato un taglio arbitrario indotto da un insieme S di
nodi (si può sempre scegliere S in modo che s ∈ S, data la simmetria esposta
sopra) esiste almeno un nodo k /∈ S. Questo taglio viene considerato quando
si risolve il problema del massimo flusso da s a k. La complessità di questo
metodo dipende dall’algoritmo di massimo flusso usato. Usando un algoritmo
particolarmente veloce si ottiene una complessità O(m n2 log(n2/m)).

Ovviamente questa stessa idea permette di affrontare il problema anche
con la PL risolvendo (n−1) volte il problema (10.7) (con −c−e = c+

e ) variando
il pozzo su tutti i nodi tranne la sorgente.

Esistono comunque anche algoritmi diretti che non usano concetti di flusso.
Presentiamo due algoritmi, il secondo dei quali è stocastico e permette di
trovare la soluzione solo con probabilità prefissata.

L’idea del primo algoritmo [208] si basa sull’osservazione che, dati due
nodi qualsiasi, o il taglio minimo separa i due nodi oppure non li separa. In
questo secondo caso i due nodi possono essere fusi in uno fondendo eventual-
mente archi incidenti in entrambi i nodi e sommandone le capacità, e il taglio
minimo del grafo ridotto è uguale a quello del grafo originario. Quindi, se si
è in grado di trovare due nodi di cui si conosce il minimo taglio separatore,
basta confrontare questo valore con quello del minimo taglio del grafo ridotto.
Ricorsivamente nel grafo ridotto si determinano due nodi di cui si conosce il
minimo taglio separatore e si prosegue finché il grafo è ridotto a due soli nodi.
A questo punto basta confrontare tutti i tagli generati e prendere il migliore.

La parte difficile consiste ovviamente nel determinare due nodi e il minimo
taglio che li separa. Naturalmente non è pensabile definire a priori i due nodi,
altrimenti dovremmo risolvere un problema di massimo flusso per calcolare il
minimo taglio. La procedura per generare due nodi di cui si conosca anche il
minimo taglio separatore è abbastanza semplice, anche se la dimostrazione di
correttezza non è banale. Questa viene presentata nell’Appendice.
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Per descrivere l’algoritmo è necessaria la seguente definizione: dati due
insiemi A e B sia

c(A : B) :=
∑
i∈A
j∈B

cij

L’algoritmo procede nel seguente modo: si sceglie arbitrariamente un nodo
come nodo iniziale v1 e si pone S := {v1}. Ad esempio sia v1 := 1. Poi si
sceglie un nodo v2 come

v2 := argmax
k/∈S

c(S : {k})

e si aggiorna S := S ∪ {v2}. La procedura viene ripetuta fino a definire il
nodo vn. A questo punto si calcola la capacità del taglio indotto da vn, cioè
c({vn}) =: Cn.

Terminata questa fase, i nodi vn−1 e vn vengono fusi generando il grafo G′.
La procedura viene ripetuta sul grafo G′ generando una successione di nodi
(possibilmente diversa dalla precedente) v′1, . . . , v

′
n−1 e una capacità di taglio

Cn−1 := c(
{
v′n−1

}
).

La procedura viene ripetuta fino ad avere un grafo di due nodi in cui il
valore C2 è la capacità dell’unico arco del grafo e che corrisponde al taglio
indotto da v1 = 1 sul grafo originale (per costruzione il nodo 1 non viene mai
fuso con altri nodi). Infine si sceglie il minimo fra i valori Ci. Questo indi-
vidua il taglio di minima capacità. La complessità computazionale di questo
algoritmo è O(m n log n).

Esempio 10.5.

Sia dato il grafo in Fig. 10.3(a). La sequenza di nodi nella prima fase è v1 = 1,
v2 = 4, v3 = 7, v4 = 2, v5 = 5, v6 = 8, v7 = 9, v8 = 6, v9 = 3. Quindi
C9 = c({3}) = 11. Si fondono i nodi 3 e 6 ottenendo il grafo in Fig. 10.3(b). Su
questo grafo si ripete la procedura. Le varie fasi dell’algoritmo sono riassunte
nella seguente tabella e illustrate nelle Figure 10.3(b–h):

v1, v2, . . . , vk Ck

1, 4, 7, 2, 5, 8, 9, 6, 3 11
1, 4, 7, 2, 5, 8, 9, {3, 6} 9
1, 4, 7, 2, 5, 8, {3, 6, 9} 12
1, 4, 7, 2, 5, {3, 6, 8, 9} 13
1, 4, 7, {3, 5, 6, 8, 9} , 2 12
1, 4, 7, {2, 3, 5, 6, 8, 9} 10
1, 4, {2, 3, 5, 6, 7, 8, 9} 14
1, {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 11

da cui si vede che il taglio minimo è S = {1, 4, 7, 2, 5, 8, 9} con capacità 9.
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Figura 10.3. Iterazioni dell’algoritmo per il taglio minimo
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Il secondo algoritmo, descritto in [123] è probabilistico e permette di
trovare il taglio di capacità minima con probabilità arbitrariamente bassa.

Prima di descrivere l’algoritmo è utile dire cosa sia un algoritmo probabili-
stico. In un algoritmo probabilistico alcune scelte sono lasciate al caso secondo
un preciso meccanismo probabilistico. Questo fa s̀ı che la soluzione desiderata
sia ottenuta solo con una certa probabilità p. Se si ripete l’algoritmo la proba-
bilità che in nessuna delle due iterazioni si sia trovata la soluzione desiderata
è (1 − p)2. In generale la probabilità di non ottenere mai la soluzione in k
iterazioni è (1− p)k. Se si fissa a priori un valore ε e si vuole che (1− p)k ≤ ε,
il numero di iterazioni deve essere almeno ln ε/ ln(1− p).

Nella maggior parte dei casi il valore di p dipende dalla quantità dei dati
di un problema (cioè dalla lunghezza della stringa di simboli che descrive
la particolare istanza) e decresce con l’aumentare dei dati. Il modo come p
decresce è cruciale. Ad esempio un algoritmo stocastico ingenuo potrebbe
semplicemente generare a caso un sottoinsieme S. Il sottoinsieme potrebbe
essere generato decidendo, elemento per elemento, se appartiene o no a S
con probabilità 1/2. In questo modo ogni sottoinsieme viene generato con
probabilità 2−n (in realtà è leggermente superiore perché bisogna escludere
l’insieme vuoto e l’insieme stesso). Quindi in base al ragionamento appena
esposto il numero di iterazioni deve essere almeno ln ε/ ln(1−2−n) ≈ 2n ln ε−1,
dato che (1− 2−n) ≈ e−2−n

.
In questo caso l’algoritmo ha un tempo di calcolo che cresce esponenzial-

mente con il numero di nodi del grafo e non è quindi praticabile. Affinché
l’algoritmo abbia un tempo di calcolo accettabile, la probabilità deve decre-
scere in modo polinomiale (e non esponenziale) rispetto ai dati del problema.
L’algoritmo che presentiamo per il calcolo del taglio di capacità minima ha
appunto queste caratteristiche, con probabilità p = 2/n2.

L’algoritmo si basa sulla semplice osservazione che gli archi di capacità
maggiore non sono probabilmente presenti nel taglio di capacità minima. Se
tale affermazione fosse vera, basterebbe contrarre tali archi fondendo i relativi
nodi e procedere ricorsivamente fino a rimanere con un grafo di due nodi
rappresentativo del taglio di capacità minima. Naturalmente l’affermazione
precedente non è vera in generale (ad esempio si prendano due cricche di n nodi
con archi di capacità 1 e si connettano con un arco di capacità n−2) e quindi un
algoritmo deterministico che procedesse nel modo prima indicato fallirebbe in
molti casi. Tuttavia, se anziché scegliere sistematicamente gli archi di capacità
maggiore, li scegliamo casualmente ma con probabilità proporzionale al valore
di capacità, potremmo forse trovare il taglio di capacità minima. Se non lo si
trova in un’iterazione, si può sperare di trovarlo in una seconda iterazione con
una scelta diversa degli archi da contrarre e cos̀ı di seguito.

L’algoritmo allora consiste dei seguenti passi: un arco ê = (u, v) viene
scelto con probabilità cê/

∑
e∈E ce, i nodi u e v vengono fusi, ê viene rimosso

e gli archi eventualmente incidenti in u e in v vengono fusi (con somma delle
capacità). Se ê non appartiene al taglio minimo, il nuovo grafo ha il medesimo
taglio minimo con lo stesso valore. Infatti ogni taglio del grafo originario che
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non contiene ê è presente anche nel grafo contratto, mentre ogni taglio del
grafo originario che contiene ê non esiste nel grafo contratto. Inoltre i tagli
corrispondenti hanno le medesime capacità di taglio. La procedura continua
finché rimangono solo due nodi che individuano il taglio finale.

In Appendice si dimostra che la probabilità di trovare il taglio di capacità
minima è almeno 2/n2 e quindi sono richieste almeno n2 ln ε−1/2 iterazioni
per ottenere il taglio con probabilità 1 − ε. La complessità di generare un
taglio è O(m lnn) e quindi, per avere il taglio minimo con probabilità 1− ε,
la complessità globale è O(m n2 lnn ln ε−1). Si vedano i dettagli in Appendice.

10.5 Il problema del trasporto

Nel problema (10.1) si è considerata l’estensione del problema del trasporto di
costo minimo da una sorgente ad una destinazione in presenza di capacità. Un
problema opposto consiste nel trasporto di costo minimo senza vincoli di capa-
cità ma con diverse sorgenti e diverse destinazioni. In questo caso la quantità
che viene inviata da una sorgente ad una destinazione segue necessariamente
il cammino di costo minimo, per cui, indicato con d̂st il costo minimo da s
a t, il problema può essere modellato, alternativamente a (10.1) dopo aver
rimosso il vincolo di capacità, come un flusso su un grafo bipartito (S, T ;E)
dove S sono le sorgenti (bi > 0) e T le destinazioni (bi < 0) e si deve risolvere
il seguente problema, detto Problema del trasporto:

min
∑
s∈S

∑
t∈T

d̂stxst

∑
t∈T

xst = b′s s ∈ S

∑
s∈S

xst = b′t t ∈ T

xst ≥ 0

(10.8)

dove b′s = bs e b′t = −bt. Anche se (10.8) può essere risolto con un qualsia-
si algoritmo di PL, la sua particolare struttura ha permesso lo sviluppo di
algoritmi efficienti. Uno di questi viene presentato in Appendice.

Il Problema del trasporto fu definito e studiato da Hitchcock nel 1941
[111], quindi anteriormente alla definizione della programmazione lineare da
parte di Dantzig.

Un caso particolare e notevole si ha quando b′s = b′t = 1. Questo problema
prende il nome di Problema dell’assegnamento e verrà discusso diffusamente
nel Cap. 13.
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10.6 Nota storica

Quanto segue è stato portato alla luce da Alexander Schrijver nelle sue ap-
profondite indagini storiche in merito ai problemi di ottimizzazione [197]. Il
problema del trasporto di merci a minimo costo su su una rete ferroviaria e
anche il problema di massimizzare il trasporto fu studiato in Unione Sovietica
in anni anteriori allo sviluppo del problema del massimo flusso da parte di
Ford e Fulkerson. Questo risulta da due articoli di A.N. Tolstoj del 1930 e
1939 ([211, 212]). È interessante che Tolstoj trova la soluzione di costo mini-
mo con un metodo ingegnoso anche se non ne dimostra l’ottimalità. I lavori di
Tolstoj furono apprezzati e oggetto di ulteriori studi da parte di Kantorovich
(premio Nobel per l’Economia nel 1975), che delineò in modo approfondito il
problema del trasporto [122]. Tali lavori però, molto apprezzati negli ambienti
accademici, furono criticati dal punto di vista politico, perché usavano troppa
matematica per dei problemi economici e questo era considerato un approccio
‘capitalistico’ all’economia.

Kantorovich riscrisse i propri lavori in modo più astratto e cos̀ı, un po’
perché scritti in russo un po’ perché scritti in forma quasi criptica, tali studi
rimasero ignoti agli ambienti occidentali e in particolare a Hitchcock, Dantzig,
Ford e Fulkerson, che sono considerati i fondatori dei modelli di flusso.

L’articolo iniziale di Ford e Fulkerson [79] menziona anche un rapporto
confidenziale [104] in riferimento all’importanza del problema del massimo
flusso per massimizzare il trasporto su rete ferroviaria. Schrijver ha ottenuto
dal Pentagono la richiesta di declassificazione del rapporto, e ha cos̀ı scoperto
che la rete ferroviaria di cui si parla in [104] è proprio quella dell’Unione
Sovietica e che il problema a cui gli autori sono interessati non è tanto il
massimo flusso, ma il minimo taglio! Infatti nell’articolo si dice espressamente:
“Air power is an effective means of interdicting an enemy’s rail system, and
such usage is a logical and important mission for this Arm”.

Nell’articolo è risolto il problema del massimo trasporto da alcune città
sovietiche ad alcuni stati dell’Europa Orientale. La Fig. 10.4 è quella che si
trova in [104]. I numeri nei riquadri sono le capacità degli archi in migliaia di
tonnellate al giorno, mentre gli altri numeri sono i valori di massimo flusso. I
valori di capacità sono stati stimati da specialisti in base a dati segreti forniti
dalla CIA. È indicato anche il minimo taglio come ‘the bottleneck’. Si noti che
il problema non si presenta esattamente come un massimo flusso in quanto
si hanno diverse sorgenti (indicate come ‘origins’) e diverse destinazioni (due
in Austria, e una rispettivamente in Cecoslovacchia, Germania Orientale e
Polonia, nodo 9), ma essenzialmente si tratta di un massimo flusso.

Sfruttiamo quest’esempio per ribadire un concetto importante. Per esser
convinti dell’ottimalità della soluzione proposta non serve risolvere nuovamen-
te per conto nostro il problema. Ci basta constatare che il flusso indicato è
uguale al minimo taglio (163.000 tonnellate) e che i vincoli sono soddisfatti.
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Figura 10.4. Rete ferroviaria sovietica

10.7 Appendice

Metodi primali-duali per reti di flusso

I metodi sono basati sulle relazioni di complementarità. Per enunciarle si scriva
il duale di (10.1)

max K Vs − K Vt −
∑

ij

Wij cij

Vi − Vj − Wij ≤ dij

Wij ≥ 0

Allora, se x, V e W sono ottimi, le condizioni di complementarità impongono che:

0 < xij < cij =⇒ Vi − Vj = dij

0 = xij < cij =⇒ Vi − Vj ≤ dij

0 < xij = cij =⇒ Vi − Vj − Wij = dij =⇒ Vi − Vj ≥ dij

Wij > 0 =⇒ xij = cij > 0 =⇒
Vi − Vj − Wij = dij =⇒ Vi − Vj > dij

Vi − Vj − Wij < dij =⇒ xij = 0 < cij =⇒ Wij = 0

Pertanto la complementarità su un arco è soddisfatta se
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xij = 0 e Vi − Vj ≤ dij

0 < xij < cij e Vi − Vj = dij

xij = cij e Vi − Vj ≥ dij

Presentiamo un algoritmo che, mantenendo sempre verificata la complementarità
ma non l’ammissibilità (altrimenti sarebbe già disponibile l’ottimo), esegua diverse
iterazioni nelle quali viene variata la soluzione riducendo la non ammissibilità fino
ad ottenere una soluzione ammissibile, necessariamente ottima dato che la comple-
mentarità è sempre verificata. In particolare supponiamo che la non ammissibilità
riguardi solo il vincolo nei nodi sorgente e destinazione (altri algoritmi ad esempio
partono da una soluzione che viola i vincoli di capacità).

È utile definire i seguenti insiemi di archi a seconda di come la complementarità
è soddisfatta:

E0∗ := {(i, j) ∈ E : xij = 0, Vi − Vj < dij}
E00 := {(i, j) ∈ E : xij = 0, Vi − Vj = dij}
E∗0 := {(i, j) ∈ E : 0 < xij < cij , Vi − Vj = dij}
E10 := {(i, j) ∈ E : xij = cij , Vi − Vj = dij}
E1∗ := {(i, j) ∈ E : xij = cij , Vi − Vj > dij}

(il primo indice si riferisce al vincolo primale e il secondo al vincolo duale, l’indice ∗
indica che il vincolo è verificato con la diseguaglianza stretta, gli indici 0 e 1 indicano
che il vincolo è attivo, a destra o a sinistra per la variabile x). Ogni arco appartiene
ad uno solo di questi insiemi e da un’iterazione all’altra dell’algoritmo può spostarsi
da un insieme ad un altro.

La soluzione iniziale è Vi = 0 per ogni nodo, e xij = 0 per ogni arco e quindi
la condizione di complementarità è soddisfatta con E0∗ = {(ij) ∈ E : dij > 0} e
E00 = {(ij) ∈ E : dij = 0}. Abbiamo implicitamente supposto dij ≥ 0. Tuttavia si
può ottenere facilmente una soluzione duale che soddisfi il vincolo Vi − Vj ≤ dij

se non esistono cicli negativi (si riveda il problema della tensione ammissibile a
pag. 172). Se invece esistono cicli negativi il vincolo Vi − Vj ≤ dij non può essere
soddisfatto. Si noti che in questo caso, data la presenza di vincoli di capacità, il
problema primale non può essere illimitato e siccome è ammissibile deve essere
ammissibile anche il duale. Quindi non esistono soluzioni primali nulle che soddisfano
i vincoli di complementarità e bisogna trovarne di altre. Non ci occupiamo qui di
questo problema.

Dobbiamo capire come cambiare la soluzione ‘riducendo’ la non ammissibilità
e mantenendo inalterata la condizione di complementarità. Per ridurre la non am-
missibilità si può pensare di inviare, in iterazioni successive, quantità di flusso da
s a t lungo cammini da calcolare, fino a raggiungere la quantità voluta K. Quindi
dobbiamo, sugli archi di un cammino, variare il flusso xij di una quantità ΔK co-
stante lungo il cammino. Il fatto che ΔK sia costante mantiene valido il vincolo di
conservazione del flusso nei nodi. Si noti però che si può cambiare il flusso di una
arco solo se l’arco è in E00 ∪ E∗0 ∪ E10. In particolare la variazione ammessa Δxij

di flusso è

(i, j) ∈ E0∗ ∪ E1∗ =⇒ Δxij = 0

(i, j) ∈ E00 ∪ E∗0 ∪ E10 =⇒ −xij ≤ Δxij ≤ cij − xij

(10.9)

Per poter avere tutti gli archi di un cammino in questo insieme dobbiamo neces-
sariamente cambiare le variabili duali. Siano ΔVi e ΔWij le variazioni ammissibili
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duali. Allora

(i, j) ∈ E0∗ ∪ E00 =⇒ ΔVi − ΔVj ≤ dij − Vi + Vj , ΔWij = 0

(i, j) ∈ E∗0 =⇒ ΔVi − ΔVj = 0, ΔWij = 0

(i, j) ∈ E1∗ ∪ E1∗ =⇒ ΔVi − ΔVj ≥ dij − Vi + Vj , ΔWij = ΔVi − ΔVj

La variazione ΔWij viene dedotta da quelle di Vi e Vj . Riscriviamo

(i, j) ∈ E0∗ ∪ E00 =⇒ ΔVi − ΔVj ≤ dij − Vi + Vj

(i, j) ∈ E∗0 =⇒ ΔVi − ΔVj ≤ 0, ΔVj − ΔVi ≤ 0

(i, j) ∈ E1∗ ∪ E1∗ =⇒ ΔVj − ΔVi ≤ −dij + Vi − Vj

Sia G′(x) il grafo derivato da G lasciando inalterati gli archi in E0∗∪E00, invertendo
l’orientazione di quelli in E1∗ ∪ E1∗, e aggiungendo l’arco opposto a quelli di E∗0.
Sugli archi di G′ definiamo

δij :=

{
0 se (i, j) ∈ E∗0 o (j, i) ∈ E∗0
dij − Vi + Vj se (i, j) ∈ E0∗ ∪ E00

−dij + Vi − Vj se (j, i) ∈ E1∗ ∪ E1∗

Quindi abbiamo
ΔVi − ΔVj ≤ δij (10.10)

Le diseguaglianze (10.10) sono della stessa forma dei vincoli di un problema di
programmazione dinamica per un problema di cammino minimo da ogni nodo a t
su G′(x). L’idea è quindi di trattare i valori δij come distanze, di risolvere il relativo
problema di cammino minimo, in base al quale i valori calcolati ΔVi rappresentano
le distanze minime da i a t e di variare le variabili duali come

Vi := Vi + ΔVi

Si noti ora che sul cammino minimo vale

ΔVi − ΔVj = δij

per cui su ogni arco del cammino minimo si ha

Vi + ΔVi − Vj − ΔVj = dij

da cui si vede che, dopo aver aggiornato le variabili duali, gli archi del cammino
minimo sono tutti in E∗0 ∪ E00 ∪ E11 e su questi si può quindi variare il flusso. La
quantità di flusso da inviare sul cammino è la massima possibile in base a (10.9).
A questo punto si risolve un altro problema di cammino minimo (con distanze δij

necessariamente variate) e si itera finché il flusso in uscita dalla sorgente è K. Il
metodo quindi alterna il calcolo di un cammino minimo all’invio di flusso lungo il
cammino. La complessità dell’algoritmo delineato è O(n2 K) dove O(n2) è la com-
plessità di un problema di cammino minimo (risolto con il metodo di Dijkstra dato
che le distanze δij sono non negative) e il numero di iterazioni è al più K se assu-
miamo valori interi di capacità. Infatti almeno una unità di flusso è garantita in ogni
iterazione. La complessità O(n2 K) non è polinomiale a causa della presenza di K,
che viene codificato in input con un numero di simboli proporzionale a log K. Si può
comunque modificare l’algoritmo in modo che la complessità diventi polinomiale con
delle tecniche simili a quelle che verranno presentate per il problema del trasporto.
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Algoritmo per il problema del trasporto

L’algoritmo che viene descritto si basa sull’algoritmo generale precedentemente
esposto. Rispetto al caso generale, mancando i vincoli di capacità, non sono presenti
gli archi di tipo E10 e E1∗. Quindi il grafo G′(x) ha gli archi in E0∗ ∪ E00 con
l’aggiunta degli archi opposti a quelli di E∗0. Sugli archi di G′(x) le lunghezze sono

δij :=

{
0 se (i, j) ∈ E∗0 o (j, i) ∈ E∗0
d̂ij − Vi + Vj se (i, j) ∈ E0∗ ∪ E00

Siccome il grafo è bipartito, un cammino deve passare alternativamente per un
nodo di S ed uno di T . Per gli archi dalle sorgenti verso i pozzi le lunghezze sono
pari a d̂ij −Vi +Vj se l’arco non porta flusso e 0 altrimenti. Gli unici archi dai pozzi
verso le sorgenti sono archi che portano flusso con lunghezza 0.

Quando si individua un cammino minimo i valori delle variabili duali Vi vengono
modificati in modo da poter inviare flusso sugli archi del cammino. Intuitivamente
sembrerebbe conveniente inviare la maggior quantità possibile di flusso. Il massimo
flusso inviabile sul cammino è limitato solo dagli archi ‘di ritorno’ (j, i) ∈ E∗0 che
vengono vuotati dall’invio di flusso. Per questo motivo il flusso massimo è limitato
dalla quantità di flusso già presente sugli archi in E∗0. In generale è impossibile dire
quale sia il flusso in un arco a seguito di diverse iterazioni di immissione di flusso
nel grafo. Potrebbe succedere che su un arco sia inviato un flusso pari a M e che
in un secondo tempo sia inviato sullo stesso arco, ma in senso contrario, un flusso
pari a M − 1. A questo punto solo un’unità di flusso è presente sull’arco e solo
un’unità di flusso può successivamente essere fatta transitare se l’arco appartiene ad
un cammino minimo, ma con orientazione opposta. Può quindi succedere che tutte
le successive iterazioni non riescano a far transitare più di un’unità di flusso alla
volta (assumendo valori di bi interi). Quindi il numero di iterazioni, cioè di cammini
minimi da calcolare è limitato da B :=

∑
s∈S

b′s. Come spiegato sopra si tratta in
un valore pseudopolinomiale di complessità.

Una situazione come quella descritta non può avvenire se il flusso presente in
ogni arco è un multiplo intero del flusso che si vuole inviare. Certamente non si
vuole inviare solo un’unità di flusso alla volta. Conviene invece inviare quantità pari
a 2k, 2k−1, 2k−2, . . . , 1.

In dettaglio si definiscano valori b̄i per i nodi i ∈ S ∪ T . Si definiscano un
insieme di sorgenti S̄(k) :=

{
s ∈ S : b̄s ≥ 2k

}
ed un insieme di pozzi T̄ (k) :={

t ∈ T : b̄t ≥ 2k
}
.

Inizialmente b̄i := b′i e k è il più grande valore tale che S̄(k) e T̄ (k) sono entrambi
non vuoti. Si noti che la proprietà b̄i < 2k+1 vale o per ogni i ∈ S̄(k) o per ogni
i ∈ T (k) (o per entrambi).

In un generico passo d’iterazione si cerca il cammino minimo verso un nodo
specificato t̄ ∈ T̄ (k) dal nodo più vicino s̄ ∈ S̄(k). Su questo cammino si immette
flusso pari a 2k, si aggiornano b̄s̄ := b̄s̄ − 2k e b̄t̄ := b̄t̄ − 2k, i valori dei flussi negli
archi del cammino minimo e gli insiemi S̄(k) e T̄ (k). Se almeno uno dei due insiemi
diventa vuoto si ridefinisce k := k−1 finché sono entrambi non vuoti. Poi si ripete la
ricerca del cammino minimo. L’algoritmo termina quando b̄i = 0 per ogni i ∈ S ∪T .

Il numero di iterazioni che devono essere effettuate con lo stesso valore di k è
limitato da max

{
|S̄(k)|; |T̄ (k)|

}
< n. Infatti, valendo la proprietà b̄s̄ < 2k+1 prima

dell’aggiornamento, si ha dopo l’aggiornamento b̄s̄ < 2k e quindi S̄(k) decresce di
un’unità. Analogamente si ragiona per b̄t.
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Per valutare la complessità computazionale dell’algoritmo notiamo che vi sono
globalmente O(log B) iterazioni e che per ogni iterazione vi sono al più n cam-
mini minimi da calcolare. Quindi il problema del trasporto può essere risolto con
complessità computazionale O(n3 log B).

Con opportune modifiche si può rendere l’algoritmo fortemente polinomiale [168].
Senza descrivere questa versione dell’algoritmo ci limitiamo a fornire il risultato di
complessità computazionale che è O(n3 log n)

Dimostrazione di correttezza dell’algoritmo deterministico per il taglio
minimo

Per dimostrare la correttezza basta dimostrare che c(δ({vn})) è il taglio di mini-
ma capacità fra tutti i tagli che separano vn−1 da vn. Come detto precedentemente,
se il taglio minimo separa vn−1 da vn deve essere quello indotto da {vn}, altrimenti
ha i nodi vn−1 e vn dalla stessa parte e quindi questi possono essere fusi e il taglio
minimo si cercherà nel grafo ridotto per fusione dei nodi.

Definiamo Ai := {v1, . . . , vi}. Quindi c(An−1 : {vn}) = c(δ({vn})). Sia S un
qualsiasi insieme tale che vn−1 ∈ S e vn /∈ S

vnvn−1
v1 v2

S

Ai

Ai+1

Figura 10.5.

Definiamo critici i nodi vi tali che vi ∈ S e vi−1 /∈ S oppure vi /∈ S e vi−1 ∈ S. In
Fig. 10.5 i nodi critici sono in nero. In particolare vn è critico per ogni S che separa
vn−1 da vn. Sia Si := Ai ∩ S e S̄i := Ai \ Si. Quindi Si e S̄i sono una partizione di
Ai.

Vogliamo dimostrare che se vi è critico allora

c(Ai−1 : {vi}) ≤ c(Si : S̄i) (10.11)

Siccome vn è critico, la diseguaglianza (10.11) implica che δ({vn}) è minimo fra i
tagli che separano vn−1 da vn. La dimostrazione di (10.11) verrà fatta per induzione
sui nodi critici. Se vh è il primo nodo critico, consideriamo i due casi vh ∈ S e vh /∈ S.
Se vh ∈ S si ha Sh = {vh} e S̄h = Ah−1 e quindi (10.11) diventa

c(Ah−1 : {vh}) = c(Sh : S̄h) (10.12)

Se invece vh /∈ S, allora Ah−1 ⊂ S e Sh = Ah−1 e S̄h = {vh} e ritroviamo (10.12).
Ora si supponga vera la relazione (10.11) per il nodo critico vi. Dobbiamo

dimostrare che la relazione è vera per il successivo nodo critico vj . Allora si ha

c(Aj−1 : {vj}) = c(Ai−1 : {vj}) + c(Aj−1 \ Ai−1 : {vj})
≤ c(Ai−1 : {vi}) + c(Aj−1 \ Ai−1 : {vj})
≤ c(Si : S̄i) + c(Aj−1 \ Ai−1 : {vj})
≤ c(Sj : S̄j)

(10.13)
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dove l’uguaglianza deriva dalla definizione additiva della capacità di taglio, la prima
diseguaglianza dalla definizione stessa dei nodi vi e la seconda diseguaglianza dall’i-
potesi induttiva. Per quel che riguarda la terza diseguaglianza si supponga vi ∈ S e
vj /∈ S. Allora Sj−1 = Sj . Siccome vi e vj sono due nodi critici successivi si ha

Aj−1 \ Ai−1 = {vi, vi+1, . . . , vj−1} ⊂ S

da cui
Aj−1 \ Ai−1 = Sj−1 \ Si−1 = Sj \ Si−1

Allora

c(Si : S̄i) + c(Aj−1 \ Ai−1 : {vj}) = c(Si : S̄i) + c(Sj \ Si−1 : {vj}) (10.14)

Da S̄j = S̄i ∪ {vj} e dalla definizione di c(A : B) abbiamo

c(Sj : S̄j) = c(Sj : S̄i ∪ {vj}) = c(Sj : S̄i) + c(Sj : {vj}) (10.15)

e siccome Sj ⊃ Si ⊃ Si−1, abbiamo

c(Sj : S̄i) ≥ c(Si : S̄i), c(Sj : {vj}) ≥ c(Sj \ Si−1 : {vj}) (10.16)

Quindi, combinando (10.14), (10.15) e (10.16) si dimostra la terza diseguaglianza di
(10.13) per il caso vi ∈ S e vj /∈ S.

Per il caso opposto vi /∈ S e vj ∈ S si ha S̄j = S̄j−1 e Aj−1 \ Ai−1 ∩ S = ∅, da
cui

Aj−1 \ Ai−1 = S̄j−1 \ S̄i−1 = S̄j \ S̄i−1

Allora

c(Si : S̄i) + c(Aj−1 \ Ai−1 : {vj}) = c(Si : S̄i) + c(S̄j \ S̄i−1 : {vj}) (10.17)

Da Sj = Si ∪ {vj}, come nel caso precedente, possiamo scrivere

c(Sj : S̄j) = c(Si ∪ {vj} : S̄j) = c(Si : S̄j) + c({vj} : S̄j) (10.18)

e siccome S̄j ⊃ S̄i ⊃ S̄i−1, si ha

c(Sj : S̄j) ≥ c(Si : S̄i), c(S̄j : {vj}) ≥ c(S̄j \ S̄i−1 : {vj}) (10.19)

e combinando (10.17), (10.18) e (10.19) si dimostra la terza diseguaglianza di (10.13)
per il caso vi /∈ S e vj ∈ S.

Per quel che riguarda la complessità computazionale l’algoritmo esegue n ite-
razioni. All’interno di ogni iterazione bisogna calcolare i valori c(S : {k}) e valu-
tarne il massimo. Questo si può realizzare con delle strutture ad heap. All’interno
di ogni iterazione bisogna quindi al più scandire tutti gli archi e per ogni scansio-
ne aggiornare dei valori su uno heap. Questo costa O(m log n). Le operazioni di
fusione dei nodi possono anche essere eseguite riscrivendo il grafo con complessità
O(m), che è comunque dominata da O(m log n) (si possono anche usare strutture
Union-Find (vedi pag. 314) senza dover riscrivere ogni volta tutto il grafo, visto che
l’aggiornamento riguarda solo due nodi e gli archi incidenti). In totale quindi si ha
una complessità O(m n log n). Usando heap di Fibonacci la complessità può essere
abbassata a O(m n + n2 log n).
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Calcolo di p per l’algoritmo stocastico per il taglio minimo

.
Per analizzare l’algoritmo si definisca preliminarmente

C∗ = capacità del minimo taglio, CΣ =
∑
e∈E

ce, Ci =
∑

e∈δ(i)

ce

Valutiamo ora la probabilità con cui viene generato il taglio di capacità minima.
Ovviamente si ha Ci ≥ C∗ e sommando su tutti i nodi si ottiene

∑
i
Ci ≥ n C∗.

Siccome
∑

i
Ci = 2 CΣ si ottiene

C∗

CΣ
≤ 2

n

Quindi la probabilità di non scegliere un arco del taglio minimo è almeno 1 − 2/n.
Nel grafo successivo con (n − 1) nodi la probabilità diventa 1 − 2/(n − 1). L’ultimo
grafo ha 3 nodi e la probabilità è allora 1−2/3. Quindi la probabilità di non scegliere
mai un arco del taglio minimo (e pertanto fornire come soluzione proprio il taglio
minimo) è almeno

(1 − 2

n
) (1 − 2

n − 1
) (1 − 2

n − 2
) . . . (1 − 2

5
) (1 − 2

4
) (1 − 2

3
) =

2

n (n − 1)
≥ 2

n2

e la probabilità di non trovare il taglio minimo è al più 1 − 2/n2. Dopo k tentativi
la probabilità di non trovare mai il taglio minimo è al più

(1 − 2

n2
)k ≈ e−2k/n2

Allora

e−2k/n2 ≤ ε =⇒ −2 k

n2
≤ ln ε =⇒ k ≥ n2 ln ε−1

2
La limitazione trovata alla probabilità di trovare il taglio minimo è stretta. Si con-
sideri un circuito con n archi e capacità M per due archi e M + 1 per gli altri n− 2
archi. Allora C∗ = 2 M , CΣ = n M + n − 2 e

C∗

CΣ
=

2 M

n M + n − 2
→ 2

n
se M → ∞

Quindi il rapporto può essere reso arbitrariamente vicino alla limitazione e questo
fatto è vero anche per i successivi grafi ottenuti per fusione.

Per valutare la complessità computazionale dell’algoritmo bisogna considerare
quanto costa ogni calcolo di un taglio. Anche se la descrizione dell’algoritmo fa uso
dell’idea di contrarre il grafo ad ogni scelta di un arco, sarebbe troppo costoso in
pratica riscrivere il grafo. Il grafo viene allora mantenuto e ogni fusione di nodi viene
realizzata con una struttura Union-Find (vedi pag. 314) con complessità O(log n).

La scelta casuale di un arco richiede una ricerca binaria fra gli archi ancora da
scegliere. Un modo per scegliere un arco consiste nel creare un albero binario (pieno
e bilanciato con l’ultima riga piena a ‘sinistra’, come uno heap) in cui le foglie sono in
corrispondenza con gli archi. Ad ogni foglia si associa la capacità dell’arco. Ad ogni
altro nodo dell’albero si associa la somma delle capacità delle foglie del sottoalbero
relativo al nodo. La scelta viene effettuata partendo dal nodo radice e scegliendo il
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Figura 10.6. Albero per la scelta casuale dell’arco

ramo di sinistra o di destra dell’albero con probabilità proporzionale ai numeri asso-
ciati ai due figli. Procedendo ricorsivamente si perviene alla foglia. Una volta scelta
la foglia bisogna ‘togliere’ l’arco. A questo scopo basta azzerare il valore di capacità e
diminuire del medesimo valore tutti i numeri associati ai nodi intermedi risalendo nel-
l’albero fino alla radice. Questo calcolo ha complessità O(log m) = O(log n). Si veda
in Fig. 10.6(a) l’albero iniziale per il grafo di Fig. 10.3 (Esempio 10.5) dove gli archi
sono ordinati come (1,2),(2,3),(4,5),(5,6),(7,8),(8,9),(1,4),(2,5),(3,6),(4,7),(5,8),(6,9).
Nella Fig. 10.6(b) si vede l’albero dopo la scelta dell’arco (3,6). Nelle altre due figure
si vede l’albero nelle due successive iterazioni (si faccia riferimento alla Fig. 10.3).

Si noti che si potrebbe anche scegliere un arco non più esistente nel grafo con-
tratto. In questo caso si riconosce che l’arco ‘non esiste’ più per il fatto che i due
nodi appartengono alla stessa componente connessa della struttura Union-Find. Se
un arco nel grafo contratto proviene da più archi e quindi la sua capacità sarebbe la
somma delle capacità originarie, in ogni caso la scelta casuale di questo pseudoarco
è equivalente alla scelta di uno qualsiasi degli archi originali.

Il numero di iterazioni per la ricerca di un taglio è al più pari a m−1 (ad esempio
due cricche connesse con un solo arco potrebbero richiedere la scelta di tutti gli archi
delle due cricche). Quindi un taglio si trova con complessità O(m log n). Quindi per
avere il taglio minimo con probabilità 1− ε, la complessità è O(m n2 log n log ε−1).
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Modelli particolari di PL

In problemi di ottimizzazione combinatoria si rivela spesso molto utile poter
esprimere la struttura del problema secondo un modello di PL01 in cui sono
però presenti un numero esponenzialmente elevato di variabili o di vincoli. In
questo modo parte della struttura combinatoria di un problema è descritta
dal modello di PL piuttosto che dall’interezza delle variabili 0-1 e questa pos-
sibilità rende molto più forte la limitazione inferiore prodotta dal rilassamento
d’interezza e con tempi di calcolo quindi più rapidi.

Siccome si ragiona con una matrice dei vincoli con un numero di righe o
di colonne esponenziale, va subito detto che una tale matrice non può esse-
re generata, né tanto meno memorizzata, esplicitamente. Proprio perché la
definizione della matrice proviene da qualche proprietà combinatoria del pro-
blema, i valori della matrice possono essere definiti implicitamente in base alle
stesse proprietà.

Si tratta di capire come risolvere un problema di PL in cui solo una parte
dei dati viene rappresentata esplicitamente. Non necessariamente questo è pos-
sibile, ma se lo è, si ricava normalmente un grande vantaggio computazionale
che ripaga della maggior complessità implementativa di questi modelli.

11.1 Matrici a larga scala

Sia A la matrice dei vincoli di un problema di PL. Supponiamo che il numero
di colonne sia tanto elevato che la generazione stessa di tutte le colonne di A
sia computazionalmente intrattabile. Invece il numero di righe di A è limitato
e le operazioni su una matrice quadrata di ordine pari al numero di righe
possono essere eseguite agevolmente. La coppia di problemi primale-duale in
questione è

min c x

A x ≥ b

x ≥ 0

max y b

y A ≤ c

y ≥ 0
(11.1)
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Siano (x∗, y∗) gli ottimi dei rispettivi problemi. Per verificare l’ottimalità è
sufficiente sottoporre (x∗, y∗) ai tre test

1) c x∗ = y∗ b ?
2) x∗ ammissibile ?
3) y∗ ammissibile ?

(11.2)

Se e solo se i tre test sono superati c’è la garanzia di ottimalità per (x∗, y∗).
Sia Â una sottomatrice di A, con lo stesso numero di righe di A ma con una
frazione delle colonne di A. Sia ĉ il sottovettore di c in corrispondenza con
Â. Le dimensioni di Â sono sufficientemente basse da poter risolvere in modo
esplicito la coppia di problemi

min ĉ x̂

Â x̂ ≥ b

x̂ ≥ 0

max y b

y Â ≤ ĉ

y ≥ 0
(11.3)

Si noti che in (11.3) il vettore x̂ ha un numero di componenti pari alle colon-
ne di Â, mentre i vettori y in (11.1) e (11.3) sono di uguale dimensione. Il
problema (11.3) prende il nome di Master Problem.

Siano x̂∗ e ŷ∗ gli ottimi in (11.3). Estendiamo x̂∗ ad una soluzione primale
di (11.1) semplicemente assegnando il valore 0 a quelle componenti non pre-
senti in (11.3). Indichiamo con x∗ questa soluzione. Ci chiediamo se (x∗, ŷ∗)
sono ottimi in (11.1). Per saperlo sottoponiamo queste soluzioni ai test (11.2).

Siccome x̂∗ e ŷ∗ sono ottimi in (11.3), si ha ĉ x̂∗ = ŷ∗ b. Per come è stata
costruita x∗, si ha ovviamente c x∗ = ĉ x̂∗ e quindi il test 1) è superato. Anche
il test 2) è superato facilmente dato che A x∗ = Â x̂∗. Rimane da valutare il
test 3).

Nel problema duale di (11.1) il numero di vincoli è esponenziale. Quindi
una verifica diretta dell’ammissibilità di ŷ∗ non può essere fatta. Bisogna
capire se è possibile effettuare la verifica sfruttando le proprietà della matrice
A. Supponiamo per il momento che esista un algoritmo che per ogni valore y
sia in grado di dire se y A ≤ c è ammissibile e, in caso contrario, di fornire
una diseguaglianza violata da y.

Quindi, se ŷ∗ è ammissibile in (11.1) i calcoli sono conclusi perché si è otte-
nuto l’ottimo. Se invece ŷ∗ non è ammissibile, la diseguaglianza violata da ŷ∗

fornisce, ovvero genera come si usa dire, una colonna di A di cui bisogna tener
conto e quindi tale colonna viene aggiunta a Â e gli ottimi di (11.3) vengono
ricalcolati. Il metodo prosegue fino a che non si trova un ŷ∗ ammissibile in
(11.1).

La verifica dell’ammissibilità duale viene anche detta procedura di pricing,
pensando al significato di prezzo delle variabili duali e alla valutazione se
un’attività (colonna) debba essere intrapresa (generata) a seconda se il suo
costo sia minore o maggiore del costo intrinseco del processo produttivo ai
prezzi (variabili duali) calcolati.
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Potrebbe sorgere il dubbio che il numero di colonne da generare sia non
troppo diverso da quello delle colonne di A, e quindi il metodo richiederebbe
comunque un numero esponenziale di computazioni. Per fortuna questo non
si verifica. Infatti si noti che un vertice del poliedro del primale di (11.1) deve
avere al più m componenti non nulle e quindi il numero di colonne utili ad
esprimere l’ottimo primale x∗ è pari al numero di righe. Anche se non è vero
che tali colonne vengono generate subito e tutte di seguito, normalmente la
generazione di colonne ‘inutili’ è dello stesso ordine di quelle utili e quindi la
procedura converge in un numero accettabile di passi verso l’ottimo.

In questo capitolo illustriamo la tecnica di generazione di colonne per pro-
blemi di flusso e per il problema dell’orario visto in Sez. 2.11. Altri esempi
verranno descritti in Sez. 17.4 per il problema dell’impaccamento in conteni-
tori, in Sez. 18.2 per un problema di turnazione e in Sez. 19.4 per un problema
di rotte di veicoli. Si veda inoltre [150] per aspetti di tipo generale.

Vi sono anche molti problemi che vengono formulati con un numero con-
tenuto di variabili ma esponenziale di vincoli. Questo è tipico ad esempio
dell’approccio tramite combinatoria poliedrale, in cui il poliedro definito co-
me l’inviluppo convesso delle soluzioni di un problema combinatorio viene
descritto dalle diseguaglianze che definiscono le faccette del poliedro. Tali di-
seguaglianze sono normalmente in numero esponenziale. Vedremo un esempio
di queste tecniche nel Cap. 13 per il problema dell’accoppiamento e nel Cap. 16
per il problema del commesso viaggiatore. Ovviamente, siccome primale e dua-
le possono scambiarsi i ruoli, l’approccio risolutivo delineato rimane invariato.
Tutta la difficoltà consiste nel verificare l’ammissibilità della variabile, primale
in questo caso, rispetto a tutti i vincoli, e di poter generare l’eventuale vincolo
violato.

11.2 Branch-and-bound e generazione di colonne

Normalmente nel modello (11.1) è presente l’ulteriore requisito di variabi-
li binarie. È prassi normale risolvere un problema di PL01 con una tecnica
branch-and-bound, in cui ad ogni ramo dell’albero di ricerca, una variable
viene vincolata a 0 o a 1. Aggiungere questi vincoli ad un problema di PL01
non costituisce mai un problema, anzi, riduce il numero di variabili.

Tuttavia, se le variabili non sono presenti esplicitamente, non è semplice
imporre alcuni vincoli di suddivisione. Consideriamo dapprima il vincolo xk =
1 per un particolare indice k. Se il vincolo xk ≤ 1 è già implicito nella matrice
A (come spesso succede), possiamo pensare di aggiungere il vincolo esplicito
xk ≥ 1 cos̀ı il primale di (11.1) diventa

min c x

A x ≥ b

xk ≥ 1
x ≥ 0
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Questo comporta l’aggiunta di una variabile wk nel problema duale i cui
vincoli ora sono

y Aj ≤ cj j �= k, y Ak + wk ≤ ck

La questione riguarda la possibilità che per l’ottimo duale ŷ, per il quale
vale necessariamente ŷ Ak + ŵk ≤ ck, in quanto tale vincolo è presente, valga
anche ŷ Ak > ck. Se cos̀ı fosse, ci sarebbe la possibilità che un algoritmo che
verifichi la violazione del vincolo duale, fornisca proprio l’indice k, come se
si dovesse generarlo, quando in realtà è già stato generato. Una situazione
del genere renderebbe impossibile al metodo di progredire. Nelle ipotesi di
vincolo xk ≤ 1 implicitamente presente nella matrice A, questa possibilità è
fortunatamente esclusa in quanto, essendo ŵk ≥ 0

ŷ Ak ≤ ŷ Ak + wk ≤ ck

Se il vincolo xk ≤ 1 non fosse implicitamente presente in A, saremmo costretti
a porre il vincolo xk = 1 anziché xk ≥ 1, ma allora wk potrebbe a priori
assumere qualsiasi segno e non potremmo dedurre ŷ Ak ≤ ck.

Consideriamo ora il vincolo xk = 0. Se lo imponiamo come xk ≤ 0 (dato
che xk ≥ 0 è già presente), allora (11.1) diventa

min c x

A x ≥ b

− xk ≥ 0
x ≥ 0

e vincoli duali sono

y Aj ≤ cj j �= k, y Ak − wk ≤ ck

In questo caso può avvenire che ŷ Ak > ck e il metodo non potrebbe
continuare.

In generale quindi si pone il problema se i vincoli di suddivisione siano com-
patibili con l’algoritmo che verifica l’ammissibilità duale, ovvero l’algoritmo
possa tenerne conto, eventualmente con lievi modifiche.

La simmetria esposta prima fra problema primale e duale non si presenta
se le variabili primali devono essere intere o binarie. Se il modello richiede un
numero esponenziale di vincoli nel problema primale, un algoritmo di verifica
dell’ammisibilità dei vincoli e uno schema di suddivisione branch-and-bound
non entrano in conflitto.

Quando si risolve un problema primale intero con un numero esponenziale
di vincoli per il quale viene quindi richiesto di operare sia con una tecnica
branch-and-bound che con una tecnica di generazione di vincoli, si parla di
tecnica branch-and-cut (come si è già accennato in un precedente capitolo).
Il termine ‘cut’ deriva dall’idea che ogni vincolo aggiunto, corrispondente ad
un nuovo piano nello spazio, taglia una parte del poliedro in cui non ci sono
soluzioni intere (e quindi non si perdono soluzioni ammissibili) e nemmeno la
soluzione frazionaria appena trovata (e quindi il metodo può procedere).
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11.3 Massimo flusso rivisitato

Come esempio iniziale delle tecniche esposte in generale, si riconsideri il pro-
blema del massimo flusso. È noto che ogni flusso x da s a t si può decomporre
in un numero finito di cammini, con flusso xP costante lungo il cammino P
da s a t (per la decomposizione si veda quanto esposto a pag. 171). Imma-
giniamo di operare al contrario, cioè di partire da variabili xP di flusso di
cammino, la cui composizione fornirà il flusso finale. In questo modo non c’è
bisogno di esplicitare i vincoli di conservazione di flusso nei nodi, in quanto
sono implicitamente presenti nella definizione stessa di cammino.

Il vincolo di capacità va invece imposto esplicitamente. Consideriamo un
problema di massimo flusso con capacità simmetriche. Quindi il flusso può
percorrere un arco in entrambe le direzione e conta il valore assoluto del flusso
per il vincolo di capacità. Conviene identificare un cammino con l’insieme dei
suoi archi, senza specificare il verso di percorrenza.

Con questa impostazione il vincolo di capacità in un arco e si esprime
imponendo che la somma dei flussi di cammino xP , per i cammini che usano
l’arco e, sia non superiore alla capacità ce. Bisogna però riflettere sul fatto che
due flussi d’arco uguali ma contrari danno luogo ad un flusso nullo, mentre nel
modello che stiamo costruendo due flussi di cammino che percorrano un arco
in direzioni opposte si sommano in valore assoluto. Potrebbe quindi sembrare
che questo modello non ‘vede’ soluzioni che invece sono ammissibili.

Però si noti che due cammini che condividono un arco, ma con versi op-
posti, si possono riscrivere come due cammini senza archi in comune più il
circuito dato dall’arco in comune percorso avanti e indietro. Quindi esiste
sempre una soluzione esprimibile con cammini, che corrisponde al caso di
flusso nullo nell’arco.

Indichiamo allora con P l’insieme di tutti i cammini da s a t e definiamo
la seguente matrice dei vincoli

aeP =
{ 1 se e ∈ P

0 se e /∈ P
e ∈ E, P ∈ P

dove le righe sono associate agli archi e ∈ E e le colonne ai cammini P ∈ P. Si
tratta quindi di una matrice con un numero di colonne in generale esponenziale
rispetto a n e m. Usando questa matrice possiamo scrivere il seguente modello
di PL per il problema del massimo flusso

max
∑
P∈P

xP

∑
P∈P

aeP xP ≤ ce e ∈ E

xP ≥ 0

(11.4)

Per risolvere (11.4) dobbiamo adottare il metodo delineato precedentemente.
I vincoli duali di (11.4) sono
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e∈E

aeP ye ≥ 1 P ∈ P

anche riscrivibili come ∑
e∈P

ye ≥ 1 P ∈ P (11.5)

I vincoli (11.5) sono soddisfatti se

min
P∈P

∑
e∈P

ye ≥ 1 (11.6)

Siccome
∑

e∈P ye non è nient’altro che la lunghezza del cammino P quando
le lunghezze degli archi sono definite da ye, in (11.6) viene semplicemente
richiesto di calcolare un cammino minimo con lunghezze non negative (dato
che ye ≥ 0) e quindi la verifica di ottimalità con generazione di colonna,
cioè di cammino, in caso di violazione del vincolo duale, si può effettuare
rapidamente.

Il metodo quindi procede in questo modo: si inizializza prendendo un cam-
mino qualsiasi da s a t e costruendo la prima matrice aeP dei vincoli formata
da un’unica colonna, data dal vettore d’incidenza del cammino. Si risolve
(11.4) e si ottiene l’ottimo duale ye. Usando questi valori come lunghezze de-
gli archi si calcola il cammino minimo. Se la lunghezza del cammino minimo è
uguale a 1 (maggiore di 1 non può mai essere, perché?) il metodo è terminato
e la soluzione corrente è ottima, altrimenti il vettore d’incidenza del cammino
trovato viene aggiunto alla matrice eeP e il metodo procede allo stesso modo.

È interessante notare che c’è uno stretto legame con l’algoritmo che calcola
il massimo flusso tramite i cammini aumentanti. Ogni cammino che viene
generato è un cammino aumentante per il flusso corrente determinato dai
cammini presenti. In base alla complementarità se un arco e non è saturo per
il flusso corrente allora ye = 0. Quindi se esiste un cammino di archi non
saturi tale cammino ha lunghezza zero e può venire generato. Se non esiste un
cammino di archi non saturi allora, per quanto già visto, esiste un taglio di
archi saturi e questo prova l’ottimalità del flusso. Se un arco è saturo il valore
di ye è eguale a 1. Infatti la variabile duale misura l’aumento del valore ottimo
all’aumentare del vincolo e quindi, a meno di molteplicità di tagli minimi, tale
aumento è esattamente eguale all’aumento di capacità. Si noti ancora che a
questo punto il valore dell’ottimo duale di (11.4) è proprio la capacità di taglio.

Risolvere il problema del massimo flusso in questo modo, considerata l’e-
sistenza di efficienti algoritmi diretti, può sembrare fuori luogo, e in effetti
lo è. Tuttavia questo tipo d’impostazione può dimostrarsi efficace in problemi
simili.
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11.4 Problemi multiflusso

Nei problemi di flusso finora definiti, il flusso rappresenta quantità in movi-
mento in una rete. Queste quantità sono del medesimo tipo e quindi sono
intercambiabili. Quanto entra in un nodo esce dallo stesso modo in modo
indifferenziato. Vi sono però situazioni in cui non è possibile ‘mescolare’ flus-
si diversi. Se abbiamo quantità di tipi diversi, queste devono mantenere la
loro identità e non confondersi fra loro. Siccome tutte le quantità condivi-
dono le capacità degli archi dobbiamo tenere conto simultaneamente di tutti
i flussi dei diversi tipi. Questi tipi di problemi vengono detti a multiflusso
(multicommodity flows).

Consideriamo allora il seguente problema: è data una rete G = (N, E) con
capacità ce e costi de per ogni arco e ∈ E. Siano date r coppie di sorgenti
destinazioni (sk, tk). Per ogni coppia sia dato il flusso bk che deve essere inviato
da sk a tk. Si deve trovare un multiflusso ammissibile fk

e , cioè∑
e∈δ+(i)

fk
e −

∑
e∈δ−(i)

fk
e = 0 i ∈ N \ {sk, tk

}
, k ∈ [r]

∑
e∈δ+(sk)

fk
e −

∑
e∈δ−(sk)

fk
e = bk k ∈ [r]

∑
k∈[r]

|fk
e | ≤ ce e ∈ E

(11.7)

e che minimizzi la funzione obiettivo∑
k∈[r]

∑
e∈E

de |fk
e |

Nonostante la presenza dei valori assoluti il problema si può facilmente riscri-
vere come PL. Ciò che è problematico in (11.7) è la dimensione del problema. Il
numero di variabili è pari a |E|·r e il numero di vincoli a |N |·r+|E|. Se la rete
avesse 1.000 nodi con 100 coppie sorgenti destinazione e 3.000 archi, si avreb-
bero 300.000 variabili e 103.000 vincoli. Soprattutto quest’ultima cifra ren-
derebbe il problema quasi irresolubile sulla maggior parte dei calcolatori. Un
approccio con generazione di colonne, invece, per quanto si basi su una formu-
lazione con un numero esponenziale di variabili, risulta computazionalmente
più trattabile.

Sia allora Pk l’insieme dei cammini da sk a tk (gli archi su un cammino
non sono necessariamente orientati tutti nello stesso verso) e sia xP ≥ 0 un
valore di flusso costante lungo il cammino P . Sia dP :=

∑
e∈P de Allora il

problema si può impostare come
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min
∑

k

∑
P∈Pk

dP xP

∑
k

∑
P∈Pk

aeP xP ≤ ce e ∈ E

∑
P∈Pk

xP = bk k ∈ [r]

xP ≥ 0

(11.8)

Il duale (tenendo conto di dover cambiare il segno alla diseguaglianza) è

max −
∑

e

ce ye +
∑

h

bh wh

−
∑

e

aeP ye + wk ≤ dP P ∈ Pk, k ∈ [r]

ye ≥ 0

(11.9)

Il vincolo duale è ammissibile se

dP +
∑
e∈P

ye =
∑
e∈P

(de + ye) ≥ wk

Si indichi con L(P, y) =
∑

e∈P (de + ye) la lunghezza del cammino P quando
la lunghezza di ogni arco sia definita come somma del costo de e del valore
duale ye. Allora il vincolo duale è ammissibile se e solo se

min
P∈Pk

L(P, y) ≥ wk k ∈ [r]

Si tratta quindi di risolvere r problemi di cammino minimo. In questo pro-
blema è più complesso inizializzare il metodo. Infatti, se si scelgono a caso r
cammini sk → tk sui quali far transitare le quantità di flusso bk (per rispettare
il vincolo

∑
P∈Pk xP = bk), non è poi garantito che il vincolo di capacità sia

rispettato.
Un metodo generale per ottenere una soluzione iniziale ammissibile con-

siste nel risolvere un problema analogo in cui però la funzione obiettivo è
costruita per ottenere una soluzione ammissibile. Si tratta i decidere quali
vincoli rilassare e come costruire la funzione obiettivo per ripristinare i vincoli
rilassati.

In questo caso si può pensare di iniziare con un insieme vuoto di cammini.
In questo modo il vincolo di capacità è certamente rispettato. Però non lo è il
vincolo

∑
P∈Pk xP = bk. Lo si rilassa allora introducendo variabili artificiali

zk ≥ 0 (una per ogni coppia (sk, tk)) e riscrivendo il vincolo come
∑

P∈Pk xP +
zk = bk, anzi zk = bk, dato che non sono presenti cammini. Ovviamente
l’obiettivo deve ridurre a 0 le variabili artificiali e quindi l’obiettivo può essere

min
∑

k

∑
P∈Pk

dP xP + K
∑

k

zk
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dove K è scelto molto grande in modo da forzare le variabili artificiali a 0. Se
risolvendo il problema e per quanto grande si sia preso K (ma è sufficiente K >
n maxe de) non si ottiene zk = 0 per ogni k, questo significa semplicemente che
non c’è soluzione ammissibile. Quindi si risolve in realtà il seguente problema:

min
∑

k

∑
P∈Pk

dP xP + K
∑

k

zk

∑
k

∑
P∈Pk

aeP xP ≤ ce e ∈ E

∑
P∈Pk

xP + zk = bk k ∈ [r]

xP ≥ 0, zk ≥ 0

(11.10)

i cui vincoli duali sono∑
e∈P

(de + ye) ≥ wk P ∈ Pk, wk ≤ K k ∈ [r]

Il vincolo wk ≤ K è rispettato in quanto il vincolo è esplicitamente presente
nel modello ridotto. Il vincolo

∑
e∈P (de + ye) ≥ wk è invece da verificare

risolvendo problemi di cammino minimo.
In questo modello sono presenti |E|+ r vincoli, un numero di gran lunga

inferiore al modello visto precedentemente. Con riferimento alla medesima
rete di 1.000 nodi, 100 coppie sorgenti destinazione e 3.000 archi, il numero
di vincoli è 3.100, un valore alla portata di un qualsiasi risolutore di media
potenza.

Esempio 11.1.

Si prenda in esame la stessa rete dell’Esempio 10.2, che qui riportiamo in
Fig. 11.1(a). Si ricorda che per semplicità abbiamo supposto de = ce (numeri
accanto agli archi). A pag. 181 lo stesso esempio è stato trattato aggiungendo
una sorgente ed un pozzo con flusso del medesimo tipo e quindi mescolabile.
Ora invece supponiamo che i flussi non siano mescolabili e quindi le 4 unità di
flusso in partenza dal nodo 1 devono arrivare al nodo 9 e le 3 unità di flusso in
partenza dal nodo 7 devono arrivare al nodo 3. Possiamo prendere K = 1000.

Il modello Lingo che risolve il problema è disponibile al sito [202]. Si è
sfruttata la possibilità offerta da Lingo di programmare le varie risoluzioni
di LP. Proprio perché Lingo opera con modelli di PL, si è preferito usare la
PL anche per trovare i cammini minimi con il modello di flusso esposto in
Sez. 9.3.

Il primo Master Problem (MP) da risolvere in cui non è presente la matrice
aeP dà come soluzione ye = 0 per ogni e, e w1 = w2 = K = 1000. Il valore
ottimo è 7000. I cammini trovati dall’algoritmo generatore sono P1 = 1− 4−
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(a) Grafo con capacità e costi

� � �

�

���

	 


��	 �

�

��	

��	

�

�

�

�

�

��	

� � �

�

���

	 


��	 �

��	

��	

�

�

�

�

�

��	

(b) flusso 1 → 9 (c) flusso 7 → 3

Figura 11.1.

5 − 6 − 9 e P2 = 7 − 4 − 5 − 6 − 3, ai quali corrispondono le due colonne
da inserire (avendo ordinato gli archi come (1, 2), (1, 4), (2, 3), (2, 5), (3, 6),
(4, 5), (4, 7), (5, 6), (5, 8), (6, 9), (7, 8), (8, 9))(

0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1

)�

Le prime 12 componenti di ogni colonna si riferiscono ai 12 archi del grafo.
Le altre due si riferiscono ai vincoli

∑
P∈Pk xP = bk. Con queste prime due

colonne il MP riesce a far transitare al massimo una unità di flusso (l’arco
(4, 5) viene usato da entrambi i cammini nella stessa direzione ed ha capacità
1). Siccome il secondo cammino costa di meno, il MP ha ottimi x1 = 0 e
x2 = 1, con valore ottimo 6008. Le variabili duali ottime ye sono tutte nulle
tranne y45 = 992. È chiaro che con questa lunghezza, l’arco (4, 5) già utilizzato
da due cammini e ormai saturo, non verrà scelto da cammini minimi. In questa
iterazione i cammini minimi sono P3 = 1−4−7−8−9 e P4 = 7−8−9−6−3,
entrambi di lunghezza 12 e inferiori a w1 = w2 = 1000. Quindi vengono
generate le due colonne corrispondenti.

Il metodo prosegue per altre quattro iterazioni, generando altri sei cam-
mini. Nell’ultima iterazione si raggiunge l’ottimalità e non vengono generati
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v x y w1 w2 P : s1 → t1 P : s2 → t2

7000 1000 1000 P1 : 1-4-5-6-9 P2 : 7-4-5-6-3

6008 x2 = 1 y45 = 992 1000 1000 P3 : 1-4-7-8-9 P4 : 7-8-9-6-3

4032
x2 = 1
x3 = 2

y45 = 992
y89 = 988

1000 1000 P5 : 1-2-5-6-9 P6 : 7-8-5-6-3

3045
x2 = 1
x3 = 2
x6 = 1

y45 = 5
y56 = 987
y89 = 988

1000 1000 P7 : 1-2-3-6-9 P8 : 7-4-1-2-3

92

x3 = 1
x4 = 1
x5 = 2
x7 = 1
x8 = 2

y14 = 3
y36 = 4
y47 = 1
y56 = 5
y89 = 2

18 18 P9 : 1-2-5-8-9 P10 : 7-4-5-2-3

88

x1 = 0.5
x3 = 1
x4 = 1
x5 = 1.5
x7 = 1
x8 = 1.5
x10 = 0.5

y25 = 1
y36 = 1
y45 = 4
y47 = 1
y56 = 1
y89 = 2

15 15

Tabella 11.1. Iterazioni

cammini. Tutte le iterazioni sono riportate nella Tabella 11.1, dove la pri-
ma colonna riporta il valore ottimo v del MP, la seconda le variabili xP > 0
ottime, la terza le variabili duali ottime ye > 0, la quarta le variabili duali
ottime w1 e w2, la quinta e la sesta i cammini generati per le rispettive coppie
sorgente-destinazione.

Il flusso che si ottiene negli archi dovuto alla somma dei 7 cammini che
intervengono nella soluzione ottima è il seguente:

f12 = 4, f14 = 3, f23 = 3, f25 = 2,

f36 = 2, f45 = 1, f47 = 3, f56 = 2,

f58 = 0, f69 = 4, f78 = 2, f89 = 2

e i flussi ottimi per le due coppie sorgente-destinazione sono riportati nelle
Figure 11.1(b) e (c) rispettivamente. Date le dimensioni ridotte del problema
sono stati generati quasi tutti i cammini (ce ne sono

(
4
2

)
= 6 per ogni coppia).

Ma non bisogna dimenticare che il numero di cammini fra le coppie sorgente-
destinazione cresce in modo esponenziale rispetto a m e n, mentre il numero
di cammini generati cresce, come si può constatare empiricamente, in modo
computazionalmente trattabile.

Si noti ancora che la soluzione ottima non è intera. Questo può sorpren-
dere dopo aver visto che nei problemi di flusso le soluzioni ottime sono intere
quando i dati di un problema sono interi, a causa della particolare struttura
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della matrice d’incidenza di un grafo orientato. Bisogna però tenere presente
che i vincoli di capacità comuni ai diversi flussi distruggono questa struttura
favorevole e, per problemi multiflusso, non c’è più la garanzia di interezza. Se
ad esempio si volesse risolvere un problema di trovare r cammini disgiunti fra
coppie di nodi fissate è bene sapere che si tratta di un problema NP-difficile,
modellabile con un problema multiflusso, ma in cui bisogna imporre l’inte-
rezza. Viceversa, se il cammino in partenza da una sorgente può terminare
in una qualsiasi destinazione, allora il problema è assimilabile ad un norma-
le problema di flusso ed è quindi facile (si vedano le considerazioni fatte a
pag. 180).

11.5 Modelli compatti

Se la verifica d’ammissibilità della variabile duale ŷ∗ può essere espressa tra-
mite un problema di PL, è possibile sostituire tutti i vincoli duali con quelli
del programma di PL con l’obiettivo opportunamente vincolato. Per rendere
la cosa più comprensibile si faccia riferimento al semplice caso del massimo
flusso. Il problema generatore di colonne consiste nel risolvere un problema
di cammino minimo con lunghezze non negative e verificare se la lunghezza
minima sia minore o uguale a 1.

Un problema di cammino minimo può essere risolto con la PL, come già
visto in Sez. 9.3. Quindi il problema duale

min
∑

e

ce ye

∑
e∈P

ye ≥ 1 P ∈ P

ye ≥ 0

(11.11)

può essere equivalentemente espresso come

min
∑

e

ce ye

Vt − Vs ≥ 1
Vj − Vi ≤ ye e ∈ E

ye ≥ 0

(11.12)

Il vantaggio di usare (11.12) è che i vincoli (11.11), in numero esponenziale,
sono stati compattamente riscritti in modo implicito in un numero polinomiale
di vincoli come in (11.12). Possiamo addirittura calcolare il duale di (11.12).
Si dovrebbe ottenere qualcosa di non distante dal problema originario. Infatti
si ottiene max xst∑

e∈δ(i)−
xe −

∑
e∈δ(i)+

xe = 0

0 ≤ xe ≤ ce
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cioè il problema di massimo flusso nella sua formulazione normale. In que-
sto caso quindi non si è ottenuto nulla di nuovo attraverso una formulazione
compatta. Se si esamina il problema di multiflusso e si scrive la formulazione
compatta del problema (11.9) si ottiene esattamente (11.7).

Avendo detto che (11.8) è più facilmente risolvibile di (11.7), la formu-
lazione compatta è stata del tutto inutile. Questi esempi negativi però non
devono far pensare che succeda sempre cos̀ı. In altri casi, come vedremo in
Sez. 17.5, la formulazione compatta fornisce un modo utile e alternativo di
risolvere il problema.

11.6 Orario universitario: risoluzione del modello

In Sez. 2.11 era stato introdotto un modello per costruire un orario di facoltà
universitaria basato su variabili che rappresentano orari di singoli insegnamen-
ti. Era stato fatto notare che il numero di variabili è esponenzialmente elevato
in quanto bisognerebbe potenzialmente considerare tutti i possibili orari per
ogni insegnamento.

Facciamo vedere ora come sia possibile applicare le tecniche illustrate
in questo capitolo per generare un numero limitato di colonne della matri-
ce. Definiamo allora le variabili duali. Siano wkh, vhq, uc le variabili duali
rispettivamente dei vincoli (2.23), (2.24), (2.25). Allora i vincoli duali sono∑

h∈H

∑
k∈K

a(kh)(jc) wkh +
∑
h∈H

∑
q∈Q(c)

a′(h)(jc) vhq + uc ≥

∑
h∈H

∑
k∈K

a(kh)(jc) skhc j ∈ P (c), c ∈ C

Quindi, per generare lo schema j per il corso c, bisogna minimizzare, rispetto
a a e a′ ∑

h∈H

( ∑
k∈K

a(kh)(jc) (wkh − skhc) +
∑

q∈Q(c)

a′(h)(jc) vhq

)
(11.13)

e confrontare il risultato con −uc. Definiamo

ŵhc := min
k∈K(c)

wkh − skhc, v̂hc :=
∑

q∈Q(c)

vhq, thc := ŵhc + v̂hc

Allora minimizzare (11.13) è equivalente a minimizzare, per ogni corso c,∑
h∈H

thc a′(h)(jc) (11.14)

La minimizzazione di (11.14) può tener conto di vincoli o preferenze di un
particolare corso. Qui ci limitiamo ad esporre il semplice caso in cui non è
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possibile assegnare più di un’ora (nel senso di due ore, come precedentemente
spiegato) al giorno ad un corso. In questo caso la minimizzazione di (11.14)
si effettua semplicemente scegliendo i d valori minimi di thc in giorni diversi.

Altri tipi di vincoli possono essere altrettanto facilmente impostati, fra
cui quelli che prevedono il corso in giorni consecutivi, non importa quali,
oppure il corso sempre di mattina oppure sempre di pomeriggio. In particolare
vincoli di tipo disgiuntivo sono facilmente gestibili. Rimandiamo a [188] per un
approfondimento dei vari aspetti, incluso quello di come rendere il meccanismo
di generazione di colonne compatibile con la suddivisione branch-and-bound.

I risultati computazionali hanno dimostrato una netta superiorità rispetto
al primo modello. Si riesce a ottenere una soluzione ottima in meno di un
minuto per i corsi della Facoltà di Scienze di Udine (63 corsi, 25 ore, 5 giorni,
5 ore al giorno, 4 tipi di aule e 25 gruppi di corsi non sovrapponibili). Questo
risultato si ottiene grazie alla bontà del rilassamento d’interezza.

Rimane il problema di assegnare i corsi alle aule. Si tratta tuttavia di
una facile problema di assegnamento di cui abbiamo la garanzia di ammis-
sibilità dal primo problema. La risoluzione avviene secondo le seguenti linee:
sia (c, h, k) la tripla, ottenuta come risultato dal precedente problema, per
la quale il corso c viene insegnato nell’ora h nell’aula di tipo k. Il problema
può essere decomposto in tanti sottoproblemi quante sono le ore. Tuttavia
se si vuole che gli studenti di un corso non cambino aula fra un’ora e quel-
la successiva (vincolo non presente nel modello e quindi non è garantito che
una soluzione con questo requisito esista; è solo garantito che le aule sono
sufficienti) bisognerebbe affrontare il problema a livello globale.

Risolviamo però in modo euristico questa esigenza decomponendo il pro-
blema e tenendone conto nei costi. Se R è l’insieme delle aule e C(h) è l’insieme
dei corsi assegnati all’ora h, si risolve il problema d’assegnamento

max
∑
r∈R

∑
c∈C(h)

πcr xcr

∑
r∈R

xcr = 1 c ∈ C(h)

∑
c∈C(h)

xcr ≤ 1 r ∈ R

xcr ∈ {0, 1}
dove πcr è la preferenza assegnata per avere il corso c nell’aula r. Le prefe-
renze vengono variate dinamicamente. Quando un corso è assegnato a una
certa aula, la preferenza per l’ora successiva di un corso con lo stesso gruppo
di studenti viene aumentata in modo da favorire la riassegnazione e vice-
versa se invece non viene assegnato. Il metodo funziona bene e anche molto
rapidamente.
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Metodi euristici

I problemi reali sono sempre molto complessi e quasi mai è possibile affrontarli
e risolverli con un unico algoritmo. Normalmente è necessario costruire un
modello complesso in cui vari sottomodelli interagiscono fra loro. Alcuni di
questi sottomodelli possono essere di per sé difficili da risolvere.

Quindi se il calcolo deve avvenire in tempi accettabili per poter prendere
una decisione, è necessario essere in grado di sviluppare metodi che, rinuncian-
do all’esattezza della soluzione (se questo concetto ha un suo senso), hanno
invece il vantaggio di tempi di esecuzione rapidi.

Algoritmi che operano in questo modo vengono detti algoritmi euristici o
più semplicemente euristiche. Le strategie che stano alla base di un’euristica
dipendono in gran misura dal problema stesso che si deve risolvere e quindi
una loro esposizione formerebbe un lungo elenco di metodi diversi. Tuttavia è
possibile inquadrare le euristiche in alcune casistiche in base ad alcuni principi
fondamentali che vengono impiegati.

Vi sono euristiche che privilegiano soprattutto la velocità di esecuzione,
costruendo la soluzione con una semplice scansione lineare dei dati del pro-
blema. Questi algoritmi vengono definiti greedy . Normalmente gli algoritmi
greedy producono soluzioni di bassa qualità.

Un’altra strategia ampiamente usata, in quanto è applicabile ad ogni pro-
blema, consiste nel generare ricorsivamente una serie di soluzioni ottenute
una dall’altra attraverso piccoli miglioramenti. Il tipo di miglioramento che
si può realizzare dipende ovviamente dalla struttura del problema in esame.
La procedura termina quando non sono più possibili miglioramenti. Questo
genere di strategia, nella sua forma più semplice, prende il nome di ricerca
locale. Sono state anche proposte delle forme più elaborate, due delle quali
danno buoni risultati, una di tipo deterministico, detta tabu search, e che si
potrebbe chiamare anche ricerca con memoria, e l’altra di tipo stocastico,
detta simulated annealing, che si basa su un’interessante analogia fisica.

Inoltre sono stati proposti, sempre come metodi di risoluzione basati su
analogie con processi naturali, gli algoritmi genetici, le reti neurali e gli
algoritmi colonie di formiche.
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Si sottolinea ancora come un problema reale venga normalmente risolto
da un insieme di molti algoritmi, alcuni esatti ed altri euristici. Il modo co-
me tutti questi algoritmi interagiscono fra di loro, passando i risultati di un
modello come dati d’ingresso per un altro, costituisce a sua volta una grande
euristica, che va ovviamente validata sul campo. Solo l’esperienza e una buona
conoscenza dei pregi e difetti dei vari algoritmi può condurre ad un risultato
apprezzabile. In questo testo si cerca solo di far conoscere i mattoni di questa
costruzione. Come questi vadano combinati assieme per produrre una buona
costruzione si impara con l’esperienza, anche se qualche cenno si trova pure
in questo testo.

In questo capitolo ci si limita a fornire le linee essenziali su cui sono basate
le euristiche elencate. Applicazioni delle euristiche a vari problemi verranno
presentate più avanti quando si tratterrà dei problemi.

12.1 Metodi greedy

In linea generale un algoritmo greedy (‘ingordo’) costruisce una soluzione se-
lezionando i suoi costituenti uno alla volta e senza mai ritornare sulle selezioni
già fatte. L’ordine con cui i dati vengono presentati all’algoritmo è basato su
un criterio predefinito. Quindi tutta l’ingegnosità di un metodo greedy risiede
nel particolare criterio che presiede alla selezione e che deve essere definito in
modo coerente con l’obiettivo del problema.

È evidente che una soluzione viene prodotta rapidamente, dato che viene
richiesta una scansione lineare dei dati o tutt’al più un loro preliminare or-
dinamento. La velocità di calcolo si paga però con soluzioni di qualità molto
bassa normalmente.

Tuttavia, dati i rapidi tempi di calcolo, non costa molto in termini compu-
tazionali nemmeno usare ripetutamente tale metodo, possibilmente con vari
criteri alternativi. Di tutte le soluzioni calcolate si sceglie poi ovviamente la
migliore.

Sperimentalmente si è notato che quando siano disponibili più criteri di
selezione, anziché usare coerentemente sempre lo stesso criterio nella costru-
zione della soluzione, conviene adottare in modo casuale un criterio diverso
ad ogni selezione. Si ottengono mediamente soluzioni migliori.

In alcuni casi notevoli i metodi greedy producono soluzioni esatte. Il caso
più celebre è dato dal problema del minimo albero di supporto che verrà
descritto in Sez. 16.9. Questo esempio rientra in una tipologia più ampia
di problemi, detti matroidali. Per un approfondimento sui matroidi si veda
[142, 199].

Un esempio di metodo greedy si è già visto in Sez. 7.3 per il problema
della copertura nodi. Altri esempi si vedranno nelle Sezioni 16.7, 17.6, 19.5,
21.2 pag. 389.
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12.2 Ricerca locale

In quel che segue si suppone che l’insieme delle soluzioni sia finito. Esiste na-
turalmente anche un tipo di ricerca locale per problemi definiti da un continuo
di soluzioni. Tuttavia in questi casi le tecniche sono radicalmente diverse da
quelle per i problemi discreti.

La ricerca locale presuppone che sia definito un sistema di intorni, ovvero
che si possa associare ad ogni soluzione x un sottoinsieme di soluzioni N(x).
Normalmente N(x) è definito in modo che x ∈ N(x) e le soluzioni in N(x)
siano ‘vicine’ ad x. A parte questi requisiti, vi è grande arbitrarietà nel tipo
di intorni che si possono definire.

La ricerca locale considera una soluzione corrente x, esplora l’intorno N(x)
e se esiste una soluzione y ∈ N(x) migliore di x, allora x viene scartata e y
diventa la nuova soluzione corrente. Si procede ricorsivamente finché nessuna
soluzione in N(x) è migliore di x. Allora l’algoritmo termina producendo la
soluzione x, ottimo locale discreto.

Nella scelta del sistema di intorni bisogna tener presente che piccoli intorni
rendono ovviamente più rapida la scansione degli elementi in N(x), però i
minimi locali discreti con cui la procedura termina sono peggiori di quelli
ottenuti con intorni grandi. Sarà compito di chi progetta l’algoritmo decidere
la struttura di intorno più conveniente per il problema.

Non deve essere sottovalutato il fatto che si pretende dall’intorno di conte-
nere soluzioni ammissibili, altrimenti la procedura termina rapidamente. Per
molti problemi la generazione di soluzioni ammissibili è di per sé difficile e
quindi è lecito dubitare che in questi casi un meccanismo di ricerca locale
funzioni bene, a meno che sia progettato con grande cura.

L’algoritmo di ricerca locale delineato cerca, per ogni intorno, la soluzione
migliore e quindi è obbligato ad esaminare tutte le soluzioni. Si può adottare la
scorciatoia di accettare la prima soluzione generata nella scansione che risulti
migliore di quella corrente. Il fatto di rinunciare ad un possibile miglioramento
più consistente non significa necessariamente che il risultato finale sia peggiore,
anzi spesso avviene proprio il contrario.

È evidente che il minimo locale discreto fornito dalla ricerca locale non
è soddisfacente nella maggior parte dei casi. Per migliorare la ricerca locale
una strategia immediata consiste nel rieseguire la ricerca a partire da molte
soluzioni iniziali alternative. Di tutti i minimi locali che vengono prodotti si
sceglie alla fine il migliore.

Una seconda strategia migliorativa prevede l’accettazione temporanea di
soluzioni peggiori in una generazione sequenziale di un numero basso e pre-
determinato di soluzioni adiacenti a partire dalla soluzione corrente (ricerca
locale estesa). Se la soluzione finale della sequenza è migliore di quella iniziale,
allora la soluzione corrente viene aggiornata, altrimenti si continua una nuova
ricerca dalla soluzione corrente.

Non è vero invece che convenga sempre iniziare la ricerca da una soluzione
buona. Normalmente la ricerca locale non migliora di molto una soluzione già
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buona. È come se si intrappolasse la ricerca in una conca, determinata dalla
soluzione iniziale, dalla quale non si possa facilmente uscire.

Alcuni esempi di ricerca locale verranno forniti in Sez. 16.7 e in Sez. 21.2
a pag. 389. Una rassegna di tecniche di ricerca locale con applicazioni si può
trovare in [2].

Può succedere che l’intorno venga definito come l’insieme delle soluzio-
ni ammissibili di un problema combinatorio. In questo caso l’intorno ha una
grandissima cardinalità. Se la ricerca della soluzione migliore nell’intorno si
può effettuare con un algoritmo, e non per ricerca esaustiva, allora si ha il
vantaggio di poter operare con grandi intorni e quindi avere una buona ga-
ranzia di migliorare rapidamente e in modo consistente la soluzione. Si parla
in questi casi di intorni a larga scala (very large scale neighborhoods VLSN).
Si veda [4] per una esposizione unificatrice dei vari principi che possono inter-
venire nelle definizioni di intorni. In particolare l’euristica shifting bottleneck
per il problema job-shop (Sez. 21.2 a pag. 391) è un esempio di ricerca a larga
scala molto efficace. Nella sezione successiva l’idea di intorno a larga scala
viene applicata al problema dell’orario scolastico.

12.3 Orario scolastico: miglioramento della soluzione

Ottenuta la soluzione esposta in Sez. 8.3 si era notato come diverse esigenze
non erano state soddisfatte. In particolare erano presenti molte ore vuote fra
le ore di lezione di un medesimo docente. Anche il requisito di non avere
le ore delle materie più impegnative alla fine della mattinata non era stato
soddisfatto (a dire il vero non era nemmeno stato inserito nel modello che era
volto soprattutto a trovare una soluzione ammissibile e a soddisfare il vincolo
del tempo libero nel modo più gradito ai docenti).

L’idea dell’euristica è a questo punto quella di spostare un docente (insie-
me alla sua materia) da un’ora ad un’altra ora in modo da andare incontro
alle due esigenze espresse sopra. Anche se in qualche caso lo spostamento po-
trebbe avvenire fra classi diverse (ad esempio per i docenti che insegnano in
più classi), uno spostamento del genere crea delle complicazioni notevoli, a
causa dello sbilanciamento di ore che si genera fra le classi coinvolte. Quindi
è conveniente limitarsi a considerare solo spostamenti all’interno della stessa
classe.

Per modellare gli spostamenti conviene costruire un grafo orientato i cui
nodi sono tutte le ore settimanali di una particolare classe (30 nel nostro esem-
pio), che possiamo identificare con i simboli Lu1, Lu2, Lu3, Lu4, Lu5, Ma1,. . .,
Sa5, Sa6. Se prendiamo in esame il docente B e la classe III B (si rivedano
le Tabelle 8.1 e 8.2) si vede che uno spostamento conveniente potrebbe essere
da Lu1 a Ma2, in quanto sia l’ora vuota di Lu2 che quella di Ma2 verrebbero
eliminate con un unico spostamento.

Tuttavia, affinché uno spostamento possa attuarsi, è necessario che anche
un altro docente si sposti. Nell’esempio il docente F che insegna in Ma2 do-
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I A I B

L M M G V S

I K I A I J M
II B B B M J N
III K A B E A A
IV H E E G A A
V H E E G E G

L M M G V S

I G F C G F F
II H C C I C F
III H D G D C K
IV D F N F M J
V C D K I M J

II A II B

L M M G V S

I I C H M C G
II E E E E E G
III G C H I E J
IV C C M C C K
V J C N C C K

L M M G V S

I H D D D K J
II I D N D K H
III I F M G F F
IV G D G D J F
V D F M D F D

III A III B

L M M G V S

I E A E K A N
II G A A G A J
III E E E M K G
IV J A H A E M
V I A H A I A

L M M G V S

I B B B B G H
II K F H B F M
III B B N B J M
IV I B K I F G
V G B F F J F

Tabella 12.1. Orario scuola media: soluzione che minimizza le ore vuote

vrebbe spostarsi su qualche altra ora. Questo spostamento crea a sua volta
la necessità di un terzo spostamento di un altro docente. Tutti questi sposta-
menti diventano ammissibili solo nel momento in cui qualcuno va ad occupare
l’ora lasciata libera inizialmente, cioè Lu1.

Quindi, se ogni spostamento viene indicato con un arco orientato fra due
nodi, dobbiamo cercare dei cicli affinché si possano avere spostamenti am-
missibili. Ad ogni arco si può associare un peso che corrisponde al beneficio
apportato dallo spostamento. Se siamo solo interessati alle ore vuote, lo spo-
stamento da Lu1 a Ma2, prima descritto, avrebbe peso 2, in quanto elimina
due ore vuote. Lo spostamento da Lu1 a Lu2 avrebbe peso 1, perché elimina
un’ora vuota. Altri spostamenti potrebbero avere un peso negativo se inve-
ce creano ore vuote (e si reputa comunque necessario di introdurli perché
globalmente si ottiene un miglioramento).

A questo punto è chiaro che siamo interessati a trovare un ciclo di peso
massimo, o quanto meno di costo positivo. Trovare cicli positivi è semplice (ad
esempio adattando l’algoritmo di Floyd-Warshall, oppure con delle tecniche
di flusso). Trovato un tale ciclo le ore vengono spostate e tutto il calcolo viene
rifatto.
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L’insieme è quindi dato da tutti i cicli presenti nel grafo e si tratta eviden-
temente di un intorno la cui dimensione è esponenziale nei dati del problema.
Un simile tipo di intorno per un obiettivo abbastanza simile ha dato risultati
molto soddisfacenti ([190]).

Applicando questa euristica all’orario della Tabella 8.1 si ottengono 27
circuiti di peso positivo su varie classi. Dopo aver trovato ogni circuito si ese-
guono gli spostamenti e si ricalcolano i grafi. La procedura è molto veloce e
alla fine quando non si identificano più circuiti di peso positivo si interrompe il
calcolo. L’euristica potrebbe anche accettare soluzioni peggiori nella speranza
di poterle migliorare successivamente. Questa possibilità normalmente per-
mette di trovare soluzioni migliori. Comunque in questo caso ci siamo fermati
al minimo locale. La soluzione è mostrata nella Tabella 12.1.

Facciamo notare che gli archi del grafo sono stati costruiti (e pesati) con il
solo scopo di diminuire le ore vuote. Non si è tenuto conto, solo per semplicità
implementativa, del fatto che per certe materie è meglio evitare due ore nello
stesso giorno, che, ad esempio, tre ore di lezione da parte dello stesso docente
tenute la prima e la terza in una classe e la seconda in un’altra, non sono un
buon orario, anche se il docente non ha ore vuote. Sono tutti requisiti di cui
si tiene conto facilmente con opportune scelte/esclusioni di archi e dei relativi
pesi.

12.4 Ricerca locale con memoria: tabu search

Il difetto principale della ricerca locale è l’impossibilità di evitare le trappole
dovute a dei minimi locali discreti di bassa qualità. Per superare questa diffi-
coltà bisogna quindi anche accettare cambiamenti nella soluzione corrente che
peggiorino la soluzione, nella speranza che poi possano condurre verso solu-
zioni decisamente migliori. In quest’ottica sono state sviluppati due metodi,
uno di tipo deterministico e l’altro di tipo stocastico, che si sono dimostra-
ti validi strumenti di calcolo, soprattutto quando le dimensioni dei dati o la
complessità della struttura impediscano un approccio ‘esatto’ nella ricerca di
un ottimo.

Se vengono accettati dei cambiamenti della soluzione, ovvero delle ‘mos-
se’, che comportano un peggioramento, bisogna certamente evitare che, fra
le mosse successive, siano permesse delle mosse che fanno ritornare indietro
alla soluzione iniziale. Mosse del genere vanno impedite e quindi il metodo
che genera le soluzioni dovrebbe considerarle come dei ‘tabù’. Questa consi-
derazione ha dato il nome di tabu search alla tecnica che viene ora esposta.
Di fatto, dato che si fa uso costante di una opportuna struttura di memoria
nella scelta delle mosse successive, potremmo anche dare a questa tecnica il
nome di ricerca locale con memoria.

Va detto che, come ogni ricerca locale, non è un algoritmo esattamente
definito che si può applicare senza bisogno di accorgimenti particolari. Si tratta
invece di una serie di principi la cui applicazione ad un particolare problema
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crea una lista di possibili mosse

scegli  la migliore mossa ammissibile

criterio di stop

terminazione globale
oppure
trasferimento

aggiornamento delle
condizioni di ammissibilit

soluzione corrente

valutazione di una mossa:
‘ la mossa  migliore
di quelle finora viste?’

la mossa  tab ?

la mossa soddisfa
i criteri di aspirazione ?

ci sono possibilit
di mosse migliori
o bisogna estendere
la lista dei candidati?

seleziona la mossa

la mossa 
ammissibile

NOSI

SI

NO

SI

NO

NO

SI

(a) (b)

Figura 12.1.

richiede un’approfondita analisi, che va fatta necessariamente caso per caso. Il
successo di una particolare applicazione di questa ricerca locale dipende molto
anche da come si sono applicati i principi generali.

Nella Fig. 12.1(a) viene riepilogato lo schema generale della procedura e in
Fig. 12.1(b) viene espansa la sottoprocedura relativa alla scelta della mossa.
Bisogna distinguere fra struttura di memoria a breve e a lungo termine. Sulla
memoria a breve termine si basano le operazioni indicate nelle due figure.
La memoria a lungo termine viene usata quando si trova una soluzione che
potrebbe essere quella finale, ma si ha ragione di credere di poter ulteriormente
migliorarla con una strategia diversa. La memoria a lungo termine interviene
appunto in questi casi con lo scopo di diversificare ed intensificare la ricerca.

Una descrizione dettagliata delle applicazioni della tecnica di Tabu search
ai vari problemi richiederebbe una trattazione a sé stante. Ci limitiamo a
fornire alcuni riferimenti bibliografici. Il fondatore della tecnica è considerato
F. Glover [89, 90, 91, 92].

Esempio 12.1.

Come semplice e schematico esempio si consideri il problema del massimo
insieme indipendente (si veda il Cap. 5 in [2]). Si supponga di voler trovare
un insieme di k nodi indipendenti. L’insieme di tutte le soluzioni è costituito
da tutti i sottoinsiemi di k nodi. Per ogni sottoinsieme X ⊂ N sia E(X)
l’insieme degli archi con entrambi gli estremi in X. Possiamo usare come
funzione obiettivo f(X) := |E(X)|. In questo modo X è un insieme stabile
se e solo se f(X) = 0. L’intorno di X è dato da tutti quei sottoinsiemi che si
possono ottenere con lo scambio di un nodo fra X e N \X. Per rendere efficace



218 12 Metodi euristici

1

11

7

3

13

6

10

2

12

4

8

5

9

1

11

7

3

13

6

10

2

12

4

8

5

9

1

11

7

3

13

6

10

2

12

4

8

5

9

(a) (b) (c)

1

11

7

3

13

6

10

2

12

4

8

5

9

1

11

7

3

13

6

10

2

12

4

8

5

9

(d) (e)

Figura 12.2.

lo scambio sia Γ(X, i) l’insieme di nodi di X adiacenti a i ∈ N . Certamente
è conveniente scambiare un nodo i ∈ X con un elevato valore di |Γ(X, i)| con
un nodo j /∈ X con un basso valore di |Γ(X, i)|. A questo fine è utile avere i
nodi di X ordinati per valori |Γ(X, i)| decrescenti e quelli non in X per valori
crescenti. Non è difficile vedere che mantenere i due elenchi ordinati costa
O(n) ad ogni scambio di nodi. Il migliore elemento dell’intorno è quello che si
ottiene scambiando i nodi in testa ai due elenchi se i nodi non sono adiacenti,
altrimenti bisogna scandire i primi elementi degli elenchi fino a trovare due
nodi non adiacenti e confrontare questo risultato con il precedente. Si tratta di
un’operazione dal costo quasi costante. Oltre a questi elenchi si mantengono
tre elenchi tabù T1 contenente le ultime soluzioni visitate, T2 contenente gli
ultimi nodi rimossi da X e T3 contenente gli ultimi nodi inseriti in X. Questi
elenchi hanno priorità rispetto alle cardinalità |Γ(X, i)|.

Applicando il metodo al grafo in Fig. 12.2(a) con k = 5 dove l’insieme
iniziale è dato dai nodi {1, 2, 3, 4, 5}, la prima mossa è data dallo scambio fra
2 e 9 con riduzione di f(X) da 7 a 3 (Fig. 12.2(b)), la seconda dallo scambio
fra 4 e 11 con riduzione di f(X) da 3 a 1 (Fig. 12.2(c)) e la terza dallo scambio
fra 3 e 13 senza riduzione di f(X) (Fig. 12.2(d)). Il quarto scambio dovrebbe
far uscire 9 oppure 13, ma 13 è più tabù di 9 essendo stato appena inserito e
si rimuove quindi 9, inserendo 6 non presente in liste tabù (Fig. 12.2(e)). Si
tratta di un insieme indipendente e quindi l’algoritmo termina.
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12.5 Ricerca locale stocastica: simulated annealing

La tecnica nota come simulated annealing (traducibile con ‘ricottura simulata’
ma il termine ‘ricottura’ non rende conto esattamente della procedura che cor-
risponde più ad un lento raffreddamento, per cui è meglio mantenere il termine
inglese) è stata proposta in [129] per risolvere problemi difficili di ottimizzazio-
ne, specialmente quando le dimensioni del problema rendono impossibile ogni
risoluzione esatta con metodi noti. Per una esposizione dettagliata si veda [1].

La tecnica prende origine da concetti di meccanica statistica, in particolare
dalla simulazione numerica di un processo di riscaldamento e lento raffredda-
mento, e dall’analogia che si riesce a stabilire fra gli stati fisici di un sistema
meccanico e le soluzioni di un problema di ottimizzazione combinatoria, e fra
l’energia degli stati fisici e il valore della funzione obiettivo per le soluzioni del
problema di ottimizzazione.

Quindi, in base all’analogia, raffreddare il sistema meccanico è equivalente
a minimizzare la funzione obiettivo. Quando si raffredda lentamente una so-
stanza (diversamente da un raffreddamento rapido) si favorisce la formazione
di strutture cristalline regolari, cioè di stati a bassa energia. Allora la speranza
è di ottenere buone soluzioni del problema combinatorio simulando il processo
di raffreddamento.

Un risultato di meccanica statistica afferma che, se f(x) è l’energia dello
stato x e T è la temperatura del sistema, allora il sistema fluttua casualmente
da stato a stato con una probabilità di visita di ogni stato pari a e−f(x)/K T ,
dove K è la costante di Boltzmann. Al diminuire della temperatura il sistema
si trova sempre più frequentemente in stati di bassa energia.

Per simulare il processo di raffreddamento, gli stati (o equivalentemen-
te le soluzioni ammissibili del problema di ottimizzazione) sono generati
casualmente con le seguenti regole:

– un nuovo stato y è generato, a partire dallo stato corrente x, con
probabilità qxy;

– il nuovo stato y viene accettato se ha energia minore di quella dello
stato corrente x;

– il nuovo stato y viene accettato con probabilità e(f(x)−f(y))/K T se ha
energia maggiore di quella dello stato corrente x.

Il meccanismo è molto simile alla ricerca locale. Se si definisce

qxy :=
{

1/|N(x)| se y ∈ N(x)
0 altrimenti

(12.1)

allora viene presa in modo equiprobabile una soluzione nell’intorno di x. La
ricerca locale accetta solo soluzioni migliori. Con il nuovo meccanismo si accet-
tano anche soluzioni peggiori, però con probabilità decrescente all’aumentare
della differenza fra f(x) e f(y). La probabilità di accettare una soluzione peg-
giore dipende anche dal parametro T , la ‘temperatura’, e cala al diminuire
della temperatura. Per T = 0 il processo perde le caratteristiche stocastiche e
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corrisponde esattamente alla ricerca locale, dato che soluzioni peggiori vengo-
no accettate con probabilità 0 (ci sarebbe un problema per soluzioni uguali,
ma la cosa non ha importanza perché il valore T = 0 non si usa mai).

Le regole di passaggio da una soluzione all’altra definiscono una catena di
Markov sull’insieme X delle soluzioni con matrice di transizione (per i concetti
di base sulle catene di Markov si veda il Cap. 25)

pxy :=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

qxy min
{

1 ; e(f(x)−f(y))/K T
}

se y �= x

qxx +
∑

z∈N+(x)

qxz (1− e(f(x)−f(z))/K T ) se y = x

dove N+(x) := {y ∈ N(x) : f(y) > f(x)}. Dimostriamo ora che, sotto le ipo-
tesi di catena irriducibile e qxy simmetrica, la probabilità limite della catena
vale

πx = C e−(f(x)/K T ) (12.2)

con C fattore di normalizzazione. Il modo più semplice (se la catena è inverti-
bile) di calcolare la probabilità stazionaria (che, essendo la catena irriducibile,
è anche la probabilità limite) consiste nel vedere se esiste una probabilità π
che soddisfa le equazioni dettagliate di bilancio (si veda a pag. 455)

πx pxy = πy pyx x, y ∈ X

La probabilità definita da (12.2) soddisfa queste equazioni. Infatti, se f(y) ≥
f(x) (il caso opposto è simile), si può scrivere

πy pyx = πy qyx = πy qxy =

C e−(f(y)/K T ) qxy e(f(x)/K T ) e−(f(x)/K T ) = πx pxy

L’ipotesi di simmetria qxy = qyx non è sempre soddisfatta nelle applica-
zioni. Se q viene definita come in (12.1) allora l’ipotesi è soddisfatta quando
gli intorni abbiano tutti la stessa grandezza e y ∈ N(x) ⇐⇒ x ∈ N(y).

In base al teorema lo stato a energia più bassa, cioè l’ottimo, ha la più alta
probabilità di visita. Se T tende a 0, la probabilità limite dell’ottimo tende
a 1. Però per T = 0 la catena non è irriducibile.

Di fondamentale importanza è la velocità con cui la catena converge verso
la probabilità limite. Il fattore di convergenza, che è dato dal secondo auto-
valore della matrice di transizione, tende a 1 al tendere di T a 0. Quindi non
si può usare direttamente un valore basso di T . Anche se la probabilità di
visita dell’ottimo è elevata, si tenga comunque presente che questo valore è un
valore limite che potrebbe essere raggiunto solo dopo un numero di iterazioni
molto alto.

Queste considerazioni suggeriscono il seguente approccio per ottenere, se
non l’ottimo, almeno soluzioni non troppo lontane dall’ottimo: iterare il pro-
cesso di generazione di nuove soluzioni e allo stesso tempo diminuire lenta-
mente la temperatura T , cosicché il sistema tende abbastanza velocemente
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alla distribuzione limite, che però varia lentamente tendendo alla distribuzio-
ne concentrata sull’ottimo. Più alta è la temperatura e più alta è anche la
possibilità di uscire fuori da un minimo locale, ma più numerose anche sono
le cattive soluzioni generate.

Il successo del metodo dipende molto da come i valori di T vengono fatti
tendere a 0. La regola di diminuzione della temperatura viene chiamata an-
nealing schedule e, per ottenere dei buoni risultati, andrebbe determinata con
molta cura per ogni singola classe di problemi. Una regola comune abbastanza
buona è quella di porre T := 1/ log k, con k indice di iterazione.

Va detto che per ottenere buone soluzioni bisogna generare un numero
elevatissimo di soluzioni. Del resto il metodo si applica quando non ci sono
altri metodi di risoluzione e quindi c’è da attendersi una certa lentezza. Il
metodo è stato applicato a molti problemi di ottimizzazione combinatoria.

12.6 Programmazione a vincoli

I vincoli di un problema combinatorio vengono espressi da diseguaglianze e/o
uguaglianze quando il problema viene modellato con la PL01. Un modo al-
ternativo di esprimere i vincoli consiste nel rimodellarli con formule logiche e,
anziché usare delle tecniche algebriche per ottenere soluzioni ammissibili, co-
me si fa nella PL01, usare tecniche logiche per ridurre lo spazio delle soluzioni
ammissibili.

In diversi casi può essere più rapido esplorare le implicazioni di un insie-
me di formule logiche e ridurre l’insieme ammissibile, piuttosto che ridurlo
esplorando le implicazioni derivate da un insieme di diseguaglianze. Questo
approccio ai problemi combinatori prende il nome di Programmazione a vincoli
(Constraint programming).

Le variabili nella programmazione a vincoli (CP) hanno un dominio di
valori che possono assumere. I vincoli portano ad una restrizione dei domini,
tramite un processo di propagazione dei vincoli.

Ad esempio si supponga che vi siano 4 variabili x1, . . . , x4 con domini
rispettivamente D1 = {2, 3}, D2 = {2, 4}, D3 = {1, 3}, D4 = {2, 3} e che le
quattro variabili debbano essere diverse. Se scegliamo x1 = 2, questa scelta
riduce i domini a D2 = {4}, D3 = {1, 3}, D4 = {3}, che impone x2 = 4 e
x4 = 3 da cui x3 = 1. Se si sceglie x1 = 3 si riducono i domini a D2 = {2, 4},
D3 = {1}, D4 = {2}, che impone x3 = 1 e x4 = 2 da cui x2 = 4. Quindi ci
sono solo due soluzioni x = (2, 4, 1, 3) e x = (3, 4, 1, 2).

Il problema di questo esempio corrisponde, nel linguaggio dei grafi, ad un
problema di accoppiamento di cardinalità su un grafo bipartito (Sez. 6.4 e
soprattutto Cap. 13). Le variabili x1, . . . , x4 sono associate ai nodi di sini-
stra e i valori (1, 2, 3, 4) ai nodi di destra. Il dominio di ogni variabile viene
rappresentato da un insieme di archi fra il nodo della variabile e il nodo del
valore presente nel dominio. Trovare un accoppiamento perfetto corrisponde
a trovare dei valori tutti diversi ed ammissibili per le variabili.
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Vi sono molte altre funzioni che vincolano i valori che possono assumere le
variabili e sono stati creati dei programmi che, in modo molto potente, esplo-
rano tutte le scelte possibili per le variabili. Il modo di procedere assomiglia
all’esplorazione di un albero branch-and-bound. Mentre nella tecnica branch-
and-bound l’albero viene potato usando le limitazioni superiori ed inferiori e
l’inammissibilità, nella CP le potature avvengono quando le implicazioni logi-
che portano ad inconsistenza e anche quando non si possono ottenere soluzioni
migliori di un incombente. Come semplice esempio si consideri il problema

min 3x1 + 4 x2 + 2 x3

2 x1 − x2 + x3 ≥ 1
− x1 + 3 x2 + 5 x3 ≥ 3
xi ∈ {0, 1}

(12.3)

Con un processo inverso a quello operato nel Cap. 7 traduciamo le disegua-
glianze in formule logiche. Facciamo presente che, mentre in linea teorica si
può sempre riscrivere una diseguaglianza che coinvolge variabili 0-1 con un
certo numero di formule logiche, non sempre però questo è fattibile in modo
efficiente. In questo caso non è difficile riconoscere che la prima diseguaglianza
corrisponde a

(x1 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ x3) = 1

e la seconda a
(¬x1 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3) = 1

Allora il problema può essere riscritto come

min 3 x1 + 4 x2 + 2 x3

(x1 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3) = 1
xi ∈ {0, 1}

(12.4)

Si risolva (12.4) rilassando completamente il vincolo. Si ottiene un valore ot-
timo uguale a 0, non ammissibile. A questo punto si suddivida il problema
imponendo x1 = 0 oppure x1 = 1. Si usino anche come ‘taglio’ i due vincoli
(x1 ∨ x3) e (x2 ∨ x3). La scelta x1 = 0 impone x3 = 1 mentre x2 è libero. La
funzione obiettivo porta a x2 = 0 con valore 2. La soluzione ottenuta (0, 0, 1)
è ammissibile. Quindi non serve suddividere ancora nell’albero di ricerca. Esa-
miniamo la scelta x1 = 1. Uno dei due vincoli del taglio è soddisfatto e quindi
rimane (x2 ∨ x3). L’ottimo rilassato rispetto a questo unico vincolo dà come
risultato x = (1, 0, 1) con valore 5. Siccome 5 > 2 non serve continuare nella
ricerca e il calcolo termina.

Può essere utile confrontare questa esplorazione delle soluzioni con quella
tradizionale branch-and-bound. Il rilassamento d’interezza fornisce la soluzio-
ne x = (0.1818, 0, 0.6363), con valore 1.818 che dà una limitazione inferiore
di 2. Ponendo x1 = 0 si ottiene x = (0, 0, 1) con valore 2 e quindi non sareb-
be necessario esplorare la scelta x1 = 1. Comunque, facendolo si otterrebbe
x = (1, 0, 0.8) con valore 4.6 e limitazione inferiore 5 (come con la CP).
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Ovviamente non si può sfuggire al fatto che problemi NP-difficili non pos-
sono non richiedere (almeno alle conoscenze attuali) un numero esponenziale
di passi nel caso peggiore. Siccome in qualche caso la riduzione dei domini
per le variabili è più rapida con la CP che con altri metodi, è senz’altro van-
taggioso aggiungere tecniche di CP alla risoluzione di un problema modellato
come PL01. Una analisi approfondita dell’integrazione delle varie tecniche si
può trovare in [115].

12.7 Algoritmi genetici e reti neurali

Come nella tecnica di simulated annealing si sfrutta un’analogia fra un pro-
blema di ottimizzazione e un processo naturale, cos̀ı sono state sviluppate
diverse altre tecniche basate su particolari processi naturali. Queste tecniche
hanno il loro fascino proprio per l’analogia di tipo biologico su cui si basano,
ma non sembra che il loro contributo per i problemi di ottimizzazione possa
essere significativo. Non vi sono motivi per credere che la difficoltà struttura-
le di problemi NP-difficili debba essere catturata da metodi di lontanissima
origine.

Gli algoritmi genetici si basano sull’idea che una soluzione può essere pa-
ragonata ad un individuo di una specie biologica. Un insieme di soluzioni
costituisce quindi una popolazione. Il valore di una soluzione corrisponde al
grado di adattabilità all’ambiente dell’individuo. Come in natura due indivi-
dui generano figli, cos̀ı due soluzioni generano altre soluzioni che ereditano,
parzialmente, le caratteristiche dei genitori. Quando una popolazione (di so-
luzioni) ha prodotto una nuova generazione di soluzioni, si opera una drastica
selezione e si mantengono in vita solo le soluzioni migliori. Il processo poi
continua finché il valore globale della popolazione non migliora più. L’idea
si deve a Holland [113, 114], il cui interesse iniziale però era più rivolto alla
simulazione di un sistema biologico naturale.

Indubbiamente l’idea ha un suo fondamento. Tuttavia non è chiaro, di
fronte ad un nuovo problema, come operare la generazione di una soluzio-
ne a partire da due soluzioni. In linea di principio combinando assieme due
soluzioni buone si potrebbe produrre una soluzione pessima, perché le due
soluzioni di partenza sono buone ma per motivi antitetici. Per applicazioni di
ottimizzazione combinatoria il metodo rimane ben lontano dalle prestazioni
dei migliori algoritmi esatti o delle euristiche come Tabu search.

Le reti neurali simulano il processo di riconoscimento di forme da parte del
cervello umano. La rete neurale che si progetta deve essere preventivamente
‘addestrata’ su un insieme campione. Il processo di addestramento consiste
in un calcolo automatico dei parametri che definiscono la rete. Sarebbe fuori
luogo qui descrivere una rete neurale in generale e come si possa costruire una
rete neurale per risolvere un problema di ottimizzazione. Se in diverse applica-
zioni di riconoscimento di forme le reti neurali si sono dimostrate un robusto
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ed efficace strumento, l’utilizzo in problemi di ottimizzazione combinatoria è
molto limitato.

Vi sono infatti delle difficoltà di principio che rendono problematica l’ap-
plicazione delle reti neurali ai problemi NP-difficili. È stato dimostrato in [32]
come l’esistenza di una rete neurale che risolva un problema di ottimizzazio-
ne NP-difficile e che sia di dimensione polinomiale nell’istanza implicherebbe
NP = coNP, anche lasciando alla rete neurale un tempo esponenziale per
raggiungere uno stato di stabilità.

Infine menzioniamo l’approccio noto come ant colony optimization, otti-
mizzazione secondo la colonia di formiche inventato da [58]. Si veda anche
[59]. Il motivo per cui le formiche seguono tutte lo stesso cammino minimo
per spostarsi dal formicaio ad una certa località è dovuto al deposito di una
certa quantità di feromone sul cammino da parte di ogni formica. Il feromone
costituisce per le altre formiche una traccia da seguire. Tuttavia il feromone
evapora dopo un certo tempo. Siccome un sentiero corto viene percorso con
maggior frequenza (immaginando la formica che va avanti e indetro), la trac-
cia è più intensa con il risultato che i sentieri più corti tendono a venire scelti
da altre formiche con un processo di controreazione positiva.

L’applicazione del metodo a problemi combinatori rimane problematica e
anche per questo metodo come per gli altri, i risultati non sono confrontabili
con le migliori euristiche.
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Modelli di allocazione
Assegnamenti e accoppiamenti

Un modello semplice di allocazione si presenta quando si hanno due insiemi
e bisogna assegnare elementi di un insieme ad elementi dell’altro insieme. Ad
esempio il primo insieme potrebbe essere costituito da persone e il secondo da
lavori e si tratta di assegnare ad ogni persona un particolare lavoro. Oppure
il primo insieme potrebbe essere costituito da lezioni e il secondo da ore e il
problema consiste nel costruire un particolare orario. Un esempio simile può
essere costituito da un insieme di visite ambulatoriali da assegnare a tempi
diversi. Un altro esempio ancora è dato dall’assegnazione dei posti in un aereo.

Un assegnamento del tipo indicato prende anche il nome di accoppiamen-
to, proprio perché la soluzione che si cerca è data da coppie di elementi. Nel
caso dell’assegnamento la coppia è formata da un elemento di un insieme e da
un elemento di un altro insieme. In altri casi gli elementi della coppia appar-
tengono al medesimo insieme. Ad esempio, in una giornata del campionato
di calcio, le partite che si giocano nella medesima serie formano un insieme
di coppie di squadre. Dato un insieme di agenti di polizia, quando si tratta
di formare le coppie per il pattugliamento, si deve risolvere un problema di
accoppiamento.

Il problema dell’assegnamento ha una sua naturale estensione nell’esisten-
za di un terzo insieme e nella ricerca di terne da formare prendendo un ele-
mento da ciascun insieme. L’esempio precedente dell’assegnamento dei lavori
potrebbe essere ampliato includendo un insieme di operai, non tutti specializ-
zati sulle stesse macchine. L’esempio dell’orario si amplia tenendo conto anche
delle aule. In questi casi si parla di assegnamento tridimensionale. Purtrop-
po questo problema, frequente nelle applicazioni, è molto più difficile dei due
precedenti.

In questo capitolo vengono esaminate le caratteristiche principali dei pro-
blemi di assegnamento e accoppiamento. Nel prossimo capitolo verranno presi
in esame due particolari tipi di problema di assegnamento che, dato il tipo
particolare di applicazioni, si ritiene siano di immediato interesse. Il primo
ambito di applicazione riguarda gli eventi sportivi e il secondo l’assegnazione
di seggi elettorali.



226 13 Modelli di allocazione – assegnamenti e accoppiamenti

13.1 Problemi di assegnamento

I problemi di assegnamento possono presentarsi con formulazioni diverse. Ad
esempio non tutti gli assegnamenti potrebbero essere permessi e quindi siamo
interessati a trovare un modo ammissibile di assegnare ogni elemento del primo
insieme ad uno del secondo (cosiddetto accoppiamento perfetto) o quanto meno
a massimizzare il numero di accoppiamenti possibili. Questo problema viene
detto assegnamento di cardinalità.

In altri casi può succedere che siamo in grado di valutare in modo più fine
le varie possibilità fissando dei pesi per ogni possibile coppia. In questo modo
il caso precedente può essere incluso in questo, semplicemente assegnando
dei pesi elevatissimi alle coppie non permesse. Avendo fissato dei pesi siamo
interessati ad un assegnamento che sia il meno oneroso possibile. Bisogna però
specificare quale è il peso che intendiamo dare globalmente all’insieme degli
assegnamenti. Possiamo ad esempio decidere di minimizzare la somma dei pesi
degli accoppiamenti (assegnamento pesato), oppure di minimizzare il massimo
degli accoppiamenti (assegnamento bottleneck).

Quale dei due obiettivi sia il più adatto dipende dalla natura del problema
che dobbiamo risolvere. Supponiamo di dover assegnare lavori a macchine e
sia noto il tempo di esecuzione per ogni particolare coppia macchina-lavoro.
Se siamo interessati al costo di produzione e questo è proporzionale al tempo
di impiego delle macchine allora ha senso minimizzare la somma dei tempi di
esecuzione. Se però siamo interessati al tempo finale di esecuzione di tutti i
lavori, dobbiamo minimizzare il massimo degli accoppiamenti.

Se si minimizza il massimo, allora il problema può essere ricondotto al
caso di assegnamento di cardinalità. Basta fissare un valore di soglia, non
rendere ammissibili gli assegnamenti che lo superano e verificare se esiste un
assegnamento per tutti i lavori. Il valore di soglia minimo può essere cercato
eseguendo una ricerca binaria fra tutti i pesi.

Anche se il problema di cardinalità può essere ricondotto a quello pesato,
è tuttavia utile considerarli separatamente per la diversità degli algoritmi
risolutivi.

13.2 Assegnamento di cardinalità

Un modo particolarmente efficace di risolvere il problema di cardinalità con-
siste nel trasformarlo in un problema di massimo flusso. Si noti innanzitutto
che un problema di assegnamento si modella in modo naturale tramite un
grafo bipartito. I due insiemi corrispondono ai due insiemi di nodi N1 e N2

di un grafo bipartito ed ogni assegnamento ammissibile è un arco. Si indichi
con E l’insieme degli archi. Nel caso di assegnamento di cardinalità si tratta
di scegliere il massimo numero di archi non incidenti fra loro.

In modo più formale, se X ⊂ E è un sottoinsieme di archi, affinché X sia
un assegnamento, ovvero gli archi in X non siano incidenti fra loro, questo
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Grafo bipartito Massimo flusso

Figura 13.1.

vincolo si esprime come

|δ(i, X)| ≤ 1, i ∈ N1 ∪N2 (13.1)

dove δ(S, X) è il taglio indotto dai nodi di S rispetto agli archi in X. Il
problema di cardinalità si può quindi esprimere come

max {|X| : X ⊂ E, |δ(i, X)| ≤ 1, i ∈ N1 ∪N2} (13.2)

Ogni arco di X può essere visto come un flusso unitario inviato da un nodo
di N1 ad uno di N2. Se si orientano tutti gli archi da N1 a N2, si aggiungono
un nodo sorgente s ed un nodo pozzo t con archi (s, i) per ogni i ∈ N1 e (j, t)
per ogni j ∈ N2 e si assegnano intervalli di capacità [0, 1] a tutti gli archi,
valgono i seguenti fatti: ogni flusso ammissibile e di vertice deve avere valore
0 oppure 1 per l’interezza dei valori di flusso (Teorema 10.1); in ogni nodo di
N1 e di N2 passa al massimo un’unità di flusso, quindi due archi di E con
flusso unitario non possono essere incidenti. Allora gli archi di E con flusso
unitario costituiscono un assegnamento e il loro numero è uguale al flusso in
uscita da s. Quindi massimizzando il flusso in uscita da s si ottiene anche il
massimo assegnamento. Si veda in Fig. 13.1 un grafo bipartito e il relativo
problema di massimo flusso con la soluzione.

Si può dimostrare che l’algoritmo del flusso specializzato a questo grafo
particolare, con capacità 0 o 1, ha una complessità computazionale migliore
rispetto al caso generale. In particolare la sua complessità è O(n2.5) con n =
|N1| = |N2|.
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Il problema di cardinalità può essere affrontato anche con la PL. Infatti,
definendo variabili xe ∈ 0, 1 per ogni arco e ∈ E, con l’idea che se xe = 1 allora
l’arco appartiene all’assegnamento (cioè X = {e ∈ E : xe = 1}), il vincolo
(13.1) si può scrivere come∑

e∈δ(i)

xe ≤ 1 i ∈ N1 ∪N2

e pertanto (13.2) è il seguente problema di PL01:

max
∑
e∈E

xe

∑
e∈δ(i)

xe ≤ 1 i ∈ N1 ∪N2

xe ∈ {0, 1}

(13.3)

Avendo appena detto che il problema di cardinalità si può risolvere come un
problema di flusso per il quale c’è la garanzia dell’interezza delle soluzioni (di
vertice) senza doverla imporre, non stupirà che la stessa proprietà vale anche
per (13.3), per cui in realtà il problema di cardinalità si risolve tramite il
problema di PL

max
∑
e∈E

xe

∑
e∈δ(i)

xe ≤ 1 i ∈ N1 ∪N2

xe ≥ 0

(13.4)

Questa proprietà può essere dimostrata direttamente senza far ricorso alle
proprietà dei flussi. Naturalmente soluzioni frazionarie ammissibili in (13.4)
esistono. Vogliamo però dimostrare che non possono essere di vertice. Use-
remo la tecnica usuale di esprimere soluzioni frazionarie come combinazioni
convesse di altre soluzioni ammissibili e siccome i vertici non possono esse-
re espressi come combinazione convessa di altre soluzioni si deduce che le
soluzioni frazionarie non possono essere vertici.

Sia x una soluzione frazionaria ammissibile in (13.4). Sia ē = (i, j) un arco
con 0 < xē < 1. Se

∑
e∈δ(i) xe < 1 e

∑
e∈δ(j) xe < 1 allora esistono ε > 0 e

due soluzioni x′ e x′′ definite come

x′e =
{xe + ε se e = ē

xe altrimenti x′′e =
{xe − ε se e = ē

xe altrimenti

e ammissibili in (13.4). Chiaramente x è combinazione convessa di x′ e x′′.
Altrimenti sia

∑
e∈δ(j) xe = 1. Questo implica che esiste un altro arco

ê = (h, j) incidente in j con valore 0 < xê < 1. Se
∑

e∈δ(h) xe < 1 allora
esistono ε > 0 e due soluzioni x′ e x′′ definite come
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x′e =

{xe + ε se e = ē
xe − ε se e = ê
xe altrimenti

x′′e =

{xe − ε se e = ē
xe + ε se e = ê
xe altrimenti

e ammissibili in (13.4). Altrimenti sia
∑

e∈δ(h) xe = 1. A questo punto si
procede ricorsivamente alternando i valori +ε e −ε sul cammino di archi che
si viene generando fino ad eventualmente chiudere il cammino su un circuito.
Il circuito è necessariamente pari (il grafo è bipartito) e quindi si possono
definire le soluzioni x′ e x′′ con i valori +ε e −ε alternati.

È interessante scrivere il problema duale di (13.4). Questo risulta essere

min
∑
i∈N

yi

yi + yj ≥ 1, (i, j) ∈ E

yi ≥ 0

(13.5)

Come (13.4) è equivalente a (13.3), cos̀ı anche (13.5) è equivalente a

min
∑
i∈N

yi

yi + yj ≥ 1, (i, j) ∈ E

yi ∈ {0, 1}
(13.6)

Il problema (13.6) ha una diretta interpretazione come problema su grafi. Le
variabili binarie yi possono essere interpretate come scelta di un sottoinsieme
di nodi. Il vincolo impone che per ogni arco venga scelto almeno un nodo.
Quindi il sottoinsieme ottimo in (13.6) è una minima copertura di nodi, nel
senso della cardinalità. Si tratta di un problema che è stato definito nella
Sez. 6.3 ed anche trattato nell’Esempio 7.1 per illustrare come risolvere con
metodi branch-and-bound problemi difficili. Qui, invece, grazie all’equivalenza
fra (13.5) e (13.6) vediamo che si tratta di un problema facile. La ragione di
questa facilità risiede nel fatto che il problema viene qui definito su un grafo
bipartito. Su un grafo bipartito il problema della copertura nodi è polinomiale,
mentre su un grafo qualsiasi è NP-difficile.

Esempio 13.1.

Sia dato il grafo in Fig.13.2(a). Anche se il grafo non è disegnato nella forma
tipica con cui vengono disegnati i grafi bipartiti, si tratta tuttavia di un grafo
bipartito, come si può facilmente verificare (è addirittura isomorfo al grafo di
Fig. 13.1). In Fig. 13.2(b) sono rappresentati sia il massimo assegnamento (lo
stesso di Fig. 13.1) che la minima copertura di nodi. Si supponga di avere cal-
colato il massimo assegnamento. Come trovare la minima copertura a partire
dal massimo assegnamento senza risolvere il problema duale?
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(a) (b)

Figura 13.2. Assegnamento e copertura nodi su un grafo bipartito

Un possibile metodo si può basare sulle condizioni di complementarità.
Se un arco è assegnato (xij = 1 > 0) allora esattamente uno dei due nodi
dell’arco appartiene alla copertura (yi + yj = 1). Se un nodo è esposto, cioè
risulta non accoppiato ad altri nodi (

∑
e∈δ(i) xe = 0 < 1) allora il nodo non

può fare parte della copertura (yi = 0).
In base a queste relazioni la copertura si trova nel modo seguente: se non

ci sono nodi esposti la copertura è semplicemente data da uno dei due insiemi
di nodi del grafo bipartito. Altrimenti si consideri un qualsiasi nodo esposto
e lo si marchi con l’etichetta ‘pari’ e si marchino con l’etichetta ‘dispari’ i
suoi nodi adiacenti. Nessuno di questi nodi può essere esposto, altrimenti esi-
sterebbe un arco non ancora accoppiato e l’accoppiamento dato non sarebbe
massimo. Quindi questi nodi sono tutti accoppiati con qualche altro nodo. Si
marchino questi ultimi nodi come ‘pari’. Poi tutti i nodi incidenti a questi
nodi vengono marcati come ‘dispari’. Se qualche nodo è già stato marcato,
la vecchia marcatura deve essere coerente con la nuova, perché esistono solo
circuiti pari. Anche questi nodi non possono essere esposti, perché se cos̀ı fosse
per un nodo, si sarebbe trovato un cammino fatto da un arco non accoppiato,
uno accoppiato ed uno non accoppiato con nodi iniziale e terminale esposti.
Su un tale cammino (detto cammino aumentante) si possono scambiare gli
archi accoppiati e non accoppiati ottenendo una soluzione migliore, contrad-
dicendo l’ottimalità. Si procede ricorsivamente finché è possibile. Tutti i nodi
etichettati come pari fanno parte della copertura di nodi. Si procede in modo
analogo da ogni altro nodo esposto senza che vi sia incoerenza di etichettature
vecchie e nuove, sempre per il motivo della non esistenza di cammini aumen-
tanti. Alla fine di queste etichettature possono essere ancora presenti nodi
non etichettati (tutti accoppiati ovviamente). Questi formano un sottografo
bipartito con tutti i nodi non esposti e quindi basta etichettare come pari uno
qualsiasi dei due sottoinsiemi di nodi.
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Lasciamo come esercizio la dimostrazione che tutti i nodi etichettati pari
sono effettivamente una copertura. La minima copertura in Fig. 13.2(b) è
stata ottenuta in questo modo.

Nel precedente esempio si è fatto uso implicitamente del Teorema di Ber-
ge [21] secondo il quale un accoppiamento è massimo (su un grafo generico,
non necessariamente bipartito) se e solo se non esistono cammini aumentanti.
Anche se sono definiti con lo stesso nome, i cammini aumentanti del proble-
ma del massimo flusso (pag. 178) sono diversi dai cammini aumentanti dei
problemi d’assegnamento, definiti come cammini che iniziano e terminano in
nodi esposti alternando archi accoppiati e non. Tuttavia, nel momento in cui
un assegnamento di cardinalità si risolve con un massimo flusso, i due concetti
coincidono.

Può essere interessante mostrare con un esempio la portata dell’equiva-
lenza fra (13.3) e (13.4). Ricordiamo che un grafo con lo stesso grado in ogni
nodo viene detto regolare. Un’interessante proprietà dei grafi bipartiti regolari
è che ammettono sempre un accoppiamento perfetto. Per dimostrare questo
fatto si noti che, se il grado in ogni nodo è r, allora una soluzione frazionaria
di valore xe = 1/r è ammissibile per i vincoli∑

e∈δ(i)

xe = 1 i ∈ N1 ∪N2, xe ≥ 0 e ∈ E (13.7)

Quindi il poliedro definito da (13.7) non è vuoto. Siccome i suoi vertici sono
interi si deduce che esiste un accoppiamento perfetto. Grazie a questa pro-
prietà il lettore può dimostrare il seguente sorprendente risultato: sia dato un
mazzo mescolato di 52 carte e si formino 13 pile di 4 carte ciascuna; è possibile
estrarre da ogni pila una carta in modo che le carte scelte formino una scala
(non necessariamente dello stesso seme).

Un altro celebre teorema di esistenza di un accoppiamento perfetto è il
Teorema del matrimonio. La condizione del teorema è che, per ogni insieme
S ⊂ N1, definendo T (S) := {j ∈ N2 : (i, j) ∈ δ(S)}, deve valere

|T (S)| ≥ |S| (13.8)

Il nome del teorema deriva da una possibile interpretazione: N1 è un insieme
di donne e N2 è un insieme di altrettanti uomini; i nodi in T (i) sono gli uomini
con cui la donna i sarebbe disposta a sposarsi; la condizione (13.8) esprime il
fatto che per ogni insieme S di donne, gli uomini preferiti da almeno una donna
dell’insieme, cioè T (S), devono essere almeno altrettanti, affinché ogni donna
possa sposarsi. Si noti che si dà per scontato che gli uomini siano soddisfatti
quando sposano una donna che li vuole.

La condizione del teorema è ovviamente necessaria, ma la sufficienza non
è cos̀ı ovvia. Si pensi al problema come un problema di flusso in cui ogni nodo
di N1 è una sorgente unitaria e ogni nodo di N2 è un pozzo unitario. Ogni
soluzione di flusso ammissibile e intera è un accoppiamento perfetto. Inoltre
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Figura 13.3. Teorema del matrimonio

dal Teorema 10.1 sappiamo che una soluzione intera esiste se il problema è
ammissibile. Il Teorema 10.4 applicato a questa rete afferma che un flusso
ammissibile esiste se e solo se per ogni insieme S di nodi vale la condizione

|S ∩N1| − |S ∩N2| ≤ δ+(S) (13.9)

Dimostriamo ora che (13.8) implica (13.9). Si faccia riferimento alla
Fig. 13.3. I nodi di N1 sono la riga superiore di nodi e quelli di N2 la ri-
ga inferiore. Siano dati un insieme di nodi S e il suo complementare T . Sia
S1 := S ∩N1. I nodi S ∩N2 si ripartiscono in due insiemi S2 e S3. Quelli di
S2 hanno almeno un arco da un nodo in S1, mentre quelli di S3 non ne hanno
nessuno. Analogamente i nodi T ∩N2 si ripartiscono in due insiemi di cui T1

sono i nodi che hanno almeno un arco da S1. Allora δ+(S) è esattamente il
numero di archi da S1 a T1, e, per definizione di T1,

δ+(S) ≥ |T1|
Inoltre (13.8) significa che

|S1| ≤ |S2|+ |T1|
Allora possiamo scrivere

|S1| ≤ |S2|+ |T1| ≤ |S2|+ |S3|+ |T1| ≤ |S2|+ |S3|+ δ+(S)

che è esattamente (13.9).

13.3 Assegnamento pesato

Un modo semplice di risolvere un problema di assegnamento pesato consiste
nel risolverlo con la PL, in quanto, come nel caso dell’assegnamento di cardi-
nalità, è garantita l’interezza delle soluzioni. Normalmente si considerano grafi
bipartiti completi per l’assegnamento pesato e per ogni coppia (i, j), i ∈ N1,
j ∈ N2, è definito un peso cij . L’obiettivo è di determinare un accoppiamento
perfetto di costo minimo. Quindi la formulazione come PL è:
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min
∑

i∈N1,j∈N2

cij xij

∑
j∈N2

xij = 1 i ∈ N1

∑
i∈N1

xij = 1 j ∈ N2

xij ≥ 0

(13.10)

Il duale di (13.10) è il seguente problema (dove le variabili duali ui e vj sono
associate rispettivamente ai nodi N1 e N2):

max
∑
i∈N1

ui +
∑

j∈N2

vj

ui + vj ≤ cij i ∈ N1, j ∈ N2

In questo caso non c’è un’interpretazione diretta del duale come problema su
un grafo. Si tratta di assegnare numeri ai nodi del grafo (senza vincolo di non
negatività) tali che la loro somma globale sia massima, ma anche, per ogni
arco, la somma dei due numeri non sia superiore al peso dell’arco. In base
alla complementarità tale somma, per gli archi accoppiati, sarà esattamente
uguale al peso.

Un modo diretto di risolvere un assegnamento pesato consiste nel model-
larlo con un problema di flusso. Si è già detto in Sez. 10.5 che il problema
dell’assegnamento è un caso speciale del problema del trasporto e pertan-
to si può risolvere con l’algoritmo descritto a pag. 192: inizialmente si pone
ui := 0, i ∈ N1, e vj := 0, j ∈ N2 e nessun arco è accoppiato. Poi si eseguono
n iterazioni.

Nella k-ma iterazione si eseguono le seguenti operazioni: gli archi accop-
piati vengono orientati da N2 a N1 con lunghezza 0 e gli archi non accoppiati
vengono orientati da N1 a N2 con lunghezza δij := cij − vj + ui. Con questi
valori di lunghezza si calcola il cammino minimo da k ∈ N1 al più vicino
nodo non accoppiato in N2 usando l’algoritmo di Dijkstra e terminandolo non
appena si raggiunge un tale nodo. Sia h ∈ N2 tale nodo e siano νi i valori di
distanza calcolati dall’algoritmo di Dijkstra. Poi si eseguono i seguenti aggior-
namenti: ui := ui + min {νi, νh}, vj := vj + min {νj , νh} e gli accoppiamenti
sugli archi del cammino minimo vengono invertiti. Si noti che un qualsiasi
cammino da N1 a N2 non può che avere archi accoppiati alternati e che il
cammino cercato è un cammino aumentante.

Si veda in Fig. 13.4 un semplice esempio. La matrice cij dei costi (inizial-
mente uguale alle lunghezze δij degli archi da N1 a N2) è data in Fig. 13.4(a).
In (b) è rappresentato il cammino minimo dal nodo 1 al più vicino nodo di
N2 con i valori min {νi, νh}. L’accoppiamento generato dal cammino minimo è
rappresentato in (c) con i valori ui e vj . In (d) si vede la matrice δij (viene ri-
portato anche il valore per l’arco accoppiato anche se questi verranno soltanto
percorsi all’indietro con lunghezza 0). Con questi valori si calcola il cammino
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Figura 13.4. Algoritmo di flusso per l’assegnamento pesato

minimo rappresentato in figura (e). Dal cammino minimo si deduce il nuovo
accoppiamento di figura (f). I nuovi valori δij sono in figura (g), che danno
luogo al cammino minimo (h) dal quale si deduce l’assegnamento ottimo finale
in (i).

In base a quanto esposto la complessità computazionale dell’algoritmo è
O(n3) in quanto richiede n esecuzioni dell’algoritmo di Dijkstra (per un gra-
fo denso). L’algoritmo indicato è analogo al primo algoritmo proposto nel
1955 per il problema che si deve a Kuhn [133], noto anche come Algoritmo
ungherese. Per algoritmi un po’ più rapidi si veda [52].

13.4 Assegnamento stabile

Si consideri il problema dell’assegnamento definito su un grafo bipartito com-
pleto. Per quanto riguarda l’obiettivo si immagini che siano assegnate tante
funzioni obiettivo quanti sono i nodi del grafo, definite come:

fi(x) :=
∑

j∈N2

cij xij , i ∈ N1, gj(x) :=
∑
i∈N1

dij xij , j ∈ N2

dove le variabili xij ∈ {0, 1} rappresentano accoppiamenti. Quindi per ogni
possibile accoppiamento sono definiti due valori: cij rappresenta il valore del-
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l’accoppiamento valutato da i e dij rappresenta il valore dell’accoppiamento
valutato da j.

Questo modello potrebbe applicarsi a varie situazioni in cui ogni nodo del
grafo corrisponde a differenti individui o istituzioni, ciascuno con la propria
valutazione. Ad esempio N1 potrebbe essere un insieme di medici appena
laureati da assegnare ad un insieme N2 di posizioni diverse in ospedali per il
loro primo impiego. Il valore cij rappresenta il gradimento per il medico i di
essere assegnato all’ospedale j, mentre il valore dij rappresenta il gradimento
per l’ospedale j di vedersi assegnato il medico i. Si veda [119].

Il problema potrebbe essere affrontato in modo globale cercando l’asse-
gnamento che massimizza la somma di tutti i gradimenti. Siccome la funzione
obiettivo risultante è ∑

i∈N1,j∈N2

(cij + dij) xij (13.11)

si vede che il problema diventa un semplice assegnamento pesato. Tuttavia
questa soluzione potrebbe essere insoddisfacente per alcuni medici e per alcu-
ni ospedali, perché a loro in particolare potrebbe capitare un assegnamento
dal valore basso di gradimento. Non solo, potrebbe addirittura capitare che
un medico ed un ospedale non siano assegnati l’uno all’altro, ma abbiano cor-
rentemente un assegnamento con gradimento peggiore. A questo punto po-
trebbero rifiutare gli assegnamenti già calcolati e spontaneamente assegnarsi
l’uno all’altro con vantaggio reciproco. Localmente si sposterebbero su una
soluzione, che, limitatamente a loro due, domina quella precedente.

In questo contesto in cui vi sono diversi agenti in competizione fra loro
ha senso normalizzare i pesi in modo che nessuno sia tentato di porre valori
elevati per i propri pesi. Immaginiamo allora che cij , dij ∈ {1, . . . , n} (con
n = |N1| = |N2|). Questo problema fu posto per la prima volta in [84] con la
proposta di un algoritmo poi migliorato in [101].

Consideriamo il seguente esempio:

c =

⎛
⎝ 3 2 1

3 1 2
3 1 2

⎞
⎠ d =

⎛
⎝ 3 3 3

2 1 1
1 2 2

⎞
⎠

La riga i-ma di c riporta le preferenze del medico i sui tre ospedali (colonne).
La colonna j-ma di d riporta le preferenze dell’ospedale j sui tre medici (ri-
ghe). Se si risolve con la funzione obiettivo (13.11) si ottiene l’assegnamento
1-2, 2-1, 3-3, di preferenza 14. Tuttavia il medico 1 e l’ospedale 1 hanno un as-
segnamento peggiore di quello che avrebbero se fossero assegnati uno all’altro.
Quindi l’assegnamento ottimo per (13.11) non è stabile perché invoglia singo-
le coppie a trovare un nuovo assegnamento (non stupirà che questo problema
viene presentato di solito come problema del matrimonio stabile).

Come già detto, sono stati sviluppati algoritmi efficienti ad hoc per il
problema di trovare un assegnamento stabile. Grazie a questi algoritmi si
può dimostrare l’esistenza di assegnamenti stabili. Tuttavia gli assegnamenti
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stabili non sono unici e si potrebbe pensare di sfruttare questa molteplicità
per trovare una soluzione migliore all’interno degli assegnamenti stabili. A
questo scopo proponiamo un metodo basato sulla PL01.

L’osservazione è che non può avvenire xih = 1 e xkj = 1 se cij > cih e
dij > dkj . Questo si può realizzare imponendo

xih + xkj ≤ 1 h ∈ H(i, j), k ∈ K(i, j) (13.12)

dove H(i, j) := {h : cij > cih} e K(i, j) := {k : dij > dkj}. Nell’esempio in
questione, (13.12) si esplicita nelle seguenti diseguaglianze

x12 + x21 ≤ 1, x12 + x31 ≤ 1, x13 + x21 ≤ 1, x13 + x31 ≤ 1

x13 + x22 ≤ 1, x13 + x32 ≤ 1

x22 + x31 ≤ 1, x23 + x31 ≤ 1

x32 + x23 ≤ 1

aggiungendo le quali al modello pesato di assegnamento (con funzione obiet-
tivo (13.11)) e imponendo l’integralità (non più garantita dopo l’introduzione
dei nuovi vincoli) si ottiene l’assegnamento stabile 1-1, 2-2 e 3-3, di valore
12. Lo svantaggio di questo metodo è l’alto numero di diseguaglianze da in-
trodurre (O(n4)). Si può pensare di introdurle a posteriori solo nel caso di
violazione.

13.5 Accoppiamento su grafi generici

Nel problema dell’accoppiamento viene definito un insieme di elementi e biso-
gna formare delle coppie da questi elementi. Come nel problema dell’assegna-
mento (che è un particolare accoppiamento su un grafo bipartito) il problema
si può presentare in diversi modi. Ad esempio non tutte le coppie potrebbero
essere considerate ammissibili. Quelle ammissibili allora corrispondono agli
archi di un grafo e il problema consiste nello scegliere un certo numero di
archi non incidenti fra loro. Normalmente si vuole massimizzare il numero di
coppie (problema di cardinalità).

Come già sottolineato, il Teorema di Berge vale anche per grafi qualsia-
si, però la ricerca di un cammino aumentante in un grafo generico è molto
più complicata. Non presentiamo qui tale algoritmo, anche se si tratta di un
algoritmo molto interessante. Si vedano ad esempio le descrizioni in [172, 199].

Per risolvere il problema di cardinalità si può far uso della PL01, come in
(13.3):

max
∑
e∈E

xe

∑
e∈δ(i)

xe ≤ 1 i ∈ N

xe ∈ {0, 1}

(13.13)
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Tuttavia ora non è più possibile rilassare il vincolo xe ∈ {0, 1} in xe ≥ 0. Si
può dimostrare che i vertici del poliedro

P1 =
{

x ≥ 0 :
∑

e∈δ(i)

xe ≤ 1, i ∈ N
}

hanno coordinate di valore 0, 1/2 o 1. Se il vertice ha coordinate con valori
soltanto 0 o 1, si tratta evidentemente di una soluzione corrispondente ad un
accoppiamento. Se invece sono presenti anche i valori 1/2 allora si tratta di
un vertice spurio che non corrisponde ad un accoppiamento. Non è difficile
vedere che gli archi di valore 1/2 si dispongono sugli archi di circuiti dispari.
Il fatto che i valori 1/2 non possono disporsi su circuiti pari è dato dal fatto
che una tale soluzione si può esprimere come combinazione convessa dei due
accoppiamenti presenti nel circuito, come illustrato in Fig. 13.5.

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

= 1
2

+

1 1

1

11

10

0 0

0 0

0

Figura 13.5. Combinazione convessa di due accoppiamenti

Sia S l’insieme di nodi di un circuito dispari con archi di valore 1/2. Po-
tremmo pensare di eliminare questa soluzione aggiungendo un vincolo, che
però non elimini anche soluzioni ammissibili intere. Un modo per farlo è
costituito dalla diseguaglianza, detta di insieme dispari (odd set)

∑
e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1
2

(13.14)

Non più di (|S| − 1)/2 nodi possono essere accoppiati fra i nodi in S e quindi
la diseguaglianza (13.14) non elimina soluzioni intere. Ma una soluzione che
valga 1/2 su un circuito dispari che tocchi tutti i nodi di S non è ammissibile,
perché la somma a sinistra in (13.14) vale |S|/2.

Possiamo allora pensare di definire un secondo poliedro P2 contenuto in
P1 e definito da:

P2 =
{

x ≥ 0 :
∑

e∈δ(i)

xe ≤ 1, i ∈ N ;
∑

e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1
2

, S ⊂ N, |S| dispari
}

Certamente in P2 non esistono soluzioni di valore 1/2 su circuiti dispari, ma
potrebbero essere state introdotte soluzioni frazionarie di tipo diverso. Un
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fondamentale risultato di Edmonds [63] stabilisce che i vertici di P2 han-
no solo coordinate 0-1 e sono quindi in corrispondenza uno a uno con gli
accoppiamenti.

Un risultato del tutto analogo vale per il problema dell’accoppiamento
pesato in cui il grafo è completo e si cerca un accoppiamento che minimizzi o
massimizzi il peso globale. Il problema di PL intero è in questo caso:

min
∑

e

ce xe

∑
e∈δ(i)

xe = 1 i ∈ N

xe ∈ {0, 1}

(13.15)

I vertici del poliedro

P ′1 =
{

x ≥ 0 :
∑

e∈δ(i)

xe = 1, i ∈ N
}

hanno coordinate di valore 0, 1/2 o 1, come quelli del poliedro P1, e i vertici
del poliedro

P2 =
{

x ≥ 0 :
∑

e∈δ(i)

xe = 1, i ∈ N ;
∑

e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1
2

, S ⊂ N, |S| dispari
}

hanno coordinate 0-1, come per il poliedro P2.
Come già detto esiste un algoritmo polinomiale per il problema di car-

dinalità ed esiste anche un algoritmo polinomiale per il problema pesato. In
particolare questo secondo algoritmo [63] è una pietra miliare nella storia dei
problemi di ottimizzazione, pionieristico sotto molti aspetti. Se ad un algo-
ritmo può esser attribuita qualche qualità estetica, tale algoritmo certamente
la merita. È però un algoritmo molto complesso, per cui è più consigliabi-
le un approccio basato sulla PL, anche se questo non presenta garanzie di
polinomialità.

Il risultato d’interezza dei vertici dei poliedri P2 e P ′2 fa s̀ı che sia lecito,
in linea teorica, affrontare i problemi (13.13) e (13.15) togliendo il vincolo
d’interezza e aggiungendo le nuove diseguaglianze (riportiamo solo il caso di
assegnamento pesato, l’assegnamento di cardinalità è analogo):

min
∑

e

ce xe

∑
e∈δ(i)

xe = 1 i ∈ N

∑
e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1
2

S ⊂ N, |S| dispari

xe ≥ 0

(13.16)
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Figura 13.6. Soluzione frazionaria in (13.17)

Il problema definito in (13.16) ha un numero esponenziale di diseguaglian-
ze, e va quindi affrontato come descritto nel Cap. 11, generando solo quelle
diseguaglianze che servono.

Allora la strategia per risolvere (13.16) consiste nel risolvere più volte il
seguente problema:

min
∑

s

ce xe

∑
e∈δ(i)

xe = 1 i ∈ N

∑
e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1
2

S ∈ S

xe ≥ 0

(13.17)

dove S è un insieme finito di sottoinsiemi dispari di nodi. Inizialmente S è
vuoto. Se la soluzione di (13.17) è intera, il calcolo è finito e si tratta dell’otti-
mo. Se invece la soluzione è frazionaria, deve esistere un insieme dispari S per
cui la corrispondente diseguaglianza è violata dalla soluzione corrente. Quindi
si tratta di aggiungere la diseguaglianza ad S e iterare.

Il metodo deve ovviamente terminare perché il numero di diseguaglianze è
finito. Ma fortunatamente non richiede un numero esponenziale di iterazioni,
altrimenti il metodo esposto non si potrebbe usare. La difficoltà non risiede
tanto nel numero di iterazioni, quanto piuttosto nella possibilità di identificare
facilmente una diseguaglianza violata dalla soluzione corrente.

Da quanto detto precedentemente potrebbe sembrare che le soluzioni fra-
zionarie di (13.17) abbiano valori 0, 1/2 o 1. In fin dei conti se questo è vero
per S vuoto ed è vero per S contenente tutti i sottoinsiemi dispari (in questo
caso si hanno solo i valori 0 e 1), si potrebbe essere indotti a credere che sia
vero anche quando S contiene una parte dei sottoinsiemi dispari. Invece non
è cos̀ı. In Fig. 13.6 è riportato un semplice esempio in cui la soluzione ha
valori frazionari diversi da 1/2. Il grafo del quale si vuole calcolare il massimo
accoppiamento ha gli archi in figura più l’arco (4, 8). La soluzione indicata,

x24 = x45 = x89 = x8,10 = x9,10 =
1
2
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x12 = x23 = x56 = x57 =
1
4
, x13 = x67 =

3
4
, x48 = 0

è quella che si ottiene da (13.17) con S = {{1, 3, 5, 6, 7}}.
Se i valori frazionari sono soltanto 1/2 allora è facile identificare disegua-

glianze violate. Nell’esempio in figura si identifica facilmente una tale dise-
guaglianza per l’insieme {8, 9, 10}, ma si può sempre estendere l’esempio ad
un grafo di 14 nodi, in cui la struttura dei nodi da 1 a 7 si ripete sui nodi da
8 a 14, e in questo caso non sarebbe immediato identificare la diseguaglianza
violata, ad esempio quella indotta dall’insieme {1, 2, 3, 4, 5}.

Sono state elaborate delle tecniche efficienti di identificazione di disegua-
glianze violate [170]. Tuttavia può essere più semplice limitarsi a identificare
diseguaglianze violate da soluzioni 1/2 e trattare le altre soluzioni con una
tecnica branch-and-bound. Per un approccio simile a problemi a grande scala
si veda ad esempio [99].

13.6 Circuiti negativi in grafi non orientati

Il problema di scoprire circuiti elementari negativi in un grafo non orientato
può essere affrontato tramite un grafo ausiliario. Dato un grafo non orientato
con n nodi e m archi il grafo ausiliario non orientato con 2n + 2m nodi e
5 m + n archi viene generato nel seguente modo (si veda in Fig. 13.7 come
vengono trasformati un arco e i suoi due nodi):

– ogni nodo i produce una coppia di nodi, etichettati i e i′, ed un arco,
etichettato (i, i′);

– ogni arco (i, j) produce due nodi, etichettati iij e ijj, e 5 archi, etichettati
(i, iij), (i′, iij), (iij, ijj), (ijj, j) e (ijj, j′);

– i costi degli archi sono assegnati come c(i, iij) = c(i′, iij) = c(ijj, j) =
c(ijj, j′) = cij e c(i, i′) = c(iij, ijj) = 0.

i

i

i’

j

j

j’

iij ijj

Figura 13.7. Arco trasformato

Sul grafo trasformato si risolve un problema di minimo accoppiamento
pesato perfetto. Fra tutti gli accoppiamenti perfetti ce n’è uno, che possiamo
definire nullo, che accoppia i nodi (i, i′) e (iij, ijj). In base ai nuovi costi,
questo accoppiamento ha peso 0. Accoppiamenti migliori possono esistere solo
se vengono accoppiati archi di costo negativo. Si vede che se si accoppia un arco
di tipo (i, iij), l’esigenza di avere un accoppiamento perfetto obbliga l’arco
(ijj, j) ad essere accoppiato. In questo modo il nodo j′ viene disaccoppiato
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2 1

-3

12

Figura 13.8. Grafo per identificare circuiti negativi

da j e deve accoppiarsi con un nodo jjh generato nella trasformazione dell’arco
(j, h). Questo effetto a catena termina quando si riesce ad accoppiare il nodo i′,
rimasto disaccoppiato dall’accoppiamento dell’arco (i, iij). Questa catena di
accoppiamenti equivale ad un circuito sul grafo originario e il costo degli archi
accoppiati sul grafo trasformato è uguale esattamente al doppio del costo del
circuito.

Quindi un accoppiamento minimo di costo negativo esiste se e solo se esiste
un circuito negativo nel grafo originario. Si veda la Fig. 13.8 dove sono stati
disegnati un grafo con un ciclo negativo e il corrispondente grafo trasformato.
Si è anche evidenziato l’accoppiamento ottimo.

Questa stessa costruzione può essere utilizzata per trovare un cammino
minimo su un grafo non orientato con archi di costo qualsiasi, purché non esi-
stano circuiti negativi. Basta modificare leggermente la trasformazione degli
archi incidenti nei nodi sorgente e destinazione. Il nodo sorgente s e destina-
zione t non vengono duplicati. Quindi per ogni arco (s, j) si producono quattro
archi (s, ssj), (ssj, sjj), (sjj, j) e (sjj, j′) e analogamente per ogni arco (i, t).
I costi vengono definiti come precedentemente. Con questa variazione ogni
accoppiamento nel grafo ausiliario corrisponde nel grafo originale ad un cam-
mino da s a t più eventualmente dei circuiti. Quindi, se non esistono circuiti
negativi, si ha soltanto un cammino e il costo dell’accoppiamento è il doppio
del costo del cammino.

Si veda in Fig. 13.9(a) un grafo con indicate le etichette dei nodi e i co-
sti, sul quale si vuole determinare il cammino minimo dal nodo 1 al nodo
12. Il grafo ausiliario è raffigurato in Fig. 13.9(c). Risolvendo il problema di
accoppiamento minimo pesato perfetto sul grafo ausiliario usando (13.11) si
ottiene la soluzione frazionaria in figura (d) di valore -22. Introducendo otto
diseguaglianze del tipo (13.14) si ottiene la soluzione finale di costo 4 in figura
(e) che corrisponde al cammino in figura (b) di costo 2.

Questo calcolo va preceduto dalla verifica che non esistano circuiti negativi.
Se esistono circuiti negativi il calcolo del cammino minimo può produrre un
accoppiamento che corrisponde ad un cammino e anche ad uno o più circuiti.
Tuttavia, potrebbe fortunatamente avvenire che, pur in presenza di circuiti
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Figura 13.9. Cammino minimo con distanze negative

negativi, l’accoppiamento minimo corrisponde solo ad un cammino. In questo
caso si tratterebbe proprio del cammino semplice minimo. Cammini minimi
non elementari non esistono in quanto la possibilità di ciclare all’infinito lungo
il circuito negativo rende il problema illimitato. In generale il problema del
cammino minimo elementare con costi qualsiasi è NP-difficile e si risolve con
i metodi del Cap. 16.
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13.7 Assegnamento tridimensionale

Un assegnamento è una particolare collezione di coppie di elementi apparte-
nenti a due insiemi diversi. È naturale estendere quest’idea a triple di ele-
menti provenienti da tre insiemi diversi e richiedere, come nell’assegnamento,
che ogni elemento appaia al più in una tripla (oppure esattamente a seconda
del problema). Molti sono i problemi reali in cui si richiede la concorrenza di
elementi provenienti da tre insiemi diversi.

Nella formulazione di cardinalità sono dati tre insiemi I, J e K ed un
insieme E di terne ammissibili. Vogliamo massimizzare il numero di terne
e = (i, j, k) tali che ogni elemento dei tre insiemi è contenuto in al più una
terna. Questo problema è NP-difficile [83].

Esempio 13.2.

Siano date 5 macchine {i1, i2, i3, i4, i5}, 5 lavori {j1, j2, j3, j4, j5} e 5 operai
{k1, k2, k3, k4, k5}. Supponiamo che siano assegnate tre matrici d’ammissibi-
lità rispettivamente per le coppie macchine-lavori, lavori-operai e macchine-
operai.

aij =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 0 0 1

0 0 1 1 1

1 0 0 1 1

0 0 1 1 1

1 1 0 1 0

⎞
⎟⎟⎠ , ajk =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 0 1

1 0 0 1 0

1 1 0 1 1

1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠ , aik =

⎛
⎜⎜⎝

0 1 1 1 0

0 1 1 1 0

1 0 1 0 1

1 1 0 0 0

0 0 0 1 1

⎞
⎟⎟⎠

Le terne ammissibili si deducono dalle tre matrici: una terna {i, j, k} è
ammissibile se e solo se aij = ajk = aik = 1. Si ottiene il seguente elenco

{i1, j1, k3} , {i1, j2, k4} , {i1, j5, k2} , {i1, j5, k3} , {i2, j3, k2} , {i2, j3, k4} , {i2, j4, k3} ,

{i2, j5, k2} , {i2, j5, k3} , {i3, j1, k1} , {i3, j1, k3} , {i3, j1, k5} , {i3, j4, k1} , {i3, j4, k3} ,

{i3, j5, k3} , {i4, j3, k1} , {i4, j3, k2} , {i4, j4, k1} , {i4, j5, k2} , {i5, j1, k5} , {i5, j2, k4} .

Anche se le terne non sono date esplicitamente ma si deducono da coppie
ammissibili, si può dimostrare che il problema rimane NP-completo. Una
soluzione (l’unica?) è fornita dalle seguenti 5 terne:

{i1, j2, k4} , {i2, j3, k2} , {i3, j5, k3} , {i4, j4, k1} , {i5, j1, k5} .

Nella formulazione pesata i tre insiemi hanno la stessa cardinalità n, tutte
le terne sono ammissibili e per ogni terna (i, j, k) è assegnato un peso cijk.
Bisogna trovare n terne, tali che ogni elemento sia presente in esattamente
una terna, la cui somma dei pesi sia minima.

Per entrambi i problemi un modello di PL01 è disponibile definendo una
variabile binaria xijk che è uguale a 1 se e solo se la terna (i, j, k) viene scelta. Il
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vincolo sulla presenza di un elemento in una sola terna viene modellato, come
di consueto, sommando su tutte le variabili corrispondenti ad un particolare
elemento. Quindi, se si considera l’elemento i, si deve imporre

∑
jk xijk = 1.

Il vincolo deve essere di ≤ se invece l’elemento deve comparire in al più una
terna, anziché esattamente. Quindi il problema pesato si può modellare come

min
∑
ijk

cijk xijk

∑
jk

xijk = 1 i ∈ [n]

∑
ik

xijk = 1 j ∈ [n]

∑
ij

xijk = 1 k ∈ [n]

xijk ∈ {0, 1}

(13.18)

Il rilassamento d’interezza di (13.18) non produce in generale una soluzione
intera, a differenza del problema bidimensionale. È utile trasformare (13.18)
in un problema di insieme stabile su un grafo definito nel seguente modo:
ogni nodo è associato ad una terna (i, j, k) ed esiste un arco fra due nodi
(i, j, k) e (i′, j′, k′) se e solo se le due terne sono incompatibili, ovvero i = i′

oppure j = j′ oppure k = k′. Un insieme stabile corrisponde ad un particolare
assegnamento tridimensionale. Il vincolo

∑
jk xijk = 1 è un evidente vincolo

di cricca (vedi più sotto). Esistono tuttavia molte altre cricche non presenti
in (13.18). Ad esempio le tre terne (i, j, k′), (i, j′, k) e (i′, j′, k) formano una
cricca che potrebbe essere violata da una soluzione frazionaria del rilassamento
di (13.18).

Può venire la curiosità di vedere cosa succede se si applica questa stessa
idea all’assegnamento bidimensionale: ad ogni coppia (arco del grafo bipartito)
(i, j) si associa un nodo e fra i due nodi c’è un arco se e solo se gli archi del
grafo bipartito sono incidenti. In questo modo si costruisce il grafo di linea
introdotto a pag. 97. Quindi un problema di assegnamento viene trasformato
in un problema di insieme stabile.

L’idea può sembrare strana. Infatti si va a risolvere un problema facile
usando un problema difficile. È vero che in generale i problemi collegati con
gli insiemi stabili sono difficili, ma in questo caso, si è costruito un grafo
particolare, cioè il grafo di linea di un grafo bipartito, e si può dimostrare,
tramite il Teorema 6.3, che si tratta di un grafo perfetto, per i quali i problemi
di minima copertura nodi, massimo insieme indipendente, minima colorazione
e massima cricca sono polinomiali.

Si noti ancora che una copertura di nodi del grafo bipartito si traduce
nel suo grafo di linea in una decomposizione in cricche e quindi, essendo vera
l’uguaglianza fra minima copertura di nodi e massimo accoppiamento su un
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grafo bipartito, si deduce l’uguaglianza nel grafo di linea fra il massimo insieme
indipendente e la minima decomposizione in cricche.

Naturalmente non conviene affrontare il problema dell’assegnamento fa-
cendo ricorso al grafo di linea. Invece è utile ricorrere a diseguaglianze in-
dotte da insiemi stabili per il problema dell’assegnamento tridimensionale,
introducendo diseguaglianze violate dalla soluzione frazionaria corrente.

Fra le diseguaglianze valide per le soluzioni ammissibili di un problema
di insieme stabile le più importanti sono le diseguaglianze di cricca, per ogni
cricca K, ∑

i∈K

xi ≤ 1,

le diseguaglianze di buca dispari (odd hole inequalities), per ogni buca dispari
H, ∑

i∈H

xi ≤ |H| − 1
2

,

le diseguaglianze di antibuca dispari (odd antihole inequalities), per ogni
antibuca dispari AH, ∑

i∈AH

xi ≤ 2,

e le diseguaglianze di ruota dispari, per ogni ruota dispari W con centro c (W
non contiene c), ∑

i∈W

xi +
|W | − 1

2
xc ≤ |W | − 1

2

Identificare una o più diseguaglianze violate da una soluzione frazionaria
non è semplice per le diseguaglianze di cricca, per il semplice motivo che
determinare cricche di cardinalità superiore ad un valore fissato è un problema
NP-completo. Quindi anche determinare se esiste qualche cricca pesata (con
le variabili frazionarie x) di valore superiore a 1 è NP-completo. Si ricorre
normalmente ad euristiche, quindi senza la garanzia di poter identificare in
ogni caso una diseguaglianza di cricca violata.

Più semplice è invece la determinazione di diseguaglianze di buca dispari
violate. Sia x̄ una soluzione frazionaria. Dobbiamo valutare se

h(x̄) := min
H

|H| − 1
2

−
∑
i∈H

x̄i (13.19)

è maggiore o uguale a 0 oppure no. Nel primo caso nessuna diseguaglianza
è violata. Nel secondo caso esiste almeno una diseguaglianza violata e viene
generata risolvendo (13.19). A questo scopo si operi nel seguente modo: si
crea un grafo bipartito G̃ = (N, N ′, Ẽ) in cui N ′ è una copia di N e un arco
(i, j′) ∈ Ẽ (e anche (j, i′) ∈ Ẽ) se e solo se (i, j) ∈ E. Allora un cammino
Pk : k˜̃˜�k

′ in G̃ corrisponde ad un circuito dispari Ck in G passante per k.
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Ad ogni arco (i, j′) ∈ Ẽ si assegna una lunghezza dij′ := 1− x̄i − x̄j ≥ 0 e la
lunghezza del cammino Pk è∑

(i,j)∈Pk

(1− x̄i − x̄j) = |Pk| − 2
∑
i∈Pk

x̄i

uguale a quella del corrispondente circuito Ck in G (si noti che la sommatoria
a sinistra è sugli archi di Pk e quella a destra sui nodi) Siccome

|C| − 2
∑
i∈C

x̄i ≥ 1 ⇐⇒
∑
i∈C

x̄i ≤ |C| − 1
2

identificare una diseguaglianza violata è equivalente a trovare un cammino
minimo Pk di lunghezza inferiore a 1. Il circuito C che si ottiene non è neces-
sariamente semplice (per la possibile presenza sia di un nodo i che della copia
i′), ma in tal caso contiene un sottocircuito semplice dispari. Questo, a sua
volta, non è necessariamente una buca, ma in tal caso contiene al suo interno
una buca oppure una cricca di tre nodi. Se il circuito è di lunghezza inferiore
a 1, gli eventuali circuiti semplici e/o buche e cricche sono anche di lunghezza
inferiore a 1.

Si lascia come esercizio per il lettore la determinazione di diseguaglianze
violate di antibuca dispari e ruota dispari.

Esempio 13.3.

Si consideri una piccola istanza con n = 4 e costi dati da:

c1,j,k =

⎛
⎜⎝

4 5 3 1
2 5 3 1
5 1 1 1
3 2 1 1

⎞
⎟⎠ c2,j,k =

⎛
⎜⎝

5 2 3 3
1 2 1 1
4 5 2 1
3 3 2 1

⎞
⎟⎠

c3,j,k =

⎛
⎜⎝

6 1 1 1
3 2 4 3
4 2 2 2
1 1 2 1

⎞
⎟⎠ c4,j,k =

⎛
⎜⎝

2 2 3 2
2 3 2 2
1 1 2 1
1 2 2 1

⎞
⎟⎠

Risolvendo il rilassamento d’interezza di (13.18), ma con obiettivo di
massimo, si ottiene

x122 = x131 = x214 = x232 = x311 = x323 = x443 = x444 = 0.5

con valore 15.5. Quindi sappiamo che l’ottimo non può valere più di 15. Da
questa soluzione si costruisce il grafo in Fig. 13.10(a), che fornisce i tagli (di
cricca e di buca dispari)

x122 + x131 + x232 ≤ 1
x444 + x214 + x311 + x323 + x443 ≤ 2
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Figura 13.10.

Aggiunti i tagli si ottiene

x123 = x144 = x424 = x443 = 1/2, x232 = x311 = 1

di valore 15. Da questa soluzione si costruisce il grafo in Fig. 13.10(b), che
fornisce il taglio di cricca

x123 + x144 + x424 + x443 ≤ 1

Aggiunto il taglio si ottiene la soluzione intera di valore 15, e necessariamente
ottima,

x123 = x232 = x311 = x444 = 1

Si avverte ancora una volta il lettore che solo con istanze cos̀ı piccole è possi-
bile ottenere tanto semplicemente l’ottimo. Rimane valida l’idea di aggiungere
diseguaglianze violate da una soluzione frazionaria, ma questo si deve accom-
pagnare ad un’efficace strategia di branch-and-bound



14

Esempi di assegnamenti

14.1 Tornei sportivi

Un classico esempio di torneo sportivo è quello in cui ogni squadra incontra
ogni altra squadra e gli incontri vengono divisi in turni, in ognuno dei quali
tutte le squadre sono impegnate in un incontro. In Italia un tale torneo viene
detto ‘all’italiana’. Nei paesi di lingua inglese si usa il termine di ‘round-robin
tournement’.

Un tale torneo può essere visto come un grafo completo in cui i nodi sono
le squadre e gli archi gli incontri e ogni turno è un accoppiamento perfetto. Il
calendario completo di tutti i turni è allora la partizione di un grafo completo
di n nodi in (n− 1) accoppiamenti perfetti. Costruire un tale calendario è un
problema noto da molto tempo. Un approccio ingenuo al problema, basato
sul trovare un accoppiamento perfetto qualsiasi sul grafo completo, togliere
questi archi, trovare un altro accoppiamento perfetto qualsiasi, togliere questi
archi e cos̀ı di seguito, può portare in realtà in una situazione di stallo, in cui
non esiste un accoppiamento perfetto sugli archi rimasti. Ecco in Fig. 14.1 un
esempio di cosa potrebbe succedere. Gli incontri scelti per ogni turno sono
rappresentati dagli archi tratteggiati. Dopo aver scelto gli incontri dei primi
tre turni, ci si trova in una situazione in cui è impossibile proseguire.

Figura 14.1.
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Figura 14.2. Calendario per 6 squadre

Per fortuna esistono dei metodi rapidi che permettono di costruire il ca-
lendario senza incorrere in situazioni di stallo. Un metodo (cosiddetto metodo
circolare, circle method) consiste nel costruire un grafo con (n − 1) nodi di-
sposti circolarmente e un nodo in centro. Poi i nodi vengono accoppiati nel
seguente modo: il nodo centrale con uno qualsiasi dei nodi circolari e i rima-
nenti con archi ‘paralleli’. Si veda in Fig. 14.2 il primo dei grafi. Si numerino
i nodi esterni da 0 a n − 2. Quindi il primo turno consiste nell’accoppiare
il nodo centrale con il nodo 0 e il nodo i con il nodo −i mod (n − 1), per
i = 1, . . . , �(n− 1)/2�. Per il secondo turno si ‘ruotano’ gli accoppiamenti di
una posizione, con perno di rotazione il nodo centrale, come in Fig. 14.2. Si
prosegue in questo modo fino a completare il calendario.

Per convincerci che il metodo è corretto dobbiamo semplicemente vedere
che non ci siano incontri ripetuti. A questo punto abbiamo anche la certezza
che non ci sono incontri mancanti (perché?). Certamente il nodo centrale viene
accoppiato sempre con nodi diversi. Per gli altri nodi si noti che, se in un turno
una squadra incontra la squadra i, nel turno successivo incontrerà la squadra
(i + 2) mod (n − 1), (se questo numero è 0 allora l’incontro è con la squadra
centrale). Siccome (n − 1) è dispari, i valori (i + 2) mod (n − 1) sono tutti
diversi.

Un altro metodo consiste nell’ordinare tutti gli incontri in modo lessico-
grafico. Assegnato un ordine alle squadre (ad esempio A, B, C, D, E, F ), ogni
incontro viene indicato con la coppia (i, j) con i che precede j nell’ordine. Poi
gli incontri sono ordinati in modo lessicografico. Con sei squadre si hanno i
15 incontri ordinati

(A, B), (A, C), (A, D), (A, E), (A, F ), (B, C), (B, D), (B, E)

(B, F ), (C, D), (C, E), (C, F ), (D,E), (D,F ), (E,F )
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(A, B) (A, C) (A, D) (A, E) (A, F )

(B, C) (B, D) (B, E)

(B, F ) (C, D)

(C, E) (C, F )

(D, E)

(D, F ) (E, F )

Tabella 14.1. Costruzione ‘greedy’ del torneo

Poi si assegnano gli incontri, nell’ordine, ai turni del calendario, in modo
ciclico, con la clausola che se un incontro non può essere assegnato perché
una delle due squadre è già impegnata in quel turno, si prova ad assegnare
l’incontro al turno successivo (il successivo dell’ultimo è il primo). Si veda
l’applicazione del metodo in Tabella 14.1 dove ogni colonna è un turno e le
righe corrispondono all’inserzione ciclica degli incontri.

Se si provano a costruire calendari con valori anche elevati di n si vede che
il metodo funziona. In modo stupefacente i vari incontri trovano il loro posto
nella tabella. La cosa naturalmente si può provare e vale la pena di riportarne
la dimostrazione, che viene fornita nell’Appendice.

Tuttavia la costruzione di un calendario di campionato richiede molti altri
vincoli che non possono essere tenuti in conto dagli algoritmi delineati. La
flessibilità della PL01 suggerisce quindi immediatamente la seguente esten-
sione del problema dell’accoppiamento. Sono definite variabili binarie xet che
denotano il fatto che l’incontro e = (i, j) ha luogo nel turno t. Un calendario
è allora una soluzione ammissibile del seguente insieme di vincoli∑

e∈δ(i)

xet = 1 i ∈ [n], t ∈ [n− 1]

n−1∑
t=1

xet = 1 e ∈ E

xet ∈ {0, 1}

(14.1)

Il primo gruppo di vincoli impone che per ogni turno t, l’insieme di archi,
cioè degli incontri, sia un accoppiamento perfetto. Il secondo gruppo impone
che un arco sia scelto esattamente in un turno. Il rilassamento d’interezza di
(14.1) ha uno strano comportamento. Con costi generati casualmente i tempi
di calcolo sono notevoli, ma con costi che possono riflettere semplici esigenze
si ottiene la soluzione abbastanza rapidamente.

Esempi di vincoli abbastanza ovvi e semplici da realizzare sono costituiti
da particolari esigenze temporali come: impedire che squadre forti si incontrino
nei primi e negli ultimi turni del torneo, fare avvenire nello stesso turno alcuni
incontri fra squadre forti.

Quando gli incontri si svolgono nella città di una delle due squadre (che,
come si usa dire, gioca ‘in casa’), le due squadre si incontrano due volte nel
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(A, D) (A, C) (A, F ) (A, D) (A, B) (A, F ) (A, C) (A, E) (A, B) (A, E)

(B, F ) (B, D) (B, C) (B, E) (C, E) (B, E) (B, F ) (B, C) (C, D) (B, D)

(C, E) (E, F ) (D, E) (C, F ) (D, F ) (C, D) (D, E) (D, F ) (E, F ) (C, F )

Tabella 14.2. Calendario non a specchio

corso del torneo per permettere ad entrambe di giocare in casa. Il caso più
frequente è quello in cui il torneo è costituito da un girone d’andata e un
altro di ritorno, in cui si ripete esattamente il calendario del girone d’andata,
come ad esempio nel campionato di calcio italiano. In questo caso di parla di
calendario a specchio (mirrored round-robin).

In questo modo i due incontri avvengono alla medesima distanza di tempo
per tutte le squadre e quindi si realizza una certa equità fra le squadre. Però
si potrebbe obiettare che nei due turni di campionato si svolgono esattamente
gli stessi incontri, mentre forse sarebbe meglio che quando due squadre si
incontrano di nuovo gli altri incontri siano diversi da quelli del turno di andata
per rendere più casuale (e quindi più equo) il calendario.

Infatti non tutti i tornei in cui ci sono due incontri per ogni coppia di
squadre seguono uno schema a specchio. In questo caso vi sono 2 (n−1) turni
e si richiede, come vincolo aggiuntivo, che i due incontri per la stessa coppia
di squadre non avvengano in due turni consecutivi. Il modello (14.1) viene
modificato nel seguente modello.∑

e∈δ(i)

xet = 1, i ∈ [n], t ∈ [2 (n− 1)]

2 (n−1)∑
t=1

xet = 2, e ∈ E

xet + xe(t+1) ≤ 1 e ∈ E, t ∈ [2n− 3]
xet ∈ {0, 1}

(14.2)

In Tabella 14.2 si veda un esempio di campionato a sei squadre risolto tramite
(14.2). Si può vedere che quando due squadre si incontrano, gli altri incontri,
nei due turni, sono diversi.

14.2 Effetti di riporto nei tornei

In un campionato, oltre ai vincoli indicati, vi sono altri vincoli più sottili. Se
si decidesse di adottare il calendario fornito dal metodo circolare si avrebbe il
calendario per 10 squadre in Tabella 14.3.

Si esaminino ora le partite delle squadre C e J della Tabella 14.3. Nel
secondo turno J incontra E e nel terzo turno C incontra E. Nel terzo turno J
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(A, B) (A, C) (A, D) (A, E) (A, F ) (A, G) (A, H) (A, I) (A, J)

(C, J) (D, B) (E, C) (F, D) (G, E) (H, F ) (I, G) (J, H) (B, I)

(D, I) (E, J) (F, B) (G, C) (H, D) (I, E) (J, F ) (B, G) (C, H)

(E, H) (F, I) (G, J) (H, B) (I, C) (J, D) (B, E) (C, F ) (D, G)

(F, G) (G, H) (H, I) (I, J) (J, B) (B, C) (C, D) (D, E) (E, F )

Tabella 14.3. Calendario con dieci squadre

incontra G e nel quarto turno C incontra G. La stessa cosa succede per i turni
successivi. Ogni squadra gioca con le squadre J e C in due turni successivi.

Il fatto che due squadre giochino in turni successivi con la stessa squadra
viene detto effetto di riporto (carry over effect). Ovviamente fra due turni
successivi devono esserci n riporti, quindi per un totale di n (n − 2) riporti
su tutto il calendario. Per uniformità matematica, ma anche pensando ad un
calendario a specchio, conviene ragionare come se l’ultimo turno precedesse il
primo, e quindi il numero di riporti è n (n−1). Quello che si vuole è distribuirli
uniformemente fra tutte le n (n − 1)/2 coppie di squadre, cioè di averne due
per ogni coppia.

Infatti una distribuzione non uniforme con troppi riporti per certe coppie e
nessuno per altre può creare problemi. Nell’esempio di Tabella 14.3 le coppie
BD, CE, DF , EG, FH, GI, HJ , IB e JC hanno ben 7 riporti, tutte le
coppie con la squadra A ne hanno 2, le coppie BC, CD, DE, EF , FG, GH,
HI, IJ e JB ne hanno 1, e le rimanenti 18 ne hanno 0.

A ben guardare è proprio il meccanismo del metodo circolare che crea
questa disuniformità. Infatti si è visto che ogni squadra gioca in un turno con
la squadra i e nel turno successivo con la squadra (i + 2) mod (n− 1).

È possibile costruire un calendario con due riporti per coppia? La risposta
è affermativa se il numero di squadre è una potenza di 2 [193], ma non si sa
se questo sia possibile per numeri diversi. In Tabella 14.4 si vede il calendario
che distribuisce esattamente 2 riporti per ogni coppia.

(A, D) (A, E) (A, F ) (A, G) (A, H) (A, B) (A, C)

(B, E) (B, D) (B, H) (B, C) (B, F ) (C, G) (B, G)

(C, H) (C, F ) (C, E) (D, F ) (C, D) (D, E) (D, H)

(F, G) (G, H) (D, G) (E, H) (E, G) (F, H) (E, F )

Tabella 14.4. Calendario con otto squadre e con effetti di riporto uniformi
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14.3 Incontri in casa e fuori casa

Un altro aspetto molto importante nella costruzione di un calendario riguarda
la distribuzione degli incontri fra ‘in casa’ e ‘fuori casa’. Idealmente il calen-
dario migliore sarebbe quello che per ogni squadra alternasse regolarmente un
turno in casa ed uno fuori. Ma un tale calendario è irrealizzabile, se non per
al più due squadre. Infatti, prese due squadre qualsiasi, nel turno in cui le
squadre si incontrano, una gioca in casa e l’altra fuori. Quindi se queste squa-
dre hanno un calendario alternato giocano sempre una in casa e l’altra fuori.
Se esistesse una terza squadra con un calendario alternato dovrebbe avere la
stessa distribuzione o della prima o della seconda squadra. Ma la prima ipotesi
entra in contraddizione quando la terza squadra gioca con la prima squadra
e la seconda ipotesi quando gioca con la seconda.

Quindi è inevitabile che vi siano due turni consecutivi in cui una squadra
gioca fuori casa oppure in casa. Tali incontri consecutivi vengono chiamati
rotture (breaks). Si noti che tre incontri consecutivi contano come due rotture.
Il problema che si pone è quindi quello di minimizzare il numero totale di
rotture.

Tre approcci sono possibili per il problema: decidere prima il calendario e
poi decidere la distribuzione, oppure decidere prima la distribuzione e poi de-
cidere il calendario, infine decidere insieme calendario e distribuzione. Il terzo
approccio è troppo complesso in generale. Gli altri due sono invece percorribi-
li. Qui esaminiamo un metodo, dovuto a [65], che minimizza il numero totale
di rotture, una volta fissato il calendario.

L’idea del metodo si basa su una trasformazione del problema in un proble-
ma di taglio massimo. Il problema del taglio massimo, a differenza del taglio
minimo di cui ci siamo occupati nel Cap. 10 è NP-difficile. Però a tutt’oggi
non si sa se il problema di determinare lo schema di partite in casa e fuori
casa sia NP-difficile. Quindi sembrerebbe che si opera in modo poco sen-
sato, trasformando un problema, che potrebbe risultare polinomiale, in uno
NP-difficile. Tuttavia si tende a pensare che il problema sia effettivamente
NP-difficile, per cui è abbastanza lecito modellare il problema usando il pro-
blema del taglio massimo, almeno finché non si scopra che esiste un algoritmo
polinomiale.

A B

C E

D F

A C A D A E A F

B F B C B D B E

D E E F C F C D

A B

C E

D F

1 2 3 4 5 1

Figura 14.3.
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In Fig. 14.3 viene illustrato un esempio di applicazione del metodo al
calendario di 6 squadre costruito in Tabella 14.1. Il torneo viene realizzato a
specchio. Per ogni coppia squadra-turno c’è un nodo del grafo. Le prime tre
coppie in colonna di nodi corrispondono agli incontri del primo turno e cos̀ı
di seguito. Si noti che alla fine si sono ripetuti gli incontri del primo turno
pensando all’inizio del girone di ritorno. Non serve considerare anche gli altri
incontri del girone di ritorno.

Fra tutte le coppie di nodi che corrispondono ad un incontro viene creato
un arco a cui si dà un peso K molto elevato, ad esempio K = 100 (archi grossi
in figura). Inoltre ci sono tre archi con lo stesso peso (omessi per semplicità di
disegno) fra il nodo A del primo turno e il nodo A del primo turno del girone
di ritorno, e altrettanto per i nodi C e D. Fra ogni nodo e il nodo del turno
successivo della stessa squadra viene creato un arco a cui si dà peso molto
basso, ad esempio 1 (archi tratteggiati in figura). Il numero di archi di peso
K è n (n + 1)/2 = 21, mente il numero di archi di peso 1 è n (n− 1) = 30.

Quello che si deve fare è decidere chi gioca in casa e chi fuori per ogni
incontro e per ogni turno. Si immagini allora di ripartire i nodi in due insiemi,
il primo quello delle coppie squadra-turno in casa e il secondo quello delle
coppie fuori casa. Questi due insiemi individuano un taglio e un arco del
taglio indica che ai suoi estremi le squadre giocano una in casa e l’altra fuori.

Quindi i due nodi di un incontro devono stare in insiemi diversi e altrettan-
to per le tre coppie di nodi dei primi turni del girone di andata e di ritorno (ne
bastano uno per partita, non servono uno per squadra). È per questo motivo
che si dà un peso molto grande a questi archi. Una soluzione di massimo ta-
glio renderà questi archi appartenenti al taglio. Infatti una soluzione che abbia
tutti gli archi di peso K in un taglio esiste ed ha peso almeno K n (n + 1)/2 e
una qualsiasi soluzione che non abbia tutti questi archi nel taglio ha peso al
più K n (n + 1)/2−K + n (n− 1). È sufficiente che

K n (n + 1)/2−K + n (n− 1) < K n (n + 1)/2 =⇒ K > n (n− 1)

per far s̀ı che una soluzione di massimo taglio debba avere tutti gli archi di peso
K nel taglio e quindi la soluzione massima avrà il maggior numero possibile
di archi di peso 1. Siccome il numero di archi di peso 1 è fisso, massimizzare
il numero di archi nel taglio è la stessa cosa che minimizzare il numero di
rotture.

Si può far vedere che per ogni soluzione di questo problema (turno a spec-
chio, con numero di rotture calcolato sul girone di andata più la prima partita
del girone di ritorno) ci deve essere un numero pari di rotture per ogni squa-
dra. Si considerino i nodi relativi ad un squadra. Partendo dal primo turno si
considera il cammino che porta al primo turno del girone di ritorno usando gli
archi di peso 1. Dato un taglio, il primo e l’ultimo nodo del cammino devono
stare in insiemi diversi del taglio e quindi il cammino attraversa il taglio un
numero dispari di volte. Siccome il cammino ha un numero dispari di archi, il
numero di archi che non attraversano il taglio, cioè il numero di rotture, deve
essere pari.
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Esaminiamo ora come risolvere il problema del massimo taglio. Come già
detto, si tratta di un problema NP-difficile, quindi è lecito modellarlo con
la PL01. Possiamo definire variabili binarie xij associate a coppie di nodi
per decidere se i due nodi della coppia stanno dalla stessa parte del taglio
(xij = 0) oppure no (xij = 1). Si noti che non necessariamente alla coppia
(i, j) è associato l’arco. Se esiste l’arco (i, j) allora il fatto che xij = 1 significa
che l’arco appartiene al taglio. Bisogna ora vincolare le variabili x in modo
che i valori ammissibili siano coerenti con la definizione di taglio. Per definire
questi vincoli si consideri inizialmente una singola coppia (i, j). In questo
caso xij può assumere sia il valore 0 che il valore 1. Quindi la diseguaglianza
0 ≤ xij ≤ 1 ha come estremi proprio questi due valori. Più interessante è il
caso di una terna di nodi (i, j, k). Le tre variabili binarie xij , xik e xjk possono
assumere 8 valori, ma solo i seguenti quattro sono ammissibili

xij xik xjk

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Questi quattro valori, visti come punti in IR3, definiscono il poliedro
raffigurato in Fig. 14.4, le cui faccette sono definite dalle disequazioni:

xij + xik − xjk ≥ 0
xij − xik + xjk ≥ 0

− xij + xik + xjk ≥ 0
xij + xik + xjk ≤ 2

(14.3)

xik

xjk

xij

(1,0,1)

(0,1,1)

(1,1,0)

(0,0,0)

Figura 14.4.
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Quindi il problema del taglio di peso massimo può essere risolto, in
generale, dal seguente problema di PL01

max
∑

(ij)∈E

wij xij

xij + xik − xjk ≥ 0 (i, j, k) ∈ N

xij − xik + xjk ≥ 0 (i, j, k) ∈ N

− xij + xik + xjk ≥ 0 (i, j, k) ∈ N

xij + xik + xjk ≤ 2 (i, j, k) ∈ N

xij ∈ {0, 1}

(14.4)

Il rilassamento di (14.4) può presentare degli scarti abbastanza grandi per certi
grafi fino a quasi il doppio del valore intero [181]. Per rafforzare la formulazione
si può pensare di considerare quaterne di nodi, che danno quindi luogo a 8
differenti insiemi di nodi (tenuto conto della simmetria) e ad altrettanti insiemi
di valori ammissibili per le variabili xij . Calcolando le faccette del poliedro
in IR6 si ottengono le stesse diseguaglianze (14.3). Quindi non vale la pena di
considerare quaterne. Se però consideriamo quinterne di nodi, i 16 vertici in
IR10 generano un poliedro le cui faccette, oltre alle diseguaglianze (14.3) sono
del seguente tipo per ogni insieme (i, j, k, h, g) = H di cinque nodi:∑

(j,k):j �=i,k �=i

xjk ≤ 2−
∑

j

xij i ∈ H

xhk +
∑

(i,j):i,j �=h,k

xij ≤
∑

j �=h,k

xhj + xkj (h, k) ∈ H

∑
(h,k)∈H

xhk ≤ 6

(14.5)

È evidente che procedere in questo modo genera un numero elevatissimo di
diseguaglianze. Solo le diseguaglianze (14.3) sono in numero 4n (n − 1) (n −
2)/6, che per un grafo di 100 nodi, è uguale a 646.800. Le diseguaglianze
(14.5) sono in numero 16

(
n
5

)
= 1.204.600.320 per n = 100, cioè assolutamente

improponibile, ma anche solo per n = 20 si hanno 248.064 diseguaglianze. Per
questo motivo in pratica si introducono solo le diseguaglianze

∑
(h,k)∈H xhk ≤

6, se violate.
Un altro modo per rendere più agevole il calcolo del rilassamento consiste

nel considerare cricche di tre nodi in (14.4) anziché terne di indici. Il numero di
cricche di tre nodi può essere considerevolmente minore del numero di terne.
Tuttavia il rilassamento d’interezza è meno forte. Per convincersene basta
considerare un circuito di 5 nodi. Non ci sono cricche di tre nodi e quindi gli
unici vincoli sono 0 ≤ xij ≤ 1 che portano ad un taglio massimo di cardinalità
di 5 (cioè tutti gli archi). Viceversa il massimo di (14.4) (ove wij = 1 se esiste
l’arco (i, j) e wij = 0 altrimenti) è 4 e la soluzione è intera.
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Per calcolare il taglio massimo del grafo di Fig. 14.3, almeno usando riso-
lutori di media potenza, conviene usare un altro modello che abbia variabili
binarie associate ai nodi del grafo, in quanto c’è bisogno anche di porre dei
vincoli sul numero di partite in casa e fuori casa. Un semplice insieme di vin-
coli che lega una variabile d’arco xij con le due variabili binarie di nodo zi e
zj è il seguente:

zi + zj ≥ xij , zi + zj + xij ≤ 2, zi − zj ≥ xij , zj − zi ≥ xij

A questo punto conviene imporre direttamente il vincolo zi + zj = 1 per tutti
quegli archi che devono stare nel taglio ed eliminare le corrispondenti variabili
d’arco.

Per formulare il modello, conviene, dal punto di vista notazionale, indicare
i nodi del grafo con due indici (i, t) dove i è la squadra e t è il turno e indicare
con Et l’insieme delle partite del turno t. Gli archi di peso K non vengono
definiti, ma abbiamo bisogno di indicare le coppie di nodi di questi archi.
Queste coppie sono del tipo ((i, t), (j, t)), per (i, j) ∈ Et e t ∈ [n − 1], e
((i, 1), (i, n)) per i scelto fra le coppie di E1, uno per coppia. Si indichi con
QK l’insieme delle quadruple (i, j, t, s) corrispondenti a queste coppie. Gli
archi di peso 1, cioè gli unici archi, sono del tipo ((i, t), (i, t + 1), per i ∈ [n] e
t ∈ [n−1]. Si indichi con Q1 l’insieme delle coppie (i, t) con i ∈ [n] e t ∈ [n−1].
Indicando con x le variabili degli archi (di peso 1) per le quali si può usare
semplicemente la coppia (i, t) di indici, abbiamo:

max
∑

(i,t)∈Q1

xit

zit + zjs = 1 (i, j, t, s) ∈ QK

zit + zi(t+1) − xit ≥ 0 (i, t) ∈ Q1

zit − zi(t+1) + xit ≥ 0 (i, t) ∈ Q1

− zit + zi(t+1) + xit ≥ 0 (i, t) ∈ Q1

zit + zi(t+1) + xit ≤ 2 (i, t) ∈ Q1

zit, xit ∈ {0, 1}

(14.6)

Il modello (14.6) è adeguato per campionati con poche squadre come nell’e-
sempio. Comincia a presentare difficoltà per un campionato a 18 squadre. Si
ottiene abbastanza rapidamente una buona soluzione ma poi ci vuole mol-
to tempo per chiudere lo scarto e quindi concludere con la soluzione ottima.
Risolvendo (14.6) per l’esempio della Tabella 14.1, si ottiene la soluzione in
Fig. 14.5(a) dove i nodi in nero rappresentano la squadra che gioca in casa.
Sono anche evidenziate otto rotture. Il valore della soluzione di (14.6) è 22.
Il valore 22 indica che 30− 22 = 8 archi non sono nel taglio dando luogo alle
otto rotture. Questo valore rappresenta ovviamente il minimo valore assoluto,
per il dato calendario.

La soluzione però presenta diversi motivi di insoddisfazione e non è con-
cretamente proponibile. La squadra A gioca 4 partite su 5 del girone di andata
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(b) Seconda soluzione

Figura 14.5.

in casa. Quindi nel girone di ritorno giocherà 4 partite fuori casa, con grave
squilibrio e anche svantaggio. Viceversa la squadra C gioca 4 partite su 5 del
girone di andata fuori casa. Nel girone di ritorno avrà una situazione ribal-
tata e quindi favorevole. Difficilmente le altre squadre possono accettare una
situazione del genere.

Inoltre le squadre A e C hanno le rotture in successione, quindi giocano
tre turni consecutivi o in casa o fuori casa, e questa non è una situazione
desiderabile (del resto considerato l’alto numero di partite da giocare o in
casa o fuori casa, è difficile che non succeda). Per le squadre B e D invece
i numeri di partite in casa e fuori casa sono equilibrati (3 e 2), non ci sono
rotture consecutive e ce ne sono solo due. Infine le squadre E e F alternano
perfettamente partite in casa e fuori casa.

Per ovviare a questi inconvenienti si devono aggiungere a (14.6) ulteriori
vincoli. Per impedire due rotture consecutive si impone(

xit + xi(t+1) ≥ 1 t ∈ [n− 1], xi1 + xi(n−1) ≥ 1
)

i ∈ [n] (14.7)

Per non avere più di k rotture per squadra si impone

n−1∑
t

(1− xit) ≤ k i ∈ [n] (14.8)

e per avere un numero di partite in casa e fuori casa che differiscono di uno si
impone

n

2
− 1 ≤

n−1∑
t=1

zit ≤ n

2
i ∈ [n] (14.9)
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Dei tre vincoli il più importante per avere un calendario equo è probabilmente
(14.9). Con 18 squadre significa che il numero di partite in casa può essere
uguale a 8 oppure a 9. Rilassando (14.9) di una unità (sia a destra che a
sinistra) si permetterebbe a qualche squadra di avere 7 partite in casa e a
qualche altra di averne 10, quindi con una differenza inaccettabile. Si può
notare, con un semplice ragionamento, come il vincolo (14.9) implichi che i
due valori di vincolo sono equamente distribuiti fra le n squadre. Anche il
vincolo (14.7) è importante e non dovrebbe essere rilassato. Viceversa con un
elevato numero di squadre è necessario rilassare il vincolo (14.8) aumentando
il valore di k. È naturale che all’aumentare del numero di partite, anche il
numero di rotture debba aumentare.

Aggiungendo questi vincoli all’esempio di sei squadre (con al massimo due
rotture per squadra) si ottiene ancora una soluzione con 8 rotture, ma questa
volta soddisfacente. Si veda la soluzione in Fig. 14.5(b).

Se si applicano (14.6) con l’aggiunta dei vincoli (14.7), (14.8) (k = 4) e
(14.9) ad un campionato di 18 squadre, si ottiene dopo pochi secondi una
soluzione di valore 238, che viene migliorata dopo due minuti a 248, e dopo 30
minuti a 254, che corrisponde ad un numero di rotture pari a 18 ·17−254 = 52
rotture. La soluzione di valore 254 non viene più migliorata nemmeno dopo due
ore di calcolo. La limitazione superiore rimane stabilmente ancorata al valore
274 (più i decimali) senza abbassarsi. Si noti che il massimo assoluto (in base
al ragionamento che tranne due squadre ogni altra squadra deve avere almeno
una rottura) è 306 − 16 = 290. Quindi sappiamo che meglio di 15 rotture
meno del massimo assoluto è impossibile (rispetto al calendario fissato), ma
comunque il margine fra 254 e 275 è ancora troppo largo per permettere una
fine del calcolo in tempi ragionevoli.

Per migliorare la limitazione superiore bisognerebbe aggiungere i vincoli
delle terne ma, per il risolutore con cui sono stati eseguiti questi calcoli, sor-
gono subito problemi di memoria che ne impediscono l’uso. Si noti comunque
che, finora, il massimo numero di squadre con cui si risolve il problema delle
minime rotture è 26. In ogni caso la soluzione ottenuta può essere considerata
buona, e anche i tempi di calcolo sono accettabili, visto che si tratterebbe di
un calcolo da fare una volta all’anno. In particolare si hanno 4 rotture per 8
squadre e 2 rotture per 10 squadre. Globalmente su tutti e due i gironi il nume-
ro di rotture si raddoppia tranne che per quelle squadre che hanno presentato
una rottura fra l’ultimo incontro del girone d’andata e il primo del girone di
ritorno. Questo si è verificato per una squadra con 2 rotture, che diventano
quindi globalmente 3, e per tre squadre con 4 rotture, che diventano 7.

Altri tipi di vincoli possono presentarsi nella determinazione delle partite
in casa e fuori casa. Ad esempio è abbastanza frequente (e nel campionato di
calcio italiano vi possono essere diversi casi) che due squadre di una stessa
città usino lo stesso stadio. In questi casi non possono giocare entrambe in
casa. Si lascia come esercizio per il lettore il tipo di vincoli da aggiungere
per modellare anche questa situazione. In alcuni casi, come per la Baseball
National League americana, con due partite alla settimana, è preferibile uno
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schema che alterni due partite in casa e due fuori casa, per diminuire i viaggi
della squadra.

In alcuni campionati il problema dei viaggi della squadra può essere rile-
vante. Nel caso del campionato di calcio italiano ogni squadra ritorna a casa
dopo un incontro fuori casa e allora la distanza percorsa è invariante rispetto
al calendario. In altri campionati, come il citato torneo americano di base-
ball oppure il campionato di calcio brasiliano, i brevi intervalli fra le partite
unitamente alle grandi distanze rendono più conveniente andare direttamente
da una città all’altra nel caso di due turni fuori casa, piuttosto che tornare a
casa fra una partita e l’altra. Questo fa s̀ı che a calendari diversi corrispon-
dano distanze diverse percorse dalle varie squadre. Possiamo allora definire il
problema di trovare il calendario che minimizza la somma di tutte le distan-
ze. Di tale problema, che possiamo chiamare Problema del torneo di minima
distanza, si parlerà più avanti nella Sez. 16.8, dopo avere esaminato il Pro-
blema del commesso viaggiatore dato che il Problema del torneo di minima
distanza contiene in sé sia aspetti di accoppiamento sia aspetti del Problema
del commesso viaggiatore.

14.4 Allocazione dei seggi in sistemi elettorali

Un’area di grande interesse e in cui i modelli matematici giocano un ruolo rile-
vante è data dalla progettazione di sistemi elettorali. I problemi da affrontare
in sistemi elettorali di tipo proporzionale riguardano l’allocazione di seggi ai
distretti elettorali, l’allocazione di seggi ai partiti e la duplice allocazione di
seggi ai partiti a livello distrettuale. In sistemi elettorali di tipo maggiorita-
rio è rilevante il problema della suddivisione del territorio in vari distretti. Si
tratta di problemi complessi che andrebbero affrontati con molta competenza.
Purtroppo capita, più spesso di quanto non si creda, che vengano affrontati
con leggerezza producendo in qualche occasione risultati contraddittori. Per
una discussione approfondita di questi temi si veda ad esempio [15, 97, 117].

Un problema, apparentemente facile, riguarda ad esempio l’allocazione dei
seggi per ogni circoscrizione elettorale. Il principio universalmente accettato è
che i voti debbano essere proporzionali agli abitanti. Ad esempio la Costitu-
zione Italiana all’articolo 48 afferma che “Il voto è personale ed eguale”, dove
appunto ‘eguale’ significa anche, al di là dell’ovvia uguaglianza qualitativa di
ogni voto, che il numero di voti necessari a formare un seggio debba essere lo
stesso su tutto il territorio nazionale. La Costituzione degli Stati Uniti d’A-
merica, all’articolo I, sezione 2, richiede che la Camera dei Rappresentanti
(House of Representatives) “shall be apportioned among the several States –
according to their respective numbers,” e che “each State shall have at least
one Representative”.

I dati del problema consistono quindi in un numero totale di seggi H
da ripartire in m circoscrizioni le cui popolazioni sono p1, . . . , pm, con P =∑m

i=1 pi la popolazione totale. Bisogna trovare m numeri interi x1, . . . , xm
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tali che
∑m

i=1 xi = H e xi/H sia il più vicino possibile a pi/P . Come si vede
l’obiettivo è espresso in modo formalmente ambiguo. Ci si trova un po’ nelle
stesse condizioni dell’Esempio 1.1.

Una prima idea può basarsi sul minimizzare maxi |xi/H − pi/P | ovvero,
definiti i valori qi := pi H/P , detti quote, risolvere

min max
i
|xi − qi|∑

i

xi = H

xi ≥ 0, intero

(14.10)

La soluzione ottima di (14.10) si ottiene in base al seguente ragionamento. Sia
ri := qi−�qi�. Questi valori sono detti resti. Siccome

∑
i qi = H, allora

∑
i ri =

H−∑i �qi� =: k. Cerchiamo una soluzione tale che xi ∈ {�qi� , �qi�}. In questo
modo l’errore è minore di 1 e il vincolo

∑
i qi = H può essere soddisfatto. Ogni

altra soluzione avrebbe un errore maggiore di 1. Allora la soluzione ottima è
data da xi = �qi� per i in un sottoinsieme B di k circoscrizioni e da xi = �qi�
per il sottoinsieme complementare A. La proprietà che la soluzione si possa
ottenere semplicemente arrotondando per eccesso o per difetto le quote, viene
detta proprietà di Hare.

Supponiamo per il momento che i resti siano tutti diversi. Supponiamo
per semplicità che gli indici siano tali per cui r1 < r2 < . . . < rm e sia
a := max {i : i ∈ A} e b = min {i : i ∈ B}. L’errore di questa soluzione è
max {ra, 1− rb}. Quindi ra deve essere il più piccolo possibile e rb il più grande
possibile. Questo si ottiene per b = a + 1, cioè xi = �qi�, i = 1, . . . , m − k e
xi = �qi�, i = m− k + 1, . . . , m.

In pratica, la risoluzione di (14.10) avviene assegnando prima xi := �qi�
a tutte le circoscrizioni. Dopodiché, essendoci necessariamente ancora seggi
da assegnare, questi vengono assegnati fra quelle i cui resti ri sono i più alti.
Questo metodo prende appunto il nome di Metodo dei resti più alti e viene
adottato in Italia per assegnare i seggi alle circoscrizioni elettorali ed anche i
seggi ai partiti a livello nazionale (qui però con diverse complicazioni di cui
discuteremo più avanti). Infatti l’articolo 56 della Costituzione Italiana recita
per la Camera dei Deputati: “La ripartizione dei seggi tra le circoscrizioni
... si effettua dividendo il numero degli abitanti della Repubblica ... per sei-
centodiciotto e distribuendo i seggi in proporzione alla popolazione di ogni
circoscrizione, sulla base dei quozienti interi e dei più alti resti” e l’articolo 57
afferma una cosa simile per il Senato. Il metodo è anche noto come metodo
di Hamilton o anche come metodo di Vinton e negli Stati Uniti fu adottato
per calcolare i seggi di ogni stato nella Camera dei Rappresentanti dal 1850
al 1910.

Prendiamo ora in esame l’ipotesi sui resti diversi. Il problema di avere
alcuni resti uguali consiste nel fatto che la soluzione può non essere unica.
Questo avverrebbe se le quote con resti uguali fossero arrotondate qualcuna
per difetto e qualcuna per eccesso. Valutiamo allora la probabilità di avere
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resti uguali. La probabilità di avere una soluzione non unica è, per quanto
osservato, minore della probabilità di avere resti uguali. Siccome le quote
sono calcolate moltiplicando numeri interi per H e dividendo il risultato per
P , le quote hanno una parte frazionaria che è un multiplo di MCD(H,P )/P .
Il caso peggiore è quello in cui P è multiplo di H. Il numero λ := P/H è
un importante parametro perché indica quanti elettori corrispondono ad un
seggio. Supponendo λ intero, i resti sono multipli di 1/λ. La probabilità che
m multipli di 1/λ scelti a caso siano tutti diversi è

(1− 1
λ

)(1− 2
λ

) . . . (1− m− 1
λ

)

Questo valore è abbastanza vicino ad 1. Ad esempio se λ = 60.000 e m =
26 (valori corrispondenti alla Camera dei Deputati italiana) la probabilità è
0,9945. Quindi la probabilità di qualche resto uguale è trascurabile.

Il metodo dei resti più alti sembra operare in modo equo in quanto si
garantisce una soluzione con errore massimo il più piccolo possibile. Inoltre
la soluzione è unica con elevata probabilità e minimizza anche, come non è
difficile dimostrare con un ragionamento analogo, anche la somma degli errori
assoluti nonché la somma di potenze maggiori di uno degli errori assoluti
[27]. Tuttavia il modello (14.10) presenta degli inconvenienti, dovuti alla quasi
casualità dei resti e al fatto che seggi in più vengono assegnati proprio in base
ai resti. Si consideri il seguente esempio.

Esempio 14.1.

Si immagini che il numero totale di seggi aumenti. Allora, un principio ovvio è
che, se le popolazioni non sono cambiate, non ci possa essere una diminuzione
di seggi per qualche circoscrizione. Invece si consideri il seguente esempio: tre
circoscrizioni con popolazioni 500, 300 e 100, quindi P = 900, e un numero
totale di seggi H = 40. Allora le tre quote sono q1 = 22.22.., q2 = 13.33..,
q3 = 4.44.., da cui la regola assegna prima 22, 13 e 4 seggi. Ne avanza uno che
viene assegnato alla terza circoscrizione. Quindi i seggi sono x1 = 22, x2 = 13
e x3 = 5. Adesso aumentiamo di uno il numero totale di seggi, H = 41. Le
nuove quote sono q1 = 22.7778, q2 = 13.6667, q3 = 4.55556. Come prima si
assegnano 22, 13 e 4 seggi. Ora ne avanzano due che vengono assegnati alla
prima e seconda circoscrizione. Quindi x1 = 23, x2 = 14 e x3 = 4!

Il fatto che ci sia una diminuzione di seggi in una circoscrizione quando il
numero totale dei seggi disponibili aumenta è noto come paradosso dell’Alaba-
ma, perché si verificò proprio nel computo dei seggi da assegnare all’Alabama
nel 1880 e fu la causa dell’abbandono del metodo dei resti più alti. Si notò
che un valore H = 300 assegnava 7 seggi, mentre un valore H = 299 ne
assegnava 8.

Riconsideriamo il modello (14.10) che minimizza il massimo scarto asso-
luto. Si può obiettare che una differenza di un seggio è più critica per una
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circoscrizione con pochi seggi rispetto ad una con molti seggi. Allora si può
scegliere di minimizzare il massimo scarto relativo, per cui si vuole risolvere

min max
i
|xi

qi
− 1|∑

i

xi = H

xi ≥ 0, intero

(14.11)

Questo obiettivo, se l’assegnazione dei seggi supera la quota favorisce le cir-
coscrizioni grandi (o i partiti grandi se applicato ai partiti) e viceversa se
l’assegnazione è inferiore alla quota. Infatti, per una circoscrizione due volte
più grande di un’altra, lo stesso errore è prodotto da una oscillazione doppia
di seggi rispetto alla circoscrizione più piccola. L’obiettivo può essere riscritto
come

min max
i
|xi

qi
− 1| = min max

{
max

i
(
xi

qi
)− 1 , 1−min

i
(
xi

qi
)
}

(14.12)

Si fissi un valore di errore relativo pari a σ. Inoltre si usi la notazione
(a)+ := max {a, 0}. Allora per avere un errore relativo non maggiore di σ
deve valere

xi

qi
− 1 ≤ σ, 1− xi

qi
≤ σ, i ∈ [m]

cioè
(qi (1− σ))+ ≤ xi ≤ qi (1 + σ), i ∈ [m]

che, data l’interezza dei seggi, possono essere riscritti come

(�qi (1− σ)�)+ ≤ xi ≤ �qi (1 + σ)� , i ∈ [m] (14.13)

Quindi esiste una soluzione ammissibile con errore non maggiore di σ se nessun
intervallo in (14.13) è vuoto ed inoltre, siccome

∑
i xi = H,∑

i

(�qi (1− σ)�)+ ≤ H ≤
∑

i

�qi (1 + σ)� (14.14)

Pertanto l’errore minimo è dato dal minimo valore σ per cui i vincoli (14.13) e
(14.14) sono ammissibili. Nella ricerca del minimo valore non serve considerare
tutti i valori reali che può assumere σ. Infatti, come indicano i vincoli (14.13),
solo i valori che modificano gli estremi degli intervalli sono rilevanti. Questi
valori rilevanti sono{

1− k

qi

}
per k = 0, . . . , �qi� , i ∈ [m]{

k

qi
− 1

}
per k = �qi� , . . . , 2 �qi� , i ∈ [m]
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avendo posto un errore relativo massimo pari a 2, per il quale esiste certamen-
te una soluzione ammissibile. Eseguendo una ricerca binaria su questi valori
si trova il minimo errore relativo. Siccome gli errori rilevanti sono 2H e la ve-
rifica di ammissibilità dei vincoli richiede m calcoli, la complessità di questo
metodo è O(m log H), quindi polinomiale, a parte la produzione e ordinamen-
to dei valori rilevanti che ha costo O(H) perché si producono m liste ordinate
la cui fusione ha costo lineare. La complessità dell’ordinamento è però pseu-
dopolinomiale. Queste considerazioni non hanno però rilevanza pratica dato
che H non cresce asintoticamente (anche se in alcuni parlamenti si potrebbe
avere quest’impressione).

Esempio 14.1 (continuazione)
Si riconsideri l’esempio precedente (con dati leggermente perturbati per

non avere valori coincidenti) con H = 40 e p = (501, 298, 101) e m = 3.
Quindi q = (22.267, 13.244, 4.489). Calcolando gli errori rilevanti si ottengono
78 valori che vengono ordinati.

Iniziando la ricerca binaria con un valore sinistro pari a 1 e uno destro
pari a 78, si verificano i vincoli per l’errore numero 40 (= �(1 + 78)/2�) che
vale 0.506. Si ottengono i tre intervalli [11, 33], [7, 19], [3, 6] la cui somma dà
[21, 58]. Quindi esistono assegnazioni di seggi con errore al più 0.506. Allora si
abbassa il valore destro della ricerca binaria al numero 40 e si valuta l’errore
numero 21 che vale 0.257. Si ottengono gli intervalli [17, 28], [10, 16], [4, 5]
con somma [31, 49], a cui corrisponde una soluzione ammissibile. Si prosegue
con l’errore numero 11 che vale 0.123 con intervalli [20, 25], [12, 14], [4, 5] con
somma [36, 44]. Poi si valuta l’errore numero 6 che vale 0.078. Però l’intervallo
per la terza circoscrizione è inammissibile in quanto si otterrebbe [5, 4]. Allora
si valuta l’errore numero 9 che vale 0.109 che dà intervalli [20, 24], [12, 14],
[4, 4] con somma [36, 42]. Si tratta di valori ammissibili, quindi si prosegue con
l’errore numero 8 che dà luogo ad un intervallo inammissibile. Quindi il minimo
errore relativo vale 0.109 e una qualsiasi assegnazione di seggi all’interno degli
intervalli [20, 24], [12, 14], [4, 4] e con somma uguale a 40 è un assegnamento
ottimo di seggi.

Mentre per la terza circoscrizione si devono assegnare necessariamente 4
seggi, per le altre due circoscrizioni si possono assegnare sia 22 e 14 seggi
rispettivamente, oppure 23 e 13, oppure ancora 24 e 12. Quindi la soluzione
ottima non è unica a differenza della minimizzazione del valore assoluto. La
non unicità della soluzione non è accettabile in pratica. Notato che la terza
circoscrizione non può avere meno di 4 seggi, si può cercare di minimizzare il
massimo errore relativo fra le altre circoscrizioni. Quindi si minimizza ancora
σ senza però modificare l’intervallo per la terza circoscrizione. Operando in
questo modo si può abbassare l’errore relativo fino a 0.057, con intervalli
[21, 23], [13, 13], [4, 4], per i quali esiste l’unica soluzione ottima x1 = 23,
x2 = 13 e x3 = 4.
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L’approccio seguito nell’esempio nel trovare l’ottimo unico finale non è al-
tro che la ricerca del minimo lessicografico non ordinato (si veda a pag. 51).
Diversi metodi di assegnamento usati in pratica possono essere considerati
affini alla minimizzazione dell’errore relativo. Vengono detti metodi dei quo-
zienti e considerano solo il termine di destra in (14.12), che valuta solo l’errore
per difetto e che è equivalente a

max min
i

xi

qi
(14.15)

Anche se questo obiettivo dovrebbe limitarsi a considerare i valori xi ≤ qi,
altrimenti l’errore diventa per eccesso, i metodi dei quozienti operano con
l’obiettivo (14.15) indipendentemente dal fatto che si possa avere xi > qi. In
questi metodi i seggi vengono assegnati uno alla volta in modo da far crescere
i termini xi/qi.

La cosa più semplice è assegnare inizialmente un seggio a tutte le circo-
scrizioni visto che con zero seggi tutti i quozienti xi/qi valgono zero. Cos̀ı
facendo si soddisfa anche il requisito spesso presente di assegnare almeno un
seggio ad ogni circoscrizione non importa quanto piccola. Poi si assegna un
seggio alla circoscrizione che presenta il più basso quoziente xi/qi e si procede
ricorsivamente finché tutti i seggi sono assegnati. Si noti che finché xi < qi,
per ogni i, ci sono ancora seggi da assegnare (siccome

∑
i qi = H). Quindi ad

un certo punto qualche circoscrizione riceverà un seggio tale da avere xi > qi.
Questa circoscrizione non potrà più ricevere altri seggi. Per riceverli, tutte le
circoscrizioni dovrebbero avere xi > qi, cosa impossibile.

Applicando il metodo all’esempio precedente si ottiene x = (22, 13, 5). Si
può notare che con questo metodo le circoscrizioni più piccole tendono ad
essere favorite. Infatti i quozienti xi/qi crescono con salti più grandi (anche se
con minore frequenza) se qi è piccolo e quindi è più probabile che a superare il
valore 1 per il quoziente sia proprio una circoscrizione piccola che cos̀ı si vede
assegnato un numero di seggi superiore alla quota.

Nella pratica questo metodo viene attuato considerando il quoziente in-
verso qi/xi e quindi si tratta di diminuire i quozienti anziché di aumentarli.
Tuttavia, la difficoltà di iniziare con una divisione per zero ha generato diversi
metodi alternativi. Il più semplice è il metodo di d’Hondt in cui si considerano
invece i quozienti qi/(xi + 1). Quindi è come misurare l’errore pensando di
avere assegnato un seggio in più. Rispetto al precedente metodo è come se si
togliesse la prima assegnazione di un seggio ad ogni circoscrizione. È eviden-
te che si favoriscono cos̀ı le circoscrizioni più grandi. Applicando il metodo
all’esempio si ottiene x = (23, 13, 4).

Altri metodi affini alla minimizzazione dell’errore relativo sono i metodi
detti dei divisori. Si considerano i valori pi/λ, dove λ è un divisore da deter-
minare e che, idealmente, dovrebbe essere quasi uguale a P/H (se cos̀ı fosse
pi/λ = qi). I seggi vengono assegnati come

xi ∈
{⌊pi

λ

⌋
;
⌈pi

λ

⌉}
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La regola con cui i seggi vengono arrotondati per eccesso o per difetto genera
vari metodi. Il metodo di Jefferson arrotonda sempre per difetto. Siccome
i seggi cos̀ı assegnati non sono in numero sufficiente bisogna diminuire λ. Il
primo valore di λ per cui

∑
i �pi/λ� = H è quello che viene usato per l’allo-

cazione dei seggi. I seggi allocati con il metodo di Jefferson devono obbedire
alle diseguaglianze

pi

λ
− 1 ≤ xi ≤ pi

λ
=⇒ pi

λ
≤ xi + 1 ≤ pi

λ
+ 1 =⇒ P

H λ
≤ xi + 1

qi

da cui si vede che, diminuendo λ si produce lo stesso effetto del metodo di
d’Hondt. Questo metodo fu impiegato negli Stati Uniti dalla fondazione fino
al 1840, quando fu abbandonato perché favoriva troppo gli stati più grandi.

Il metodo di Adams arrotonda invece per eccesso, quindi bisogna aumen-
tare λ. In questo caso i seggi allocati devono soddisfare le diseguaglianze

pi

λ
≤ xi ≤ pi

λ
+ 1 =⇒ xi − 1

qi
≤ P

H λ

Per i motivi opposti al metodo di Jefferson, sono le circoscrizioni piccole ad
esser favorite dal metodo. Il metodo di Webster arrotonda all’intero più vicino
e fu adottato dagli Stati Uniti dal 1840 al 1850 e nuovamente dal 1910 al 1941,
mentre il metodo delle proporzioni esatte arrotonda per difetto se

pi

λ
<

√⌊pi

λ

⌋ ⌈pi

λ

⌉

e per eccesso nel caso contrario. Questo metodo è in uso negli Stati Uniti
dal 1941 ed è stato ribadito da una sentenza della Corte Suprema nel 1992
che rigettava una causa intentata dal Montana e dal Massachusetts per una
revisione del metodo.

14.5 Allocazione biproporzionale di seggi

Si è visto che il problema di allocare seggi alle circoscrizioni presenta pro-
blemi sottili. Il problema non si esaurisce qui però. In un sistema politico
di tipo parlamentare proporzionale i seggi vanno anche divisi fra i partiti in
modo proporzionale ai voti ricevuti. Si tratta allora di rispettare una duplice
proporzionalità, sia rispetto alle circoscrizioni che rispetto ai partiti.

Il problema formalmente si pone nel seguente modo. Sono dati un insie-
me M di circoscrizioni, e i seggi ri da assegnare ad ogni circoscrizione, con
H :=

∑
i ri. Sono dati un insieme N di partiti, e una matrice di voti vij (voti

al partito j nella circoscrizione i), con viN :=
∑

j∈N vij (voti nella circoscri-
zione i), vMj :=

∑
i∈M vij (voti nazionali al partito j) e vMN :=

∑
ij vij (voti

totali). Sia V la matrice [vij ]. Sia Z := {(i, j) : vij = 0, i ∈M ; j ∈ N}.
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I seggi ri sono calcolati prima delle elezioni, mentre i seggi pj sono ovvia-
mente calcolati dopo le elezioni. Per entrambi deve valere

∑
i ri =

∑
j pj = H.

Il metodo con cui i valori pj sono calcolati a partire dai voti è normalmente
di tipo proporzionale anche se questo può avvenire con delle correzioni. Ad
esempio possono essere stabilite delle soglie che escludono seggi a partiti con
pochi voti, oppure premi di maggioranza che assegnano un numero garantito
di seggi alla coalizione maggioritaria (come nelle elezioni politiche italiane del
2006 e 2008). In ogni caso si suppone che i valori pj siano dati.

Il problema dell’allocazione biproporzionale consiste nel calcolare dai pre-
cedenti dati i seggi xij da assegnare ad ogni partito in ogni circoscrizione. I
vincoli da rispettare sono: i numeri xij devono essere non negativi ed interi;
xij = 0 se (i, j) ∈ Z, se cioè il partito j non ha preso voti nella circoscrizione i
(questo non è affatto un caso raro, si pensi al caso italiano nel quale ci sono
partiti che non si presentano in alcune circoscrizioni);

∑
i∈M xij = pj , j ∈ N ,∑

j∈N xij = ri, i ∈M .
Inoltre i numeri xij dovrebbero essere proporzionali ai voti vij . Tuttavia,

siccome ogni circoscrizione deve ricevere un numero fisso di seggi indipen-
dentemente dal numero dei suoi votanti, la proporzionalità deve esser cercata
all’interno di ogni circoscrizione. Definiamo allora i seguenti numeri razionali,
detti quote esatte,

qij :=
vij

viN
ri =

vij

vMN
H

vMN

viN

ri

H
, i ∈M, j ∈ N. (14.16)

Per definizione
∑

j qij = ri e
∑

ij qij =
∑

i ri =
∑

j pj = H.
Il problema di allocazione biproporzionale è stato studiato in [13, 14] e

alcune procedure hanno trovato attuazione nel sistema BAZI sviluppato presso
l’Università di Augsburg [185] e nelle elezioni cantonali di Zurigo. Le procedure
di tipo BAZI appartengono ai metodi dei divisori. In [176] sono stati proposti
vari modelli di programmazione lineare mista che invece si adattano meglio
alla tradizione italiana dei metodi dei resti. Qui seguiamo questo approccio
(si veda anche [203] per un maggiore approfondimento)

Si possono misurare gli errori rispetto alle quote in vari modi. Qui ci li-
mitiamo a considerare l’errore assoluto e quindi il problema da risolvere è

min τ := max
ij
|xij − qij |∑

i∈M

xij = pj j ∈ N

∑
j∈N

xij = ri i ∈M

xij = 0, (i, j) ∈ Z

xij ≥ 0, intero

(14.17)

Nonostante la presenza di variabili intere il problema può essere risolto ra-
pidamente in modo polinomiale. Fissato un errore τ il problema di trovare
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un’allocazione con errore al più τ può essere modellato come un problema di
trasporto con capacità: ci sono nodi sorgenti M corrispondenti alle circoscri-
zioni, nodi pozzo N corrispondenti ai partiti e da ogni sorgente i c’è un flusso
uscente pari a ri mentre in ogni pozzo j entra un flusso pari a pj . In ogni arco
(i, j) si fissa un intervallo di capacità

[�qij − τ�+ , �qij + τ�] =: [c−ij , c+
ij ], (14.18)

Il grafo bipartito del problema di trasporto non è completo in generale in
quanto mancano gli archi corrispondenti alle coppie (i, j) ∈ Z.

Un flusso ammissibile xij soddisfa c−ij ≤ xij ≤ c+
ij e in base al Teorema

10.1, se esiste un flusso ammissibile, ne esiste anche uno intero dato che le
capacità sono intere. Quindi ci basta trovare il minimo τ∗ tale che un flusso
ammissibile esista. L’esistenza di un flusso ammissibile si determina facilmente
risolvendo un problema di massimo flusso come spiegato in Sez. 10.3.

Per trovare τ∗ si usa la ricerca binaria. Siccome solo un numero finito
di valori τ sono rilevanti (quelli che modificano gli estremi degli intervalli di
capacità) la ricerca binaria si effettua su questo insieme di valori. Il numero
di valori rilevanti è al più |N |H e quindi sono sufficienti O(|N |H) esecuzioni
di un algoritmo di massimo flusso.

Questo metodo non presenta una soluzione unica, mentre è cruciale dispor-
re di una procedura che produce in modo non ambiguo una sola soluzione.
Come già operato precedentemente conviene ricorrere al concetto di minimo
lessicografico non ordinato. Non appena la ricerca binaria trova τ∗, l’interval-
lo di capacità della coppia (i, j) che produce l’errore τ∗ viene bloccato e si
prosegue variando le capacità delle altre coppie finché non si trova un altro
valore τ bloccante. Si procede ricorsivamente, fino a che l’errore è maggiore
di 1/2. Valori migliori di errori inferiori ad un 1/2 ovviamente non possono
esistere.

Esempio 14.2.

Per valutare l’effetto di calcolare un minimo lessicografico non ordinato si
consideri l’istanza (partiti A–F, circoscrizioni 1–5) con quote come nella
tabella

A B C D E F

1 0.992 0.870 0.170 0.994 0.988 0.986

2 0.460 0.580 0.991 0.993 0.989 0.987

3 0 0 0 0.990 0 0.010

4 0 0 0 0.441 0 0.559

5 0 0 0 0.140 0.860 0

con r = ( 5 5 1 1 1 ) e p = ( 1 1 1 4 3 3 ).
Il valore ottimo τ∗ è uguale a 1.006 per la coppia (1, D) che riceve due

seggi rispetto ad una quota 0.994. Questa è la distribuzione dei seggi
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A B C D E F

1 0 0 1 2 1 1

2 1 1 0 1 1 1

3 0 0 0 1 0 0

4 0 0 0 0 0 1

5 0 0 0 0 1 0

Applicando la procedura che cerca il minimo lessicografico non ordinato
si abbassa l’errore per tutte le coppie, tranne la coppia (1, D) il cui intervallo
di capacità rimane fissato a [0, 2]. Diminuendo τ si trova la coppia bloccante
(1, B) con errore 0.87 (0 seggi per una quota 0.87). si fissa la capacità per
la coppia (1, B) a [0, 1]. A questo punto non ci sono più coppie con errore
più grande di 1/2 e la procedura termina. Ecco la distribuzione finale molto
migliore della precedente.

A B C D E F

1 1 0 0 2 1 1

2 0 1 1 1 1 1

3 0 0 0 1 0 0

4 0 0 0 0 0 1

5 0 0 0 0 1 0

Si può ancora notare come la proprietà di Hare (esistenza di una soluzione
solo arrotondando per eccesso o per difetto) può non essere soddisfatta. Ap-
plicando il teorema del massimo flusso - minimo taglio si può dimostrare che
una soluzione con 0 o 1 seggi (se qij > 0) non esiste.

Esempio 14.3.

Le elezioni politiche italiane del 2008.
Nelle elezioni politiche italiane del 13-14 aprile 2008 per la Camera dei

Deputati erano presenti sette partiti. Le quote esatte nelle 26 circoscrizio-
ni modificate per tener conto del premio di maggioranza (la legge prevede
un meccanismo moltiplicativo per alzare i valori reali) sono riportate nella
Tabella 14.5.

In ogni tabella le circoscrizioni sono elencate per righe e i partiti per co-
lonne. Gli acronimi dei partiti sono: PDL - Popolo delle libertà, LN - Lega
nord, MPA - Movimento per le autonomie, PD - Partito democratico, IDV -
Italia dei valori, SVP - Südtiroler Volkspartei, UDC - Unione di centro.

Non è elencata la Val d’Aosta per la quale è previsto un solo seggio e
nemmeno la circoscrizione Estero che ha un computo a parte. I seggi totali
sono allora H = 617. I seggi assegnati dalla legge elettorale alle circoscrizioni
elencate nelle tabelle (nell’ordine), prima delle elezioni, sono
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r = {24, 22, 40, 43, 15, 10, 29, 20, 13, 17, 43, 38,

9, 16, 40, 15, 14, 3, 33, 29, 44, 6, 22, 26, 28, 18}

e i seggi assegnati ai partiti a livello nazionale (secondo il metodo dei resti più
alti) sono (stesso ordine delle tabelle)

p = {272, 60, 8, 211, 28, 2, 36}

I seggi assegnati dalla legge elettorale in ogni regione sono riportati nella
Tabella 14.6. Guardando con attenzione le tabelle si trova una clamorosa
discrepanza. In quattro circoscrizioni i seggi assegnati dalla legge prima delle
elezioni differiscono da quelli assegnati dopo le elezioni. Si tratta di un errore
di procedura delle legge elettorale che, concepita in modo inesatto, non riesce
ad evitare contraddizioni nel cercare di risolvere il problema dell’allocazione
biproporzionale.

Questo fatto, noto come ‘Baco elettorale’ è stato individuato dal prof. Bru-
no Simeone dell’Università di Roma, La Sapienza, insieme con Aline Pennisi
e Federica Ricca, ed è stato discusso in [175, 177, 178, 179]. Nonostante fosse
stato detto dalle autorità che le circostanze per cui il baco poteva verificarsi
erano poco probabili, il baco si è presentato in ben tre elezioni su cinque, nel
1996, nel 2006 e nel 2008, ogni volta togliendo seggi da una circoscrizione e
aggiungendoli ad un’altra. In particolare nel 2006 il Trentino-Alto Adige ha
ricevuto 11 seggi invece dei 10 previsti e il Molise ne ha ricevuti 2 invece di 3. Il
risultato è stato che nel Trentino-Alto Adige bastavano 85.456 voti per forma-
re un seggio mentre nel Molise ne occorrevano 160.300. Simeone ha riassunto
questo fatto nel motto ‘One man, half vote!’ Si noti che viene palesemente
violato il citato articolo 48 della Costituzione Italiana.

Si può ancora notare che le somme delle quote esatte riga per riga non
sono uguali ai valori ri come dovrebbero. Si tratta di un ulteriore errore della
legge elettorale causato dagli aggiustamenti per tenere conto del premio di
maggioranza.

Il metodo precedentemente esposto è stato applicato alle quote della Ta-
bella 14.5 (nella tabella le quote sono state arrotondate a tre figure decimali).
Il minimo errore assoluto vale 0.75372 per la coppia (Veneto 1, UDC) (un seg-
gio contro una quota esatta di 1.75372). Tutte le altre coppie hanno un errore
minore. Questa soluzione è riportata nella Tabella 14.7. Poi è stata applica-
ta la procedura che calcola il minimo lessicografico non ordinato. Sono state
trovate 12 coppie bloccanti. Si noti che tutte le altre 118 coppie hanno un
errore minore di 1/2, cioè il migliore possibile. La soluzione finale è riportata
nella Tabella 14.8. In questa tabella sono evidenziati in grassetto i valori che
differiscono da quelli della Tabella 14.7.
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PDL LN MPA PD IDV SVP UDC
Piemonte 1 9.470 2.530 0.000 9.450 1.550 0.000 1.283
Piemonte 2 9.596 4.404 0.000 6.150 0.850 0.000 1.194
Lombardia 1 16.580 7.421 0.000 13.080 1.920 0.000 1.428
Lombardia 2 15.350 13.650 0.000 10.390 1.613 0.000 2.064
Lombardia 3 5.829 3.171 0.000 4.534 0.466 0.000 0.689
Trentino-Alto Adige 2.758 1.242 0.000 2.642 0.358 2.644 0.460
Veneto 1 9.312 9.688 0.000 7.806 1.194 0.000 1.754
Veneto 2 6.265 5.736 0.000 5.955 1.045 0.000 1.013
Friuli-Venezia Giulia 5.089 1.911 0.000 4.398 0.602 0.000 0.815
Liguria 7.588 1.412 0.000 6.189 0.811 0.000 0.669
Emilia-Romagna 14.940 4.058 0.000 20.140 1.862 0.000 1.918
Toscana 15.030 0.969 0.000 18.610 1.390 0.000 1.700
Umbria 3.816 0.184 0.000 4.683 0.317 0.000 0.437
Marche 6.585 0.415 0.000 7.216 0.784 0.000 1.035
Lazio 1 19.870 0.000 0.131 16.120 1.881 0.000 1.800
Lazio2 8.927 0.000 0.073 4.558 0.442 0.000 0.940
Abruzzo 6.738 0.000 0.262 4.961 1.039 0.000 0.858
Molise 1.744 0.000 0.256 0.393 0.607 0.000 0.176
Campania 1 18.000 0.000 1.002 10.280 1.720 0.000 1.836
Campania 2 16.320 0.000 0.681 8.646 1.354 0.000 2.207
Puglia 23.100 0.000 0.900 13.950 2.048 0.000 3.581
Basilicata 2.938 0.000 0.062 2.601 0.399 0.000 0.438
Calabria 11.290 0.000 0.707 7.202 0.798 0.000 1.918
Sicilia 1 13.370 0.000 1.626 6.953 1.048 0.000 2.968
Sicilia 2 14.980 0.000 3.025 7.159 0.841 0.000 2.114
Sardegna 8.868 0.000 0.132 7.209 0.791 0.000 1.059

Tabella 14.5. Quote esatte

PDL LN MPA PD IDV SVP UDC Totali
Piemonte 1 9 3 0 9 2 0 1 24
Piemonte 2 10 5 0 6 1 0 1 23
Lombardia 1 16 8 0 13 2 0 1 40
Lombardia 2 15 14 0 10 2 0 2 43
Lombardia 3 6 3 0 5 0 0 1 15
Trentino-Alto Adige 3 1 0 3 0 2 0 9
Veneto 1 9 10 0 8 1 0 2 30
Veneto 2 6 6 0 6 1 0 1 20
Friuli-Venezia Giulia 5 2 0 4 1 0 1 13
Liguria 7 2 0 6 1 0 1 17
Emilia-Romagna 15 4 0 20 2 0 2 43
Toscana 15 1 0 19 1 0 2 38
Umbria 4 0 0 5 0 0 0 9
Marche 6 1 0 7 1 0 1 16
Lazio 1 20 0 0 16 2 0 2 40
Lazio 2 9 0 0 5 0 0 1 15
Abruzzo 7 0 0 5 1 0 1 14
Molise 2 0 0 0 1 0 0 3
Campania 1 18 0 1 10 2 0 2 33
Campania 2 16 0 1 9 1 0 2 29
Puglia 23 0 1 14 2 0 4 44
Basilicata 3 0 0 3 0 0 0 6
Calabria 11 0 1 7 1 0 2 22
Sicilia 1 13 0 1 7 1 0 3 25
Sicilia 2 15 0 3 7 1 0 2 28
Sardegna 9 0 0 7 1 0 1 18

Tabella 14.6. Seggi assegnati dalla legge elettorale
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PDL LN MPA PD IDV SVP UDC Totali
Piemonte 1 9 3 0 9 1 0 2 24
Piemonte 2 9 5 0 6 1 0 1 22
Lombardia 1 16 8 0 13 2 0 1 40
Lombardia 2 15 14 0 11 1 0 2 43
Lombardia 3 6 3 0 4 1 0 1 15
Trentino-Alto Adige 3 1 0 3 1 2 0 10
Veneto 1 9 10 0 8 1 0 1 29
Veneto 2 6 6 0 6 1 0 1 20
Friuli-Venezia Giulia 5 2 0 5 0 0 1 13
Liguria 7 2 0 6 1 0 1 17
Emilia-Romagna 15 4 0 20 2 0 2 43
Toscana 15 1 0 19 2 0 1 38
Umbria 4 0 0 5 0 0 0 9
Marche 6 1 0 7 1 0 1 16
Lazio 1 20 0 0 16 2 0 2 40
Lazio 2 9 0 0 5 0 0 1 15
Abruzzo 6 0 1 5 1 0 1 14
Molise 1 0 1 0 1 0 0 3
Campania 1 18 0 1 10 2 0 2 33
Campania 2 17 0 0 9 1 0 2 29
Puglia 23 0 1 14 2 0 4 44
Basilicata 3 0 0 2 0 0 1 6
Calabria 12 0 0 7 1 0 2 22
Sicilia 1 14 0 1 7 1 0 3 26
Sicilia 2 15 0 3 7 1 0 2 28
Sardegna 9 0 0 7 1 0 1 18

Tabella 14.7. Una soluzione che minimizza il massimo errore assoluto

PDL LN MPA PD IDV SVP UDC Totali
Piemonte 1 9 3 0 9 2 0 1 24
Piemonte 2 9 5 0 6 1 0 1 22
Lombardia 1 16 8 0 13 2 0 1 40
Lombardia 2 15 14 0 10 2 0 2 43
Lombardia 3 6 3 0 5 0 0 1 15
Trentino-Alto Adige 3 1 0 3 0 2 1 10
Veneto 1 9 10 0 8 1 0 1 29
Veneto 2 6 6 0 6 1 0 1 20
Friuli-Venezia Giulia 5 2 0 4 1 0 1 13
Liguria 7 2 0 6 1 0 1 17
Emilia-Romagna 15 4 0 20 2 0 2 43
Toscana 15 1 0 19 1 0 2 38
Umbria 4 0 0 5 0 0 0 9
Marche 6 1 0 7 1 0 1 16
Lazio 1 20 0 0 16 2 0 2 40
Lazio 2 9 0 0 5 0 0 1 15
Abruzzo 7 0 0 5 1 0 1 14
Molise 2 0 0 0 1 0 0 3
Campania 1 18 0 1 10 2 0 2 33
Campania 2 16 0 1 9 1 0 2 29
Puglia 23 0 1 14 2 0 4 44
Basilicata 3 0 0 3 0 0 0 6
Calabria 11 0 1 7 1 0 2 22
Sicilia 1 14 0 1 7 1 0 3 26
Sicilia 2 15 0 3 7 1 0 2 28
Sardegna 9 0 0 7 1 0 1 18

Tabella 14.8. Minimo lessicografico non ordinato
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14.6 Appendice

Dimostrazione del metodo greedy per la costruzione dei turni del calen-
dario

(Dimostrazione adattata da [10]) Chiamiamo fase k della costruzione l’inserzione
degli incontri (k, j), j = k+1, . . . , n. La dimostrazione è per induzione sulle fasi. Per
comodità notazionale, dato che si eseguiranno operazioni modulo (n − 1) il turno
(n − 1) verrà indicato come turno 0.

L’ipotesi induttiva è la seguente: al termine della fase k, gli incontri (i, n), con
i ≤ k, sono stati assegnati ai turni (2 i−2) mod (n−1) e gli incontri (i, j), con i ≤ k
e j > i, sono stati assegnati ai turni (i + j − 2) mod (n − 1).

L’asserzione è vera per la fase k = 1. Bisogna provare che, se è vera per k lo è
anche per k +1. Si noti che l’ultima fase è la (n− 1) e quindi k ≤ n− 2. Quindi, alla
fine della fase k si è appena assegnato l’incontro (k, n) al turno (2 k−2) mod (n−1)
ed inoltre, se k + 2 < n gli incontri (k, k + 1) e (k, k + 2) (appartenenti alla fase k)
sono stati assegnati ai turni (2 k − 1) mod (n− 1) e 2 k mod (n− 1) rispettivamente
e quindi l’assegnamento dell’incontro (k + 1, k + 2), il primo della fase (k + 1), non
può essere assegnato in quei turni.

Il successivo turno in cui si può assegnare l’incontro è (2 k + 1) mod (n − 1).
Ci chiediamo se in questo turno vi sono già incontri con k + 1 o k + 2. In base
all’ipotesi induttiva, ogni incontro del tipo (i, k + 1) è stato assegnato al turno
(i + k − 1) mod (n − 1) (deve essere k + 1 < n). Questo numero è uguale a (2 k +
1) mod (n−1) se e solo se i = k+2 mod (n−1). Siccome i ≤ k, questo è impossibile
se k + 2 > n − 1 e siccome siamo nel caso k + 2 < n, la congruenza è impossibile.
In modo simile si ragiona per gli incontri (i, k + 2) e quindi l’incontro (k + 1, k + 2)
può essere assegnato al turno (2 k + 1) mod (n − 1).

A questo punto si possono assegnare gli incontri (k + 1, j), con k + 1 < j < n,
ai turni (k + j − 1) mod (n − 1). Dobbiamo verificare che in questo turno non ci
siano già incontri (i, k + 1) e (i, j) (con i ≤ k). Nel primo caso si dovrebbe avere
k+j−1 = i+k+1−2 mod (n−1), cioè i = j mod (n−1) cosa impossibile. Nel secondo
caso si dovrebbe avere k + j − 1 = i + j − 2 mod (n− 1), cioè i = k + 1 mod (n− 1)
anche questo impossibile.

Rimane da assegnare l’incontro (k + 1, n). Il primo turno da esaminare è k +
n − 1 mod (n − 1) = k. Questo tuttavia è occupato dall’incontro (1, k + 1) (in base
all’ipotesi induttiva). Quindi si passa al turno successivo, k+n mod (n−1), occupato
dall’incontro (2, k+1). Proseguendo si vede che i turni successivi sono tutti occupati
dagli incontri (i, k + 1) per i = 3, . . . , k. Il successivo turno è 2 k mod (n − 1). Gli
incontri con (k+1) sono già stati esaminati tutti. Si tratta di vedere se la squadra n è
già stata assegnata a 2 k mod (n−1), cosa impossibile data l’ipotesi induttiva.
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Modelli di percorsi
Vincoli sugli archi

Sono molto frequenti i problemi in cui viene richiesto di percorrere tutte le
strade di una determinata area. Ad esempio la consegna della posta e la rac-
colta della spazzatura rientrano in questa categoria. Se trascuriamo eventuali
vincoli di capacità che possono essere presenti in problemi reali, il problema si
modella come la ricerca di un circuito in un grafo con l’obbligo di percorrere
tutti gli archi del grafo. Il problema fu definito da Eulero nel 1736 in un ar-
ticolo che viene considerato come l’atto di nascita della Teoria dei grafi [68].
Quasi sicuramente, è il primo problema formulato su un grafo.

Si tratta in generale di problemi risolubili in modo efficiente, a meno che
non vengano introdotti particolari vincoli aggiuntivi e si distinguono net-
tamente dai problemi con analoghi vincoli sui nodi, che sono tutti invece
difficili.

15.1 Cammini e circuiti euleriani

Come già anticipato nel Cap. 6, si definisce come circuito euleriano un circuito
che attraversa tutti gli archi esattamente una volta e come cammino euleriano
un cammino che attraversa tutti gli archi esattamente una volta. Se in un grafo
esiste un circuito euleriano, il grafo è detto euleriano. Decidere se un grafo è
euleriano è facile. Infatti vale il seguente teorema.

Teorema 15.1. Un grafo è euleriano se e solo se è connesso e tutti i nodi
hanno grado pari.

La necessità fu provata da Eulero nel 1736, mentre la sufficienza fu provata nel
1876 da Hierholzer [109]. La necessità della tesi è abbastanza evidente: ogni
circuito euleriano usa due archi per attraversare un nodo e quindi il numero
di archi incidenti in un nodo deve essere pari.

La sufficienza è meno ovvia: si immagini di costruire il circuito euleriano
partendo da un nodo scelto a caso e scegliendo gli archi a caso fra quelli ancora
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disponibili nel nodo corrente. Ad un certo punto la costruzione del cammino
deve interrompersi perché non ci sono più archi disponibili in uscita da un
nodo. Questo deve avvenire nel nodo di partenza. Infatti l’ipotesi di grado
pari garantisce che, se è stato possibile raggiungere un nodo, è anche possibile
andar via dal nodo. L’unico nodo per cui non vale questa proprietà è il nodo
di partenza per il quale un arco è già stato usato per partire e quindi rimane
disponibile un numero dispari di archi.

Se tutti gli archi sono stati percorsi, il circuito ottenuto è proprio un cir-
cuito euleriano. Altrimenti c’è ancora qualche arco non percorso. Siccome si
suppone che il grafo sia connesso, almeno un nodo del circuito generato deve
essere incidente ad un arco non ancora usato. Si immagini allora di avere ini-
ziato il circuito da questo nodo (trattandosi di un circuito il nodo di partenza
è arbitrario). Avendo archi disponibili in uscita la costruzione del circuito può
continuare. La procedura continua ricorsivamente finché tutti gli archi sono
percorsi.

Per l’esistenza di un cammino euleriano vale un teorema analogo:

Teorema 15.2. In un grafo esiste un cammino euleriano se e solo se il grafo
è connesso ed esattamente due nodi hanno grado dispari.

Ovviamente i due nodi di grado dispari sono i due estremi del cammino. I con-
cetti di circuito e cammino euleriano si estendono banalmente ai grafi orientati
(dove gli archi su un circuito o su un cammino devono essere orientati con il
cammino) e vale il seguente teorema, di dimostrazione analoga al precedente:

Teorema 15.3. In un grafo orientato esiste un circuito euleriano se e solo se
il grafo è connesso e in ogni nodo il numero degli archi entranti e quello degli
archi uscenti sono uguali.

Vale la pena di osservare che nel teorema viene richiesta solo la connessione
del grafo. Si ricorda che un grafo orientato si dice connesso se, rimosse le
orientazioni degli archi, per ogni coppia di nodi esiste un cammino, mentre
si dice fortemente connesso se, tenendo conto delle orientazioni degli archi,
per ogni coppia (ordinata) di nodi esiste un cammino orientato. La proprietà
di parità fra archi entranti e uscenti fa s̀ı che la connessione implichi la forte
connessione.

Non è difficile dimostrare che la costruzione di un circuito euleriano (in
entrambi i casi) si può eseguire con complessità O(m).

Qualche volta è utile poter definire grafi cosiddetti misti, in cui alcuni archi
sono orientati ed altri non lo sono. Si può estendere il concetto di circuito
euleriano anche ad un grafo misto, dove gli archi orientati hanno un verso
di percorrenza obbligato, mentre gli altri archi possono essere percorsi in un
senso oppure nell’altro. Una semplice condizione necessaria è data dal grado
pari in ogni nodo (senza tener conto dell’orientazione degli archi) e dal fatto
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che il valore assoluto della differenza fra archi orientati uscenti ed entranti
non deve eccedere il numero di archi non orientati incidenti nel nodo. Queste
condizioni non sono tuttavia sufficienti (si pensi ad esempio ad un circuito di
quattro archi in cui gli archi orientati e non orientati si alternano e i due archi
orientati sono in versi opposti).

Per sapere se un grafo misto (Fig. 15.1(a)) è euleriano, si tratta di decidere
quale orientazione dare agli archi non orientati. A questo scopo si realizza un
modello di flusso e la complessa, ma computazionalmente efficiente, procedura
richiede i seguenti passi:
– per ogni nodo i sia bi la differenza fra gli archi orientati entranti e quegli

uscenti (Fig. 15.1(b)) si noti che
∑

i bi = 0);
– si rimuovono dal grafo tutti gli archi orientati (Fig. 15.1(c));
– si orientano arbitrariamente gli archi non orientati assegnando un inter-

vallo di capacità [−1, 1];
– si aggiungono due nodi s e t al grafo;
– per ogni nodo con bi > 0 si crea un arco (s, i) di capacità [0, bi] e per ogni

nodo con bi < 0 si crea un arco (i, t) di capacità [0,−bi] (Fig. 15.1(d));
– si risolve un problema di massimo flusso (Fig. 15.1(e));
– se e solo se il flusso satura tutti gli archi incidenti in s e t il grafo è euleriano

e il circuito si ottiene come segue:
– il flusso in ogni arco può essere -1, 0 o 1; se è 1 allora il circuito euleriano

percorre l’arco secondo l’orientazione assegnata, se invece è -1 lo percorre
nel senso opposto;

– si rimuove l’orientazione agli archi di flusso 0 (non ci sono archi di flusso 0
nell’esempio); questi formano sottografi euleriani; infatti, dato che gli archi
che portano flusso unitario più gli archi orientati originali devono essere
bilanciati e il grado di ogni nodo è pari, il numero di archi senza flusso
incidenti in un nodo deve essere pari;

– si determinano circuiti euleriani su questi archi;
– si rimuovono i nodi s e t e gli archi incidenti in essi (Fig. 15.1(f));
– a questo punto tutti gli archi sono orientati, si reintroducono gli ar-

chi orientati rimossi inizialmente (Fig. 15.1(g)) e si determina il circuito
euleriano.

15.2 Il problema del postino cinese

Come affermato in precedenza, in molte applicazioni sono associate delle
lunghezze agli archi e si devono percorrere tutti gli archi almeno una volta
minimizzando la distanza percorsa.

Se il grafo è euleriano basta scegliere un qualsiasi circuito euleriano e ne-
cessariamente si tratta del circuito minimo. Altrimenti qualche arco andrà
ripetuto. Il problema allora è quello di percorrere tutti gli archi almeno una
volta usando un circuito di lunghezza minima, ovvero minimizzando la somma
delle lunghezze degli archi ripetuti. Si noti che in una soluzione ottima un arco
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Figura 15.1. Costruzione di un circuito euleriano in in grafo misto

non sarà mai ripetuto più di una volta. Se lo fosse, si potrebbero rimuovere
due ripetizioni dello stesso arco, lasciando inalterata la parità del grado nei
nodi estremi e quindi si avrebbe una soluzione migliore.
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Il problema è noto come Problema del postino cinese, perché è apparso la
prima volta in un articolo scritto dal matematico cinese Mei-Ko [159]. La sua
soluzione come descritta qui sotto si deve a Edmonds e Johnson [64].

Sia E l’insieme degli archi del grafo. Dato un circuito passante per tutti gli
archi almeno una volta, sia E′ l’insieme degli archi ripetuti. Il grafo (N, E∪E′)
è euleriano. Allora i gradi dei nodi nel grafo (N, E) sono dello stesso tipo, pari
o dispari, come nel grafo G′ = (N, E′) (intendendo per pari anche zero).

Siccome l’obiettivo è quello di cercare un circuito di costo minimo e i costi
degli archi sono non negativi, possiamo escludere soluzioni tali che in E′ siano
presenti circuiti. Quindi E′ è una foresta. È sempre possibile decomporre E′

in un insieme di cammini che connettono nodi dispari. Infatti data una foresta
in cui sia presente almeno un arco esiste sempre un cammino congiungente
due nodi di grado dispari, in quanto in un albero esistono almeno due nodi
di grado dispari (se tutti i nodi fossero pari esisterebbe un circuito e inoltre
il numero di nodi di grado dispari in qualsiasi componente connessa di un
grafo è pari) e fra tali nodi esiste un cammino in quanto un albero è connesso.
Rimuovendo gli archi si ha un’altra foresta in cui i nodi estremi del cammino
hanno ora grado pari e tutti gli altri nodi rimangono o pari o dispari.

La procedura si può ripetere fino ad esaurimento degli archi. Questo av-
verrà necessariamente quando si sono prelevati un numero di cammini pari al
numero di coppie di nodi di grado dispari. Quindi l’insieme E′ è equivalente
ad un insieme di cammini fra coppie di nodi di grado dispari. Si costruisca
ora un grafo completo con un numero di nodi uguale ai nodi di grado dispari
e ad ogni arco (i, j) del grafo completo si assegni un costo pari alla lunghezza
del cammino minimo da i a j. L’insieme dei cammini è equivalente ad un
accoppiamento sul grafo completo.

Quindi l’insieme E′ ottimo si ottiene cercando quelle coppie di nodi dispari
per cui la somma dei cammini minimi è minima. Si assume, come già detto,
l’ipotesi di lunghezze non negative. Se un arco fosse negativo si potrebbe per-
correrlo avanti e indietro rendendo la soluzione illimitata e non esisterebbero
ottimi.

Esempio 15.4.

Sia dato il grafo in Fig. 15.2(a). I nodi di grado dispari sono i nodi 2, 3, 4, 6,
7, 8. Le distanze minime fra questi nodi sono:

2 3 4 6 7 8
2 - 4 13 9 18 10
3 4 - 17 5 22 14
4 13 17 - 15 6 12
6 9 5 15 - 19 11
7 18 22 6 19 - 10
8 10 14 12 11 10 -
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Figura 15.2.

L’accoppiamento di costo minimo è dato dalle coppie (2, 3), (4, 7) e (6, 8)
a cui corrisponde il grafo euleriano in Fig. 15.2(b).

Per i grafi orientati si può adottare un approccio basato sulle reti di flusso.
Definiamo come xij il numero di volte in cui l’arco (i, j) è percorso. Il problema
può essere allora definito come

min c x

A x = 0
x ≥ 1

(15.1)

con A matrice d’incidenza nodi-archi di un grafo orientato. Per la proprietà
della matrice A la soluzione di (15.1) è automaticamente intera. Possiamo
riscrivere (15.1) operando la sostituzione di variabile y = x− 1, per cui (15.1)
è equivalente a

min c y

A y = −A1

y ≥ 0
(15.2)

Il vettore −A1 rappresenta per ogni nodo la differenza fra il numero di archi
entranti e il numero di archi uscenti. Indichiamo con bi tale numero per il
nodo i. Si noti che

∑
i bi = 0.

Se supponiamo che il grafo non sia euleriano (altrimenti non ci sarebbe
niente da calcolare) esiste almeno un nodo i con bi > 0 e un nodo j con
bj < 0. Il problema (15.2) è quindi un problema di flusso con un certo numero
di sorgenti (i nodi con bi > 0) e un certo numero di pozzi (i nodi con bi < 0).
Tutto il flusso globalmente in uscita dalle sorgenti è uguale al flusso global-
mente in entrata nei pozzi. Siccome il flusso non ha un vincolo superiore di
capacità, il flusso che esce da un particolare nodo i e raggiunge un particolare
nodo j segue necessariamente il cammino minimo. Possiamo allora rappresen-
tare (15.2) come un problema di flusso su un grafo bipartito (sorgenti da una
parte e pozzi dall’altra) con archi corrispondenti ai cammini minimi.
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Figura 15.3.

Si tratta del problema del trasporto introdotto nella Sez. 10.5 risolubile
con l’algoritmo descritto a pag. 192. Nell’applicazione al problema del postino
cinese tuttavia il valore

∑
i |bi|/2 è limitato superiormente dal numero di archi,

per cui si può adottare anche la strategia ‘ingenua’ di inviare ogni volta il
massimo flusso possibile da una sorgente ad una destinazione e la complessità
rimane polinomiale, cioè O(n2 m).

Esempio 15.5.

Sia dato il grafo in Fig. 15.3(a) (è il grafo precedente con gli archi orientati).
Si vede che b1 = b9 = 0, b5 = 2, b4 = 1, b6 = 1, b2 = −1, b3 = −1, b7 = −1,
b8 = −1.

Le lunghezze dei cammini minimi fra i nodi con bi > 0 e quelli con bi < 0
sono indicate nella tabella dove è anche evidenziata in grassetto la soluzione
del problema di trasporto.

2 3 7 8

4 13 17 46 36

5 21 25 31 21

6 39 43 24 14

a cui corrisponde il grafo euleriano in Fig. 15.3(b).

Il problema del postino cinese per un grafo misto è invece NP-difficile.
Quindi non è inappropriato affrontarlo con la PLI. Siano E0 gli archi orientati
con costi c0 e E1 gli archi non orientati con costi c1 (in entrambe le direzioni).
Un modo per modellare il problema consiste nel trasformarlo in un problema
di flusso, dopo aver sostituito ogni arco e ∈ E1 con una coppia antiparallela
di archi orientati e+ e e−. Siano E+ e E− gli archi orientati appena introdotti.
Siano x0, x+ e x− i flussi ed A0, A+ e A− le matrici d’incidenza nodi-archi
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rispettivamente per gli archi in E0, E+ e E− (si noti che A− = −A+). Allora
abbiamo

min c0 x0 + c1 x+ + c1 x−

A0 x0 + A+ x+ −A+ x− = 0
x0 ≥ 1
x+ + x− ≥ 1
x+ ≥ 0, x− ≥ 0, interi

(15.3)

Non è necessario imporre l’interezza delle variabili x0 se le variabili x+ e
x− sono intere. La soluzione di (15.3) può essere interpretata come un mul-
tigrafo orientato. Un multigrafo è un grafo in cui sono ammessi più archi fra
una medesima coppia di nodi. Un valore intero positivo per una variabile xij

corrisponde a xij archi dal nodo i al nodo j (orientati nello stesso verso).
La condizione di conservazione del flusso è equivalente all’uguaglianza fra il
numero di archi entranti e uscenti in un nodo. Inoltre il multigrafo è connesso
a causa dei vincoli ≥ 1. Quindi le condizioni per l’esistenza di un circuito
euleriano in un multigrafo orientato (uguali al caso di grafo) sono soddisfatte
e la soluzione di (15.3) è effettivamente il circuito euleriano richiesto.

Esempio 15.6.

In Fig. 15.4 è rappresentata la soluzione del problema del postino cinese per il
centro di Udine tenendo conto delle strade a senso unico e di quelle a doppio
senso. Quindi si tratta di un grafo misto. Il grafo ha 121 nodi. Non sono
state incluse le strade a traffico limitato. Le strade con spartitraffico sono
state considerate come due strade a senso unico. Le strade a doppio senso di
marcia sono rappresentate in figura con archi orientati (a seconda di come
la soluzione ha scelto l’orientazione) con freccia non piena e con tratto più
grosso, mentre le strade a senso unico hanno la freccia piena.

Chi conosce Udine non avrà difficoltà a riconoscere le varie strade. Si noti
anche che Piazza I Maggio è rappresentata da tre nodi, cioè dai suoi tre incroci
con altre strade.

Il modello (15.3) ha risolto il problema in meno di un secondo. I numeri
in figura indicano quante volte deve essere percorso un arco se il numero è
maggiore di 1 (altrimenti viene percorso esattamente una volta). Il circuito
euleriano in figura ha una lunghezza complessiva di km 34,730. A dire il vero
questo è il numero fornito dalla soluzione del modello ma le lunghezze degli
archi sono state valutate ad occhio dalla piantina della città e sono sicuramente
inesatte e probabilmente inferiori alla realtà. Si noti come qualche strada a
doppio senso viene percorsa due volte con versi opposti.

Si noti ancora che, togliendo dal grafo tutti gli archi percorsi esattamente
una volta, si ottiene un grafo senza cicli (perché?).
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Figura 15.4.

15.3 Circuiti parziali

Può avvenire che non sia richiesto di attraversare tutti gli archi di un grafo, ma
solo alcuni. Gli altri archi del grafo servono solo per connettere fra di loro gli
archi obbligati. Anche in questo caso si cerca un circuito di minimo costo che
attraversi almeno una volta gli archi obbligati. Sembrerebbe che, avendo tolto
l’obbligo di attraversare alcuni archi, il problema si sia semplificato. Invece
non è cos̀ı. L’aumentata flessibilità (un arco non obbligato può appartenere o
meno al circuito) ha reso il problema NP-difficile. Questo problema prende il
nome di Problema del Postino Rurale (Rural postman problem).

Anche in questo caso si può pensare di ricorrere ad un modello di flusso
con vincoli di interezza come si è fatto per il problema del postino cinese. Sup-
poniamo il grafo non orientato. Dobbiamo renderlo orientato sostituendo ogni
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arco non orientato con la consueta coppia di archi antiparalleli. Per semplicità
notazionale supponiamo che tutti gli archi orientati derivati da archi non ob-
bligati formino l’insieme E0, senza dover distinguere nella notazione gli archi
e+ da quelli e−, mentre è necessario distinguere (sempre nella notazione) gli
archi e+ da quelli e− per gli archi obbligati. Siano E+ e E− i rispettivi insiemi
di archi. Siano c0 e c1 i costi degli archi non obbligati. Siano x0, x+ e x− i flussi
ed A0, A+ e A− = −A+ le matrici d’incidenza nodi-archi rispettivamente per
gli archi in E0, E+ e E−. Allora, analogamente a (15.3) si può scrivere

min c0 x0 + c1 x+ + c1 x−

A0 x0 + A+ x+ −A+ x− = 0
x0 ≥ 0
x+ + x− ≥ 1
x+ ≥ 0, x− ≥ 0, interi

(15.4)

Tuttavia sorge un problema: la soluzione di (15.4) è un multigrafo euleriano?
Delle due condizioni, la connessione non è più garantita dato che il vincolo
x0 ≥ 1 è stato sostituito da x0 ≥ 0. Infatti la soluzione di (15.4) ha un’elevata
probabilità di essere costituita da circuiti disgiunti (specie se gli archi obbligati
sono pochi e distanti fra loro).

Un modo per imporre la connessione consiste nel richiedere che per ogni
insieme S di nodi tale che sia in S che nell’insieme complementare N \ S
siano presenti nodi obbligati, la soluzione deve contenere almeno un arco che
attraversa il taglio indotto da S in un senso ed almeno uno in senso contrario.
Più esattamente, sia N1 (n1 = |N1|) l’insieme dei nodi che sono estremi di
almeno un arco obbligato. Definiamo come obbligati i nodi di N1. Quindi
definendo

S :=
{
S : N1 ∩ S �= ∅, N1 ∩N \ S �= ∅}

il vincolo si può formalmente scrivere come∑
(ij)∈δ+(S)

xij ≥ 1 S ∈ S (15.5)

Non è difficile vedere che, a causa della conservazione del flusso su tutti i
nodi, per ogni taglio la somma dei flussi in una direzione del taglio è uguale
alla somma dei flussi nella direzione contraria, e quindi in (15.5) è sufficiente
considerare metà dei vincoli. In ogni caso il numero di vincoli (15.5) da ag-
giungere a (15.4) è esponenziale e ci troviamo allora nelle condizioni esposte
nella Sez. 11.1. L’approccio quindi è quello di non generare inizialmente i vin-
coli (15.5), ma di aggiungere solo quei vincoli di (15.5) che risultassero violati
dalla soluzione corrente.

Si noti un fatto importante. Sembrerebbe, per come siamo giunti a queste
conclusioni, che si tratti di risolvere il problema con variabili intere (15.4), e, se
la soluzione non corrisponde ad un grafo connesso, individuare i vincoli violati
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(15.5), aggiungerli a (15.4), risolvere nuovamente il problema a variabile intere
e iterare in questo modo finché il grafo finale è connesso.

Invece non conviene operare in questo modo. In base alle considerazioni
esposte nel Cap. 7, per le quali è indispensabile disporre di limitazioni inferiori
il più elevate possibili per ridurre i tempi di computazione, è più conveniente
considerare il problema di PLI dato da (15.4) e (15.5) e il suo rilassamento
corrispondente. È poi il rilassamento ad essere risolto iniziando con (15.4)
rilassato e aggiungendo di volta in volta le (15.5) violate. Infatti una soluzione
del rilassamento di (15.4) è immediatamente disponibile ed è x+

e = x−e =
1/2 per ogni arco obbligato e x0

e = 0 per gli archi non obbligati. Questa
soluzione corrisponde a tanti piccoli circuiti (di valore 1/2) costituiti dagli
archi antiparalleli. La limitazione inferiore prodotta da questa soluzione è
certamente molto inferiore al valore ottimo intero, in quanto è probabile che
nella soluzione ottima verranno usati diversi archi non obbligati e forse qualche
arco obbligato dovrà essere ripetuto. Introducendo i vincoli (15.5) si innalza
la limitazione inferiore fino a valori molto vicini al valore ottimo intero.

Bisogna però determinare diseguaglianze violate anche da soluzioni frazio-
narie. Mentre determinare una diseguaglianza violata da una soluzione intera
è banale, in quanto basta verificare se un grafo è connesso, determinare una di-
seguaglianza violata da una soluzione frazionaria è leggermente più complesso,
ma comunque eseguibile in modo efficiente.

Infatti, assegnata una soluzione x, eventualmente frazionaria di (15.4),
determinare se esiste S tale che

∑
e∈δ+(S) xe < 1 è equivalente a calcolare

min
S∈S

∑
e∈δ+(S)

xe (15.6)

e verificare se tale minimo è minore di 1. Si noti che la somma in (15.6) può
essere vista come una capacità di taglio se agli archi (i, j) vengono assegnati
intervalli di capacità pari a [0, xij ]. Quindi una diseguaglianza violata viene
determinata risolvendo dei problemi di massimo flusso.

In particolare è sufficiente risolvere n1 − 1 problemi di massimo flusso da
un nodo qualsiasi s ∈ N1 ad ognuno dei nodi in N1 \ s e non serve risolvere
il massimo flusso per tutte le coppie di nodi in N1.

Se ad esempio esiste un taglio minimo δ(S) di capacità minore di 1 che
separa i nodi h ∈ N1 e k ∈ N1, il nodo s può appartenere all’insieme S di
cui fa parte h oppure al suo complemento. Nel primo caso il taglio minimo
che separa s da k è minore o uguale a quello che separa h da k, in quanto
questo separa anche s da k. Nel secondo caso, ragionando in modo analogo,
il taglio minimo che separa h da s è minore o uguale a quello che separa h
da k. In base all’osservazione precedente sulla somma dei flussi in un taglio, il
taglio che separa h da s è uguale al taglio che separa s da h. Quindi nessuna
diseguaglianza violata viene persa risolvendo gli n1 − 1 problemi di massimo
flusso indicati.
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Esempio 15.7.

Sia dato il grafo in Fig. 15.5(a), dove gli archi a tratto più grosso sono quelli
obbligati. I costi degli archi sono 2 per tutti gli archi orizzontali e verticali, 3
per tutti gli archi obliqui tranne l’arco (8, 11) il cui costo è 5.

Risolvendo il modello (15.4) rilassato si ottiene una soluzione di valore 19,
con le variabili x+

e = x−e = 1/2 per ogni arco obbligato. Il modello Lingo che
risolve il problema generando i tagli si trova al sito [202].

Il primo taglio che viene individuato separa i nodi 1 e 2 con insieme
δ+({1, 6}) (l’implementazione del metodo procede prendendo il primo nodo
obbligato, 1 in questo caso, e risolvendo i problemi di massimo flusso per
gli altri nodi in sequenza, fermandosi al primo taglio di valore minore di 1).
Vengono successivamente aggiunte 14 diseguaglianze violate, che alzano la li-
mitazione inferiore da 19 a 31. La soluzione finale non è intera. A questo punto
il modello (15.4) con l’aggiunta delle 14 diseguaglianze da (15.5) viene risolto
con il vincolo d’interezza. Si ottiene immediatamente una soluzione di valore
31 e pertanto ottima. La soluzione è in Fig. 15.5(b). Come si vede vengono
percorsi 5 archi non obbligati e viene ripetuto un arco obbligato. La soluzio-
ne ottima frazionaria differisce da quella intera solo negli archi (4, 5), (4, 9) e
(5, 9) dove i valori sono x59 = x95 = 1/2, x49 = 1, x54 = 1.

15.4 Circuiti multipli

È molto frequente il caso che le strade debbano essere percorse da più di un
veicolo. In questo caso si richiede normalmente che i circuiti siano il più pos-
sibile bilanciati in modo che il carico di lavoro sia lo stesso per ogni veicolo.
In questo tipo di problemi un nodo riveste il ruolo speciale di deposito, punto
di partenza e di arrivo per tutti i veicoli. Ovviamente il deposito deve essere
comune a tutti i circuiti. Ci possiamo porre allora la domanda: dato un grafo
(non orientato), esistono q circuiti, ciascuno con al più p archi, tali che ogni
arco del grafo appartiene esattamente ad un circuito? Se q = 1 (e necessa-
riamente p = m) la domanda corrisponde a chiedere se il grafo è euleriano, e
quindi è facile rispondere. Ma se q > 1 (e p ≥ �m/q� è generico) il problema
diventa subito difficile, appartenendo alla classe dei problemi NP-completi.
A maggior ragione sono difficili tutti gli altri problemi in cui bisogna mini-
mizzare la lunghezza di circuiti bilanciati con archi eventualmente ripetuti.
L’analisi di questi problemi viene rinviata al Cap. 19.
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Modelli di percorsi
Vincoli sui nodi

Spesso il cammino minimo da s a t deve soddisfare anche la richiesta di passare
per un insieme prefissato di nodi. Se la richiesta riguarda solo un particolare
nodo k il problema si risolve facilmente con due problemi di cammino minimo,
uno da s a k e il secondo da k a t. Se invece la richiesta riguarda due nodi
k e h, bisogna risolvere 6 problemi di cammino minimo, precisamente s → k,
s → h, h → k, k → h, k → t, h → t, e valutare se il cammino s → k → h → t
è più conveniente del cammino s→ h → k → t.

Normalmente il vincolo di inclusione riguarda tutti i nodi e il problema
viene quasi sempre formulato come circuito piuttosto che come cammino. Si
tratta del celebre Problema del commesso viaggiatore, a cui faremo sempre
riferimento con l’acronimo TSP (Traveling Salesman Problem).

È evidente che all’aumentare del numero di nodi da attraversare obbliga-
toriamente il numero di percorsi alternativi cresce in modo fattoriale e quindi
non è pensabile un approccio generale che li valuti a turno. Il problema del re-
sto è difficile (si può dimostrare che è NP-difficile) e quindi dobbiamo adottare
delle strategie opportune di calcolo, ma anche cos̀ı i tempi di calcolo possono
essere elevati e bisogna spesso ricorrere a procedure euristiche che forniscono
una risposta non necessariamente ottima, ma in tempi di calcolo accettabili.

Problemi con questo tipo di vincoli non provengono necessariamente da
percorsi reali. Vi sono molti problemi in cui si deve trovare la migliore se-
quenza di operazioni. Se il costo della sequenza dipende solo dalla coppia di
operazioni in successione allora la struttura del problema è del tutto identica a
quella di un TSP, simmetrico se il costo non dipende dall’ordine della succes-
sione delle operazioni, asimmetrico nel caso contrario. Ad esempio problemi di
questo genere intervengono quando dopo un’operazione si deve spendere del
tempo per attrezzare la macchina per l’operazione successiva, problema parti-
colarmente rilevante nell’industria siderurgica. Un esempio, sempre legato al
sequenziamento di operazioni, è dato da quei casi in cui le operazioni di uno
stesso lavoro devono essere eseguite senza interruzioni. Questo particolare mo-
dello verrà discusso a pag. 386. Inoltre un esempio molto importante riguarda
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Figura 16.1.

la progettazioni di circuiti stampati. La più grande istanze di TSP risolta a
tutt’oggi (85900 nodi) proviene proprio da questo tipo di applicazione [48].

Il TSP riveste un ruolo centrale nei problemi di ottimizzazione combina-
toria ed è stato oggetto di ricerche molto approfondite. Sull’argomento sono
uscite, in tempi distanti, due monografie per evidenziare lo stato dell’arte nei
metodi di risoluzione del problema [143, 102].

16.1 Cammini e circuiti hamiltoniani

Diamo inizialmente alcune definizioni, già anticipate nel Cap. 6, che sono
alla base dei concetti che verranno sviluppati successivamente. I concetti e
le definizioni si riferiscono a grafi non orientati, ma le stesse definizioni, con
poche e ovvie varianti, valgono anche per i grafi orientati.

Definizione 16.1. Dato un grafo G = (N, E), un circuito (o un cammino)
si dice hamiltoniano se contiene tutti i nodi esattamente una volta. Un grafo
si dice hamiltoniano se nel grafo esiste un circuito hamiltoniano.

L’origine del problema di determinare un circuito hamiltoniano si può far
risalire nuovamente ad Eulero [69], che si pose il problema se esiste una se-
quenza di mosse del cavallo su una scacchiera che percorra tutte le caselle
esattamente una volta. Effettivamente ciò è possibile e una soluzione (ottenu-
ta con i metodi che verranno esposti) è raffigurata in Fig. 16.1 (la soluzione
non presenta simmetrie, in che modo si può ottenere una soluzione simmetri-
ca?). Successivamente Kirkman [128] si pose una domanda simile per i vertici
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di un poliedro. Probabilmente interessato da questa questione il matemati-
co irlandese Hamilton inventò nel 1856 un giochino con pioli ed elastici che
corrispondeva a cercare un circuito senza ripetizioni sui vertici dell’icosaedro
(mappato sul piano per permettere il gioco). Il gioco fu effettivamente costrui-
to e commercializzato nel 1859, fruttando a Hamilton 25 sterline dell’epoca.
Da allora circuiti di questo genere vengono detti appunto hamiltoniani.

La domanda naturale che ci si può porre a questo riguardo è se un grafo
è o non è hamiltoniano. Purtroppo decidere se un grafo è hamiltoniano è
in generale NP-completo. Ovviamente per certe classi di grafi si tratta di un
problema facile. Banalmente ogni grafo completo è hamiltoniano e un qualsiasi
grafo bipartito con un numero dispari di nodi non è hamiltoniano (perché?),
ma si tratta di casi molto particolari.

I due problemi di determinare l’esistenza di un circuito o di un cammino
hamiltoniano sono egualmente difficili. Infatti, disponendo di un algoritmo che
risolve un problema si può facilmente risolvere l’altro. Conviene illustrare con
un po’ di dettaglio la conversione di un problema nell’altro per dare l’idea
di come spesso un problema possa essere ricondotto ad uno per il quale sia
disponibile un algoritmo.

Ad esempio se l’algoritmo decide l’esistenza di un circuito hamiltoniano
e si vuole decidere l’esistenza di un cammino hamiltoniano, basta aggiungere
un nodo adiacente a tutti gli altri e vedere, tramite l’algoritmo, se esiste
un circuito hamiltoniano nel nuovo grafo. Togliendo il nodo aggiunto ogni
circuito hamiltoniano diventa un cammino hamiltoniano nel grafo originario.
Se si vuole determinare l’esistenza di un cammino hamiltoniano fra due nodi
fissati h e k, basta aggiungere un nodo g adiacente solo a h e k. Siccome
un circuito deve percorrere gli archi h − g e g − k per visitare il nodo g, nel
nuovo grafo c’è un circuito hamiltoniano se e solo se nel grafo originario c’è un
cammino hamiltoniano fra i nodi k e h (come fare se solo uno dei due estremi
del cammino è fissato?).

Viceversa, se l’algoritmo decide l’esistenza di un cammino hamiltoniano,
basta duplicare un nodo arbitrario k con tutti gli archi incidenti (sia k′ la
copia), aggiungere due nuovi nodi h e h′ e gli archi (h, k) e (h′, k′). Se esiste
un cammino hamiltoniano in questo grafo deve necessariamente avere h ed
h′ come nodi estremi. Togliendo dal cammino h e h′ e riunificando k e k′ si
ottiene un circuito hamiltoniano nel grafo originario.

Data la ‘quasi’ equivalenza dei due problemi, è sufficiente trattare solo uno
di essi, ed è più naturale considerare quello del circuito hamiltoniano, per il
quale la trattazione matematica è più uniforme (non ci sono nodi da trattare
diversamente).

Strettamente connesso al problema di determinare un circuito hamilto-
niano è il TSP. Normalmente nel TSP il grafo è completo e ad ogni arco è
assegnato un costo. Si tratta di determinare un circuito hamiltoniano di costo
minimo (dove il costo del circuito è ovviamente la somma dei costi degli archi
del circuito).
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Il TSP non è più facile del problema del circuito hamiltoniano (anche se
il grafo è completo). Infatti disponendo di un algoritmo che risolve il TSP,
basta, dato un grafo qualsiasi, assegnare costo 0 agli archi del grafo, rendere
completo il grafo aggiungendo tutti gli archi necessari e assegnare costo 1 a
questi archi. Il grafo è hamiltoniano se e solo se il problema del TSP ha valore
ottimo 0.

Come si vede il TSP può anche essere formulato su un grafo non completo.
Basta renderlo completo assegnando costo maggiore di n maxe ce agli archi
aggiunti. Infatti, se esistono circuiti hamiltoniani il loro costo non può superare
n max ce. Ogni altro circuito che fa uso di archi aggiunti (e perciò non esiste
nel grafo originario) ha un costo superiore.

Una variante del TSP è formulata su un grafo non necessariamente com-
pleto e viene chiesto un circuito che passa per tutti i nodi almeno una volta.
Questo problema viene facilmente trasformato in un TSP definendo un grafo
completo sugli stessi nodi, ma con archi corrispondenti al cammino minimo
fra i due nodi nel grafo originario. Quindi il circuito hamiltoniano nel grafo
completo viene poi interpretato come una successione di cammini nel gra-
fo originario (e quindi vi possono essere nodi ripetuti, nonché archi percorsi
avanti e indietro). Per essere risolto il problema richiede preliminarmente il
calcolo dei cammini minimi fra tutte le coppie di nodi.

Un’ulteriore variante del TSP prevede un nodo speciale (detto deposito)
e una soluzione consistente in uno o più circuiti che insieme coprono tutti i
nodi, passano tutti per il deposito e negli altri nodi sono disgiunti.

Infine tutti questi problemi possono essere definiti su un grafo orientato.
I problemi rimangono difficili. In questo caso si parla di TSP asimmetrico.
Viene anche detto TSP simmetrico quello definito su un grafo non orientato.

16.2 PL e TSP

Il problema di cui ci occupiamo in questa sezione è il TSP simmetrico. È
dato un grafo completo di n nodi con costi ce per ogni arco e ∈ E. Si vuole
determinare un circuito hamiltoniano di costo minimo.

Il problema può esser formulato efficacemente tramite la PL01, definendo
variabili xe ∈ {0, 1} per ogni e ∈ E. Ad ogni vettore di questo genere viene
naturalmente associato un sottoinsieme di archi. Bisogna quindi determinare
degli opportuni vincoli in modo che gli unici sottoinsiemi soddisfacenti i vincoli
siano tutti e soli i circuiti hamiltoniani.

Un primo vincolo è dato dal fatto che il sottoinsieme deve avere grado 2
in ogni nodo, vincolo soddisfatto da ogni circuito hamiltoniano. Quindi∑

e∈δ(i)

xe = 2 (16.1)

Tuttavia vi sono sottoinsiemi che soddisfano il vincolo senza essere circuiti
hamiltoniani, come ad esempio qualsiasi insieme di circuiti. Quindi bisogna
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trovare un vincolo che escluda sottoinsiemi formati da più circuiti disgiunti.
Si può notare che ogni taglio del grafo è attraversato da almeno due archi
(in generale è attraversato da un numero pari di archi). Quindi, per ogni
sottoinsieme proprio di nodi S deve valere∑

e∈δ(S)

xe ≥ 2 (16.2)

Tali diseguaglianze prendono il nome di diseguaglianze di sottocircuito (sub-
tour inequalities). Gli unici sottoinsiemi che soddisfano sia (16.1) che (16.2)
sono i circuiti hamiltoniani. Quindi il TSP potrebbe essere formulato nel
seguente modo:

min
∑
e∈E

ce xe

∑
e∈δ(i)

xe = 2 i ∈ N

∑
e∈δ(S)

xe ≥ 2 S ⊂ N

xe ∈ {0, 1}

(16.3)

Il numero di vincoli in (16.3) è esponenziale e, come spiegato nel Cap. 11,
il modo per risolvere il rilassamento di (16.3) consiste nel generare solo quei
vincoli che si dimostrano necessari. Inizialmente si eliminano del tutto i vincoli
(16.2) e si risolve

min
∑
e∈E

ce xe

∑
e∈δ(i)

xe = 2 i ∈ N

0 ≤ xe ≤ 1

(16.4)

Se la soluzione è un circuito hamiltoniano il problema è risolto. Altrimenti si
individua una diseguaglianza violata in (16.2) che viene aggiunta a (16.4) e si
procede cos̀ı fino ad ottenere un circuito hamiltoniano oppure una soluzione
frazionaria che non viola nessuno dei vincoli (16.2). Quindi si tratta di risolvere
in sequenza i seguenti problemi di PL

min
∑
e∈E

ce xe

∑
e∈δ(i)

xe = 2 i ∈ N

∑
e∈δ(Sk)

xe ≥ 2 k ∈ [q]

0 ≤ xe ≤ 1

(16.5)
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per q := 0, 1, . . ., dove S1, S2 . . . , sono sottoinsiemi di nodi generati in modo
che la soluzione ottima x̂q del problema q-mo nella sequenza violi il vincolo
successivo, cioè ∑

e∈δ(Sq+1)

x̂q
e < 2 (16.6)

Questo garantisce v0 ≤ v1 ≤ . . ., e quindi di ottenere limitazioni inferiori
sempre migliori. Ovviamente se, per un particolare problema, la soluzione x̂q

è un circuito hamiltoniano, questa soluzione è necessariamente ottima. Due
domande comunque si pongono ovviamente all’attenzione nell’impostare la
risoluzione tramite i problemi (16.5):
– se x̂q non è un circuito hamiltoniano, come identificare un sottoinsieme

S per cui valga (16.6), ovvero, come identificare una diseguaglianza di
sottocircuito violata?

– la successione di problemi produce l’ottimo dopo un numero finito di passi?
La risposta alla seconda domanda è no. Esistono infatti soluzioni frazio-

narie che sono vertici del poliedro∑
e∈δ(i)

xe = 2 i ∈ N

∑
e∈δ(S)

xe ≥ 2 S ⊂ N

0 ≤ xe ≤ 1

(16.7)

Il caso più semplice riguarda grafi di 6 nodi (si può dimostrare che con meno
di 6 nodi i vertici sono circuiti hamiltoniani anche senza le diseguaglianze di
sottocircuito) per i quali esistono soluzioni di vertice come quella in Fig. 16.2,
in cui xe = 1 sugli archi pieni e xe = 1/2 sugli archi tratteggiati.

Figura 16.2.

Tale soluzione è soddisfatta da tutte le diseguaglianze di sottocircuito. Si
supponga che il costo sia c1 sugli archi pieni, sia c2 sugli archi tratteggiati
e sia c3, un valore molto grande, su tutti gli altri archi. Allora la soluzione
indicata ha costo 3 c1 +3 c2 mentre il costo di un circuito hamiltoniano ottimo
è 2 c1 + 4 c2. Quindi se c2 > c1 l’ottimo di (16.7) è la soluzione frazionaria in
Fig. 16.2.
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La risposta alla prima domanda è che, fortunatamente, si può determinare
in modo polinomiale se e quale diseguaglianza di sottocircuito è violata da
una vettore x. L’osservazione si basa sul fatto che determinare se esiste S tale
che

∑
e∈δ(S) xe < 2 è equivalente a calcolare

min
S

∑
e∈δ(S)

xe (16.8)

e verificare se tale minimo è minore di 2. Si noti che la somma in (16.8) può
essere vista come una capacità di taglio se agli archi vengono assegnati valori
di capacità pari a xe. Quindi una diseguaglianza di sottocircuito violata viene
determinata risolvendo un problema di taglio minimo in un grafo, usando ad
esempio uno degli algoritmi visti in Sez. 10.4.

Esempio 16.2.

Applichiamo le tecniche viste ad un caso di TSP cosiddetto euclideo, in cui i
nodi sono punti del piano e le lunghezze degli archi sono le distanze geometri-
che fra i punti. L’istanza di 50 nodi è stata generata a caso in un quadrato di
lato 100 e le distanze sono state poi arrotondate. Quindi qualsiasi soluzione
deve avere un valore intero. Il grafo è rappresentato in Fig. 16.3(a). Il grafo è
completo e solo i nodi sono indicati.

Risolvendo il problema (16.4) si ottiene la soluzione in Fig. 16.3(b), dove gli
archi continui corrispondono ad archi con xe = 1, mentre gli archi tratteggiati
corrispondono a soluzioni frazionarie (archi di valore 0 non sono ovviamente
indicati). La prima soluzione è formata da un grafo sconnesso con quattro
circuiti e un sottografo in cui le soluzioni frazionarie valgono 1/2. Il valore di
questa soluzione è 577.

L’algoritmo che identifica la violazione delle diseguaglianze (16.2) trova la
diseguaglianza di sottocircuito relativa al circuito di tre nodi in basso nella Fig.
16.3(b). Aggiungendo la diseguaglianza si ottiene una nuova soluzione, questa
volta di valore 578, rappresentata in Fig. 16.3(c). Come si vede la disegua-
glianza ha ‘aggiustato’ la soluzione per i nodi del circuito, ma rimangono, da
altre parti del grafo, parti sconnesse. Viene identificata ora la diseguaglianza
relativa al sottocircuito di tre nodi di Fig. 16.3(c). Aggiunta la diseguaglianza
si ottiene la soluzione in Fig. 16.3(d) di valore 584. Anche in questa soluzione
i valori frazionari valgono 1/2. Ora il grafo è connesso. Comunque si vedono
immediatamente tagli in cui la somma delle variabili è 1 e quindi con viola-
zione delle diseguaglianze (16.2). Aggiungendo la diseguaglianza identificata
dal’algoritmo si ottiene la soluzione in Fig. 16.3(e) di valore 591.5. Si aggiun-
ge ancora una diseguaglianza e si ottiene la soluzione in Fig. 16.3(f) di valore
592. Si prosegue allo stesso modo aggiungendo altre 12 diseguaglianze fino
ad ottenere la soluzione in Fig. 16.3(g) di valore 597.75. In questa soluzione
i valori frazionari valgono 1/4, 1/2 oppure 3/4. Nessuna delle diseguaglianze
(16.2) è violata. Quindi siamo costretti a suddividere.
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(a) Grafo (b) Soluzione del primo LP

(c) Con una diseguaglianza (d) Con due diseguaglianze

(e) Con tre diseguaglianze (f) Con quattro diseguaglianze

(g) Tutte le diseguaglianze soddisfatte (h) Ottimo

Figura 16.3. Esempio TSP
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Si noti che la limitazione inferiore ottenuta con questa tecnica è stata
portata da 577 a 598 (siccome i valori sono interi il valore 597.75 corrisponde
ad una limitazione inferiore di 598) con un miglioramento di circa il 3.6%.
Come si vedrà immediatamente, questo ha un effetto di grande accelerazione
sulla computazione.

Viene scelto (casualmente) un arco per la suddivisione. Si tratta dell’arco
in alto a sinistra del triangolo frazionario. Ponendo uguale ad 1 il valore della
variabile dell’arco si ottiene la soluzione in Fig. 16.3(h). È un tour quindi è
una soluzione ammissibile di valore 598. Evidentemente si tratta dell’ottimo
e non c’è nemmeno bisogno di esaminare l’altro ramo dell’albero con valore
della variabile eguale a 0.

Bisogna dire che raramente si è cos̀ı fortunati da terminare quasi al nodo
radice dell’albero branch-and-bound come nell’esempio. Effettivamente per
istanze di queste dimensioni bastano pochi nodi dell’albero. Normalmente,
dopo avere aggiunto tutte le diseguaglianze di sottocircuito violate, si pre-
sentano soluzioni frazionarie del tipo di quella in Fig. 16.2, con tre cammini
fatti di archi di valore uno che terminano su due triangoli di archi di valore
1/2 . Sono state definite diseguaglianze che eliminano anche queste soluzioni e
sviluppate tecniche per identificare le diseguaglianze violate. Anche se si tatta
di metodi particolarmente efficaci, tuttavia non vengono qui esposti, data la
loro complessità. Inoltre le diseguaglianze di sottocircuito unite alla tecnica di
branch-and-bound costituiscono già una tecnica efficace per il problema del
TSP. Per una panoramica approfondita delle varie classi di diseguaglianze per
il TSP si veda [161, 162, 163].

16.3 Cammini che visitano nodi almeno una volta

La definizione di circuito hamiltoniano richiede che ogni nodo sia visitato
esattamente una volta. È evidente che circuiti passanti almeno una volta per
ogni nodo esistono in ogni grafo connesso (includendo anche la possibilità di
percorrere avanti e indietro un singolo arco). Quindi l’interesse per circuiti di
questo genere risiede non tanto nella loro esistenza quanto nella ricerca di un
minimo circuito fra tutti quelli possibili.

Un’importante proprietà che possono avere le lunghezze degli archi è la
cosiddetta diseguaglianza triangolare. Si dice che vale questa proprietà se la
diseguaglianza

cij ≤ cik + ckj (16.9)

è vera per ogni terna di indici. Ad esempio la diseguaglianza triangolare vale
per i TSP euclidei in cui la lunghezza di una arco è la distanza geometri-
ca (euclidea) dei corrispondenti nodi. Si noti che, valendo la diseguaglianza
triangolare, il grafo deve essere completo. Infatti la non esistenza di un arco
(i, j) è assimilabile ad una lunghezza infinita e quindi (16.9) non può valere.
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Se un grafo non è completo o comunque non vale la diseguaglianza trian-
golare si possono definire due problemi di TSP diversi: trovare il circuito
hamiltoniano minimo (se ne esistono); trovare il circuito minimo che passa
per tutti i nodi almeno una volta. Se vale la diseguaglianza triangolare i due
problemi coincidono in quanto un nodo già visitato k fra due nodi i e j può
essere vantaggiosamente eliminato dall’arco (i, j).

Se il problema riguarda cammini hamiltoniani, l’approccio di PL visto
precedentemente continua a valere e non c’è altro da aggiungere. Se invece
siamo interessati al secondo problema possiamo notare che data una qualsia-
si successione di nodi da visitare, è sempre conveniente visitare due nodi in
successione usando il cammino minimo fra i nodi. Quindi possiamo pensare
di generare un grafo completo in cui la lunghezza dell’arco (i, j) sia definita
come la lunghezza del cammino minimo da i a j. Quindi gli archi di questo
grafo completo rappresentano in realtà cammini minimi. Si noti come la dise-
guaglianza triangolare sia soddisfatta per il grafo completo. Si risolve allora
un TSP sul grafo completo (che necessariamente non avrà nodi ripetuti) e poi
si esplicita la soluzione sul grafo originario, trasformando ogni arco nel corri-
spondente cammino minimo. In questa fase si possono ovviamente presentare
nodi ripetuti.

Esempio 16.3.

Sia dato il grafo in Fig. 16.4(a) con archi e costi dati da:

c1,2 = 2 c1,8 = 5 c2,7 = 6 c1,4 = 1 c2,5 = 7 c2,8 = 10 c4,12 = 5
c7,12 = 8 c12,11 = 3 c2,10 = 5 c7,3 = 8 c5,3 = 9 c3,11 = 6 c5,9 = 2
c10,9 = 4 c10,5 = 7 c8,6 = 7 c9,6 = 6 c4,7 = 10 c9,3 = 1 c6,11 = 10

Si noti che la diseguaglianza triangolare non vale, non solo per gli archi
mancanti (rispetto al grafo completo), ma anche per gli archi (2, 8), (3, 5),
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Figura 16.4.
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Figura 16.5.

(4, 7), (5, 10), per i quali sono più convenienti i cammini 2→ 1 → 8, 3 → 9 →
5, 4 → 1 → 2 → 7, 5 → 9 → 10, ai rispettivi archi.

Per risolvere il problema di determinare il circuito hamiltoniano di costo
minimo si aggiungono gli archi mancanti al grafo assegnando a questi un
costo molto elevato (105 nell’esempio). Se la soluzione finale dovesse avere un
costo paragonabilmente elevato, allora un circuito hamiltoniano non esiste.
Il primo problema di PL produce la soluzione in Fig. 16.4(b). Aggiungendo
una diseguaglianza di sottocircuito si ottiene la soluzione finale di valore 61
(Fig. 16.5(a)).

Per determinare il circuito che passa almeno una volta per tutti i nodi
bisogna preliminarmente calcolare la matrice delle distanze minime fra tutte
le coppie di nodi usando ad esempio l’algoritmo di Floyd-Warshall. Risolven-
do il problema di PL con questi costi si ottiene direttamente, senza bisogno
di introdurre diseguaglianze di sottocircuito la soluzione in figura 16.5(b) di
valore 57, che corrisponde al circuito

1 → 4 → 1 → 8 → 6 → 9 → 10 → 5 → 9 → 3 → 11 → 12 → 7 → 2 → 1

16.4 TSP con incentivi nei nodi

Vi sono problemi in cui la visita di un nodo non è obbligata ed è invece presente
un incentivo che va a bilanciarsi con il costo di raggiungere il nodo. La visita
viene quindi effettuata solo se conveniente. In questo caso è necessario indicare
il nodo di partenza del circuito (ad esempio il nodo 1) che dovrà essere presente
in ogni circuito tranne che nella soluzione in cui non si visita nessun nodo e
il circuito è vuoto. Indichiamo con pi i premi di visita dei singoli nodi (con
p1 = 0). Tale problema prende il nome di Prize collecting TSP.
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Per modellare il problema con la PL, si deve poter esprimere il fatto che
un nodo sia o non sia visitato. Si devono allora introdurre variabili binarie zi

per ogni nodo, tramite le quali il vincolo di grado diventa allora∑
e∈δ(i)

xe = 2 zi

Si può notare che viene modellata anche la possibilità di non avere alcun
circuito (grado zero nel nodo 1). Questo caso molto particolare ha costo nullo
(nessun incentivo nei nodi e nessun costo sugli archi) e quindi potrebbe essere
trattato separatamente. Ovvero si può imporre grado 2 nel nodo 1, risolvere il
problema e poi vedere se l’ottimo cos̀ı ottenuto è migliore della soluzione nulla.
Dal punto di vista computazionale è meglio operare in questo modo. Tuttavia,
per semplicità di notazione, manteniamo il grado variabile nel nodo 1.

Le diseguaglianze di sottocircuito devono essere mutate in quanto non c’è
più l’obbligo di attraversare ogni taglio del grafo. In particolare, se un nodo i
viene visitato allora ogni taglio che separa 1 da i deve essere atraversato da
almeno due archi. Siccome il fatto di essere visitato o meno è collegato con la
variabile zi, una diseguaglianza si può esprimere come∑

e∈δ(S)

xe ≥ 2 zi i /∈ S, S � 1 (16.10)

Il problema di PL rilassato è allora

min
∑
e∈E

ce xe −
∑

i∈N\1
pi zi

∑
e∈δ(i)

xe = 2 zi i ∈ N

∑
e∈δ(S)

xe ≥ 2 zi i /∈ S, S � 1

0 ≤ xe ≤ 1, 0 ≤ zi ≤ 1

Identificare diseguaglianze (16.10) violate può esser fatto risolvendo tanti pro-
blemi di massimo flusso da 1 a i per ogni i per cui zi > 0. Se il massimo flusso
è minore di 2 zi la diseguaglianza è violata.

Come esempio si consideri il grafo in Fig. 16.6(a). Il nodo di partenza
è il quadrato. Gli altri nodi sono rappresentati in grandezza proporzionale
all’incentivo. In Fig. 16.6(b) si vede la soluzione che si ottiene risolvendo il
rilassamento senza i vincoli di sottocircuito. Il calcolo è stato eseguito con un
algoritmo sviluppato dall’autore e all’interno del programma Mathematica. A
differenza del TSP normale sono presenti anche cammini che terminano in un
nodo. La possibilità di avere le variabili zi frazionarie (uguali ad 1/2 in questo
caso) fa s̀ı che il grado in un nodo possa essere uno. Sono state individuate
38 disuguaglianze di sottocircuito violate la cui introduzione ha innalzato
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(a) Grafo (b) Soluzione del primo LP
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Figura 16.6. Esempio TSP con incentivi

la limitazione inferiore da -461.5 a -427. Si veda in Fig. 16.6(c) l’aumento
della limitazione inferiore ad ogni diseguaglianza aggiunta. L’ultima di queste
diseguaglianze ha anche fornito una soluzione ammissibile e pertanto ottima.
In questo esempio non c’è stato bisogno di operare con un metodo branch-
and-cut, ma va da sé che si è trattato di un caso abbastanza fortunato e
che comunque 40 nodi corrisponde ad un’istanza ‘piccola’. Il programma che
esegue lo stesso calcolo in Lingo è disponibile al sito [202] (è però presente
il vincolo z1 = 1 che innalza il rilassamento d’interezza a -453.5 e solo 23
diseguaglianze sono necessarie per ottenere l’ottimo, uguale al precedente).

Esempio 16.4.

Si supponga di dover calcolare il circuito più lungo in un grafo senza ripetizioni
di nodi. Si può applicare il modello del TSP con incentivi, che non obbliga la
visita in un nodo, senza però avere nell’obiettivo l’incentivo dei nodi. L’obiet-
tivo consiste semplicemente nella massimizzazione della lunghezza del circuito
(anziché minimizzazione come è usuale). Il resto dei vincoli è come in (16.10).
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Figura 16.7.

Si è applicato questo modello al grafo in Fig. 16.7. Si immagini di organizzare
una gara podistica all’interno di una città e si voglia trovare il percorso più
lungo, senza ovviamente ripetizioni di strade e piazze. Il grafo in figura è il
centro di Udine (con in più, rispetto alla Fig. 15.4, le strade escluse al traffico
veicolare; qualche stradina è stata forse dimenticata). Si è evidenziata la so-
luzione ottenuta in 13 minuti e 27 secondi di calcoli con Lingo. La soluzione
del primo LP rilassato vale 15240 metri. Questa soluzione è stata ridotta al
valore 15123 introducendo 150 tagli. Dopo questi tagli si è deciso di non intro-
durne altri al nodo radice ma di risolvere in interezza con branch-and-bound
e di aggiungere tagli di sottocircuito ad ogni soluzione intera. Si è notato che,
essendo i problemi interi risolti più velocemente della ricerca dei tagli, questo
modo di procedere è più rapido. La soluzione ottima vale 14 km e 720 metri
(come già detto nell’Esempio 15.6 questo dato numerico va preso con molta
cautela e a dire il vero la distanza sembra superiore ai circa 15 km).
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16.5 TSP con diversi circuiti

Una variante molto comune del TSP prevede la visita di tutti i nodi del grafo
da parte di più veicoli, che quindi percorrono circuiti diversi con in comune
solo il nodo di partenza detto deposito.

Questo problema può essere trasformato nel TSP normale creando un certo
numero di copie del deposito insieme a copie degli archi incidenti nel deposito.
Se il numero di circuiti è prefissato, il numero di copie del deposito è pari al
numero dei circuiti e fra le copie non vi sono archi. Se invece il numero di
circuiti è variabile, il numero di copie del deposito è posto sufficientemente
elevato e queste vengono collegate in cricca a costo 0. Se il circuito hamilto-
niano percorrerà questi archi, significa che il numero di circuiti è inferiore al
numero delle copie del deposito.

Questo modo di procedere, anche se ha il vantaggio di ridurre un problema
nuovo ad un problema già studiato, tuttavia non cattura un requisito spesso
implicitamente presente in questo tipo di problemi, cioè il bilanciamento dei
vari circuiti. Se più veicoli devono percorrere la rete, è verosimile chiedere che
i circuiti siano più o meno della stessa lunghezza, cos̀ı i veicoli sono impegnati
per un medesimo tempo. Spesso questo tipo di vincoli è automaticamente
implicato dal fatto che i veicoli devono trasportare merce e quindi devono
sottostare a dei vincoli di capacità. A sua volta questo vincolo limita il numero
di nodi da visitare.

Si tratta di problemi di complessità superiore a causa dei vincoli di capa-
cità. Il loro studio viene rinviato al Cap. 19, dopo aver affrontato i problemi
di impaccamento ottimo.

16.6 TSP asimmetrico

In molte applicazioni l’ordine con cui due elementi vengono sequenziati può
definire costi diversi. In questi casi è necessario orientare il grafo e assegnare
una matrice di costi cij con cij �= cji in generale. Per modellare questo proble-
ma con la PL01 si introducono variabili binarie xij per ogni coppia ordinata
(i, j). L’obiettivo si esprime, come nel caso simmetrico, con l’espressione∑

ij

cij xij

Il vincolo sulla visita di ogni nodo va fatto invece separatamente per gli archi
in uscita e per quelli in entrata nel nodo, cioè∑

j �=i

xij = 1 i ∈ N

∑
j �=i

xji = 1 i ∈ N
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Come nel caso di TSP simmetrico questi vincoli non definiscono ancora un
circuito hamiltoniano. Bisogna impedire che esistano sottocircuiti. A questo
fine si impone ∑

(ij)∈δ+(S)

xij ≥ 1 S ⊂ N

16.7 Euristiche per il TSP

IL TSP è forse il problema a cui è stata applicata ogni tecnica risolutiva,
quasi un termine di paragone per valutare la bontà dei metodi proposti. Pro-
babilmente questo è dovuto al fatto che soluzioni ammissibili per il TSP sono
banalmente disponibili e quindi si può eludere un aspetto molto importante
di gran parte dei problemi combinatori, in cui appunto anche la ricerca di una
soluzione ammissibile è NP-difficile.

La ricerca locale dà dei risultati soddisfacenti per il TSP. Un semplice tipo
d’intorno si ottiene togliendo da un circuito hamiltoniano due archi arbitra-
ri non adiacenti e ‘riattaccando’ i due spezzoni di circuito nell’altro senso.
Più esattamente, se gli archi che vengono tolti sono (i, j) e (h, k), con i e h
appartenenti alla stessa componente connessa del circuito dopo la rimozione
degli archi, gli archi che si aggiungono sono (i, k) e (j, h) (Fig. 16.8). In questo
modo un intorno contiene n (n− 3)/2 soluzioni.

i j

kh

i j

kh

Figura 16.8.

Intorni più grandi si ottengono togliendo tre archi non adiacenti e ag-
giungendone tre in modo da formare un circuito. In generale se si tolgono k
archi non adiacenti rimangono k pezzi di circuito che si possono riattaccare
assieme secondo (k− 1)! permutazioni e orientare in due modi. Tenendo con-
to che ogni soluzione compare due volte (anche nel verso opposto) vi sono
(k− 1)! 2k−1 − 1 soluzioni nell’intorno. Quindi per k = 3 vi sono 7 soluzioni e
in totale un intorno ne contiene 7n (n− 4) (n− 5)/6.

Vi è un aspetto favorevole in queste definizioni di intorno e riguarda la
possibilità di confrontare rapidamente due soluzioni x e y senza dover valutare
f(x) e f(y). Nel caso del TSP il calcolo di f(x) ha complessità O(n) perché
richiede la somma di n costi. Ma per i tipi di intorno definiti il calcolo di
f(x) − f(y), con y ∈ N(x), non ha complessità O(n), bens̀ı costante, perché
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Figura 16.9. Ricerca locale

è semplicemente dato da cij + chk − cik − cjh, per il primo tipo d’intorno e da
una espressione simile per il secondo.

Bisogna comunque tener presente che una ricerca esaustiva del primo intor-
no costa O(n2) e del secondo costa O(n3). Ad esempio, se n = 100, nel primo
intorno si hanno 4.850 soluzioni, mentre nel secondo ve ne sono 1.064.000 so-
luzioni, valore troppo elevato per una ricerca esaustiva dell’intorno. Se n è
dell’ordine delle migliaia bisogna eseguire una ricerca parziale nell’intorno e
accettare la prima soluzione migliore (ma in prossimità di un minimo locale
l’intorno va esplorato quasi integralmente).

È stato visto empiricamente per il TSP che i miglior intorni sono quelli in
cui si opera con profondità variabile. L’euristica di Lin e Kernigham [145] dà
ottimi risultati. Sotto opportune ipotesi si è visto che la probabilità che un
ottimo locale sia globale è attorno al 5%. Quindi la migliore soluzione fra 100
soluzioni ottenute da altrettante soluzioni iniziali diverse ha una probabilità
di essere ottima globale pari a 1 − 0.95100 = 1 − 0.0059 cioè più del 99%.
L’euristica [145] è stata ulteriormente migliorata da Helgsaun [108].

Per esemplificare il comportamento delle varie euristiche si è considera-
ta un’istanza di TSP, ottenuta generando 50 punti a caso in un quadrato di
lato 100 e definendo la lunghezza di un arco come la distanza tra i due pun-
ti arrotondata all’intero. La soluzione ottima dell’istanza (ottenuta tramite
branch-and-cut) vale 588 ed è mostrata in Fig. 16.9(a). Il metodo di ricerca
locale con intorno dato da k = 2 è stato applicato 10 volte, a partire da tour
casuali, generando ottimi locali con i seguenti valori: 631, 655, 655, 631, 597,
639, 613, 638, 621, 622 (i valori uguali corrispondono a tour diversi). La mi-
gliore di queste soluzioni è mostrata in Fig. 16.9(b). Anche il metodo di ricerca
locale con intorno dato da k = 3 è stato applicato 10 volte a partire da tour
casuali. Gli ottimi locali hanno i seguenti valori: 620, 611, 601, 594, 606, 595,
590, 625, 613, 592. La migliore di queste soluzioni è mostrata in Fig. 16.9(c).
Si noti che si è ottenuta una soluzione con uno scarto inferiore a 0.4 %.
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Per il TSP sono molti i metodi greedy proposti e nessuno di essi si
è dimostrato superiore agli altri. Tipicamente la soluzione viene costruita
aggiungendo un nodo alla volta secondo regole diverse:

1) selezionare il nodo più vicino all’ultimo nodo inserito;
2) dato un circuito parziale, selezionare un nodo a caso e inserirlo fra la

coppia più favorevole del circuito parziale; si inizia con un circuito a
caso di tre nodi;

3) dato un circuito parziale, selezionare il nodo più vicino al circuito e
inserirlo fra la coppia più favorevole del circuito parziale; si inizia con
un circuito a caso di tre nodi;

4) dato un circuito parziale, selezionare il nodo più lontano al circuito e
inserirlo fra la coppia più favorevole del circuito parziale; si inizia con
un circuito a caso di tre nodi;

Applicando i vari metodi alla medesima istanza vista prima, il primo me-
todo è stato ripetuto prendendo a turno ogni nodo come nodo di partenza.
La migliore soluzione ha valore 665 (Fig. 16.10(a)).

Il secondo metodo è stato applicato 10 volte trovando tour di valore:
614, 621, 631, 618, 661, 632, 660, 638, 669, 621. La migliore soluzione è in
Fig. 16.10(b). Il terzo metodo ha fornito i seguenti valori: 641, 685, 685, 678,
666, 722, 660, 667, 684, 692. La migliore soluzione è in Fig. 16.10(c). Infine il
quarto metodo ha fornito i seguenti valori: 641, 617, 631, 617, 631, 612, 608,
648, 613, 636. La migliore soluzione è in Fig. 16.10(d).

16.8 Il problema del torneo di minima distanza

Come si è accennato alla fine della Sez. 14.3, un calendario di un campionato
sportivo determina anche quali viaggi debba fare una squadra durante il cam-
pionato. Il problema di trovare il calendario che minimizza la somma di tutte
le distanze prende il nome di Travelling tournament problem, che potremmo
tradurre alla lettera con ‘Problema del torneo viaggiatore’, in assonanza con
il problema del commesso viaggiatore, ma forse è meglio tradurre con Proble-
ma del torneo di minima distanza. In ogni caso ci riferiremo al problema con
l’acronimo TTP. I vincoli imposti sul calendario richiedono di non avere i due
incontri fra le stesse squadre in turni successivi e di non avere più di tre turni
consecutivi in casa o fuori casa.

Si tratta di un problema molto ostico. Nel sito [214] sono riportate diverse
istanze di grandezza crescente relative al campionato americano di baseball.
Alla data di questo scritto le istanze risolte in ottimalità (provata) sono di sei
e otto squadre. Per le istanze di dieci e più squadre non si sono ancora trovate
soluzioni certificate ottime. Ad esempio per dieci squadre lo scarto fra migliore
soluzione trovata e limitazione inferiore è 2.7 %, per 12 squadre 2.8 % e per
14 squadre 3.1 %. Ci si potrebbe anche accontentare delle migliori soluzioni
trovate, comunque ottenute con enormi tempi macchina e con computazioni
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Figura 16.10. Metodi greedy

parallele, ma si noti che si tratta di istanze piccole. Il numero di squadre dei
campionati reali è molto più grande.

La differenza con il TSP colpisce. Mentre al giorno d’oggi si risolvono in
ottimalità istanze del TSP con migliaia di nodi, per il TTP sono solo 8 (o
poco più per istanze di tipo diverso) i nodi per cui si risolve in ottimalità!

Non è difficile formulare un modello di PLI per il TTP. È la cattiva qualità
delle limitazioni inferiori a rendere impraticabili questi modelli. Ci limitiamo
a presentare un modello a generazione di colonne suggerito in [62].

Si definiscono n insiemi P1, . . . , Pn, uno per ogni squadra. Ogni elemento
j ∈ Ps corrisponde ad un possibile calendario per la squadra s. Sono definite
variabili binarie xj , j ∈ Ps, ad indicare se viene adottato il calendario j per
la squadra s. Siccome bisogna adottare esattamente un calendario per ogni
squadra, bisogna imporre i vincoli∑

j∈Ps

xj = 1 s ∈ [n] (16.11)

I calendari delle diverse squadre devono essere coerenti fra di loro. A questo
fine si definisce una matrice le cui colonne sono in corrispondenza con gli
elementi di

⋃
s Ps e le righe sono pari al prodotto del numero di turni per il
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numero di squadre. Possiamo raggruppare le righe in n blocchi di righe, uno
per ogni squadra, e le righe di ogni blocco corrispondono ai turni. La matrice
è definita come

aj
rt =

{ 1 se j ∈ Ps, s = r e s gioca fuori casa nel turno t
oppure j ∈ Ps, r �= s e s incontra r fuori casa nel turno t

0 altrimenti

In altre parole gli 1 di ogni colonna dell’insieme riferito alla squadra s corri-
spondono solo agli incontri fuori casa di s e, per ogni incontro fuori casa, l’1
compare due volte, una nel blocco di righe della stessa squadra s e una nel
blocco di righe della squadra avversaria, in entrambi i casi nella riga del turno
dell’incontro.

Ad esempio in un torneo a quattro squadre, un calendario che preveda al
primo turno gli incontri 1-2, 4-3, al secondo gli incontri 4-1, 3-2, al terzo gli
incontri 3-1, 2-4, genererebbe le colonne (qui rappresentate come righe)

squadra 1 squadra 2 squadra 3 squadra 4
squadra 1→
squadra 2→
squadra 3→
squadra 4→

⎛
⎜⎝

0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1

⎞
⎟⎠ (16.12)

Si noti che in ogni riga (colonna in (16.12)) compare esattamente un 1. Questo
avviene perché le quattro colonne (righe in (16.12)) sono coerenti fra di loro.
Se invece il calendario per la prima squadra (ma solo per la prima squadra)
prevedesse gli incontri 1-2 al primo turno, 3-1 al secondo e 1-4 al terzo, mentre
per la seconda squadra si avrebbe 2-1, 2-3 e 4-2, per la terza 3-1, 4-3 e 2-3 e
infine per la quarta 2-4, 3-4 e 4-1, e quindi si tratta di calendari incoerenti fra
di loro, la matrice (al solito qui indicata come trasposta) sarebbe

squadra 1 squadra 2 squadra 3 squadra 4
squadra 1→
squadra 2→
squadra 3→
squadra 4→

⎛
⎜⎝

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0

⎞
⎟⎠ (16.13)

dove, in ogni riga (colonna in (16.13)), non c’è esattamente un 1. Il vincolo
da imporre è quindi, oltre a (16.11),∑

s

∑
j∈Ps

aj
rt xj = 1 r ∈ [n], t ∈ [n− 1] (16.14)

Il costo cj da associare alla variabile xj , j ∈ Ps, è la distanza che la squadra
s percorre in base al calendario j. Il problema di non poco conto è quello di
generare le colonne. Se indichiamo con ws le variabili duali di (16.11) e con
yrt quelle di (16.14), il vincolo duale è ammissibile se
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ws +
∑

r

∑
t

aj
rt yrt ≤ cj j ∈ Ps, s ∈ [n] (16.15)

Quale problema si nasconde nella verifica dell’ammissibilità dei vincoli (16.15)?
Per ogni squadra s costruiamo un grafo di 2n−1 nodi dove un nodo, indicato
con s, è la sorgente del circuito e corrisponde alla città della squadra s e gli
altri 2 (n − 1) nodi corrispondono alle n − 1 partite della squadra s, una in
casa e una fuori casa. Indichiamo con rH e rA i due nodi delle partite s− r e
r − s rispettivamente. Ci sono archi fra tutti i nodi tranne le coppie rH e rA.
Un circuito hamiltoniano corrisponde ad un calendario per la squadra s. Se le
distanze fra le varie città sono date da una matrice dij allora le distanze sul
grafo sono

ds,rH
= drH ,pH

= 0, ds,rA
= dpH ,rA

= drA,pH
= dsr, drA,rA

= drp

Il costo cj è allora la lunghezza del circuito hamiltoniano determinato dal
calendario j. Per quel che riguarda l’espressione

∑
r

∑
t aj

rt yrt, si noti che i
valori art sono uguali a 1 in corrispondenza degli incontri fuori casa di s.
Quindi, se il circuito hamiltoniano attraversa il nodo rH nel turno t, al costo
cj del circuito si toglie un costo (yrt + yst) (che può essere sia positivo che
negativo).

Con queste caratteristiche il problema è una variante del TSP. La compli-
cazione è dovuta al fatto che mentre i costi degli archi sono costanti, i costi
delle visite nei nodi dipendono dal turno in cui si visita il nodo. Quindi biso-
gna adottare un modello di TSP che esprima anche il turno in cui il nodo è
visitato. Il vincolo sulla non consecutività dei due incontri con la stessa squa-
dra è già risolto dalla mancanza degli archi (rH , rA). Bisogna invece imporre
il vincolo che il circuito hamiltoniano non visiti in successione più di tre nodi
rA e neppure rH .

Quindi la generazione delle colonne è un problema molto difficile già di per
sé. Per questo motivo è raccomandabile usare delle euristiche nella generazione
di colonne. Si pensi anche che, per generare una colonna non è necessario
trovare il minimo di cj −

∑
r

∑
t aj

rt yrt, ma basta che questa espressione sia
minore di ws.

16.9 Alberi di supporto

Supponiamo di mantenere il vincolo di visita in tutti i nodi del grafo, ma di
cambiare il vincolo sul tipo di sottografo che connette tutti i nodi. Anziché un
circuito si chiede che il sottografo sia un albero. Questo è un celebre problema
che prende il nome di Minimo albero di supporto (MST, Minimal spanning
tree) e si presenta in tutti quei casi in cui si cerca una connessione di minimo
costo fra elementi di una rete. La prima applicazione nota di questo problema
fu realizzata negli anni ‘20 del secolo scorso per l’elettrificazione della Moravia
meridionale. Il problema naturalmente ha anche la sua importanza perché si
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presenta spesso come sottoproblema di problemi più grandi, nonché per le
sue caratteristiche teoriche di appartenere alla classe più ampia dei problemi
matroidali. In questa sede, comunque, ci limitiamo a trattare il problema MST
senza trattare i matroidi.

Si può dimostrare che il problema MST si risolve facilmente con il seguente
algoritmo di tipo greedy: si ordinano gli archi per costi crescenti e poi si
costruisce l’albero inserendo un arco alla volta (secondo l’ordine) eliminando
gli archi il cui inserimento creerebbe un ciclo.

Per implementare tale algoritmo si tratta determinare, per ogni arco che si
vorrebbe aggiungere, se si genera un circuito oppure no. Gli archi già inseriti
formano un certo numero di insiemi sconnessi. Un arco da inserire genera un
circuito se e solo se i suoi estremi appartengono alla stessa componente con-
nessa. Se questo non avviene allora l’arco viene aggiunto e le due componenti
connesse vengono fuse in una componente connessa più grande.

A questo scopo bisogna realizzare una struttura dati che permetta di:
1) identificare una componente connessa, 2) determinare rapidamente a quale
componente appartiene un nodo, 3) creare una nuova componente dall’unione
di due o più componenti. La struttura dati che realizza efficientemente queste
operazioni viene detta Union-Find, descritta nell’Appendice.

Usando questo metodo un MST si calcola in tempo O(m log n). La com-
plessità della costruzione dell’albero si può ulteriormente abbassare ad una
funzione ‘quasi’ lineare in m usando degli accorgimenti (si veda [210]). Questo
algoritmo viene generalmente citato come algoritmo di Kruskal, in quanto fu
presentato per la prima volta in [132] (senza tuttavia la speciale struttura
dati).

Vi sono anche altri algoritmi per il problema del minimo albero di sup-
porto. Consideriamo un taglio qualsiasi nel grafo e sia ê uno degli archi di
minimo costo del taglio. Supponiamo che un minimo albero di supporto T
non contenga nessuno degli archi di minimo costo. Si aggiunga allora ê al-
l’albero, generando cos̀ı un circuito. Almeno un altro arco ẽ del circuito deve
appartenere al taglio. Se si rimuove ẽ da T ∪ ê si ottiene un altro albero T ′ il
cui costo deve essere inferiore a quello di T per l’ipotesi sui costi di ê e ẽ. Ma
questo contraddice l’ottimalità di T .

Quindi, se si costruisce un albero prendendo per ogni taglio l’arco di costo
minimo, certamente si ottiene un minimo albero di supporto. Quest’idea può
essere realizzata algoritmicamente in vari modi. Due algoritmi in particola-
re meritano di essere menzionati e cioè l’algoritmo di Prim e l’algoritmo di
Bor̊uvka.

L’algoritmo di Prim [184] si basa sull’idea di aggiungere un arco ad un
albero che supporta in modo ottimo un sottoinsieme S di nodi. In base alle
precedenti considerazioni l’arco viene scelto come l’arco di minimo costo del
taglio δ(S) generato da S. L’insieme S viene quindi aggiornato aggiungendovi
l’altro estremo dell’arco e la procedura si ripete finché S contiene tutti i nodi.
La procedura viene inizializzata prendendo S = {s} con s nodo arbitrario.
Per realizzare efficientemente la procedura conviene trovare l’arco di minimo
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costo sfruttando l’informazione ottenuta nei precedenti passi. Dato S ⊂ N sia
T (S) il minimo albero di supporto su S e per ogni j /∈ S si definisca

ρj(S) := min {ce : e ∈ δ(S) ∩ δ({j})}
ej(S) := {e ∈ δ(S) ∩ δ({j}) : ce = ρj(S)}

e sia
k(S) := argmin

j
ρj(S) (16.16)

Allora
T (S ∪ {k(S)}) := T (S) ∪ {

ek(S)(S)
}

ρj(S ∪ {k(S)}) := min {ce : e ∈ δ(S ∪ {k(S)}) ∩ δ({j})} =

min
{
min {ce : e ∈ δ(S) ∩ δ({j})} ; ckj

}
= min

{
ρj(S) ; ckj

}
(16.17)

ej(S ∪ {k(S)}) :=
{

ej(S) se ρj(S ∪ {k(S)}) = ρj(S)

(k, j) se ρj(S ∪ {k(S)}) = ckj

L’aggiornamento (16.17) costa globalmente O(m) mentre il calcolo del minimo
in (16.16) costa O(n) ad ogni iterazione e va ripetuto n volte. Complessiva-
mente quindi l’algoritmo ha complessità O(n2). Si può notare la strettissima
parentela dell’algoritmo di Prim con quello di Dijkstra. Come per quell’algo-
ritmo il valore di complessità O(n2) non può essere abbassato per grafi densi
(m = Ω(n2)) e in questi casi l’algoritmo di Prim è preferibile a quello di
Kruskal che richiede un tempo O(m log n) = O(n2 log n).

Per grafi sparsi (cioè m = O(n)) è più conveniente usare una struttura
a ‘heap’ per i valori ρj(S). In questo modo il calcolo (16.16) richiede tempo
costante. Tuttavia bisogna aggiornare lo ‘heap’ ad ogni aggiornamento (16.17)
e ad ogni rimozione della radice dello ‘heap’. Quindi discende una complessità
globale O(m log n) pari a quella dell’algoritmo di Kruskal.

Menzoniamo ancora l’algoritmo di Bor̊uvka, che opera come l’algoritmo
di Prim cominciando però la costruzione dell’albero a partire da tutti i nodi
contemporaneamente anziché da un solo nodo. Preventivamente si assegnano
in modo arbitrario etichette da 1 a |E| a tutti gli archi. Ad un passo generico
dell’algoritmo è disponibile una foresta F formata da un certo numero di alberi
T1, . . . , Tp che sono minimi alberi di supporto per i rispettivi insiemi di nodi
S1, . . . , Sp. Data la foresta si calcola, per ogni Si, l’arco êi di costo minimo e,
a parità di costo, di etichetta minima fra gli archi del taglio δ(Si). Si aggiorna
F :=

⋃
i Ti ∪i {êi}. Se F è un albero l’algoritmo termina, altrimenti si ripete

l’iterazione. L’iterazione viene inizializzata con Si := {i}. Siccome ad ogni
iterazione il numero di componenti connesse almeno si dimezza, il numero di
iterazioni è O(log n). Tuttavia è necessario un lavoro di aggiornamento dati e
strutture che pota alla complessità complessiva O(m log n), oppure, con delle
strutture dati più complesse O(m log log n). Il vantaggio di questo algoritmo
rispetto ai precedenti risiede nella possibilità di parallelizzare il calcolo. In
Fig. 16.11 è rappresentata l’evoluzione dell’algoritmo di Bor̊uvka su un grafo
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Figura 16.11. Metodo di Bor̊uvka

euclideo (costi degli archi pari alla distanza geometrica fra i nodi) completo
con 200 nodi. Quattro iterazioni sono sufficienti a trovare il minimo albero di
supporto.

16.10 Alberi di supporto e TSP

Come il TSP anche il problema del minimo albero di supporto può essere
affrontato con la PL. Trattandosi di un problema polinomiale, ci aspettiamo
che la formulazione del problema sia più semplice di quella del TSP. Infatti
sono note le diseguaglianze che descrivono il poliedro i cui vertici sono alberi
di supporto del grafo. Tuttavia il numero di diseguaglianze è esponenziale.
Se il grafo è completo le diseguaglianze sono (E(S) è l’insieme di archi con
entrambi i nodi in S): ∑

e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1 S ⊂ N

∑
e∈E

xe = n− 1

xe ≥ 0

(16.18)

Si noti che le diseguaglianze sono molto simili a quelle di sottocircuito del
TSP. Infatti da (16.18) si ha
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n− 1 =
∑
e∈E

xe =
∑

e∈E(S)

xe +
∑

e∈E(N\S)

xe +
∑

e∈δ(S)

xe ≤

|S| − 1 + |N \ S| − 1 +
∑

e∈δ(S)

xe = n− 2 +
∑

e∈δ(S)

xe

da cui
∑

e∈δ(S) xe ≥ 1 ed inoltre non è difficile provare che le diseguaglianze
di sottocircuito del TSP possono essere equivalentemente espresse come∑

e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1 S ⊂ N

Le diseguaglianze
∑

e∈δ(S) xe ≥ 1 per il MST e
∑

e∈δ(S) xe ≥ 2 per il TSP
hanno lo scopo di imporre la connessione nel sottografo. Le diseguaglianze∑

e∈E(S) ≤ |S|−1 hanno lo scopo di impedire circuiti per il MST e sottocircuiti
per il TSP. I vincoli

∑
e∈E xe = n− 1 per il MST e

∑
e∈E xe = n per il TSP

rendono equivalenti i due tipi di vincoli.
La differenza rispetto al TSP è che un vertice di (16.18) è intero. Ovvia-

mente, data l’esistenza di algoritmi molto efficienti, non conviene calcolare
un MST tramite un modello di PL con un numero esponenziale di vincoli.
Tuttavia la possibilità di modellare con la PL il problema del MST, ne sug-
gerisce l’uso qualora siano presenti anche vincoli aggiuntivi per i quali non è
più possibile procedere con gli algoritmi visti.

L’analogia con il TSP ha dato luogo a due algoritmi che usano i MST per
ottenere un ottimo per il TSP. Storicamente il primo approccio di qualche
efficacia al TSP si ottenne ([106, 107]) usando i cosiddetti quasi-alberi di
supporto (one-trees), ovvero alberi di supporto su tutti i nodi tranne il nodo
1, più due archi incidenti nel nodo 1. Si tratta di sottografi con esattamente
un circuito. Se il circuito contiene tutti gli archi del sottografo è un circuito
hamiltoniano cioè una soluzione del TSP. Quindi calcolando un minimo quasi-
albero si ottiene una limitazione inferiore al TSP. Questa limitazione può
essere rafforzata usando tecniche lagrangiane. Di questo si parlerà brevemente
nella Sez. 26.3, Esempio 26.6 (per una trattazione più approfondita si veda ad
esempio [199]). Si è visto che questa limitazione è uguale a quella ottenibile
con le diseguaglianze di sottocircuito.

Un celebre metodo per calcolare in modo approssimato il TSP si basa
anche sull’idea di calcolare un MST e poi di percorrere i nodi dell’albero
seguendo l’albero. Ovviamente cos̀ı facendo si ripetono nodi. Se un nodo viene
ripetuto, lo si salta e si va direttamente al successivo nodo non visitato. Queste
‘scorciatoie’ nella visita dei nodi sono utili se i costi obbediscono la proprietà
triangolare. Considerato che un MST ha un valore non peggiore di un ottimo
del TSP e che il circuito ottenuto non può essere più lungo del doppio del valore
del MST, si deduce che non si può ottenere una soluzione del TSP peggiore
del doppio dell’ottimo. Metodi che permettono di ottenere una soluzione con
errore garantito al di sotto di un certo limite, eventualmente elevato ma fisso,
prendono il nome di algoritmi approssimati, dove evidentemente il termine
‘approssimazione’ riveste qui un significato tecnico particolare.
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16.11 Appendice

Correttezza dell’algoritmo greedy

Preliminarmente si noti che ogni albero di supporto di un grafo connesso ha n−1
archi. Un qualsiasi sottografo senza circuiti con meno di n− 1 archi deve essere non
connesso e quindi esiste un arco che si può aggiungere al sottoinsieme senza creare
circuiti. Quindi un algoritmo di tipo greedy deve terminare con n−1 archi se il grafo
è connesso e con n − k archi se il grafo ha k componenti connesse.

Sia allora T ∗ l’albero ottenuto dall’algoritmo greedy e sia T un albero qualsiasi.
Dobbiamo dimostrare che c(T ∗) ≤ c(T ). Se T ∗ = T la tesi è dimostrata. Si enumeri-
no i costi degli archi in T ∗ come c∗1, c

∗
2, . . . , c

∗
n−1 secondo un ordine non decrescente.

Analogamente si enumerino i costi degli archi in T come c1, c2, . . . , cn−1. Dato il
modo come opera l’algoritmo greedy deve essere c∗1 ≤ c1. Supponiamo che sia vero
c∗i ≤ ci per i = 1, . . . , k − 1. Ci chiediamo se sia possibile c∗k > ck. Eliminiamo dal
grafo tutti gli archi di costo maggiore di ck. Se applichiamo l’algoritmo greedy al
grafo modificato otteniamo una foresta (il grafo potrebbe non essere connesso) con
k−1 archi, mentre esiste una foresta (indotta da T ) con k archi. Ma l’algoritmo gree-
dy produce insiemi massimali di archi e quindi dalla contraddizione e per induzione
si deduce la correttezza dell’algoritmo greedy.

Struttura Union-Find

In una struttura Union-Find ogni insieme di nodi viene rappresentato come un
albero con radice in cui ogni nodo dell’albero è un elemento del sottoinsieme e la
radice è un elemento del sottoinsieme che funge da ‘rappresentante’ e che identifica
il sottoinsieme. Ogni nodo dell’albero punta al suo nodo genitore mentre la radice
punta a se stessa. Quindi la determinazione del sottoinsieme cui appartiene un nodo
assegnato richiede un numero di passi pari alla profondità dell’albero.

Fondere assieme due sottoinsiemi disgiunti, cioè due alberi, richiede una com-
plessità costante, in quanto basta ‘dirottare’ il puntatore di una radice verso l’altra
radice. Nel caso gli alberi abbiano profondità diversa è ovviamente conveniente man-
tenere come radice quella dell’albero più profondo e quindi la profondità del nuovo
albero è uguale alla maggiore delle due profondità. Nel caso le profondità siano ugua-
li è indifferente quale radice mantenere come tale, però questa volta la profondità
del nuovo albero è di una unità più elevata di quella degli alberi originari. Dimo-
striamo ora per induzione che, partendo da alberi costituiti da un singolo elemento
e operando in questo modo, la profondità di un albero qualsiasi è O(log2 n).

Sia p(T ) la profondità di un albero T . Se T è costituito da un singolo elemento
allora p(T ) = 0 e si ha p(T ) = log2 |T | = 0. Quindi la proprietà è verificata se
|T | = 1. Dati due alberi T1 e T2 per i quali la proprietà sia verificata, la loro fusione
genera un albero T3 per il quale si ha, se p(T1) �= p(T2) (sia p(T1) > p(T2) ),

p(T3) = p(T1) ≤ log2 |T1| ≤ log2(|T1| + |T2|) = log2 |T3|
e, se p(T1) = p(T2) (sia |T1| ≤ |T2|),

p(T3) = p(T1) + 1 ≤ log2 |T1| + log2 2 = log2 2 |T1| ≤ log2(|T1| + |T2|) = log2 |T3|
e quindi la proprietà è ancora verificata.
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Modelli di allocazione
Impaccamenti

17.1 Problemi dello zaino

Un problema frequente è quello di riempire un contenitore (zaino) con vari
oggetti e non tutti gli oggetti disponibili possono stare nel contenitore. Quindi
si tratta di decidere quali oggetti inserire, dopo avere definito un criterio che
permette di valutare riempimenti diversi. Normalmente per ogni oggetto è
definito un peso wi legato alla capacità K del contenitore e un valore vi

legato alla valutazione del riempimento. Si assume che i valori wi e vi siano
interi positivi.

Quindi dato un insieme J di oggetti il suo peso è w(J) :=
∑

i∈J wi e l’in-
sieme è ammissibile se w(J) ≤ K. Inoltre il suo valore è v(J) :=

∑
i∈J vi. Sia-

mo interessati a trovare l’insieme ammissibile J che massimizza v(J). Questo
problema viene identificato come problema 0-1 dello zaino (knapsack 0-1 ).

Vi sono situazioni in cui gli oggetti non sono presenti in singoli esemplari
ma sono disponibili in un numero arbitrario di copie tutte dello stesso peso e
valore. Anche in questo caso siamo interessati a trovare un insieme ammissibile
di copie di oggetti di valore massimo. Questo problema viene identificato come
problema intero dello zaino (integer knapsack). Faremo riferimento ai due
problemi con gli acronimi PZ01 e PZI.

Un problema importante e legato solo ai pesi è il problema della partizione
in cui si chiede che l’insieme J abbia la proprietà

∑
i∈J wi =

∑
i/∈J wi (come

se dovessimo disporre tutti i pesi sui due piatti di una bilancia e avere due
pesi uguali). In questo caso si vuole sapere se un tale insieme esiste e, in caso
affermativo, anche identificarlo.

Tutti e tre i problemi sono NP-difficili (in particolare partizione è NP-
completo, trattandosi di un problema di decisione). Tuttavia fra i problemi
NP-difficili sono visti come ‘non intrattabili’. Infatti, come si vedrà subito, esi-
stono algoritmi pseudo-polinomiali per la loro risoluzione. Per un’approfondita
analisi del problema dello zaino si veda [158].

Per risolvere PZ01 si può far ricorso sia alla PL intera come alla program-
mazione dinamica.
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Nell’approccio con la PL intera PZ01 viene modellato nel seguente modo:

max
n∑

i=1

vi xi

n∑
i=1

wi xi ≤ K

xi ∈ {0, 1}
e la risoluzione si basa sul seguente problema rilassato detto problema continuo
dello zaino (continuous knapsack):

max
n∑

i=1

vi xi

n∑
i=1

wi xi ≤ K

0 ≤ xi ≤ 1

(17.1)

La risoluzione di (17.1) si effettua rapidamente con il seguente algoritmo: si
ordinano gli oggetti in base a rapporti vi/wi non crescenti. Poi si scelgono
gli oggetti secondo l’ordine finché la capacità è soddisfatta. Quando l’inser-
zione piena di un oggetto non può essere effettuata perché la capacità è vio-
lata, quell’oggetto viene inserito in modo frazionario fino a saturazione della
capacità.

Per giustificare la correttezza dell’algoritmo si effettui la trasformazione di
variabile yi = wi xi, in modo da riscrivere (17.1) come:

max
n∑

i=1

vi

wi
yi

n∑
i=1

yi ≤ K

0 ≤ yi ≤ wi

Si immagini ora di costruire la soluzione a partire da yi = 0, per ogni i.
Siccome c’è simmetria fra le variabili rispetto al vincolo

∑n
i=1 yi ≤ K, con-

viene assegnare il più grande valore positivo alla componente corrispondente
al massimo rapporto vi/wi. Questo viene effettuato saturando tale variabile
(cioè fino a yi = wi) oppure saturando il vincolo

∑n
i=1 yi ≤ K. Si prosegue

assegnando il massimo valore positivo alla variabile corrispondente al secondo
rapporto vi/wi e cos̀ı di seguito fino alla saturazione del vincolo

∑n
i=1 yi ≤ K.

Quindi la soluzione del problema continuo presenta al più una variabi-
le frazionaria, che viene quindi utilizzata per la suddivisione nella procedura
branch-and-bound. In ogni nodo dell’albero di ricerca viene risolto un pro-
blema continuo con il vincolo aggiuntivo che alcune variabili sono vincolate
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a 0 ed altre a 1. Questo vincolo tuttavia non pregiudica l’esecuzione dell’al-
goritmo precedentemente delineato. Basta infatti iniziare la scansione dalle
variabili vincolate a 1 e non considerare quelle vincolate a 0. Tenuto conto
che l’ordinamento dei rapporti vi/wi viene effettuato inizialmente e non più
ripetuto, in ogni nodo dell’albero di ricerca si esegue un calcolo di complessità
O(n) (la scansione delle variabili) e quindi il metodo è abbastanza veloce.

L’approccio a PZ01 con la programmazione dinamica fa uso di una funzio-
ne V (i, c) definita come il valore ottimo dell’istanza limitata ai primi i oggetti
e con capacità c. Gli indici assumono i valori 0 ≤ i ≤ n e 0 ≤ c ≤ K.

I valori di V (i, c) vengono inizializzati a V (0, c) = 0 per ogni 0 ≤ c ≤ K.
L’equazione di Bellman diventa allora

V (i, c) = max {V (i− 1, c) ; vi + V (i− 1, c− wi)} (17.2)

restando inteso che se c−wi < 0 il secondo termine non esiste. I due termini
che compaiono in (17.2) corrispondono rispettivamente a non inserire l’oggetto
i-mo, e pertanto il valore è il medesimo che con gli oggetti da 1 a i−1, oppure
ad inserirlo, e in questo caso la capacità per gli oggetti da 1 a i− 1 è ridotta
esattamente del valore wi. Il valore della scelta di inserire l’oggetto i-mo tiene
conto del valore vi dell’oggetto i-mo e del modo ottimo di inserire gli oggetti
1 a i− 1 tenuto conto della capacità residua (principio di ottimalità).

L’iterazione viene effettuata per i := 1, . . . , n e, per ogni indice i, per
c := K, K − 1, . . . , 1. Operando in questo modo si può usare un unico vettore
V (c) che viene costantemente aggiornato. Il valore ottimo del PZ01 che si
deve risolvere è ovviamente V (n, K). Per ricostruire la soluzione bisogna anche
memorizzare per ogni coppia (i, c) un puntatore x(i, c) posto uguale a 0 se il
massimo in (17.1) è dato da V (i−1, c) e posto uguale a 1 altrimenti. Dopodiché
la soluzione ottima si ottiene ricorsivamente da

c := K, x̂n := x(n, K)
c := c− x̂i wi, x̂i−1 := x(i− 1, c) i := n, n− 1, . . . , 2

Dalle precedenti considerazioni si vede che la complessità di PZ01 è
O(n K), che è pseudopolinomiale e non polinomiale, perché K viene codificato
in input con log K simboli e quindi K è esponenziale rispetto alla lunghezza
della stringa d’input.

Può essere utile rappresentare l’equazione ricorsiva (17.2) con un grafo
orientato con n + 1 livelli etichettati 0, 1, . . . , n, n + 1, e K + 1 nodi nei livelli
1, . . . , n, etichettati (i, c) con i = 0, . . . , n, e c = 0, 1, . . . K. Al livello 0 c’è
l’unico nodo s = (0, 0) e al livello n + 1 c’è l’unico nodo t. C’è un arco
(‘diagonale’) fra (i − 1, c) e (i, c + wi), per ogni 1 ≤ c ≤ K − wi, di valore
vi ed un arco (‘verticale’) (i − 1, c) e (i, c), per ogni 1 ≤ c ≤ K, di valore
nullo. Infine tutti i nodi del livello n sono connessi a t con archi di valore
nullo. Ogni cammino da s a t corrisponde ad una scelta ammissibile di un
insieme J : se nel passaggio dal livello i−1 al livello i si usa un arco diagonale,
questo corrisponde alla scelta dell’elemento i. Il cammino di valore massimo
corrisponde all’ottimo.
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Figura 17.1. Grafo per PZ01

In Fig. 17.1 viene rappresentato il grafo con i livelli posti orizzontalmente,
per un’istanza con 4 oggetti di pesi w1 = 5, w2 = 2, w3 = 4, w4 = 3 e K = 7.
Solo gli archi raggiungibili da s sono stati indicati. I nodi invece sono tutti
indicati per vedere meglio la struttura del grafo.

Questa figura mette in luce una profonda affinità fra le tecniche di pro-
grammazione dinamica e quelle branch-and-bound. Se si guardano gli archi
in Fig. 17.1 a partire da s sembra che si stiano espandendo tutte le possibi-
li soluzioni del problema dello zaino come in un albero binario. L’esplosione
combinatoria di un albero binario a n livelli viene però ‘contenuta’ all’interno
dei K + 1 possibili valori di peso. Quando nell’albero binario due percorsi di-
versi portano a due scelte di sottoinsiemi con lo stesso peso i due cammini del
grafo del PZ01 confluiscono nello stesso nodo e dei due percorsi viene scelto il
migliore. Quindi l’operazione, che si effettua nella tecnica branch-and-bound,
di confrontare due nodi distanti di un albero binario e di scartare quello che
ha valore peggiore, trova esatto riscontro nella scelta del cammino migliore
(dal punto di vista dei valori) nel grafo fra due cammini equivalenti dal punto
di vista del peso.

Nel caso di PZI si fa uso di una funzione V (c) definita come il valore ottimo
per l’istanza con capacità c e l’equazione ricorsiva è

V (c) = max
1≤i≤n

V (c− wi) + vi, c := 1, . . . , K (17.3)

In (17.3) bisogna ovviamente tener conto che V (c − wi) non è definito per
c < wi. Quindi, se c < minwi, V (c) non è calcolabile da (17.3), ma ovviamente
il contenitore deve essere vuoto in questo caso, e quindi (17.3) va inizializzata
con V (c) := 0 per c < minwi.

Dalle precedenti considerazioni si vede che anche la complessità del PZI è
O(n K).

Anche la ricorsione (17.3) può essere rappresentata con un grafo. In questo
caso il grafo ha K + 1 nodi etichettati 0, . . . , K ed archi (c, c + wi) di valore
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Figura 17.2. Grafo per PZI

vi per ogni i tale che c + wi ≤ K e per ogni c := 0, . . . , K − 1. A questi archi
si aggiungono archi (c, c + 1) di valore 0 per ogni c.

Quindi ogni cammino da 0 a K corrisponde ad una scelta di valori xi, in
quanto se il cammino usa l’arco di valore vi questo equivale ad incrementare
xi di uno (a partire ovviamente da una situazione iniziale in cui sono tutti
nulli). L’uso di un arco (c, c + 1) corrisponde ad una scelta di diminuire la
capacità disponibile senza inserzioni.

In Fig. 17.2 viene rappresentato il grafo con i nodi posti circolarmente, per
un’istanza con 3 tipi di oggetti di pesi w1 = 3, w2 = 7, w3 = 11 e K = 20.

Esercizio 17.1.

Si definisce problema dello zaino a scelta multipla (multiple choice knapsack)
il seguente problema: sono assegnati m insiemi disgiunti T1, . . . , Tm, e per
ogni elemento j ∈ Ti sono assegnati un valore vij e un peso wij . Inoltre è
assegnata una capacità K. Bisogna trovare un insieme J ⊂ ∪iTi, tale che
|J ∩Ti| ≤ 1, per ogni i, w(J) ≤ K e v(J) è massimo. Si progetti un algoritmo
di programmazione dinamica per il problema dello zaino a scelta multipla di
complessità O(n K) con n =

∑
j |Tj | e se ne rappresenti il grafo.

Il problema della partizione può essere modellato come un PZ01 in cui i
valori e i pesi concidono e sono uguali a wi e la capacità è posta uguale a∑

i wi/2. Allora il problema della partizione ammette soluzione se e solo se
l’ottimo del PZ01 vale

∑
i wi/2.
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Esempio 17.2.

Nelle elezioni presidenziali americane ogni stato dispone di un certo nume-
ro di voti elettorali che vanno tutti al candidato che nello stato ha ottenuto
la maggioranza dei voti popolari (con l’eccezione del Maine (ME) e del Ne-
braska (NE) che possono dividere i propri voti fra i due candidati, ma per il
momento trascuriamo questa eccezione). Esiste una possibilità in cui entrambi
i candidati ottengono la stessa somma di voti elettorali? I dati sono i seguenti
(elezioni 2004 e 2008): AK-3; AL-9; AR-6; AZ-4; CA-55; CO-10; CT-7; DC-3;
DE-3; FL-27; GA-15; HI-4; ID-3; IL-21; IN-11; IO-7; KS-6; KY-8; LA-9; MA-
12; MD-10; ME-4; MI-17; MN-10; MO-11; MS-6; MT-9; NC-15; ND-3; NE-5;
NH-4; NJ-15; NM-6; NV-5; NY-31; OH-20; OK-7; OR-7; PA-21; RI-4; SC-8;
SD-3; TN-11; TX-34; UT-3; VA-13; VM-3; WA-11; WI-10; WV-8; WY-5.

Risolvendo con la PLI si trova che tale possibilità effettivamente esiste ed
è ad esempio dovuta a questa scelta di stati: AL, CT, DC, FL, GA, IN, KY,
LA, MA, MD, MI, NC, NJ, NY, OH, OR, PA, RI, SC, SD, WA, WV.

Come si può capire se esistono anche altre soluzioni? Se non ci fosse stata
soluzione ammissibile, come si sarebbe dovuto modificare il problema per tener
conto anche dell’eccezione in Maine e Nebraska?

17.2 Impaccamento in contenitori

Il problema dell’impaccamento in contenitori (Bin packing) è un classico pro-
blema in cui, a differenza del PZ01, è disponibile un numero sufficiente di
contenitori da poter includere tutti gli oggetti. L’obiettivo consiste nell’utiliz-
zare il minor numero di contenitori. Si tratta di un problema NP-difficile e
a differenza del PZ01 non può essere risolto con algoritmi pseudopolinomiali
(sempre assumendo P �= NP). Faremo riferimento al problema con l’acronimo
BPP.

Nel BPP sono dati m tipi di oggetti e per ogni tipo i sono assegnati
bi oggetti. Ogni oggetto di tipo i ha peso wi. Bisogna inserire tutti gli og-
getti (in numero pari a

∑m
i=1 bi) in contenitori tutti uguali, di capacità K,

minimizzando il numero di contenitori usati.
Più frequentemente il BPP viene definito con oggetti non suddivisi in tipi.

Si tratta quindi di un caso particolare della definizione precedente con bi = 1
per ogni i. Questa particolarizzazione non rende il problema più facile.

Il BPP come enunciato sopra viene anche indicato come problema del
cutting-stock. In questo caso ci si riferisce a rotoli di carta prodotti da una
cartiera (i contenitori) di lunghezza K. Sono richiesti quantitativi bi di carta
di lunghezza wi, da ricavare tagliando i rotoli. Il problema è quello di tagliare i
rotoli minimizzando lo spreco o, equivalentemente, minimizzando il numero di
rotoli da tagliare. Come si vede, è esattamente un BPP. L’approccio tramite
generazione di colonne che verrà descritto fu proprio adottato per la prima
volta in un problema di cutting-stock [86, 87].
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Modelliamo il problema in due modi alternativi. Il primo modo è un sem-
plice modello di PL01. Come vedremo, tale modello è poco efficace. Lo espo-
niamo proprio per sottolineare quanto sia importante scegliere il modello più
appropriato per risolvere un problema combinatorio.

17.3 BPP - modello di PL01

Per poter scrivere il modello bisogna preventivamente stimare un numero di
contenitori non inferiore all’ottimo, ad esempio usando un’euristica di riem-
pimento. Sia n tale stima. Sia xij una variabile intera che indica il numero di
oggetti di tipo i da inserire nel contenitore j e yj una variabile 0-1 che indi-
ca se il contenitore i viene utilizzato o meno. Allora il problema può essere
modellato come

min
∑

j

yj

∑
j

xij = bi i ∈ [m]

∑
i

wi xij ≤ K yj j ∈ [n]

yj ∈ {0, 1} xij ≥ 0 intero

(17.4)

In questo modello sono presenti molte soluzioni ripetute. Se ad esempio
una soluzione usa solo q contenitori, allora esistono tante soluzioni equivalenti
quanti sono i sottoinsiemi di q contenitori, cioè

(
n
q

)
. Per eliminare queste

soluzioni ripetute si può imporre il vincolo

yj−1 ≥ yj j := 2, . . . , n (17.5)

In questo modo si usano soltanto i primi q contenitori. Anche con quest’accor-
gimento vi sono soluzioni ripetute permutando i contenitori usati. Tuttavia
siccome è prevedibile che nella soluzione finale vi siano diversi contenitori
riempiti nello stesso modo, bisogna usare le tecniche di ordinamento totale
accennate a pag. 123.

Esempio 17.3.

Consideriamo un’istanza definita dai seguenti valori

b 35 50 20 70 60 40 100 25
w 8 2 3 9 15 11 6 16

e capacità K = 20 per ogni contenitore. Prima di risolvere (17.4) dobbia-
mo stimare in modo euristico il numero di contenitori. Ad esempio possiamo
sistemare i 35 oggetti di tipo 1 in 18 contenitori. In 17 di questi possiamo
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anche sistemare 2 · 17 = 34 oggetti di tipo 2 e nel 18-mo sistemiamo ancora
6 oggetti di tipo 2. Rimangono ancora 10 oggetti di tipo 2 per i quali basta
un contenitore solo. Per gli oggetti di tipo 3, c’è bisogno di 4 contenitori. Nei
primi 3 non c’è spazio per altri oggetti, mentre nel quarto rimane una capacità
residua uguale a 14. Per gli oggetti di tipo 4 e di tipo 6 usiamo 40 conteni-
tori in cui sistemiamo un oggetto 4 e un oggetto 6. Rimangono 30 oggetti di
tipo 4 per i quali usiamo 15 contenitori. Per gli oggetti di tipo 5 usiamo 60
contenitori. Per quelli di tipo 8 ne usiamo 25. Per quelli di tipo 7 sistemiamo
due oggetti nel contenitore che aveva ancora capacità residua pari a 14. Per
gli altri 98 oggetti abbiamo bisogno di 33 contenitori. In totale quindi servono
al più 18+1+4+40+15+60+25+33=196 contenitori.

Questo modo di affrontare il problema può già dare un’idea della difficoltà
combinatoria del problema dovuta ai moltissimi modi diversi di riempire i
contenitori.

A questo punto si può applicare il modello (17.4) con l’aggiunta di (17.5).
Il risultato però è di un’incredibile delusione. Dopo 45 minuti di calcolo, con
50 milioni di passi del metodo del simplesso e 76.000 nodi dell’albero branch-
and-bound generati, il risolutore Lingo non trova ancora una soluzione intera
e rimane fermo alla limitazione inferiore 171!

Per dare un’idea di cosa significhi un algoritmo esponenziale (come è nel
caso peggiore un metodo branch-and-bound) senza particolari accorgimenti
per accelerarlo, si tenga presente che se limitiamo l’istanza ai primi 5 tipi la
soluzione si ottiene in 4 secondi, ai primi 6 tipi in 11 secondi e ai primi 7 tipi
in 5 minuti.

Il motivo principale per cui il modello (17.4) fallisce è dovuto alla scar-
sa qualità della limitazione inferiore prodotta dal rilassamento d’interezza.
Dall’esecuzione del modello (17.4) si vede che tale limitazione è esattamente
uguale alla banale limitazione che si ottiene da⌈∑

i wi bi

K

⌉
= �170.5� = 171 (17.6)

In generale quando un rilassamento d’interezza produce limitazioni infe-
riori uguali a quelle ottenibili con metodi elementari, non è una buona notizia
per la soluzione del modello di PLI. Quando si deve modellare un problema
l’aspetto a cui dare più importanza riguarda lo scarto fra il valore del problema
rilassato e quello intero.

È quasi sempre più conveniente avere un numero di variabili e/o di vincoli
esponenziale (ovviamente da generare durante il calcolo) ma con un piccolo
scarto fra problema rilassato e intero che non il contrario.



17.4 BPP - modello a generazione di colonne 323

17.4 BPP - modello a generazione di colonne

Il secondo modello che presentiamo per il BPP è di tipo completamente di-
verso. Definiamo schema di riempimento (filling pattern) il modo con cui un
contenitore viene riempito. Ad esempio possono essere presenti a1 oggetti del
primo tipo, a2 del secondo, e cos̀ı di seguito. Quindi lo schema di riempimento
viene definito da un vettore a con m componenti. Naturalmente il riempimento
deve essere ammissibile, ovvero deve valere

∑
i ai wi ≤ K. Si noti che i valori

ai sono una soluzione ammissibile di un PZI. Questa osservazione sarà utile
fra poco. Definiamo come J l’insieme di tutti i possibili schemi di riempimento
e sia aj il vettore corrispondente allo schema di riempimento j ∈ J .

Ad esempio nel costruire una soluzione in modo euristico si è fatto uso dei
seguenti schemi di riempimento, rappresentati in colonna.⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 6 10 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 6 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0 0 3 2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(17.7)

Se indichiamo con xj un numero intero che indica quante volte lo sche-
ma di riempimento j viene impiegato, la quantità

∑
j∈J xj indica il nume-

ro di contenitori impiegati e la quantità
∑

j aj
i xj rappresenta il numero di

oggetti di tipo i inseriti nei contenitori in base agli schemi di riempimen-
to impiegati. Ad esempio se si moltiplica la matrice (17.7) per il vettore
(17, 1, 1, 3, 1, 40, 15, 60, 25, 32, 1) otteniamo esattamente il vettore b. Quindi
il problema da risolvere è il seguente

min
∑
j∈J

xj

∑
j∈J

aj
i xj ≥ bi i ∈ [m]

xj ≥ 0 intero j ∈ J

(17.8)

Sembrerebbe più corretto usare il vincolo di uguaglianza
∑

j∈J aj
i xj = bi,

invece della diseguaglianza, dato che gli oggetti devono essere presenti esat-
tamente nelle quantità bi e non di più. Tuttavia si può notare che tutte le
soluzioni che soddisfano il vincolo di uguaglianza sono ovviamente ammissibili
in (17.8) e quindi non vengono ‘perse’. Se la soluzione ottima di (17.8) dovesse
prevedere qualche diseguaglianza soddisfatta strettamente, è sufficiente usare
parzialmente lo schema di riempimento indicato, senza per questo peggiorare
la soluzione. Il fatto di avere dei vincoli di diseguaglianza garantisce che le
variabili duali siano non negative.
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È chiaro che |J | può essere proibitivamente grande. Infatti J è l’insieme di
tutte le soluzioni ammissibili di un PZI con capacità K e pesi wi. Ci troviamo
nelle condizione del Cap. 11 per cui i dati del problema non possono essere
generati esplicitamente. Inoltre la richiesta d’interezza per le variabili rende
il problema difficile. Affrontiamo per il momento il problema di PL ottenu-
to per rilassamento del vincolo d’interezza risolvendolo con la tecnica della
generazione di colonne.

Sia allora J̄ un sottoinsieme di schemi di riempimento. In ogni iterazione
si risolve

min
∑
j∈J̄

xj

∑
j∈J̄

aj
i xj ≥ bi i ∈ [m]

xj ≥ 0 j ∈ J̄

(17.9)

Come spiegato nel Cap. 11, tutta la difficoltà del metodo consiste nel
determinare in modo efficiente se esistono diseguaglianze duali violate dalla
variabile duale corrente. Il vincolo duale in corrispondenza dello schema di
riempimento j è ∑

i

aj
i yi ≤ 1

e quindi si tratta di verificare se

max
j∈J

∑
i

aj
i yi ≤ 1

Siccome gli schemi di riempimento corrispondono alle soluzioni ammissibili di
un PZI basta risolvere il seguente PZI

t := max
∑

i

yi zi

∑
i

wi zi ≤ K

zi ≥ 0 intero i ∈ [m]

(17.10)

La condizione di ottimalità è allora t ≤ 1. Se t > 1 la soluzione ottima z di
(17.10) fornisce la colonna da aggiungere alla matrice Ā.

Esempio 17.4.

Applichiamo il nuovo modello all’esempio precedente. Come matrice iniziale
da usare in (17.9) dobbiamo usare degli schemi di riempimento che garan-
tiscano l’inserimento di ogni tipo di oggetti. Il modo più banale per farlo è
avere m schemi in cui si inserisce un solo oggetto. Operando in questo modo si



17.4 BPP - modello a generazione di colonne 325

ottiene una prima soluzione che richiede 400 contenitori (esattamente uguale
a
∑

i bi). Si ottengono le seguenti iterazioni:
– schema n. 9 = (0, 10, 0, 0, 0, 0, 0, 0) con valore 10 del PZI; soluzione

del master problem (indicate solo le soluzioni positive): x1 = 35, x3 = 20,
x4 = 70, x5 = 60, x6 = 40, x7 = 100, x8 = 25, x9 = 5, di valore 355;

– schema n. 10 = (0, 1, 6, 0, 0, 0, 0, 0) con valore 6.1 del PZI; soluzione
del master: x1 = 35, x4 = 70, x5 = 60, x6 = 40, x7 = 100, x8 = 25, x9 = 4.66,
x10 = 3.33 di valore 338;

– schema n. 11 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 3, 0) con valore 3.1 del PZI; soluzione del
master: x1 = 35, x4 = 70, x5 = 60, x6 = 40, x8 = 25, x9 = 1.33, x10 = 3.33,
x11 = 33.33 di valore 268;

– schema n. 12 = (2, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0) con valore 2.2 del PZI; soluzione
del master: x4 = 70, x5 = 60, x6 = 40, x8 = 25, x10 = 3.33, x11 = 33.33,
x12 = 17.5 di valore 249.166;

– schema n. 13 = (0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0) con valore 2 del PZI; soluzione
del master: x5 = 60, x6 = 40, x8 = 25, x10 = 3.33, x11 = 33.33, x12 = 17.5,
x13 = 35 di valore 214.166;

– schema n. 14 = (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) con valore 1.5 del PZI; soluzione
del master: x5 = 60, x6 = 5, x8 = 25, x9 = 1.33, x10 = 3.33, x11 = 33.33,
x13 = 35, x14 = 35 di valore 198;

– schema n. 15 = (0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0) con valore 1.5 del PZI; soluzione
del master: x5 = 60, x8 = 25, x10 = 3.33, x11 = 33.33, x12 = 17.5, x13 = 15,
x15 = 40 di valore 194.166;

– schema n. 16 = (2, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) con valore 1.166 del PZI; soluzione
del master: x5 = 60, x8 = 25, x10 = 1.66, x11 = 33.33, x12 = 7.5, x13 = 15,
x15 = 40, x16 = 10 di valore 192.5;

– schema n. 17 = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0) con valore 1.230 del PZI; soluzione
del master: x8 = 25, x11 = 33.33, x12 = 7.5, x13 = 15, x15 = 40, x17 = 60 di
valore 190.833;

– schema n. 18 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0) con valore 1.166 del PZI; soluzione
del master: x8 = 25, x11 = 10, x13 = 15, x15 = 40, x17 = 60, x18 = 35 di
valore 185;

A questo punto il valore ottimo del PZI è 1 e quindi la soluzione del
problema rilassato è ottima. Per di più si ha la fortuna che la soluzione sia
intera e quindi ottima per il problema intero. In questo caso lo scarto fra
soluzione rilassata e soluzione intera è addirittura 0.

Questo modello (reperibile al sito [202]) è stato implementato con Lingo e
la soluzione è stata trovata quasi istantaneamente.

In conclusione si ha:
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schema n. 8 ( 0 0 0 0 0 0 0 1 ) 25 volte
schema n. 11 ( 0 1 0 0 0 0 3 0 ) 10 volte
schema n. 13 ( 0 0 0 2 0 0 0 0 ) 15 volte
schema n. 15 ( 0 0 0 1 0 1 0 0 ) 40 volte
schema n. 17 ( 0 1 1 0 1 0 0 0 ) 60 volte
schema n. 18 ( 1 0 0 0 0 0 2 0 ) 35 volte

Gli schemi n. 11, 15, 17 e 18 riempiono completamente il contenitore, mentre
per gli altri schemi è presente dello ‘spreco’ di capacità. In particolare lo
schema n. 8 ha uno spreco di 4 unità e lo schema n. 13 di 2 unità. In totale si
sprecano 130 unità di capacità corrispondenti a 6.5 contenitori.

Inoltre questi dati rivelano un fatto curioso: gli oggetti di tipo 2 e 3 sono
presenti in numero superiore a quanto richiesto. Per il tipo 2 abbiano 70
oggetti invece di 50 e per il tipo 3, 60 invece di 20. Non è un errore. Infatti
per il modello (17.4) basta avere almeno bi oggetti. Evidentemente c’è spazio
disponibile per aggiungere oggetti senza aumentare il numero di contenitori.

È tuttavia immediato modificare alcuni schemi di riempimento in modo da
avere esattamente i numeri richiesti. In questo caso basta sostituire lo schema
17 con i seguenti schemi

schema n. 17’ ( 0 1 0 0 1 0 0 0 ) 40 volte
schema n. 17” ( 0 0 1 0 1 0 0 0 ) 20 volte

Gli schemi 17′ e 17′′ sprecano capacità ovviamente. In particolare si sprecano
3 unità per lo schema 17′ e 2 unità per lo schema 17′′, per un totale di 160
unità, cioè 8 contenitori. Quindi in totale si sprecano 14.5 contenitori e questo
valore è esattamente la differenza fra i 185 contenitori della soluzione intera e
il valore 170.5 della soluzione frazionaria (17.6).

Si noti che alcuni schemi (i numeri 8, 13 e 15) sono presenti anche in
(17.7).

In questo esempio si è ottenuta una soluzione intera direttamente dal ri-
lassamento. Questo va visto come un caso fortunato. Normalmente si ottiene
una soluzione frazionaria e bisogna procedere con una tecnica branch-and-
bound. Tuttavia sorgono dei problemi perché la regola di suddivisione può
essere incompatibile con il meccanismo di generazione delle colonne. Si è già
accennato in Sez. 11.2 a questo tipo di problemi. Ora li vediamo in dettaglio
per il BPP.

Se una variabile xj , corrispondente ad un certo schema di riempimento,
è frazionaria e vale x̄j , sembrerebbe naturale suddividere come xj ≤ �x̄j� e
xj ≥ �x̄j�. Imporre la scelta xj ≥ �x̄j� è facile. Basta preassegnare �x̄j� volte
lo schema di riempimento j e ridefinire i dati del problema. Se la colonna j
dovesse venire generata producendo un valore positivo di xj significa che lo
schema di riempimento j deve essere impiegato ulteriormente.
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Però, come si può imporre la scelta xj ≤ �x̄j�? Si supponga di avere
introdotto nel modello k vincoli aggiuntivi del tipo xj ≤ dj per un insieme di
schemi J̄ . Quindi il problema rilassato di (17.8) diventa

min
∑
j∈J

xj

∑
j∈J

aj
i xj ≥ bi i ∈ [m]

xj ≤ dj j ∈ J̄

xj ≥ 0 j ∈ J

(17.11)

I vincoli duali di (17.11), indicando con wj ≥ 0, j ∈ J̄ , le variabili duali dei
nuovi vincoli, sono:∑

i

aj
i yi ≤ 1 j /∈ J̄ ,

∑
i

aj
i yi ≤ 1 + wj j ∈ J̄

Si noti che, essendo le variabili in J̄ tutte presenti nel problema parziale, la
condizione di ottimalità del problema parziale garantisce che

∑
i aj

i yi ≤ 1+wj

sia soddisfatto per ogni j ∈ J̄ . Risolvendo il PZI si possono allora presentare
i seguenti casi:
1- maxj

∑
i aj

i yi ≤ 1. In questo caso la condizione di ottimalità è soddisfatta
per tutti gli indici j.

2- maxj

∑
i aj

i yi > 1 e l’indice ĵ che dà luogo al massimo non è in J̄ . Allora lo
schema ĵ va aggiunto perché la condizione di ottimalità non è soddisfatta.

3- 1 < maxj

∑
i aj

i yi ≤ 1 + wj e l’indice ĵ che dà luogo al massimo è in J̄ .
La condizione di ottimalità è soddisfatta per lo schema ĵ, ma non si sa se
esiste un altro schema j′ /∈ J̄ tale che

1 <
∑

i

aj′
i yi < max

j

∑
i

aj
i yi

Il caso critico è evidentemente il terzo. Per poter scoprire se la soluzione è
ottima oppure no, si devono generare i primi |J̄ |+1 ottimi del PZI. Fra questi
|J̄ |+ 1 schemi è presente almeno uno non in J̄ . Siano j(1), j(2), . . . , j(|J̄ |+ 1)
i primi |J̄ |+1 schemi ottimi e sia j(p) il primo schema non in J̄ . Allora basta
verificare se ∑

i

a
j(p)
i yi ≤ 1

Se la diseguaglianza è soddisfatta la soluzione è ottima, altrimenti non lo è e
bisogna generare lo schema j(p).

Ottenere i primi k ottimi di un problema di PZI o PZ01 è possibile risol-
vendo il problema con la programmazione dinamica come spiegato in Sez. 9.4.
Ovviamente in questo modo si appesantisce la computazione soprattutto se
l’albero branch-and-bound diventa molto profondo. Un modo sbrigativo, ma
non esatto, di risolvere il problema è quello di risolvere il problema con la
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PLI con le colonne generate nel nodo radice dell’albero branch-and-bound e
senza aggiungerne altre negli altri nodi. Quindi non si presenta il problema
del conflitto fra vincoli di suddivisione e generazione di colonne. Il modello
Lingo al sito [202] è costruito in questo modo, per l’impossibilità di controllare
esternamente il meccanismo di suddivisione di Lingo.

17.5 BPP - modello compatto

Si è detto in Sez. 11.5 che, se il problema usato per generare le colonne può
essere risolto con la PL, allora è possibile, e in certi casi conveniente, riformu-
lare il duale in modo compatto. A differenza degli esempi illustrati in Sez. 11.5
si ottiene per il BPP un interessante nuovo modello. Il duale del rilassamento
di (17.8) è

max y b

y A ≤ 1

y ≥ 0
(17.12)

Si tratta di riscrivere i vincoli in (17.12) tenendo conto della condizione
di ottimalità del problema generatore di colonne. Il PZI (17.10) può essere
riformulato secondo il seguente problema di PL

min VK − V0

Vh − Vh−1 ≥ 0 h ∈ [K]
Vh − Vh−wi

≥ yi wi ≤ h ≤ K, i ∈ [m]
(17.13)

Quindi il vincolo y A ≤ 1 è equivalente ai vincoli in (17.13) più il vincolo
VK − V0 ≤ 1. Allora (17.12) si può riformulare come

max
∑
i∈I

bi yi

VK − V0 ≤ 1
Vh − Vh−1 ≥ 0 h ∈ [K]
Vh − Vh−wi ≥ yi wi ≤ h ≤ K, i ∈ [m]
yi ≥ 0

(17.14)

Risolvere (17.14) fornisce direttamente il valore ottimo del problema rilassato
(17.8) senza dover generare colonne. Tuttavia questa soluzione riguarda le
variabili duali mentre abbiamo bisogno di conoscere gli schemi di riempimento
ottimi. Con un po’ di calcoli (utile esercizio) si ottiene il seguente problema
come duale di (17.14)
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min ζ
K∑

h=wi

ξi
h ≥ bi i ∈ [m]

ξ0
h+1 − ξ0

h +
m∑

i=1
i:h+wi≤K

ξi
h+wi

−
m∑

i=1
i:h≥wi

ξi
h = ζ h = 0

ξ0
h+1 − ξ0

h +
m∑

i=1
i:h+wi≤K

ξi
h+wi

−
m∑

i=1
i:h≥wi

ξih = − ζ h = K

ξ0
h+1 − ξ0

h +
m∑

i=1
i:h+wi≤K

ξi
h+wi

−
m∑

i=1
i:h≥wi

ξi
h = 0 0 < h < K

ζ ≥ 0, ξ0
h ≥ 0, ξi

h ≥ 0

(17.15)

Il problema (17.15) è un problema di flusso di tipo speciale con nodi
{0, 1, . . . , K}, archi (h − 1, h) (di tipo 0) con flusso ξ0

h e archi (h − wi, h)
(di tipo i) con flusso ξi

h. C’è conservazione di flusso su tutti i nodi tranne 0
(sorgente) e K (pozzo). Il flusso in uscita dalla sorgente, pari a ζ, deve essere
minimizzato. Inoltre è presente un vincolo non tipico di problemi di flusso, in
quanto coinvolge più archi, dato da

∑K
h=wi

ξi
h ≥ bi. Il significato di ξi

h è che
l’oggetto di tipo i è stato inserito in ξi

h contenitori riempiendo ogni conteni-
tore dal valore h−wi al valore h. Una soluzione di (17.15), essendo un flusso,
può essere decomposta in cammini da 0 a K. Ogni cammino è uno schema di
riempimento e il suo valore di flusso corrisponde al numero di volte in cui lo
schema viene impiegato. Si noti che si possono imporre direttamente i vincoli
d’interezza alle variabili ξ per una tecnica branch-and-bound.

Come esempio si consideri l’istanza precedente. Risolvendo (17.15) si ot-
tiene il flusso rappresentato in Fig. 17.3. Si noti che è lo stesso tipo di grafo
descritto per la risoluzione del PZI (Fig. 17.2). In quel caso si cercava solo
il cammino massimo, cioè un flusso unitario da 0 a K, mentre in questo ca-
so il flusso è più complesso. Però la struttura del grafo, che corrisponde al
riempimento di un contenitore, è sempre la stessa.

Per ricostruire dalla figura gli schemi si noti che un arco che va dal nodo h
al nodo h + wi si riferisce ad un oggetto di tipo i. I numeri accanto agli archi
si riferiscono ai valori di flusso. Decomponendo la soluzione in cammini dal
nodo 0 al nodo 20 si ottengono gli schemi indicati nella Tabella 17.1. Si può
notare che è una soluzione diversa da quella precedente, anche se ovviamente
anche questa richiede 185 contenitori.

Anche questa soluzione inserisce più oggetti di quanto richiesto. L’oggetto
di tipo 3 è presente in 85 esemplari, anziché solo 20. Lasciamo al lettore il
compito di cambiare alcuni schemi in modo da avere esattamente gli oggetti
richiesti. Si può anche vedere direttamente dalla soluzione di flusso la capacità
sprecata. Questo è dato dagli archi di tipo 0. Ce ne sono due: (0, 1) e (19, 20)
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Figura 17.3. Flusso ottimo per il modello compatto

( 0 0 1 0 0 0 0 1 ) 25 volte

( 0 0 0 0 0 0 3 0 ) 10 volte

( 0 0 1 0 1 0 0 0 ) 25 volte

( 1 0 0 0 0 0 2 0 ) 35 volte

( 0 1 0 2 0 0 0 0 ) 15 volte

( 0 0 0 1 0 1 0 0 ) 40 volte

( 0 1 1 0 1 0 0 0 ) 35 volte

Tabella 17.1.

per un totale di 95 unità sprecate, che corrispondono a 4.75 contenitori. Se
inoltre togliamo i 65 oggetti in più di tipo 3 e di peso 3, abbiamo uno spreco
totale di 95 + 65 · 3 = 290, pari appunto a 14.5 contenitori.

17.6 BPP - altri metodi di risoluzione

Per alcuni problemi NP-difficili è possibile ottenere una soluzione in tem-
po polinomiale con errore relativo rispetto all’ottimo limitato da un fattore
costante. In questo caso si usa il termine di algoritmi approssimati. Più esat-
tamente, se si tratta di un problema di minimo con valore ottimo v̂(I) > 0
per l’istanza I del problema P (visto come insieme di istanze) e l’algoritmo
produce una soluzione di valore v(I) tale che
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v(I)
v̂(I)

≤ ε I ∈ P

allora l’algoritmo è, per definizione, un algoritmo ε-approssimato. Se invece si
tratta di un problema di massimo, un algoritmo è ε-approssimato se

v̂(I)
v(I)

≤ ε I ∈ P

La teoria degli algoritmi approssimati è molto interessante, soprattutto per i
risultati teorici di complessità computazionale. Si veda ad esempio [112]. Per
qualche problema il valore di ε è abbastanza basso da rendere l’algoritmo una
valida alternativa ad algoritmi che garantiscono l’ottimalità ma con tempi
troppo elevati.

È questo ad esempio il caso per il BPP per il quale esistono diversi algo-
ritmi approssimati [45]. Si consideri il seguente algoritmo: si fissa un ordine
per i contenitori; si ordinano tutti gli oggetti secondo un peso decrescente; si
inseriscono gli oggetti (seguendo l’ordine degli oggetti) nel primo contenito-
re (secondo l’ordine dei contenitori) che abbia capacità residua sufficiente a
contenere l’oggetto. Si può dimostrare che per tale algoritmo si ha

v(I)
v̂(I)

≤ 11
9

+
4

v̂(I)
I ∈ P

Data la presenza del termine 4/v̂(I) si dice che l’algoritmo è asintoticamente
approssimato. Quindi l’errore garantito è poco più del 20% nel caso peggiore.
Nella pratica tale algoritmo produce risultati molto soddisfacenti. Per istanze
abbastanza piccole l’algoritmo fornisce quasi sempre la soluzione ottima.

L’algoritmo è polinomiale se supponiamo che i valori bi siano polinomial-
mente limitati rispetto a m, altrimenti il solo inserimento degli oggetti ad
uno ad uno è pseudopolinomiale. Sotto quest’ipotesi l’algoritmo è polinomiale
perché richiede inizialmente un ordinamento dei tipi (O(m log m)) e l’opera-
zione di inserimento richiede, per ogni oggetto la scansione dei contenitori che
comunque non supera il numero totale degli oggetti (polinomiale per ipotesi).

Applichiamo l’algoritmo alla precedente istanza, di cui riportiamo qui per
comodità i valori

b 35 50 20 70 60 40 100 25

w 8 2 3 9 15 11 6 16

e K = 20. L’algoritmo inserisce dapprima i 25 oggetti di tipo 8 e di peso 16 in
25 contenitori. Poi inserisce i 60 oggetti di tipo 5 e di peso 15 nei contenitori
da 26 a 85 e i 40 oggetti di tipo 6 e di peso 11 nei contenitori da 86 a 125.
Gli oggetti di tipo 4 di peso 9 possono essere inseriti nei contenitori da 86 a
125 (riempiendoli completamente) e nei successivi contenitori da 126 a 140
(due per contenitore). Gli oggetti di tipo 1 di peso 8 vanno inseriti in nuovi
contenitori da 141 a 158 (uno solo nel contenitore 158). Gli oggetti di tipo
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7 e peso 6 possono essere inseriti uno nel contenitore 158 e gli altri 99 in 33
contenitori da 159 a 191. A questo punto i primi 25 contenitori hanno capacità
residua uguale a 4 e quindi possiamo inserire i 20 oggetti di tipo 3 e peso 3 nei
contenitori da 1 a 20. I contenitori da 21 a 25 hanno capacità residua uguale a
4 e quelli da 26 a 85 capacità residua uguale a 5. Quindi c’è spazio sufficiente
per inserire i 50 oggetti di tipo 2. Il metodo ha prodotto una soluzione che
richiede 191 contenitori. L’errore è

191− 185
185

=
6

185
= 3.24 %

quindi abbondantemente inferiore al caso peggiore precedentemente indicato.
Riassumendo, si sono esaminati tre modelli. Il modello (17.4) ha m +

p vincoli e (m + 1) p variabili. Il modello compatto (17.15) ha m + K + 1
vincoli e 1 + (m + 1) K variabili, cioè un numero pseudopolinomiale di vincoli
e variabili (a causa del termine K). Il modello (17.11) ha solo m vincoli ma
un numero esponenziale di variabili. Sembrerebbe quindi che il modello (17.4)
sia più vantaggioso. Invece, come già sottolineato, il modello (17.4) è del tutto
inefficiente.

17.7 Schedulazione multiprocessore

Nel problema noto come schedulazione multiprocessore (multiprocessor sche-
duling) sono definiti dei lavori da eseguirsi su un insieme p di macchine uguali.
Il lavoro j ha una durata wj . Ogni lavoro deve essere eseguito senza interruzio-
ne e ogni macchina può eseguire al massimo un lavoro alla volta. Il problema
consiste nell’assegnare i lavori alle macchine in modo che il tempo massimo
di completamento dei lavori sia il minimo possibile.

L’analogia con il BPP (nella versione con bi = 1) si trova associando
macchine con contenitori, lavori con oggetti, durate dei lavori con pesi degli
oggetti, tempo massimo di esecuzione con capacità. Il numero di macchine è
fissato (mentre il numero di contenitori viene minimizzato nel BPP) e il tempo
massimo di esecuzione viene minimizzato (mentre la capacità è fissata).

Si potrebbe pensare di modellare il problema come in (17.4), ovvero
scrivere

min K∑
i

xij = 1 j ∈ J

∑
j

wj xij ≤ K i ∈ [p]

xij ≥ 0 intero

(17.16)

Tuttavia, come già visto, il modello non è efficiente. Modellare il problema
usando l’idea degli schemi di riempimento ammissibili sembra difficile, perché
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ora la capacità è variabile e quindi bisognerebbe stabilire una relazione fra
schemi di riempimento (tutti ammissibili indipendentemente dalla capacità)
e valore di capacità.

Risulta più conveniente risolvere questo problema indirettamente tramite
il BPP effettuando una ricerca binaria sui valori di capacità che ammettono
un numero di macchine uguale a p.

Applicando quest’idea sempre alla stessa istanza del BPP e immaginando
di avere a disposizione 150 processori, risolviamo il BPP ponendo K = 40 (il
doppio di K = 20 per il quale sappiamo già che 150 processori sono insuffi-
cienti). Si ottiene una soluzione con m = 85.25 contenitori. Conviene eseguire
la ricerca binaria con il modello rilassato e solo nella fase finale passare alla
soluzione intera. Poniamo allora K = 30 e otteniamo m = 113.66. Poniamo
K = 25 e otteniamo m = 138.4375. Poniamo K = 23 e otteniamo m = 152.5.
Poniamo allora K = 24 e otteniamo m = 142.0833. A questo punto risolvia-
mo (con le colonne presenti e senza aggiungerne altre) imponendo l’interezza e
otteniamo m = 144. Non sappiamo se esiste una soluzione di valore m = 143,
ma la cosa non ha importanza. Siccome i dati sono interi anche il valore ot-
timo di K deve essere intero. Siccome per K = 23 si ottiene una soluzione
con m > 150 (già il rilassamento è maggiore di 150) allora l’ottimo è K = 24.
Quindi 150 processori (ne basterebbero 144) possono processare tutti i lavori
entro 24 unità di tempo.

17.8 Coperture, impaccamenti e partizioni di insiemi

Sia data una matrice 0-1 A. Consideriamo i tre seguenti problemi:

min 1�x

A x ≥ 1

x ∈ {0, 1}n

max 1�x

A x ≤ 1

x ∈ {0, 1}n

A x = 1

x ∈ {0, 1}n

Possiamo interpretare la matrice A come un elenco di sottoinsiemi. Più
esattamente possiamo associare ad ogni riga di A un elemento di un insieme
di base (che ha quindi tanti elementi quante sono le righe). Ogni colonna può
essere vista come il vettore d’incidenza di un particolare sottoinsieme: data
una colonna, i suoi valori uguali a 1 sono elementi presenti nel sottoinsieme.
Allora ogni colonna e ogni variabile sono in corrispondenza con un particolare
sottoinsieme. Le variabili binarie indicano, al solito, se un sottoinsieme viene
scelto.

Nel problema a sinistra il vincolo impone che bisogna scegliere una famiglia
di sottoinsiemi in modo che ogni elemento dell’insieme base sia presente in
almeno un sottoinsieme, ovvero, come si usa dire, sia ‘coperto’ dalla famiglia
di sottoinsiemi. Si vuole anche trovare la famiglia meno numerosa che soddisfi
questo requisito. Questo problema prende il nome di copertura di insiemi (set
covering).
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Nel problema centrale il vincolo richiede che i sottoinsiemi della famiglia
siano disgiunti fra loro: nessun elemento può far parte di più di un insieme.
Questa volta l’obiettivo è di trovare la famiglia più numerosa che soddisfi
il requisito. Non potendo sovrapporre gli insiemi è come se fossero impac-
cati dentro l’insieme base. Per questo motivo il problema prende il nome di
impaccamento di insiemi (set packing).

Infine il terzo problema richiede che entrambe le proprietà siano soddisfat-
te. Gli insiemi devono perciò costituire una partizione dell’insieme base e il
problema si chiama allora partizione di insiemi (set partition). I vincoli sono
cos̀ı stringenti in questo problema che il solo trovare una soluzione ammissibile
è un problema NP-difficile. Per questo motivo manca la funzione obiettivo.
Questo non toglie che in alcuni problemi la funzione obiettivo (di massimo o
di minimo) sia presente. Gli altri due problemi sono in generale NP-difficili.

Possiamo reinterpretare i problemi pensando alle colonne come l’insieme
base e alle righe come la famiglia di sottoinsiemi. Allora si tratta di scegliere
elementi in modo che: nel primo problema ogni sottoinsieme sia ‘rappresenta-
to’ da almeno un elemento e si vuole minimizzare il numero di rappresentanti;
nel secondo problema nessun sottoinsieme sia rappresentato da più di un ele-
mento (eventualmente può non essere rappresentato) e si vuole massimizzare
il numero di rappresentanti. Infine nel terzo problema ogni sottoinsieme deve
essere rappresentato da esattamente un elemento.

Se si rilassano i vincoli dei problemi di copertura e impaccamento (è suf-
ficiente porre x ≥ 0), si vede che il duale di una copertura rilassata è un
impaccamento rilassato e viceversa. Restringendo il duale ai valori binari ab-
biamo un risultato di dualità debole fra il minimo numero di sottoinsiemi che
siano una copertura e il massimo numero di rappresentanti che stiano in insie-
mi diversi. Il primo numero deve essere sempre maggiore o uguale del secondo.
Se fossero uguali sarebbe una prova di ottimalià. Analogamente il massimo
numero di sottoinsiemi che siano un impaccamento deve essere minore o ugua-
le al minimo numero di rappresentanti che non lascino nessun sottoinsieme
senza rappresentanza. Di nuovo, l’eguaglianza è prova di ottimalità.

Problemi di questo genere si sono già incontrati in Sez. 6.3 nel caso parti-
colare di A matrice d’incidenza di un grafo. Spesso i sottoinsiemi non hanno
tutti lo stesso peso. Definendo pesi cj per ogni sottoinsieme il problema di-
venta semplicemente di minima copertura pesata o di massimo impaccamento
pesato.

min c x

A x ≥ 1

x ∈ {0, 1}n

max c x

A x ≤ 1

x ∈ {0, 1}n

Naturalmente questi problemi possono essere risolti con la PL01. È frequente
però che nelle applicazioni reali il numero di righe di A sia molto elevato
(nell’ordine delle migliaia) e quello delle colonne sia ancora più elevato (anche
centinaia di migliaia). In questi casi le iterazioni del metodo del simplesso sono



17.9 Impaccamenti bi- e tri-dimensionali 335

estremamente lente e conviene passare ad altri metodi. Nell’Esempio 26.3 si
vedrà come applicare tecniche diverse a questi problemi.

17.9 Impaccamenti bi- e tri-dimensionali

Un problema frequente nelle applicazioni industriali consiste nel ritagliare del-
le sagome prefissate da una sagoma molto più grande (che chiameremo lastra
per comodità) cercando di ridurre al minimo lo spreco. Il materiale può tipi-
camente essere di metallo, vetro, legno, stoffa o altro. Le sagome da ritagliare
possono essere generalmente rettangolari, ma altre forme sono possibili (ad
esempio nel caso della stoffa). Molto spesso l’orientazione di ogni singola sa-
goma rispetto alla lastra è arbitraria. Nel caso del vetro c’è il vincolo in più
che le sagome si ottengono con tagli che vanno da una parte all’altra del pezzo
che si taglia.

Un problema studiato già in tempi lontani da Gauss riguarda l’impacca-
mento ottimo di cerchi nel piano e, per estensione di sfere nello spazio a tre
dimensioni e in generale a n dimensioni. Data la regolarità degli oggetti da
impaccare si possono usare tecniche algebriche con notevole successo [47].

Per oggetti meno regolari i risultati sono molto meno soddisfacenti. Inoltre
non si riesce a replicare il successo dei metodi per impaccamenti unidimen-
sionali (come nel problema dello zaino e dell’impaccamento di contenitori).
Manca ancora un approccio robusto ed unificante a questo tipo di problemi.
Una modellizzazione del problema come un insieme stabile dove i nodi sono le
possibili posizioni sulla lastra di ogni sagoma (previa discretizzazione oppor-
tuna del piano) e ogni arco rappresenta la sovrapponibilità di due sagome, si
scontra subito con la dimensione del grafo che viene generato. Quindi questo
approccio non è in generale raccomandabile.

Il problema viene affrontato soprattutto con tecniche euristiche. Per una
rassegna di vari metodi, relativamente al caso di sagome rettangolari si veda
[148]. Interessante è anche l’approccio di tipo teorico in [72, 73, 74]. Per un
problema che riguarda generiche sagome poligonali si veda anche [60].

In tre dimensioni il problema si complica ulteriormente. Mentre delle sago-
me bidimensionali possono occupare posizioni qualsiasi su una lastra, oggetti
reali non possono occupare posizioni qualsiasi nello spazio. Gli oggetti devo-
no appoggiarsi l’uno sull’altro in modo stabile e inoltre, siccome sono sempre
presenti problemi di peso, anche in modo da non sfondare gli oggetti sottostan-
ti. Se il problema riguarda l’inserimento di merce in un furgone, si aggiunge
spesso un ulteriore problema se la merce deve essere consegnata in posti di-
versi. Gli oggetti da consegnare prima devono essere scaricati senza spostare
quelli da consegnare dopo. Dati tutti questi aspetti problematici, solo euristi-
che si possono applicare, per di più ritagliate sulle particolari caratteristiche
dell’istanza da risolvere.
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Modelli di allocazione
Turnazioni

Sono molte le attività lavorative in cui il servizio non può essere svolto secon-
do un orario regolare e costante nel tempo, ma deve seguire un andamento
temporale variabile a seconda della domanda esterna, che, per le sue caratte-
ristiche, richiede che il servizio venga soddisfatto senza ritardi. Il caso tipico è
costituito dal lavoro ospedaliero. In altri casi la variabilità temporale dipende
dal fatto che il servizio riguarda il trasporto e quindi gli orari di servizio sono
quelli legati al trasporto.

In tutti questi casi bisogna stabilire allora dei turni lavorativi variabili. Si
tratta invariabilmente di problemi complessi perché si devono contemperare
le esigenze di un adeguato livello di servizio verso l’utenza ma anche di turni
lavorativi compatibili sia con i contratti di lavoro che con esigenze di sicurezza.
A questo si aggiunge, nel caso dei trasporti, la notevole complicazione dovuta
agli spostamenti fisici del personale. Più specificatamente una turnazione vie-
ne valutata in base ai seguenti criteri: copertura, non solo in termini numerici
ma anche qualitativi quando diverse competenze sono richieste nell’espleta-
zione del servizio; qualità rispetto al personale; stabilità, cioè quanto i turni
vengano percepiti affidabili e prevedibili dal personale; flessibilità rispetto a
cambiamenti imprevisti della domanda; costo in termini di risorse impiegate.

A grandi linee il problema di stabilire i turni viene diviso in due fasi. Nella
prima si trovano i turni più adatti per minimizzare un’opportuna funzione di
costo che tenga conto dei criteri enunciati. Questa fase viene spesso chiamata
staffing. Nella seconda fase, detta spesso rostering, bisogna assegnare i turni al
personale. La seconda fase si effettua normalmente con un orizzonte temporale
di diverse settimane in modo che il personale conosca con largo anticipo i turni
di lavoro. Anche la prima fase può essere effettuata ripetutamente assieme alla
seconda, specialmente nel caso dei trasporti. Nel caso di servizi, come i call
center o gli ospedali, la prima fase può essere effettuata solo una volta, a meno
di variazioni persistenti nella domanda.

Il caso relativo alla turnazione delle infermiere negli ospedali è stato am-
piamente studiato. Il solo problema di valutare cosa si intenda per livello di
servizio adeguato non è semplice. Si vedano ad esempio [6][164][141]. Una ras-
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segna sui vari aspetti del problema di formare i turni delle infermiere si trova
in [34]. Per aspetti più generali di turnazioni si possono trovare referenze in
[67].

18.1 Modello base per i turni

Come già anticipato nella Sez. 2.6, quando si deve stabilire quali turni asse-
gnare al personale, sono due gli obiettivi principali da perseguire: la qualità
del servizio e il costo del personale. Si tratta di un evidente caso di obiettivi
contrastanti. Il modo tipico di affrontare il problema consiste nel trasforma-
re l’obiettivo della qualità del servizio in un vincolo sul numero di persone
dedicate al servizio in un particolare intervallo di tempo. Tenuto conto che
il servizio ha una caratteristica periodica (giornaliera o settimanale), viene
preliminarmente effettuata un’analisi di come varia la domanda di servizio
durante il periodo. Il periodo viene allora diviso in fasce temporali, non neces-
sariamente della stessa durata, e per ogni fascia si definisce il numero minimo
di addetti necessario a fornire un servizio adeguato.

Per quel che riguarda la parte relativa al personale, ogni addetto lavora
per una specificata parte del periodo, chiamata turno. Spesso i turni sono un
dato del problema, in quanto il loro tipo, durata e distribuzione nel periodo
può essere frutto di negoziazioni fatte nel passato e, almeno nell’immediato,
non modificabili.

Nel modello base ogni turno consiste di un numero fisso di ore consecutive
e i turni differiscono fra di loro solo per l’orario d’inizio. Il periodo viene
allora diviso secondo intervalli compatibili con la suddivisione sia per turni
che per fasce orarie. Il modello che minimizza il numero di addetti è il semplice
modello di PL già presentato in Sez. 2.7

min
∑
j∈J

xj

∑
j∈J

aij xj ≥ bi i ∈ I

x ≥ 0, intero

(18.1)

dove I è l’insieme delle fasce orarie e J è l’insieme dei turni. La matrice
A = {aij} è definita come

aij =
{ 1 se il turno j copre la fascia i

0 altrimenti

Bisogna distinguere il caso in cui c’è un’interruzione di servizio fra l’ultima
fascia del periodo e la prima del periodo successivo da quello in cui il servizio è
ciclico e non subisce mai interruzioni. Se ogni turno è fatto di ore consecutive,
nel primo caso ogni colonna della matrice A ha tutti gli uni contigui, mentre
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nel secondo caso questo non succede per i turni che sono a cavallo di due
periodi.

Esaminiamo inizialmente il primo caso che è il più semplice. Una matrice
0-1 in cui ogni colonna ha gli uni in un unico blocco contiguo, gode della note-
vole proprietà di essere totalmente unimodulare, esattamente come la matrice
d’incidenza nodi-archi di un grafo orientato. La dimostrazione di questa pro-
prietà si trova in Appendice. Quindi c’è la garanzia che la soluzione di (18.1)
sia intera, senza doverlo imporre.

È molto probabile che vi siano diversi ottimi alternativi di (18.1). Si può
allora scegliere quello ‘migliore’. Naturalmente bisogna esplicitare cosa si in-
tende per ‘migliore’. La domanda di servizio è una variabile aleatoria che è
stata stimata fissando i valori bi. Può avvenire che la domanda in una certa
fascia oraria sia più elevata del previsto e il valore bi di addetti sia insufficien-
te a farvi fronte. Quindi se per una certa soluzione x̄j si ha

∑
j∈J aij x̄j = bi

per una certa fascia oraria i, c’è il rischio che quella fascia oraria non ab-
bia, a volte, un servizio adeguato. In modo simmetrico, se invece la quantità∑

j∈J aij x̄j − bi = si è positiva con un valore elevato, significa che in quella
fascia oraria il numero di addetti è superiore al bisogno e quindi si tratta di
personale sottoutilizzato.

Quindi è opportuno che i valori si siano uniformi. Un modo semplice per
ottenere questo risultato è quello di aggiungere a (18.1) i vincoli 0 ≤ si ≤ K,
per ogni i, variando K (ad esempio con ricerca binaria, ma i valori sono cos̀ı
bassi che la ricerca binaria non serve in pratica) fino a trovare il minimo valore
di K che rende ammissibile (18.1). Se gli uni della matrice sono contigui la
soluzione è ancora intera anche aggiungendo questo vincolo.

Notiamo che non sarebbe una buona idea quella di minimizzare la somma
degli scarti si pesati per la durata delle fasce orarie. Infatti se indichiamo con
ti la durata della fascia oraria i-ma, si ha∑

i

ti si =
∑

i

ti (
∑
j∈J

aij xj − bi) =
∑

j

(
∑

i

aij ti)xj −
∑

i

ti bi

da cui si vede che minimizzare gli scarti pesati è esattamente equivalente a
minimizzare il numero globale di ore lavorate (

∑
i aij ti è la durata del turno

j) e quindi si ripeterebbe il risultato precedente.
Nel caso in cui il servizio non subisce interruzioni il fatto che gli uni non

siano contigui per tutti i turni a cavallo di due periodi consecutivi, toglie la
proprietà d’interezza alle soluzioni. Tuttavia, se la soluzione non è intera vale
un interessante risultato che rende semplice la risoluzione del problema. In
particolare supponiamo che la matrice A abbia la seguente struttura ciclica:
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A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(18.2)

La matrice A non è totalmente unimodulare. Però, se si aggiunge il vincolo∑
j xj = K a (18.1) c’è la garanzia di interezza delle soluzioni. A questo punto

la strategia per ottenere una soluzione intera di (18.1) (se A ha la struttura
come in (18.2)) è la seguente: se la soluzione x̂ di (18.1) non è intera si aggiunge
il vincolo

∑
j xj = K, con K = �∑j x̂j�. Se non ci sono soluzioni ammissibili

si pone K = �∑j x̂j� e si risolve, questa volta con la garanzia di interezza e
di ammissibilità. La dimostrazione di queste proprietà si trova in Appendice.

18.2 Modello generale per i turni

In presenza di turni diversi dai due casi precedenti, la garanzia d’interezza vie-
ne persa. Tuttavia si tratta di problemi di PL01 non particolarmente ostici.
Questo fatto insieme con la flessibilità offerta dai modelli di PL01 ne racco-
manda l’uso in molte circostanze. Come esempio, si supponga che, in base agli
accordi presi, i turni prevedano due giorni di riposo ogni settimana, non più
di cinque giorni consecutivi di lavoro e almeno un fine settimana (sabato e
domenica) libero ogni due. In questo problema il servizio non viene suddiviso
in fasce orarie ma in giorni. Analogamente anche i turni hanno come unità di
misura il giorno.

Per affrontare il problema va specificato meglio cosa si intende per due
giorni ogni settimana. Potremmo decidere che la settimana va da luned̀ı a
domenica e quindi all’interno di questi giorni ci devono essere due giorni liberi,
che possono eventualmente coincidere con il fine settimana libero. Considerato
che un fine settimana ogni due deve essere libero, la settimana con il fine
settimana libero non può che essere fatta in un modo. La settimana successiva
non può che avere la domenica libera (a causa del vincolo sui cinque giorni
lavorativi). Questo significa che non si può far lavorare nessuno di domenica
e quindi non vi può essere nessuna soluzione ammissibile.

Allora bisogna adottare un altro punto di vista, ad esempio che ‘due giorni
liberi alla settimana’ significhi in media. Quindi su un periodo di due settima-
ne, dato che due giorni liberi sono già fissati, si tratta di assegnare due giorni
liberi fra un luned̀ı e il venerd̀ı della settimana successiva. Si ha allora l’elenco
di turni in Tabella 18.1.

Bisogna adesso aggiungere i turni che hanno l’altro fine settimana libero.
Quindi, a parte il primo turno (con entrambi i fine settimana liberi), tutti gli
altri (ottenuti semplicemente scambiando i primi sette elementi del vettore
con i secondi sette) vanno aggiunti alla lista per un totale di 41 turni.
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

S D L M M G V S D L M M G V S D

0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Tabella 18.1.

Supponiamo che il servizio richieda la presenza dei seguenti addetti nei
giorni della settimana (da luned̀ı a domenica): 6, 6, 7, 8, 6, 5, 3. A parte i costi
fissi, rappresentati dal numero di addetti necessario, ogni turno ha un costo
aggiuntivo cj causato dal lavoro fatto di sabato o domenica. In particolare
supponiamo che il costo sia uguale a 2 se il turno include solo il sabato, uguale
a 3 se include solo la domenica e uguale a 4 se include entrambi. Allora, oltre al
numero di addetti, si vuole minimizzare in subordine anche il costo. Pertanto
si crea la funzione obiettivo

10000
∑

j

xj +
∑

j

cj xj

Con questo obiettivo si risolve il problema (18.1). Si ottiene subito una solu-
zione intera che prevede 10 addetti con un costo aggiuntivo uguale a 32. Ad un
esame della soluzione si vede però che non è soddisfacente in quanto in molte
giornate il numero di addetti è di molto superiore al valore richiesto (fino a 5).
Allora si aggiunge il vincolo si ≤ K. Si ottengono soluzioni ammissibili per
K = 4, 3, 2, in successione, ma per K = 1 non ci sono soluzioni ammissibili.
Si esamina allora la soluzione per K = 2. Questa ha ancora 10 addetti e costo
32. Quindi è uno degli ottimi alternativi del problema. Tuttavia la soluzione
non risulta ancora soddisfacente. Il motivo dell’insoddisfazione è causato dal
fatto che i turni che hanno un particolare fine settimana libero sono diversi da



342 18 Modelli di allocazione – turnazioni

quelli con l’altro fine settimana libero. Per vari motivi è bene che la soluzione
sia equilibrata. Questa esigenza viene modellata con il vincolo

xj = xj+20, j = 2, . . . , 21

La soluzione finale, sempre con 10 addetti e costo 32 ma questa volta
soddisfacente, è la seguente:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L M M G V S D L M M G V S D
6 6 7 8 6 5 3 6 6 7 8 6 5 3

2 2 2 2 0 2 2 2 0 2 2 2 0 0
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
2 0 2 2 2 0 0 2 2 2 2 0 2 2
1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

In questo esempio, di piccole dimensioni, non è stato problematico generare
esplicitamente tutti i turni possibili. Ma se si fosse deciso di considerare un
orizzonte temporale più lungo, ad esempio un mese, e ci fossero regole diverse
che permettono una maggiore flessibilità, allora una generazione esplicita di
tutti i turni sarebbe fuori discussione. Bisogna in questi casi ricorrere ad una
tecnica di generazione di colonne, cioè di turni ammissibili. Il vincolo duale di
(18.1) è ∑

i

aij yi ≤ cj

la cui verifica porta al seguente problema

min
z∈Z

cz −
∑

i

yi zi (18.3)

dove Z è l’insieme dei vettori 0-1 corrispondenti a turni ammissibili. Quindi
per ogni turno (vettore) z, è definito un costo cz al quale si deve sottrarre la
somma degli yi calcolata sulle fasce (giorni) coperti dal turno z. In generale
non è possibile dire se (18.3) sia un problema facilmente risolubile in modo
esatto. La Programmazione dinamica è spesso un utile strumento per risolvere
problemi di questo tipo.

Ad esempio si supponga che i vincoli da rispettare siano: i giorni consecu-
tivi di lavoro possono essere solo 3, 4 o 5 e in quattro settimane ci deve essere
un fine settimana libero di 3 giorni (cioè con il venerd̀ı) più altri 5 giorni di
riposo. Rispetto al problema precedente semplifichiamo i costi, assumendo che
il costo di lavorare sia la domenica che il sabato sia la somma dei due costi
separati (altrimenti il problema si può ancora trattare con la Programmazio-
ne dinamica, solo che è un po’ più complicato). Indichiamo con cs e con cd il
costo del sabato e della domenica rispettivamente.
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Figura 18.1.

Per modellare (18.3) con la Programmazione dinamica, conviene definire
un orizzonte temporale di 4 settimane e fissare quale fine settimana sia quello
libero e risolvere 4 problemi separati, uno per ogni fine settimana. Per ogni
problema si fissino i seguenti indici: i = 0, . . . , 25 (= 4 · 7 − 3) per indicare
il giorno che si considera all’interno delle quattro settimane, w = 0, . . . , 5
per indicare i giorni consecutivi di lavoro accumulati fino al giorno i incluso,
r = 0, . . . , 5 per indicare i giorni totali di riposo (i incluso). A questo punto lo
‘stato’ del calcolo è rappresentato dalla terna di indici (i, w, r). Per ogni terna
di indici bisogna definire le transizioni ammesse verso altre terne di indici. Le
transizioni possibili sono

(i− 1, w, r) →
{

(i, w + 1, r) se w ≤ 4 e i è giorno di lavoro
(i, 0, r + 1) se w ≥ 3, r ≤ 4 e i è giorno di riposo

Le terne (i, w, r) identificano i nodi di un grafo i cui archi sono le transizioni
ammissibili. Partendo dallo stato (0, 0, 0) bisogna trovare un cammino minimo
verso uno degli stati (25, w, 5). Il grafo è aciclico e quindi i costi degli archi
possono avere qualsiasi segno. Il costo del cammino viene valutato con i se-
guenti costi. Alle transizioni corrispondenti ad una scelta di giorno di riposo



344 18 Modelli di allocazione – turnazioni

si assegna costo nullo, mentre a quelle corrispondenti ad una scelta di giorno
di lavoro, si assegna il costo

c̄i =

{−yi + cd se i è domenica
−yi + cs se i è sabato
−yi altrimenti

Quindi la ricorsione di Programmazione dinamica è, indicando con V (i, w, r)
il costo ottimo di raggiungere il nodo (i, w, r),

V (i, w, r) =
{

V (i− 1, w − 1, r) + c̄i se w > 0
minv=0;3≤v≤5 {V (i− 1, v, r − 1)} se w = 0

intendendo che i termini possono non essere presenti se la transizione non è
ammissibile. Si veda in Fig. 18.1 il grafo per dei dati ridotti (per esigenze di
disegno) di 11 giorni, con giorni lavorativi consecutivi uguali a 1, 2 o 3 e nume-
ro totale di giorni di riposo uguale a 4. Sono indicati solo i nodi raggiungibili
dal nodo iniziale. In figura i nodi con lo stesso indice i sono situati su uno
stesso livello orizzontale. Quelli con lo stesso indice r sono racchiusi dentro i
poligoni tratteggiati e l’indice w è reso con gradazioni di grigio. Gli archi ver-
ticali corrispondono ad un giorno di lavoro e quelli diaqonali ad un giorno di
riposo. Il cammino deve connettere il nodo in alto a sinistra con uno qualsiasi
dei nodi a livello 11. Se fosse presente anche il vincolo di un numero minimo
di giorni lavorativi consecutivi, come bisognerebbe modificare il grafo?

Applichiamo questo modello al problema precedente, utilizzando le me-
desime esigenze di servizio giornaliere, ma con le nuove regole sulle quattro
settimane. Il modello viene inizializzato con un turno fittizio che copre tutti i
28 giorni e al quale viene assegnato un costo elevatissimo, in modo che venga
escluso dalla soluzione al più presto. Poi vengono generati 93 turni ottenen-
do una soluzione ottima frazionaria che prevede 8.4444 addetti e un costo di
32 pari al numero di sabati e domeniche lavorativi (non c’è distinzione fra i
singoli giorni e i due giorni consecutivi). Applicando il vincolo d’interezza al
problema con le colonne generate e imponendo un vincolo si ≤ 1 si ottiene
una soluzione con 9 addetti (e quindi ottima come numero di addetti) e costo
33. Se invece si pone si ≤ 2 si ottengono 9 addetti con costo 32. Qui sotto
viene riportata la soluzione di costo 33.

L M M G V S D L M M G V S D L M M G V S D L M M G V S D

1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0

1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0

1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0

1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1

Questa soluzione non presenta turni equivalenti, quindi nella fase di
rostering bisognerebbe operare una rotazione dei turni fra gli addetti.
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18.3 Assegnazione dei turni agli addetti

Tutto il calcolo per calcolare i turni ed assegnarli agli addetti può essere visto
come una sequenza dei seguenti cinque stadi: 1) determinazione dei turni,
2) determinazione del minimo numero di addetti, 3) definizione dei periodi
di riposo, 4) definizione dei periodi di lavoro e di riposo per ogni addetto,
5) assegnazione dei turni agli addetti.

Quanto esposto nelle precedenti sezioni si riferisce essenzialmente agli stadi
1 e 2, anche se, limitatamente a brevi interruzioni per riposo e in un orizzonte
temporale ravvicinato, si è anche visto come trattare 3 e 4. La divisione in
una fase di staffing (stadi 1 e 2) e in una fase di rostering (3, 4 e 5) è quella
più frequentemente adottata, ma si può anche affrontare il problema con una
fase di rostering allargata che include lo stadio 2.

Questo è ad esempio l’approccio adottato in [37], dove viene proposto un
modello di PL01 che tiene conto simultaneamente delle esigenze degli stadi da
2 a 5, e che presenta dei buoni risultati computazionali.

Limitandosi a risolvere gli stadi da 3 a 5, si può affrontare il problema a
partire dalla soluzione fornita dagli stadi 1 e 2. Entro un orizzonte temporale
limitato, da un giorno a due settimane ad esempio, sono stati calcolati i turni
e il numero di addetti per turno per un totale di m addetti. Ora questo schema
di turni viene replicato fino a coprire un orizzonte temporale abbastanza lungo
(da uno a tre mesi).

Un modo semplice di affrontare il problema consiste nel replicare esatta-
mente m volte l’orizzonte breve in modo da poter assegnare i turni ciclicamente
a tutti gli addetti ed avere una soluzione equilibrata. Operare in questo modo
però presenta dei problemi pratici.

Infatti le settimane non sono tutte uguali. La presenza di festività infra-
settimanali altera la periodicità del problema e quindi non è detto che si possa
replicare una soluzione direttamente da settimana a settimana. In questo caso
bisognerebbe aver calcolato altri turni per le settimane diverse dalle altre.

Inoltre ogni addetto ha diritto a periodi più lunghi di riposo di cui bisogna
tener conto e che tipicamente spezzano la ciclicità di una soluzione. Nel mo-
mento in cui si pianifica su un orizzonte temporale abbastanza lungo questi
fattori entrano in gioco.

Supponiamo allora di avere a disposizione l’elenco T di tutti i turni su
un orizzonte sufficientemente lungo. Inoltre siano stati definiti dei possibili
periodi di riposo per ogni addetto. Come nel caso della fase di staffing in cui
tutti i turni scelti dovevano coprire il servizio per ogni fascia oraria, cos̀ı ora,
ad un livello più alto, tutte le assegnazioni devono coprire i turni fissati.

Più in particolare si definisca per ogni addetto un possibile schema di asse-
gnamenti, in cui viene definito quali turni e quali periodi di riposo possono ve-
nire assegnati all’addetto. Sia Si l’insieme di tutti gli schemi di assegnamento
ammissibili per l’addetto i. Allora possiamo definire la matrice

aj
t =

{ 1 se lo schema di assegnamento j ∈ Si copre il turno t
0 altrimenti
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e le variabili

xj =
{ 1 se viene adottato schema di assegnamento j ∈ Si per l’addetto i

0 altrimenti

Questo porta al seguente problema di PL01:

min
∑

i∈[m]

∑
j∈Si

cj xj

∑
i∈[m]

∑
j∈Si

aj
t xj ≥ 1 t ∈ T

∑
j∈Si

xj = 1 i ∈ [m]

xj ∈ {0, 1}

(18.4)

dove cj è il costo da imputare allo schema j. È opportuno notare che in pre-
senza di periodi di riposo più lunghi il numero m di addetti potrebbe essere
insufficiente. È evidente che (18.4) deve essere risolto tramite generazione di
colonne. Come osservato in [37] la limitazione inferiore prodotta dal rilas-
samento di (18.4) è in generale molto forte e quindi è consigliabile questo
approccio, corredato naturalmente anche con l’uso di euristiche per produrre
buoni incombenti.

Tuttavia bisogna trovare un metodo per generare le colonne, che incorpori
le particolari caratteristiche dei turni ammissibili. Come già osservato la Pro-
grammazione dinamica è un utile strumento a questo scopo. Ad esempio la
generazione di colonne viene risolta in [37] sia con la PD che con la PL01.

18.4 Turnazione nei trasporti

Il problema di assegnare i turni nel settore dei trasporti è sempre stato un
problema complesso che in tempi passati si risolveva a mano e poi la soluzione
trovata veniva continuamente ripetuta con pochi aggiustamenti. L’esigenza di
trovare soluzioni più economiche e possibilmente migliori dal punto di vista del
servizio ha portato a formulare modelli di Ricerca Operativa molto complessi
ma anche molto efficaci nel produrre soluzioni migliori. In particolare, l’ambito
di applicazione che ha registrato il successo maggiore riguarda la turnazione
degli equipaggi aerei, tanto da portare alla creazione di ditte espressamente
dedicate a produrre codici commerciali per le compagnie aeree, basati sui
principi della RO.

Ci limitiamo ad una trattazione sommaria del problema della turnazione
per le compagnie aeree (per una rassegna più approfondita si veda ad esempio
[16]). Il problema della turnazione si presenta anche per gli autisti nei trasporti
urbani e per gli equipaggi dei treni. Si segnala a questo riguardo [36, 137].

Una compagnia aerea di dimensioni medio-grandi può gestire qualche cen-
tinaio di voli al giorno. Dovendo pianificare i turni con almeno un mese di
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orizzonte temporale, i voli da prendere in considerazione sono dell’ordine di
10.000–20.000.

Un assistente di volo inizia il servizio dalla sua città base e lo esegue su
un insieme di voli in sequenza, ognuno dei quali parte dallo stesso aeroporto
del precedente arrivo, per terminarlo nella città base. L’insieme di questi voli
può anche durare più di un giorno, nel qual caso sono necessarie delle soste in
qualche albergo. Questo ciclo di voli viene detto pairing. Affinché il ciclo sia
ammissibile devono essere rispettate delle precise regole che dipendono dalla
compagnia aerea e dallo stato. Prima di iniziare un nuovo ciclo deve passare
un periodo di tempo stabilito.

Il numero di cicli ammissibili in un insieme di 10.000–20.000 voli è ovvia-
mente astronomico ed è impossibile generarli tutti. Il modello che si usa è
un tipico modello di copertura d’insiemi in cui l’insieme dei voli deve essere
coperto da almeno un ciclo, con generazione di colonne (cioè di cicli). Ma in
questo caso il master problem presenta notevoli difficoltà a causa delle sue
dimensioni, 10.000–20.000 righe e centinaia di migliaia di colonne. Questo si
può fare con speciali implementazioni dell’algoritmo del simplesso per la PL.

Il nocciolo del problema consiste nella generazione delle colonne tenen-
do conto dei costi e dei vincoli imposti dalle esigenze di servizio. Anche se
questo calcolo può essere complesso e richiedere tempi di calcolo di diverse
ore, tuttavia il vantaggio economico che può derivare anche da un migliora-
mento dell’ 1% si moltiplica in un costo assoluto molto elevato, che giustifica
l’investimento computazionale.

Si noti che il modello è di copertura e non di partizione d’insiemi. Quindi
si ammette che un volo possa essere coperto da due cicli. Qualche volta questo
risulta conveniente. In questo caso uno solo degli assistenti di volo esegue il
servizio e l’altro (o gli altri) esegue semplicemente un viaggio di trasferimento,
cosiddetto deadheading.

18.5 Appendice

Totale unimodularità di una matrice con blocchi di 1 contigui

Ad ogni matrice si può sostituire una riga con la differenza fra la stessa riga ed
una qualsiasi altra riga senza che il determinante cambi. Infatti una tale operazione
può essere scritta come il prodotto di due matrici:⎛

⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝

1 0 2 4
2 1 0 3
0 2 1 1
3 0 1 1

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

1 0 2 4
−1 1 −1 2

0 2 1 1
3 0 1 1

⎞
⎟⎠

La prima matrice è derivata da una matrice identica in cui la seconda riga è stata
sostituita dalla differenza fra la seconda e la quarta riga. La moltiplicazione di questa
matrice per una matrice qualsiasi produce su questa matrice lo stesso risultato di
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sostituire la seconda riga con la differenza fra la seconda e la quarta. Il determinante
della prima matrice è 1 e siccome il determinante di un prodotto è uguale al prodotto
dei determinanti, discende la proprietà enunciata.

Questa operazione di sostituzione può essere ripetuta in successione su un in-
sieme qualsiasi di righe producendo sempre una matrice con lo stesso determinante
di quella iniziale, in quanto l’operazione può essere vista come una successione di
prodotti di matrici. Attenzione però! Ogni operazione va eseguita sulla matrice ri-
sultante dalla operazione precedente affinché il risultato sia valido. Se le sostituzioni
sono effettuate sempre sulla matrice iniziale il determinante è diverso in generale.

Come esempio si consideri la prima delle tre matrici sotto riportate. La seconda
è ottenuta dalla prima sostituendo, in successione, la prima riga con la differenza
fra la prima e la seconda, la terza con la differenza fra la terza e la prima e infine la
seconda con la differenza fra la seconda e la terza. La terza matrice è invece ottenuta
operando le medesime sostituzioni ma sempre sulla matrice iniziale. Si può verificare
che il determinante della prima e della seconda matrice vale 1, mentre quello della
terza vale 0. (

1 2 3
0 1 2
1 1 2

) (
1 1 1
0 1 1
0 0 1

) (
1 1 1

−1 0 0
0 −1 −1

)

In particolare ora, data una qualsiasi matrice 0-1 con blocchi di 1 contigui su
ogni colonna, si sostituisca ad ogni riga la differenza con la riga successiva (tranne
l’ultima). Si ottiene:

⎛
⎜⎜⎝

1 −1 0 0 0
0 1 −1 0 0
0 0 1 −1 0
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 1 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
0 1 1 0 1
0 1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0 −1 0 0 −1
0 0 −1 1 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎠

da cui si vede che la nuova matrice ha la stessa struttura di una matrice d’incidenza
nodi-archi di un grafo orientato e quindi è totalmente unimodulare.

Correttezza della procedura per la turnazione ciclica

Si aggiunga ai vincoli (18.1) il vincolo sulla somma delle variabili. Si ha cos̀ı una
matrice fatta nel seguente modo

A′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

e un vettore dei termini noti b′ = (b, K). Un vertice del poliedro definito dai vincoli
A′ x ≥ b′ è definito dalla soluzione di un sistema lineare formato da qualche colonna
di A′ e da qualche colonna di un matrice identica negativa (dovuta alle variabili di
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scarto). Si sostituisca ogni colonna di A′, tranne l’ultima, con la differenza fra la
colonna e la successiva (prima si è fatto lo stesso tipo di operazione sulle righe). Si
ottiene ⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 −1 0 1
0 1 0 0 0 −1 1
0 0 1 0 0 0 0

−1 0 0 1 0 0 0
0 −1 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Nel calcolo del determinante di questa matrice più qualche colonne dell’identica
negativa, si può iniziare dall’unico 1 che compare nell’ultima riga (la parte relativa
alla matrice identica non ha 1 nell’ultima riga in quanto il vincolo sulla somma è di
eguaglianza). In questo modo si elimina la colonna di questo 1 e ciò che rimane è
una matrice in cui ogni colonna ha un 1 e un meno -1, oppure solo un -1 (la parte
dell’identica). Quindi il determinante non può che essere -1, 0 o 1. Quindi, se K è
intero, i valori b′i sono interi ed anche ogni soluzione di

v(K) = min c x

A x ≥ b

1x = K

x ≥ 0

(18.5)

è intera, purché esistano soluzioni ammissibili. Sia K̄ =
∑

j
x̄j con x̄j ottimo di

v = min c x

A x ≥ b

x ≥ 0

(18.6)

Per ogni K si ha v(K̄) ≤ v(K). Infatti v = v(K̄) e aggiungere il vincolo 1x = K a
(18.6) implica v ≤ v(K). Il duale di (18.5) è

v(K) = max b y + K z

y A + 1�z ≤ c

y ≥ 0

(18.7)

L’insieme ammissibile di (18.7) non dipende da K. Quindi v(K) è funzione convessa
lineare a tratti (nell’insieme ammissibile basta considerare i vertici, in numero finito),
che, per l’osservazione precedente ha minimo in K = K̄. Allora l’ottimo intero di
(18.7) si trova ponendo

K ∈
{⌊

K̄
⌋

,
⌈
K̄
⌉}
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Modelli di percorsi
Rotte di veicoli

Uno dei problemi più rilevanti in cui è necessario ricorrere a modelli quan-
titativi in grado di esplorare in modo efficace l’enorme numero di soluzioni
alternative possibili e di trovare soluzioni efficienti e di basso costo riguarda
il settore dei trasporti. Vari fattori sono presenti: trovare percorsi di costo
minimo, distribuire i carichi in modo compatibile con le capacità, consegnare
la merce nei tempi prefissati, trovare una turnazione ammissibile ed efficiente
per il personale viaggiante. Come si vede ognuno di questi fattori, oggetto di
studio nei precedenti capitoli (la consegna nei tempi fissati è un problema di
schedulazione e verrà esaminato nei prossimi capitoli), presenta già da solo
difficoltà risolutive notevoli. La loro interazione dà inevitabilmente luogo a
problemi di un ordine di difficoltà superiore. Tuttavia un uso molto accorto di
diverse tecniche risolutive può dare risultati soddisfacenti. In questo capitolo
si presentano solo le questioni di base legate al problema. Una panoramica ab-
bastanza completa sulle tecniche e sulle applicazioni si può trovare in [94, 213].
La letteratura in questo campo è comunque vastissima.

19.1 Rotte di veicoli con capacità uguali

Nella Sez. 16.5 si è visto che il problema di generare K circuiti disgiunti,
tranne nel deposito, che visitino tutti i nodi di un grafo e di lunghezza totale
minima è facilmente trasformabile in un normale TSP. Tuttavia quella tra-
sformazione non è in grado di discriminare le varie parti del circuito globale
che corrispondono ai diversi circuiti. Quindi, se si vogliono dei circuiti che
soddisfino a particolari vincoli, bisogna adottare un approccio diverso.

Siano K i circuiti da calcolare. Supponiamo inoltre che siano definite quan-
tità ri per ogni nodo (merce da consegnare nel nodo i) e che la capacità di ogni
veicolo sia C. Per identificare i vari circuiti si introducono variabili zk

i binarie
tali che zk

i = 1 se e solo se il nodo i appartiene al circuito k (poniamo subito
zk
1 = 1 per ogni k identificando il nodo 1 con il deposito). Bisogna anche poter

distinguere le variabili d’arco a seconda del circuito d’appartenenza, quindi
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xk
e = 1 se e solo se l’arco e è percorso dal circuito k. Il prezzo da pagare è

che il modello diventa molto più grande, in particolare il numero di variabili
passa da m = n (n− 1)/2 a K (m + n) e il numero di vincoli da n a K (n + 1)
(escludendo i vincoli di sottocircuito). La parte relativa ai vincoli di grado nei
nodi è ∑

e∈δ(i)

xk
e = 2 zk

i i ∈ N, k ∈ [K]

Siccome ogni nodo deve appartenere ad esattamente un circuito deve valere∑
k∈K

zk
i = 1 i ∈ N \ 1 (19.1)

inoltre il vincolo di capacità si può esprimere come (si ponga per semplicità
r1 := 0) ∑

i∈N

ri zk
i ≤ C k ∈ [K]

e l’obiettivo è
min

∑
k∈K

∑
e∈E

ce xk
e

I vincoli di sottocircuito diventano∑
e∈δ(S)

∑
k∈K

xk
e ≥ 2 S ⊂ N

Un aspetto computazionale critico riguarda la simmetria del problema. Per
ogni soluzione ce ne sono K! equivalenti ottenute per semplice permutazione
dei circuiti. Questo non sarebbe vero se i veicoli avessero tutti capacità diverse.
Ma avendo supposto la stessa capacità per ogni veicolo, il problema è del tutto
invariante rispetto ai diversi veicoli. La simmetria in problemi di questo genere
ha dei pesanti effetti computazionali, come si è già avuto modo di sottolineare.

Come sempre bisogna eliminare la simmetria. Ad esempio, come già fatto
in altri casi, si può imporre, senza perdita di soluzioni, che il nodo 2 appartenga
al circuito 1, il nodo 3 appartenga al circuito 1 o 2, il nodo 4 al circuito 1, 2 o
3 e cos̀ı via. Allora il vincolo d’assegnamento (19.1) si può più efficacemente
scrivere come

min{i−1,K}∑
k=1

zk
i = 1 i ∈ N \ 1 (19.2)

19.2 Rotte di veicoli con capacità diverse

La differenza rispetto al modello precedente è che dobbiamo anche identificare
il tipo di veicolo con un circuito. Supponiamo che vi siano H tipi di veicoli
e che per ogni tipo sia assegnati i valori Kh, numero di veicoli disponibili di
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tipo h, e Ch capacità dei veicoli di tipo h. Il numero globale di circuiti sarà
allora K =

∑
h Kh. Questo problema è il problema della consegna delle merci

esposto in Sez. 2.12, dove si era illustrato un modello alquanto complesso di
risoluzione. Ora consideriamo invece un approccio diretto al problema simile
al caso precedente.

Le variabili binarie in questo modello sono xhk
e che denota se l’arco e è

percorso dal k-mo circuito dei veicoli di tipo h, e zhk
i che denota se il nodo i

è visitato dal k-mo circuito dei veicoli di tipo h. Il modello è pertanto:

min
∑

h∈[H]

∑
k∈[Kh]

∑
e∈E

ce xhk
e

∑
e∈δ(i)

xhk
e = 2 zhk

i k ∈ [Kh], h ∈ [H], i ∈ N

∑
h∈[H]

∑
k∈[Kh]

zhk
i = 1 i �= 1

∑
i∈N

ri zhk
i ≤ Ch k ∈ [Kh], h ∈ [H]

∑
e∈δ(S)

∑
h∈[H]

∑
k∈[Kh]

xhk
e ≥ 2 S ⊂ N

(19.3)

Il modello è essenzialmente lo stesso del caso precedente. Se i due valori di K
sono uguali i due modelli hanno lo stesso numero di variabili e di vincoli. In
questo caso però il vincolo d’assegnamento non può essere scritto come (19.2).

19.3 Consegna delle merci: risoluzione del primo modello

Consideriamo un caso un po’ più grande di quello esposto a scopo illustrati-
vo in Sez. 2.12. Supponiamo che una ditta con deposito a Palmanova debba
effettuare consegne in 19 diverse città del Friuli. Le città e il grafo della rete
stradale sono evidenziati in Fig. 19.1(a). A fianco del grafo si trova l’indica-
zione delle città e delle quantità da consegnare. La ditta possiede tre veicoli
di capacità 40 e due veicoli di capacità 30.

Il modello in Lingo di (19.3) si trova al sito [202]. È stata effettuata una
risoluzione di (19.3) di tipo branch-and-cut. Si è inizialmente trovata una so-
luzione del problema (19.3) rilassato senza le diseguaglianze di sottocircuito.
Questa soluzione ha valore 440. Dopodiché sono state individuate, tramite
problemi di massimo flusso, 12 diseguaglianze violate dalla soluzione ottenuta
introducendo la diseguaglianza precedente. Alla fine si è ottenuta una solu-
zione ottima frazionaria di valore 487 che non viola nessuna diseguaglianza di
sottocircuito. Con questo insieme di vincoli si è passati a risolvere il problema
(19.3) con il vincolo d’interezza.

Operare in questo modo non è esattamente il metodo branch-and-cut.
Tale metodo richiederebbe di provare a generare diseguaglianze violate ad
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Figura 19.1.
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ogni nodo dell’albero di ricerca e di mantenerle nei vincoli in tutti i successivi
problemi. Tuttavia questo modo di procedere non è possibile all’interno delle
possibilità offerte dalla parte di programmazione in Lingo.

Quindi quando si risolve il modello con il vincolo d’interezza, senza aggiun-
gere altre diseguaglianze, si perde un po’ di potenza di calcolo. La soluzione
intera che si ottiene ha valore 527, ma contiene un circuito non collegato con
il deposito. Quindi si riparte con il problema rilassato aggiungendo ancora
una diseguaglianza. Si risolve nuovamente con il vincolo d’interezza ottenendo
una soluzione intera di valore 529, che però contiene un circuito. Aggiungen-
do quest’ultima diseguaglianza e passando poi al problema intero si ottiene
finalmente la soluzione ottima di valore 535. In totale sono stati richiesti 1
minuto e 25 secondi con 2214 nodi dell’albero branch-and-bound esplorati.

I cinque circuiti la cui somma delle distanze è 535 km sono raffigurati in
Fig. 19.1(b). I tre circuiti riservati ai furgoni di capacità 40 hanno rispettiva-
mente lunghezza 179 km (nodi 12, 13, 14, 15, 16, 17) e carico 36, lunghezza
153 km (11, 19, 20, 18, 10) e carico 39, 83 km (7, 6, 8, 9) e carico 35. I due
circuiti riservati ai furgoni di capacità 30 hanno rispettivamente lunghezza 56
km (3, 2) e carico 20, lunghezza 64 km (4, 5) e carico 11.

È soddisfacente la soluzione ottenuta? Probabilmente no. I due furgoni di
capacità 30 sono sottoutilizzati e certamente un gestore di trasporti sarebbe
riluttante ad adottare questa soluzione. Il problema in questi casi è nel mo-
dello e anche nei dati. I dati (del tutto fittizi in questo esempio, ma con i
dati reali può succedere di tutto) sono tali per cui effettivamente le risorse
sono sottoutilizzate. Se cos̀ı fosse in realtà, significa che sono state effettuate
decisioni strategiche non in linea con le possibilità della ditta (troppi furgoni
per un servizio inferiore alle attese).

Si può notare che i due circuiti dei furgoni minori potrebbero forse essere
fusi in unico circuito. La somma dei due carichi è 31, appena di uno sopra il
massimo consentito. Considerato che i valori di capacità sono stati sottostimati
(vedi considerazioni iniziali) è plausibile che si possa caricare tutto su un
solo furgone. A questo fine si potrebbe alternativamente allungare un altro
circuito includendovi una consegna dei furgoni più piccoli. A questo punto un
furgone non sarebbe utilizzato, ma questo è economicamente più conveniente
che impiegarlo per poco tempo. Ad esempio l’inattività di un furgone potrebbe
essere impiegata per la manutenzione.

Questa breve discussione serve a chiarire che una soluzione ottenuta da
un modello, anche molto sofisticato, va poi quasi inevitabilmente rivista ed
eventualmente modificata. Questo non significa che risolvere il modello sia
stato inutile. La soluzione da cui si parte per ottenerne una più accettabile
è già una soluzione molto buona. Questo garantisce che anche la soluzione
modificata sarà buona. Se si dovesse partire da zero non si potrebbe ottenere
un tale livello di qualità. Inoltre si ribadisce il valore informativo di un modello
quale supporto alla decisione. Si riesce a misurare la capacità produttiva e ad
evidenziare eventuali criticità.
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19.4 Modello a generazione di colonne

Riprendiamo in esame il caso di veicoli con capacità diverse della Sez. 19.2, af-
frontandolo però con un modello molto diverso. Il modello è quello brevemente
illustrato in Sez. 2.12.

Definiamo come ‘rotta’ un sottoinsieme di città che deve essere visitato da
un veicolo. Siccome vi sono diversi tipi di veicoli, conviene distinguere anche
il tipo di veicolo che viene destinato al particolare insieme di città. Una rotta
è ammissibile se la quantità da consegnare nelle città non supera la capacità
del veicolo. Quindi possiamo definire un insieme di vettori ahj per ogni tipo
h di veicoli e per ogni rotta j ammissibile per i veicoli di tipo h

ahj
i =

{ 1 se la città i appartiene alla rotta j del tipo di veicoli h
0 altrimenti

Sia Jh l’insieme delle rotte ammissibili per i veicoli di tipo h. Siccome la
soluzione consiste in un insieme di rotte, definiamo variabili binarie xhj con
il significato

xhj =
{ 1 se la rotta j viene assegnata a veicoli di tipo h

0 altrimenti

I vincoli da imporre riguardano il fatto che ogni città deve essere visitata∑
h∈[H]

∑
j∈Jh

ahj
i xhj ≥ 1 i = 2, . . . , n (19.4)

e il numero massimo di veicoli disponibili per ogni tipo∑
j∈Jh

xhj ≤ Kh h ∈ [H] (19.5)

Si tratta evidentemente di un modello di PL01 a grande scala in quanto
il numero di colonne è esponenzialmente elevato e quindi bisogna affrontarlo
con una tecnica di generazione di colonne.

Bisogna ancora definire i costi da assegnare alle rotte. Per ogni rotta il
suo costo è la lunghezza del percorso necessario a visitare le città. Si noti
che, a differenza della maggior parte dei modelli finora visti, il calcolo del
costo di una variabile non è elementare. Siccome siamo interessati a visitare
le città impiegando il percorso minore, il costo cj della rotta j viene calcolato
risolvendo un problema di TSP, limitato alle città visitate dalla rotta. Quindi
possiamo anticipare che la generazione di colonne non sarà semplice.

Il modello, rilassato, che consideriamo è quindi



19.4 Modello a generazione di colonne 357

min
∑

h∈[H]

∑
j∈Jh

cj xhj

∑
h∈[H]

∑
j∈Jh

ahj
i xhj ≥ 1 i = 2, . . . , n

∑
j∈Jh

xhj ≤ Kh h ∈ [H]

xhj ≥ 0

(19.6)

Si noti che, nel modello rilassato, è sufficiente porre xhj ≥ 0, in quanto il
vincolo xhj ≤ 1 è automaticamente soddisfatto dagli altri vincoli e dall’o-
biettivo. Il vincolo (19.4) dovrebbe essere a rigore un vincolo d’uguaglianza
dato che una città viene visitata da un solo veicolo. Tuttavia il vincolo può
essere scritto come diseguaglianza, dato che in ottimalità non è conveniente
visitare una città con due o più veicoli. Il vantaggio di scrivere un vincolo di
diseguaglianza risiede nel fatto di avere variabili duali non negative.

Indicando con yi le variabili duali di (19.4) e con vh le variabili duali di
(19.5), i vincoli duali di (19.6), tenendo conto che il vincolo (19.5) va invertito
di segno, sono: ∑

i

ahj
i yi − vh ≤ cj j ∈ Jh, h ∈ [H]

La verifica dell’ottimalità richiede quindi di valutare se, per ogni h,

min
j∈Jh

(cj −
∑

i

ahj
i yi) ≥ vh (19.7)

Il problema da risolvere in (19.7) è alquanto complesso. Si tratta infatti di
calcolare una rotta che sia minima per quel che riguarda la differenza fra la
strada impiegata, cioè cj , e la somma di valori yi fatta sui nodi che si visitano.
Come si vede è un problema di TSP con incentivi nei nodi (Sez.16.4), dove
gli incentivi sono proprio le variabili duali yi. C’è però una complicazione
aggiuntiva dovuta al fatto che le rotte devono essere ammissibili per le capacità
dei veicoli. Quindi alla difficoltà di un problema di TSP si aggiunge la difficoltà
di un problema dello zaino.

Ci si può chiedere se ha senso affrontare un problema, indubbiamente dif-
ficile, tramite la risoluzione di un elevato numero di problemi, se non difficili
come quello originario, certamente NP-difficili. Si può rispondere che non si
è obbligati a trovare il minimo in (19.7) ma è sufficiente generare colonne
corrispondenti a vincoli duali violati, e questo si può ottenere, almeno nella
prima fase di generazione di colonne, con delle euristiche. Inoltre, con questo
modello, si sono suddivise le difficoltà combinatorie del problema fra due pro-
blemi: la generazione di rotte ammissibili nel problema generatore di colonne
e la consegna delle merci in tutte le città nel master problem.

Il problema (19.7), se risolto esattamente, dà luogo al seguente problema
di PL01, da risolvere per ogni h ∈ [H]:
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min
∑
e∈E

γe ξe −
∑
i∈N

yi ηi

∑
e∈δ(i)

ξe = 2 ηi i ∈ N

∑
i∈N

ri ηi ≤ Kh

∑
e∈δ(S)

ξe ≥ 2 ηi i /∈ S, S � 1

ξe ∈ {0, 1} , ηi ∈ {0, 1}
dove γe sono le lunghezze degli archi (cos̀ı denotate per non generare confu-
sione con i costi cj).

Applicando quest’idea all’esempio e risolvendo esattamente ogni genera-
zione di colonne (cosa in generale non raccomandabile, ma, date le dimensioni
dell’istanza, fattibile in questo caso) si sono generate 120 colonne. Per le co-
lonne relative ai veicoli di capacità 30 la condizione di ammissibilità duale
viene raggiunta dopo la 46-ma iterazione. Per le colonne relative ai veicoli di
capacità 40 non si è raggiunta la condizione di ammissibilità duale. La solu-
zione (frazionaria) del master problem ha valore 516. Anche se non sono state
generate tutte le colonne necessarie per avere la garanzia dell’ottimalità, tut-
tavia la persistenza del valore 516 nella generazione delle ultime 30 colonne
suggerisce che l’ottimo è stato raggiunto e che vale effettivamente 516. Que-
sto valore può esser confrontato utilmente con i valori 440 e 487 ottenuti con
il precedente modello rilassato e con l’aggiunta di diseguaglianze di sottocir-
cuito. Come si può notare la limitazione inferiore è decisamente più elevata.
Questo fatto va considerato nella scelta se spendere più tempo computazio-
nale nel modello più complesso a generazione di colonne oppure nell’albero
branch-and-bound.

Con le colonne generate si passa a risolvere il problema di copertura di
insiemi e si riottiene la soluzione ottima precedente dopo 4 minuti totali di
calcolo (inclusivi anche della generazione di colonne). In particolare i cinque
circuiti sono stati generati rispettivamente all’iterazione 1, 19, 37, 46 e 47.

19.5 Euristiche

Data la difficoltà del problema sono state elaborate molte euristiche, alcune
delle quali danno dei risultati sorprendentemente validi nonostante la sempli-
cità dell’algoritmo. Il prototipo di queste euristiche si deve a [44] ed è noto
come metodo di Clark e Wright. Si tratta di un metodo greedy che aggrega
circuiti parziali finché questo è possibile. Quando non è più possibile termina.

Esaminiamo in dettaglio il metodo. Un circuito parziale S è un elenco
ordinato di nodi {s1, . . . s∗}. Il circuito va percorso dal deposito a s1, poi
seguendo i nodi nell’ordine e infine dall’ultimo nodo s∗ al deposito. Un circuito
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parziale deve essere ammissibile per il vincolo di capacità. Assumiamo per il
momento che tutti i veicoli abbiano la stessa capacità.

L’aggregazione di due circuiti S1 =
{
s1
1, . . . s

1
∗
}

e S2 =
{
s2
1, . . . s

2
∗
}

avviene
creando un unico elenco S =

{
s1
1, . . . s

1
∗, s

2
1, . . . s

2
∗
}

dai due elenchi semplice-
mente facendo seguire il secondo elenco al primo. Questa semplicità si riflette
anche nel calcolo di quanto si guadagna in termini di distanza con l’aggre-
gazione. Non si devono percorrere gli archi (s1

∗, 1) e (1, s2
1) e si deve invece

percorrere l’arco (s1
∗, s

2
1). Quindi il guadagno (savings) è

σ(S1, S2) := cs1∗,1 + c1,s2
1
− cs1∗,s

2
1

(19.8)

Due circuiti si possono aggregare solo se la somma dei pesi dei due circuiti
non supera la capacità del veicolo.

Dato un elenco di circuiti parziali, si prendono in esame i due circuiti S1

e S2 che presentano il più alto valore σ(S1, S2). Se la loro aggregazione è
possibile, l’aggregazione viene effettuata, altrimenti si considera la successi-
va coppia di circuiti finché non se ne trova una che si può aggregare. Dopo
ogni aggregazione si esamina nuovamente il più alto guadagno. Si termina
quando nessuna coppia di circuiti può esser aggregata. Inizialmente i circuiti
consistono di singoli nodi.

Questa descrizione dell’algoritmo è generica. Ai fini dell’implementazione
si possono notare alcuni fatti che permettono una più rapida esecuzione. La
quantità σ(S1, S2) dipende, più che dai circuiti medesimi, dall’ultimo nodo
del primo circuito e dal primo del secondo circuito. Quindi conviene calcola-
re i guadagni per tutte le coppie di nodi e ordinarli una sola volta all’inizio.
Inoltre, se per una coppia di nodi i e j i rispettivi circuiti con ultimo nodo
i e primo nodo j non si possono aggregare a causa del vincolo di capacità,
l’aggregazione non sarà mai più possibile durante l’algoritmo, per cui l’algo-
ritmo può eseguire un’unica scansione dei guadagni ordinati. Tuttavia, se il
numero di nodi è elevato (più di 1000), anche il calcolo fatto una sola volta
dei guadagni può essere oneroso. A questo scopo sono state suggerite varie
tecniche per accelerare i calcoli. Per una loro sintetica descrizione si veda ad
esempio [213] pag. 111.

L’euristica lavora senza tener conto del vincolo sul numero di veicoli dispo-
nibili. Nella realtà i veicoli sono sempre presenti in numero limitato. Quindi
l’euristica potrebbe non produrre una soluzione ammissibile se il numero finale
di circuiti supera il numero di veicoli.

In questa versione dell’euristica le capacità dei veicoli sono tutte uguali.
Non è difficile estendere l’euristica al caso di più veicoli con capacità diverse.
Basta assegnare ad ogni circuito anche un veicolo. I circuiti iniziali di un
singolo nodo non vengono assegnati a nessun veicolo. Quando due circuiti
vengono aggregati si distingue se: 1) i due circuiti sono formati da singoli nodi
e quindi mai ancora assegnati, nel qual caso vengono assegnati al primo veicolo
libero di capacità più grande. Se non ce ne sono si aggiunge un veicolo fittizio
di capacità uguale alla capacità minima; 2) se almeno uno dei due circuiti è
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Figura 19.2. Euristica di Clark e Wright - versione semplice



19.5 Euristiche 361

già assegnato ad un veicolo si assegna il circuito risultante al più grande fra i
due veicoli (se anche il secondo circuito era assegnato ad un veicolo, che viene
cos̀ı liberato, nel qual caso il carico di un veicolo fittizio viene trasferito sul
veicolo liberato).

L’applicazione di questa euristica all’esempio precedente produce i seguenti
circuiti:

{11, 18, 19, 20, 10} , {12, 13, 14, 15, 16, 17} , {8, 9} , {5, 6, 7} , {4, 2, 3}
con carichi rispettivamente di 39, 36, 19, 28, 19, e distanze di 179, 61, 156, 80,
67 km, per un totale di 543 km. Si tratta di un eccellente risultato con uno scar-
to dall’ottimo del 1,5%. In Fig. 19.2 sono riportate le iterazioni dell’euristica
dalla terza fino all’ultima. La prima iterazione crea il circuito (13, 14), la se-
conda aggiunge il circuito (15, 16) e la terza li fonde nel circuito (13, 14, 15, 16)
(primo grafo di Fig. 19.2).

La descrizione che è stata fatta dell’euristica prevede un calcolo di tipo pa-
rallelo, cioè vengono creati vari circuiti disgiunti, che successivamente possono
venire fusi in circuiti sempre più grandi. Alternativamente si potrebbe pensare
di iniziare con un unico circuito ed espanderlo finché è possibile. Questo tipo
di calcolo viene detto sequenziale. Si è visto sperimentalmente che l’approccio
parallelo dà risultati sensibilmente migliori.

Analizzando l’euristica di Clark e Wright, si vede che i primi nodi ad essere
collegati fra di loro sono i nodi più distanti dal deposito e più vicini fra loro.
L’aggregazione quindi procede partendo dalla ‘periferia’ del grafo e inglobando
nodi in direzione del deposito.

Sono state proposte molte varianti dell’euristica per migliorarne le presta-
zioni. Ad esempio si può aumentare il parallelismo del calcolo, pensando di
fondere simultaneamente diversi circuiti valutandone il guadagno totale in un
unico passo. Questo porta alla definizione di un problema di accoppiamento
dove i nodi corrispondono ai circuiti finora creati e un arco esiste fra i nodi
se i due nodi possono essere aggregati in base alla capacità ([9, 221]). All’arco
viene attribuito un peso pari al guadagno ottenibile fondendo i due circuiti.

Se i veicoli hanno tutti la stessa capacità si tratta di risolvere un problema
di accoppiamento di peso massimo (sugli archi esistenti). Se invece i veicoli
hanno capacità diverse, bisogna anche imporre il vincolo∑{

xij : w(Si) + w(Sj) > Ch

} ≤∑
{Kk : Ck > Ch} h ∈ [H]

dove si impone che il numero di circuiti (aggregati) di peso superiore a Ch

non deve superare il numero di veicoli di capacità superiore a Ch. Risolto un
problema di accoppiamento, si fondono i circuiti e si procede ricorsivamente
finché la soluzione dell’accoppiamento non produce più archi.

Applicando quest’idea all’esempio si ottengono con il primo accoppiamento
i circuiti (2, 12), (13, 14), (15, 16), (17, 18), (19, 20), poi con il secondo accop-
piamento (3, 2, 12), (6, 7), (8, 9), (13, 14, 15, 16), (17, 18, 19, 20) e infine con il
terzo accoppiamento
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Figura 19.3. Euristica di Clark e Wright - versione con accoppiamento

{13, 14, 15, 16} , {4, 5} , {10, 11} , {3, 2, 12, 17, 18, 19, 20} , {6, 7, 8, 9}

Dopodiché il successivo accoppiamento ha soluzione nulla a causa dei vincoli
di capacità. La distanza totale è di 579 km e i circuiti hanno carichi rispetti-
vamente 28, 20, 24, 34, 35 e lunghezze 173, 56, 60, 207, 83 km. Si vedano in
Fig. 19.3 le tre iterazioni (nelle prime due non sono stati disegnati gli archi
verso il deposito).

Il risultato è peggiore che con la versione semplice dell’euristica. Per un
confronto delle due euristiche conviene pensare all’elenco ordinato delle cop-
pie di nodi. Una soluzione ammissibile è data da una particolare scelta di
coppie dell’elenco (più esattamente le coppie sono tutte le coppie di nodi in
successione nei vari circuiti). Se l’algoritmo esegue le fusioni dei circuiti sulle
coppie scelte produce la soluzione ammissibile. L’euristica semplice di Clarke
e Wright considera solo le soluzioni di tipo greedy e quindi può ‘perdere’ solu-
zioni generate dall’euristica con l’accoppiamento. Ma è vero anche il contrario.
La scelta effettuata dal primo accoppiamento potrebbe impedire alcune scelte
favorevoli dell’euristica greedy. Ad esempio i nodi i, j e k potrebbero fondersi
in un unico circuito con l’euristica greedy, ma l’accoppiamento potrebbe fon-
dere i con j e k con h e, a causa del vincolo di capacità h e k potrebbero non
fondersi più con nessun altro nodo.

Quindi a priori non si può dire quale delle due versioni dell’euristica di
Clarke e Wright dia i migliori risultati. Inoltre queste euristiche vanno cor-
redate con alcuni accorgimenti che tengano conto allo stesso tempo sia dei
percorsi che delle capacità. Si veda ancora [213].



20

Modelli di schedulazione
Problemi ad una macchina

Nei processi produttivi uno dei problemi più frequenti consiste nel decidere
quando svolgere certe attività. Questo tipo di decisione sui tempi prende il no-
me di schedulazione, neologismo adattato dall’inglese scheduling. La difficoltà
dei problemi di schedulazione risiede nel fatto che quasi sempre le attività
richiedono delle risorse per essere eseguite e le risorse non sono sempre di-
sponibili, o perché non presenti o perché già impegnate con altre attività.
Quindi il tipico vincolo di un problema di schedulazione riguarda quale prece-
denza imporre fra due specifiche attività che richiedono la medesima risorsa.
Il numero di soluzioni alternative cresce in misura combinatoria rispetto alla
grandezza dei dati del problema e, a differenza di altri problemi combina-
tori, in cui si riesce a dominare l’esplosione combinatoria con algoritmi che
sfruttano a fondo la struttura matematica del problema (come nell’accoppia-
mento, ma anche nel TSP), bisogna dire che un modello matematico del tutto
convincente e generale per i problemi di schedulazione ancora manca.

Alcuni problemi particolari sono stati risolti in modo elegante, soprattutto
quelli che coinvolgono un’unica risorsa, ma per la maggior parte dei problemi
reali, in cui oltre alla numerosità dei dati si affiancano vincoli particolari,
bisogna ricorrere a complesse ‘ricette’ di algoritmi diversi. Per un rassegna
sulla complessità computazionale dei vari problemi si veda [41]. Fondamentale
è avere a disposizione algoritmi efficienti per i problemi con un’unica risorsa,
anche detti problemi ad una macchina, perché spesso è sulla base di questi
che si costruiscono modelli più complessi.

20.1 Caratteristiche generali

Nella versione più semplice i dati di un problema di schedulazione consistono
in un insieme J di attività, per ognuna delle quali sono specificati un tempo di
esecuzione pj ed un insieme M di risorse. Ogni attività viene eseguita da una
risorsa assegnata. Indichiamo con mj la risorsa assegnata all’attività j e con
Jm l’insieme di attività eseguite dalla risorsa m. Una risorsa può eseguire solo
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un’attività alla volta. L’esecuzione di un’attività non può essere interrotta e
poi ripresa successivamente. Qualora questo vincolo non sia presente si parla
di schedulazione con prelazione (preemption).

Possono essere presenti vincoli di precedenza fra alcune attività. Spesso
sono assegnate alle attività date di rilascio (release dates) rj , cioè istanti di
tempo prima dei quali non può iniziare l’attività, e scadenze (deadlines) dj ,
cioè istanti di tempo entro i quali l’attività deve essere completata. Molto
spesso il vincolo rigido di scadenza si traduce nell’obiettivo di finire preferibil-
mente agli istanti di scadenza. Conviene allora usare in questo caso il termine
data di consegna (due date). Possibili deviazioni, sia in anticipo che in ritardo,
rispetto alla data di consegna sono penalizzate. Come modellare questo obiet-
tivo costituisce spesso un aspetto cruciale del problema, sia per il suo impatto
sulla schedulazione finale come anche per le varie implicazioni algoritmiche.

I termini usati possono essere spesso sostituiti da termini simili. Ad esem-
pio il termine ‘attività’ può essere sostituito da ‘operazione’, ‘lavoro’, ‘lavora-
zione’. In qualche contesto si preferisce distinguere fra lavoro (‘job’) e operazio-
ne (‘task’) in quanto la struttura del problema prevede lavori che consistono,
a livello più basso, di più operazioni. In questi casi si esplicita chiaramente
questo fatto.

Il termine ‘risorsa’ viene più spesso sostituito dal termine ‘macchina’, per-
ché sono queste di solito le risorse in questione. Spesso però la risorsa può
essere di natura diversa, ad esempio potrebbe riguardare il personale, oppu-
re il capitale a disposizione per eseguire le attività. Astrattamente anche il
tempo è una risorsa per eseguire un’attività. Se la risorsa riguarda esclusiva-
mente il personale si preferisce parlare di problemi di turnazione piuttosto che
di schedulazione, per gli aspetti particolari della risorsa umana rispetto alla
risorsa macchina. In qualche caso però bisogna trattare contemporaneamente
con entrambe le risorse (macchine che richiedono di essere azionate da per-
sonale specializzato, per esempio) e quindi si ricade nel caso di schedulazione
con più risorse. Se la risorsa è il capitale, il fatto che si tratta di una quantità
continua, richiede una modellizzazione diversa da quella di una macchina. Per
quel che riguarda il tempo, questo viene ovviamente trattato esplicitamente.

Le variabili decisionali sono pertanto gli istanti di inizio lavorazione sj e
di fine lavorazione cj . Ovviamente sj + pj = cj . Anche se non sempre nei
problemi reali un’operazione ha una durata nota e costante, tuttavia in fase
di modellazione si usa questa approssimazione. Se invece è necessario poter
decidere anche la durata di un’operazione, allora ciò viene esplicitamente detto
nella descrizione del problema (che a questo punto diventa ancora più difficile).
Una schedulazione è ammissibile se sj ≥ ci oppure si ≥ cj per ogni coppia
i, j ∈ Jm.

Per valutare una schedulazione vari criteri possono essere usati. I più
frequenti sono

min
∑

j

cj , min max
j

cj (20.1)
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oppure le rispettive versioni pesate in cui ad ogni attività è associato anche
un peso wj per assegnare priorità diverse alle varie attività:

min
∑

j

wj cj (20.2)

min max
j

wj cj (20.3)

Normalmente si parla di ‘tempo totale’ quando il criterio riguarda una somma
di valori associati ai vari lavori, mentre si parla di ‘tempo massimo’ quando
il criterio riguarda il massimo degli stessi valori. L’utilizzo di uno o dell’altro
criterio non è quasi mai dettato direttamente dal problema pratico che si vuole
risolvere. A ben guardare infatti si tratta di un problema a molti obiettivi in
cui ad ogni lavoro corrisponde un obiettivo diverso, misurato di solito in base
al tempo di completamento cj tramite un’opportuna funzione.

Se sono presenti delle date di consegna allora si usano come obiettivi
principali

min
∑

j

max {cj − dj ; 0} (20.4)

min max
j

max {cj − dj ; 0} (20.5)

oppure le rispettive versioni pesate

min
∑

j

wj max {cj − dj ; 0} , (20.6)

min max
j

wj max {cj − dj ; 0} (20.7)

Se inoltre si vuole penalizzare anche l’anticipo rispetto alle date di consegna
abbiamo

min
∑

j

|cj − dj |, max
j

|cj − dj | (20.8)

oppure
min

∑
j

max
{
w+

j (cj − dj) ; w−j (dj − cj)
}

,

min max
j

max
{
w+

j (cj − dj) ; w−j (dj − cj)
} (20.9)

È pertanto compito di chi modella il problema capire se sia più indicato
comporre gli obiettivi dei diversi lavori secondo un criterio di tempo totale o
tempo massimo. Inoltre gli algoritmi possono essere molto diversi nei due casi
e quindi è utile anche tenere conto dell’efficienza computazionale nella scelta
fra tempo totale e tempo massimo.
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20.2 Tempo totale – caso particolare

Per problemi ad una macchina, se non sono presenti date di rilascio, esistono
algoritmi polinomiali per gli obiettivi (20.1), (20.2), (20.3), (20.5) e (20.7).
Intuitivamente, la schedulazione che minimizza

∑
j cj è quella che ordina le

attività per durate crescenti. Dimostreremo questo fatto per il caso più gene-
rale

∑
j wj cj . Il criterio maxj cj non è invece significativo per un problema

cos̀ı semplice. Infatti qualsiasi schedulazione che non interponga tempi morti
fra le attività ha un valore di maxj cj invariante. Per minimizzare il criterio
maxj wj cj sembra invece intuitivo ordinare le attività per pesi decrescenti.
Dimostreremo questo fatto affrontando un caso più generale.

Consideriamo allora la funzione obiettivo
∑

j wj cj , con pesi wj stretta-
mente positivi. Quindi possiamo assumere che ogni schedulazione consista di
lavori in successione senza interposizione di tempi morti. Consideriamo due
schedulazioni che differiscono solo per l’ordine di due lavori adiacenti i e j. Si
indichi con α l’insieme dei lavori che precedono i e j in entrambe le schedu-
lazioni e analogamente si indichi con β l’insieme delle attività che seguono i
e j. Quindi le due schedulazioni si possono rappresentare come

αijβ e αjiβ

Valutiamo
∑

j wj cj nei due casi. Dobbiamo confrontare

∑
k∈α

wk ck + wi ci + wj cj +
∑
k∈β

wk ck e
∑
k∈α

wk ck + wj cj + wi ci +
∑
k∈β

wk ck

Le attività in α terminano all’istante
∑

j∈α pj , per cui le due espressioni
possono essere riscritte come∑

k∈α

wk ck + wi (
∑
j∈α

pj + pi) + wj (
∑
j∈α

pj + pi + pj) +
∑
k∈β

wk ck

e ∑
k∈α

wk ck + wj (
∑
j∈α

pj + pj) + wi (
∑
j∈α

pj + pj + pi) +
∑
k∈β

wk ck

Eliminando i termini uguali che compaiono in entrambe le espressioni, queste
si riducono a

wj pi e wi pj

per cui la schedulazione in cui i precede j è non peggiore dell’altra se wj pi ≤
wi pj ovvero pi/wi ≤ pj/wj . Quindi rispetto alla schedulazione che ordina
per valori pi/wi crescenti, ogni altra schedulazione si ottiene scambiando fra
loro attività adiacenti h e k tali che ph/wh < pk/wk e quindi peggiorando il
costo della schedulazione. L’ottimo si trova pertanto ordinando i valori pj/wj

(cosiddetta regola di Smith), quindi con complessità O(n log n).
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20.3 Tempo massimo – caso particolare

Esaminiamo il caso in cui la funzione obiettivo è maxj fj(cj) e le funzioni fj

sono monotone non decrescenti. Questo include come caso particolare fj(cj) =
wj cj . Essendo le funzioni fi monotone non c’è nessun vantaggio nel ritardare
l’esecuzione dei lavori, per cui i lavori vengono eseguiti uno di seguito all’altro
e l’istante di completamento dell’ultimo lavoro è invariante rispetto a qualsiasi
permutazione dei lavori.

Usando la programmazione dinamica si può definire come V (S) il costo di
una schedulazione ottima se i lavori da schedulare sono solo quelli dell’insie-
me S. Ciò che dobbiamo calcolare è pertanto V (N) con N = [n]. Si indichi
T (S) :=

∑
j∈S pj il tempo di completamento dell’ultimo dei lavori in S. Co-

me già osservato questo valore è invariante rispetto alla permutazione con cui
vengono schedulati i lavori in S. Pertanto vale la seguente equazione ricorsiva

V (S) = min
j∈S

max {V (S \ j) , fj(T (S))} (20.10)

in cui si esprime semplicemente il fatto che la schedulazione ottima di S si
ottiene ‘provando’ a sistemare in ultima posizione a turno ogni lavoro di S e
schedulando in ottimalità gli altri lavori e poi prendendo la migliore di queste
possibilità. Il problema che sorge nell’usare la ricorsione (20.10) è che il numero
di valori da calcolare è esponenziale. Tuttavia alcune semplici osservazioni
permettono di ridurre drasticamente tale numero. Innanzitutto vale

V (S) ≥ min
j∈S

f(T (S)) (20.11)

in quanto il costo di ogni permutazione è maggiore o uguale alla penalità del-
l’ultimo lavoro schedulato e quindi anche il valore ottimo deve essere maggiore
o uguale al più piccolo di questi valori. La seconda osservazione sfrutta il fatto
che la funzione obiettivo è un tempo massimo per cui vale

V (S) ≥ V (S \ j) j ∈ S (20.12)

Infatti se, data la schedulazione ottima di S, togliamo il lavoro j senza modifi-
care i tempi d’inizio degli altri lavori, otteniamo una schedulazione il cui valore
è uguale alla precedente se V (S) > fj(cj) ed è non peggiore se V (S) = fj(cj).
Inoltre questa schedulazione è non migliore della schedulazione ottima.

Sia k tale che fk(T (S)) = minj∈S fj(T (S)). Allora si ha

V (S) = min
j∈S

max {V (S \ j) , fj(T (S))} ≤ max {V (S \ k) , fk(T (S))}

e da (20.11) e (20.12) si ha

V (S) ≥ max {V (S \ k) , fk(T (S))}
e quindi
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V (S) = max {V (S \ k) , fk(T (S))}
Questa uguaglianza implica che fra le schedulazioni ottime ce n’è una con il
lavoro k schedulato per ultimo. Quindi è noto l’ultimo lavoro dell’insieme N
perché è noto T (N). Poi si procede ricorsivamente ponendo di volta in volta
S := S \ k. Solo quando si sia trovata la schedulazione ottima si può calcolare
il valore ottimo. La complessità computazionale è O(n2) dovuta al fatto che
bisogna calcolare n volte il minimo di n valori (nell’ipotesi di costo costante
per le valutazioni delle funzioni fj).

Esempio 20.1.

Siano dati 5 lavori con
p = (4 , 6 , 11 , 8 , 7)

f1(C) :=
{ 0 C ≤ 10

+∞ C > 10
f2(C) :=

{
C C ≤ 8
4 C − 24 C ≥ 8

f3(C) := 2 C

f4(C) :=

{ 0 C ≤ 10
30 10 < C ≤ 20
80 C > 20

f5(C) :=
{ 3 C C ≤ 30

+∞ C > 30

T (N) = 36 e f1(36) =∞, f2(36) = 120, f3(36) = 72, f4(36) = 80, f5(36) =∞
e quindi l’ultimo lavoro è il lavoro 3. Si passa ora a considerare S = {1, 2, 4, 5}
e T (S) = 25. Allora f1(25) = ∞, f2(25) = 76, f4(25) = 80, f5(25) = 75 e si
schedula per ultimo il lavoro 5. Ora S = {1, 2, 4} e T (S) = 18. Allora f1(18) =
∞, f2(18) = 48, f4(18) = 30 e si schedula per ultimo il lavoro 4. Ora S = {1, 2}
e T (S) = 10. Allora f1(10) = 0, f2(10) = 16 e si schedula per ultimo il lavoro
1. Infine f2(6) = 6. A questo punto è nota la permutazione ottima dei lavori
(2 → 1 → 4 → 5 → 3) si può calcolare V (N) = max {6 ; 0 ; 30 ; 75 ; 72} = 75
e il lavoro più critico risulta essere il lavoro 5.

In base a questo risultato sono polinomiali i problemi ad una macchina
con obiettivo (20.5) e (20.7). Si può inoltre osservare che tale procedura si
semplifica per il caso (20.5) al semplice ordinamento dei lavori per date di
consegna crescenti (cosiddetta regola di Jackson).

Purtroppo minimizzare gli obiettivi (20.4), (20.6), (20.8) e (20.9), porta a
problemi NP-difficili.

La presenza di date di rilascio complica molto il problema. Infatti la sola
determinazione dell’esistenza di una schedulazione ammissibile in presenza di
scadenze (rigide) e di date di rilascio è un problema NP-completo. Quindi
trovare una soluzione ottima in base ad uno qualsiasi degli obiettivi prima
indicati è NP-difficile.
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20.4 Schedulazione e programmazione lineare

Un modo spesso suggerito per modellare problemi di schedulazione con la
PL01 è basato sul seguente trucco. Un vincolo del tipo

f(x) ≤ z M

dove M è una costante sufficientemente grande e z ∈ {0, 1}, è effettivo se
z = 0, nel qual caso diventa f(x) ≤ 0, mentre diventa ridondante se z = 1
perché allora f(x) ≤ M e se M è sufficientemente grande la diseguaglianza è
sempre soddisfatta.

Allora il vincolo disgiuntivo del tipo (ci ≤ sj) ∨ (cj ≤ si) che è tipico di
ogni problema di sequenziamento (cioè il lavoro i precede il lavoro j oppure
viceversa) può essere modellato introducendo variabili zij ∈ {0, 1} per ogni
coppia (i, j) e coppie di vincoli (congiuntivi)

ci ≤ sj + zij M, cj ≤ si + (1− zij) M (20.13)

L’utilizzo dei vincoli (20.13) prende il nome di metodo big-M a causa della
presenza della costante M , generalmente abbastanza grande. Allora il proble-
ma di minimizzare ad esempio

∑
j max

{
w−j Ej ; w+

j Tj

}
può essere modellato

come
min

∑
j

yj

cj = sj + pj j ∈ J

ci ≤ sj + zij M i, j ∈ J

cj ≤ si + (1− zij) M i, j ∈ J

sj ≥ rj j ∈ J

yj ≥ w+
j (cj − dj) j ∈ J

yj ≥ w−j (dj − cj) j ∈ J

yj , cj , sj ≥ 0, zij ∈ {0, 1}

(20.14)

Tuttavia è bene rendersi conto che risolvere un problema di schedulazione
utilizzando il modello (20.14), o più specificatamente vincoli del tipo (20.13),
cioè il metodo big-M, non è assolutamente raccomandabile. I tempi di calcolo
del metodo branch-and-bound applicato a (20.14) diventano proibitivamente
lunghi anche per istanze piccole.

Il motivo è dovuto, come sempre, alla cattiva qualità della limitazione in-
feriore del rilassamento d’interezza. In questo caso la limitazione inferiore è
disastrosa. Infatti, proprio l’elevato valore della costante M fa s̀ı che valori
frazionari di zij rendano ridondanti entrambi i vincoli in (20.13), per cui il
problema rilassato è un problema senza i vincoli di non sovrapposizione tem-
porale dei lavori. Senza questo vincolo i lavori vengono tutti schedulati alla
loro date di consegna con costo quindi nullo.
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Esempio 20.2.

Si consideri una piccola istanza con 5 lavori e dati:

r = ( 3 5 1 8 4 ) , p = ( 5 3 3 5 4 ) ,

d = ( 15 12 16 16 12 ) , w−j = 1, w+
j = 2

Il rilassamento d’interezza di (20.14) produce una soluzione di valore nullo
e con 9 variabili zij frazionarie. Suddividendo ad esempio su z12 e ponendo
z12 = 0 si ottiene una soluzione con 6 variabili frazionarie e di valore 6.
Suddividendo su z25 e ponendo z25 = 0 si ottiene una soluzione con 4 variabili
frazionarie e di valore 14. Suddividendo su z34 e ponendo z34 = 0 si ottiene
una soluzione con 2 variabili frazionarie e di valore 19. Suddividendo su z23

e ponendo z23 = 0 si ottiene una soluzione con 2 variabili frazionarie e di
valore 22. Suddividendo su z35 e ponendo z35 = 0 si ottiene una soluzione con
una variabile frazionaria di valore 28 e infine suddividendo su z45 e ponendo
z45 = 0 si ottiene una prima soluzione intera di valore 38.

Come si vede la limitazione inferiore diventa paragonabile al valore della
soluzione intera solo quando le variabili z inducono un ordinamento lineare
dei lavori. La prosecuzione del metodo branch-and-bound genera un albero
con 64 nodi interni e ha bisogno di 4004 iterazioni del metodo del simplesso.
L’ottimo ha valore 29 con i seguenti valori di schedulazione s5 = 4, c5 = 8,
s2 = 8, c2 = 11, s1 = 11, c1 = 16, s3 = 16, c3 = 19, s4 = 19, c4 = 24.

Un’analoga istanza con 10 lavori ha richiesto un albero con 23.968 nodi
interni, 501.845 iterazioni del simplesso e più di mezz’ora di tempo di calcolo!

Consideriamo un diverso approccio al problema, per il quale il tempo vie-
ne discretizzato e diventa uno fra gli indici del problema. Per questo motivo
si parla di approccio a tempo indicizzato (time-indexed). Dobbiamo prelimi-
narmente fissare un orizzonte temporale entro il quale tutti i lavori saranno
sicuramente terminati. Normalmente non è difficile calcolare un tale orizzonte.
Ovviamente è facile fissare un valore molto grande per l’orizzonte, però, tanto
più grande è l’orizzonte tanto maggiore sarà successivamente lo sforzo com-
putazionale per risolvere il problema di PL01. Tuttavia trovare un orizzonte
temporale abbastanza piccolo, ma sufficiente per contenere la schedulazione
ottima, può essere altrettanto difficile da calcolare del problema stesso. Quindi
bisogna usare un po’ di buon senso nel valutare l’orizzonte. Sia T l’orizzonte
temporale (cioè il massimo istante di tempo che viene considerato nel calcolo).

Per ogni lavoro j, sia S(j) l’insieme di tutte le possibili schedulazioni del
lavoro j all’interno dell’orizzonte. Una possibile schedulazione del lavoro j è
data da sj = rj , una seconda da sj = rj + 1, una terza da sj = rj + 2 e cos̀ı
di seguito fino a sj = T − pj . Quindi il numero di schedulazioni possibili è
T −pj−rj +1. Per comodità possiamo denotare con s ∈ S(j) la schedulazione
che fa iniziare il lavoro all’istante s. Allora possiamo generare una matrice i
cui elementi sono definiti da
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ajs
t :=

{
1 se il lavoro j è in esecuzione nell’intervallo [t, t + 1]

per la schedulazione s ∈ S(j)
0 altrimenti

ovvero
ajs

t :=
{ 1 se s ≤ t < s + pj

0 altrimenti
(20.15)

e definire variabili xjs ∈ {0, 1} tali che

xjs :=
{

1 se per il lavoro j viene adottata la schedulazione s ∈ S(j)
0 altrimenti

Allora il vincolo ∑
j

∑
s∈S(j)

ajs
t xjs ≤ 1 t := 0, . . . , T − 1 (20.16)

impone che due lavori diversi non possano essere eseguiti nello stesso intervallo
di tempo. Il numero di variabili è al massimo |J |T e il numero di vincoli in
(20.16) è T . Inoltre siccome per ogni lavoro bisogna scegliere esattamente una
schedulazione bisogna anche imporre il vincolo∑

s∈S(j)

xjs = 1 j ∈ J (20.17)

Il costo di ogni schedulazione si calcola facilmente dalla colonna stessa ajs
t .

L’istante di completamento del lavoro j secondo la schedulazione s è dato da
cjs := max{t : ajs

t = 1}+1, per cui il costo della schedulazione s per il lavoro j
è

fjs := max
{
w−j (dj − cjs) ; w+

j (cjs − dj)
}

(20.18)

Si ha quindi il problema di PL01 per un problema con obiettivo (20.9) di tipo
totale:

min
∑

j

∑
s∈S(j)

fjs xjs

∑
j

∑
s∈S(j)

ajs
t xjs ≤ 1 t := 0, ..., T − 1

∑
s∈S(j)

xjs = 1 j ∈ J

xjs ∈ {0, 1}

(20.19)

La matrice dei vincoli (20.16) è totalmente unimodulare (in quanto in ogni
colonna vi è un blocco di uni adiacenti, si veda a pag. 347). Aggiungendo i
vincoli (20.17) si perde la proprietà di unimodularità totale, tuttavia la li-
mitazione inferiore del rilassamento d’interezza rimane buona. Il numero di
diseguaglianze e di variabili in (20.19) è pseudopolinomiale nei dati del proble-
ma (a causa del fattore T che dipende a sua volta dalle durate di esecuzione dei
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lavori) e quindi l’approccio può risultare troppo oneroso se l’unità di misura
temporale è troppo piccola rispetto alle durate dei lavori.

Un approccio di questo tipo fu inizialmente proposto in [61, 207]. Altre
referenze possono essere trovate in [7, 8].

Esempio 20.2 (continuazione)
Risolvendo il rilassamento d’interezza di (20.19) si ottiene la soluzione

frazionaria di valore 29:

x1,3 = x1,17 = x2,11 = x3,14 = x4,12 = x4,17 = x5,8 = 0.36,

x1,11 = 0.28, x2,8 = x5,4 = 0.64, x3,1 = 0.5933,

x3,16 = x4,19 = 0.0466, x4,16 = 0.2333

Ponendo x3,1 = 0 (la variabile più frazionaria, cioè più vicina al valore 0.5),
si ottiene la soluzione intera

x1,11 = x2,8 = x3,1 = x4,16 = x5,4 = 1

di costo 29 e quindi ottima (si noti che si tratta di un ottimo alternativo
rispetto a quello precedente) e se si pone (anche se non sarebbe necessario)
x3,1 = 1 si ottiene l’ottimo intero trovato precedentemente.

Per valutare la superiorità di questo approccio rispetto a quello big-M
si consideri che un’analoga istanza con 25 lavori è stata risolta in 5 secondi
producendo un albero di ricerca con 55 nodi interni. La limitazione inferiore
del problema rilassato era 877 mentre il valore ottimo era 889, quindi con uno
scarto ridotto (circa 1.3 %).

Si può applicare la stessa tecnica anche all’obiettivo (20.9) di tipo massimo,
modellando il problema come

min V ∑
s∈S(j)

fjs xjs ≤ V j ∈ J

∑
j

∑
s∈S(j)

ajs
t xjs ≤ 1 t := 0, ..., T − 1

∑
s∈S(j)

xjs = 1 j ∈ J

xjs ∈ {0, 1}

(20.20)

Tuttavia l’aggiunta di ulteriori vincoli degrada molto la struttura di unimo-
dularità di (20.16). Il rilassamento di (20.20) per l’esempio sopra riportato
vale 55.17 mentre l’ottimo vale 102, quindi con un grande scarto. Infatti la
risoluzione di (20.20) richiede 32 secondi con 264 nodi dell’albero di ricerca.
Conviene invece affrontare il problema variando l’orizzonte temporale T come
suggerito nel successivo esempio.
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Esempio 20.3.

Per avere un’idea di come influisca sulla soluzione la scelta di un obiettivo
totale anziché massimo, si consideri la seguente piccola istanza di 10 lavori:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r 3 5 1 8 4 10 15 20 19 25
p 5 2 6 3 5 2 1 4 6 3
d 15 12 16 15 10 12 17 29 32 34

I pesi sono w+
j = 2 e w−j = 1 per ogni lavoro. In Fig. 20.1 sono riportati

i diagrammi di Gantt di tre schedulazioni. La prima schedulazione è ottima
per l’obiettivo totale e la seconda lo è per l’obiettivo massimo.

3 5 6 2 4 1 7 8 10 9

123 45 6 7 8 9 10

123 45 6 7 8 910

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 20.1.

Nella prima schedulazione i lavori 7 e 8 terminano esattamente alle date
di consegna. Il lavoro 3 è l’unico ad essere anticipato con penalità uguale a
9, mentre tutti gli altri lavori terminano con ritardo, rispettivamente 1→ 10,
2 → 4, 4 → 5, 5 → 2, 6 → 2, 9 → 3, 10 → 4. La somma di tutte le penalità è
69 (ottima) mentre la massima penalità pari a 20 è dovuta al lavoro 1.

Nella seconda schedulazione solo il lavoro 10 viene terminato alla data di
consegna. Il lavoro 3 è anticipato e tutti gli altri lavori terminano con ritardo,
rispettivamente 1 → 9, 2 → 2, 4 → 2, 5 → 2, 6 → 7, 7 → 8, 8 → 2 e 9 → 8.
Il lavoro 1 è il più ritardato con penalità 18 (valore ottimo). Per l’obiettivo
totale questa schedulazione ha il valore 89.

Quale schedulazione è la migliore? Ovviamente la domanda ha senso solo
se si formula uno specifico criterio di preferenza. Tuttavia siamo in presenza
di un problema con due obiettivi (che in questo caso non sono in contrasto
fra loro, mentre lo sono i dieci obiettivi di terminare alle date di consegna) e
potrebbe essere interessante trovare gli ottimi di Pareto.

È abbastanza agevole modificare di poco (20.19) in modo da vincolare
la schedulazione ad avere il valore massimo inferiore ad un valore fissato. Se
ad esempio non vogliamo che la massima penalità superi il valore C, basta
considerare in (20.19) solo le schedulazioni s ∈ S(j) tali che w+

j (s+pj−dj) ≤
C e w−j (dj − s − pj) ≤ C. Questo garantisce che nella soluzione compaiano
solo schedulazioni con valore massimo al più C.

Operando in questo modo sui dati dell’esempio si può imporre C ≤ 19 (da-
to che la schedulazione ottima per il valore totale ha valore massimo uguale a
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20) e si ottiene la schedulazione del terzo diagramma in Fig. 20.1. Questa ha
un valore totale pari a 81 e valore massimo pari a 18. Scopriamo cos̀ı che la
seconda schedulazione, ottima per l’obiettivo di costo massimo, è però domi-
nata dalla terza schedulazione. Questo succede frequentemente con soluzioni
ottime rispetto ad obiettivi di massimo in quanto sono molte le soluzioni che
minimizzano il costo massimo e fra queste si può discriminare in base a qual-
che altro criterio. Però per operare in questo modo bisogna esplicitamente
minimizzare rispetto al nuovo criterio.

Per trovare altri ottimi di Pareto si deve porre C ≤ 17, ma con questo
vincolo non esistono soluzioni ammissibili. Quindi, riassumendo, sono solo
due le soluzioni di Pareto: la prima schedulazione di Fig. 20.1 con valori totali
e massimo pari a (69, 20) e la terza con valori (81, 18).

Consideriamo ora un altro modello basato sulla programmazione linea-
re e sull’indicizzazione del tempo. Questo modello trasforma il problema di
schedulazione in un problema di trasporto [171]. Immaginiamo di spezzare
la durata pj di ogni lavoro in pj lavori di durata unitaria. Si tratta ora di
allocare i

∑
j pj lavori in altrettante caselle temporali unitarie in un insieme

{0, 1, . . . , T} di caselle. Si tratta quindi di un problema di trasporto con |J |
sorgenti, da ciascuna delle quali esce un flusso vincolato al valore pj , e T pozzi,
di indice 0, 1, . . . , T − 1, che devono ricevere al massimo un flusso unitario.
Ad ogni arco (j, t) viene assegnato un costo gjt. Il problema di trasporto può
quindi venire formulato come

min
∑
j∈J

T−1∑
t=rj

gjt xjt

∑
j∈J:rj≤t

xjt ≤ 1 t = 0, 1 . . . , T − 1

T−1∑
t=rj

xjt = pj j ∈ J

xjt ≥ 0 t = rj , . . . , T − 1, j ∈ J

(20.21)

A prima vista non sembra ci sia molta relazione fra (20.21) e il problema di
schedulazione che vogliamo risolvere. In fin dei conti (20.21) spezza l’esecu-
zione dei lavori come se fosse permessa la prelazione. Infatti la soluzione di
(20.21) potrebbe far s̀ı che le variabili xjt, necessariamente binarie a causa dei
vincoli e del fatto che sono soluzioni di flusso, valgano 1 per dei valori di t non
consecutivi.

I costi gjt che compaiono in (20.21) non sono i costi fjt definiti in (20.18).
Infatti la penalizzazione del lavoro j in (20.21) è la somma dei gjt sugli istan-
ti di tempo dove il lavoro j viene allocato, mentre fjt è la penalizzazione
del lavoro j se inizia in t (e poi viene eseguito senza interruzioni). Il fatto
interessante è che basta porre il vincolo
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t−1+pj∑
τ=t

gjτ ≤ fjt t ∈ S(j), j ∈ J (20.22)

per avere la garanzia che il valore ottimo di (20.21) sia una limitazione infe-
riore al problema di schedulazione. Infatti, per ogni schedulazione ammissibile
esiste una soluzione ammissibile in (20.21) con i valori xjt allocati consecu-
tivamente, e il costo della soluzione in (20.21) non può superare, a causa di
(20.22) il costo della schedulazione. Quindi, potendo in (20.21) avere anche
valori xjt allocati non consecutivamente, il minimo di (20.21) può risultare
ancora inferiore.

Si può rendere questa limitazione inferiore la più alta possibile, cercando
quei valori di gjt che la massimizzano, pur nel rispetto di (20.22). Un modo
rapido per eseguire questo calcolo consiste nel risolvere il duale di (20.21), al
quale si sia aggiunto il vincolo (20.22), e massimizzando il risultato rispetto a
g, cosa che si fa semplicemente massimizzando rispetto alle variabili duali e a
g contemporaneamente. Quindi si risolve:

max −
T−1∑
t=0

yt +
∑
j∈J

pj vj

− yt + vj − gjt ≤ 0 t = rj , . . . , T − 1, j ∈ J
t−1+pj∑

τ=t

gjτ ≤ fjt t ∈ S(j), j ∈ J

yt ≥ 0

(20.23)

Si noti che
∑t−1+pj

τ=t gjτ ≤ fjt può essere riscritto come
∑T−pj

τ=0 ajt
τ gjτ ≤ fjt,

dove ajt
τ è come definita in (20.15). Tenendo conto che ora in (20.23) le gjt

sono variabili, possiamo calcolare il duale di (20.23), che risulta essere

min
∑
j∈J

∑
t∈S(j)

fjt zjt

∑
j∈J:rj≤t

xjt ≤ 1 s = 0, 1 . . . , T − 1

T−1∑
t=rj

xjt = pj j ∈ J

∑
s∈S(j)

ajs
t zjs = xjt t = 0, . . . , T − pj , j ∈ J

xjt, zjt ≥ 0

(20.24)

A ben guardare (20.24) è esattamente (20.19). Infatti, per ogni x′js soluzione
ammissibile in (20.19), le variabili zjs = x′js e xjt =

∑
s∈S(j) ajs

t x′js sono
ammissibili in (20.24). Infatti
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j∈J

xjt =
∑
j∈J

∑
s∈S(j)

ajs
t x′js ≤ 1

T−1∑
t=rj

xjt =
T−1∑
t=rj

∑
s∈S(j)

ajs
t x′js =

∑
s∈S(j)

x′js

T−1∑
t=rj

ajs
t = pj

∑
s∈S(j)

x′js = pj

∑
s∈S(j)

ajs
t zjs =

∑
s∈S(j)

ajs
t x′js = xjt

Viceversa, per ogni xjt e zjs ammissibili in (20.24), la soluzione x′js = zjs è
ammissibile in (20.19). Infatti∑

j∈J

∑
s∈S(j)

ajs
t x′js =

∑
j∈J

∑
s∈S(j)

ajs
t zjs =

∑
j∈J

xjt ≤ 1

pj

∑
s∈S(j)

x′js =
∑

s∈S(j)

pj x′js =
∑

s∈S(j)

T−1∑
t=rj

ajs
t zjs =

T−1∑
t=rj

∑
s∈S(j)

ajs
t zjs =

T−1∑
t=rj

xjt = pj

Quindi, riassumendo, ci sono due formulazioni che forniscono la stessa
limitazione inferiore al problema di schedulazione. Si noti che si sta parlando
di equivalenza dei problemi rilassati, ma del resto ciò che si sa calcolare è
solo un problema rilassato. Inoltre il problema (20.24) fornisce, tramite il suo
duale (20.23) i costi gjt che massimizzano la limitazione inferiore fornita dal
problema di trasporto (20.21), che, con questi valori, risulta uguale agli ottimi
di (20.19) e (20.24). Fra risolvere (20.24) oppure (20.23) è più conveniente
risolvere (20.24) che ha meno righe di (20.23).

Qual è il vantaggio di avere tre formulazioni equivalenti? Il fatto è che il
problema (20.21) si calcola molto più velocemente degli altri. Si può obiettare
che è necessario risolvere (20.24) per avere i costi gjt, ma questo calcolo va
fatto solo una volta, nel nodo radice dell’albero branch-and-bound. Nei succes-
sivi nodi dell’albero si calcola (20.21), che, essendo un problema di trasporto
può essere risolto con algoritmi specializzati. Si precisa che, anche se (20.21)
fornisce una soluzione intera, questa non è in generale ammissibile in quanto
corrisponde ad una schedulazione con prelazione.

Esempio 20.2 (continuazione)
Consideriamo nuovamente il piccolo esempio visto precedentemente (esem-

pi più grandi producono troppi dati numerici per dei semplici scopi illustra-
tivi). Inizialmente si risolve (20.24) e si ottiene un valore ottimo di 29 con i
seguenti valori frazionari di x e z. Ogni riga delle due matrici sotto riportate
si riferisce ad un lavoro e ogni colonna ad un istante di tempo.
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xjt

− − 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 − − − − 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 − − − − − −
− − − − − − − 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 − − − − − − − − −
0.5 0.5 0.5 − − − − − − − − − − 0.5 0.5 0.5 − − − − − −
− − − − − − − − − − − − − − − − 1. 1. 1. 1. 1. −
− − − 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 − − − − − − − − − − −

zjt

− − 0.5 − − − − − − − − 0.5 − − − − − − − − − −
− − − − − − − 0.5 − − 0.5 − − − − − − − − − − −
0.5 − − − − − − − − − − − − 0.5 − − − − − − − −
− − − − − − − − − − − − − − − − 1. − − − − −
− − − 0.5 − − − 0.5 − − − − − − − − − − − − − −

Riportiamo le variabili duali g1t (non vengono riportate le variabili per gli
altri lavori). Oltre all’indice t viene riportato anche il valore della funzione
obiettivo f1t. Il lettore può verificare che, per ogni t la somma di g1t e dei
successivi 4 valori (il primo lavoro dura 5 unità temporali) è minore o uguale
a f1t. In particolare si ha l’uguaglianza per t = 3, 10, 11, 12, 16, 17, 18, 19, 20.
I valori iniziano da t = 3 perché r1 = 3.

t 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

g1t 4.2 2.2 2.2 -0.3 -1.3 1.2 -0.3 -1.8 0.2 1.7 -0.3

f1t 7 6 5 4 3 2 1 0 2 4 6

t 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

g1t 0.2 0.2 2.2 2.2 2.2 2.2 3.2 4.2 4.2 4.2 4.2

f1t 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Se si risolve il problema di trasporto (20.21) si ottiene la seguente soluzione,
anch’essa di valore 29.

xjt

− − 1 − − − 1 − − 1 1 − − − − − − − 1 − − − − −
− − − − 1 1 − − − − − − − 1 − − − − − − − − − −
1 − − − − − − − 1 − − − − − − − − − − 1 − − − −
− − − − − − − 1 − − − 1 1 − − − 1 − − − − − − 1

− − − 1 − − − − − − − − − − 1 1 − 1 − − − − − −

A questo punto, siccome la soluzione al nodo radice non era intera, bisogna
suddividere il problema. Ad esempio si può imporre z1,3 = 1. Tuttavia bisogna
tener presente che ora questa scelta va adattata al problema di trasporto.
Una prima domanda che ci si pone è se i costi gjt continuano ad essere i costi
migliori per avere la migliore limitazione inferiore dal problema di trasporto.
La risposta è negativa. Comunque, anche se non danno la migliore limitazione
inferiore, ne danno una buona e quindi non si ricalcolano.
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20.5 Massimo ritardo: caso generale

L’approccio ai problemi di schedulazione tramite modelli di PL01 a tempo
indicizzato presentano il difetto di crescere notevolmente con le dimensioni
non appena l’orizzonte temporale sia elevato oppure la discretizzazione tem-
porale sia abbastanza fine. Per alcuni problemi particolari sono stati proposti
algoritmi ad hoc, basati sulle proprietà combinatorie del problema in esame,
che presentano vantaggi computazionali notevoli. Presentiamo ora un elegan-
te algoritmo per il problema ad una macchina con obiettivo (20.5) e date di
rilascio. L’algoritmo si deve a Carlier [38].

Si definisca d̄ = maxj dj e qj := d̄− dj . Quindi

max
j

max{cj − dj , 0}+ d̄ = max {max
j
{cj − dj} , 0}+ d̄ =

max {max
j
{cj − dj + d̄} , d̄} = max {max

j
{cj + qj} , d̄}

Se in ottimalità avviene che qualche lavoro sia completato oltre la data
di consegna, cioè maxj cj − dj ≥ 0, allora si ha maxj {cj + qj} ≥ d̄ e
min maxj max {cj − dj , 0} è equivalente a min maxj cj +qj . Se invece il valore
ottimo è nullo perché tutti i lavori sono completati entro le date di consegna,
allora minimizzare maxj cj + qj opera un ulteriore miglioramento anticipando
il più possibile i lavori rispetto alle date di consegna. L’algoritmo di Carlier
considera esplicitamente l’obiettivo min maxj cj + qj .

I valori qj vengono detti code dei lavori, in quanto sono assimilabili ad
un intervallo di tempo che deve trascorrere dopo il completamento del lavoro
prima di poter dire che il lavoro è del tutto terminato. Più bassa è una data
di consegna tanto più alta è la coda. Possiamo vedere la minimizzazione di
maxj cj + qj come uno schiacciamento verso il basso di tutti i lavori in modo
uniforme fatto sulla fine delle code.

L’algoritmo prende in esame sottoinsiemi di lavori. Sia J un qualsia-
si sottoinsieme. Nessun lavoro in J può iniziare prima di minj∈J rj e il
completamento di tutti i lavori in J non può quindi avvenire prima di
minj∈J rj +

∑
j∈J pj . Allora il costo di una qualsiasi schedulazione non può

essere inferiore a minj∈J rj +
∑

j∈J pj + minj∈J qj . Questo porta a definire la
funzione

h(J) := min
j∈J

rj +
∑
j∈J

pj + min
j∈J

qj

e usarla come limitazione inferiore. In particolare maxJ h(J) rappresenta la
migliore limitazione inferiore.

Come si vede, questo tipo di limitazione inferiore è di tipo completamente
diverso da quelle ottenute rilassando il vincolo d’interezza in PL01. È una
limitazione di tipo combinatorio ed è sempre conveniente poter analizzare un
problema anche in questo modo cos̀ı da poter avere a disposizione limitazioni
alternative ed usare la migliore.



20.5 Massimo ritardo: caso generale 379

Per fortuna il calcolo di maxJ h(J) è meno difficile di quanto possa sem-
brare. Si supponga di rilassare la condizione che i lavori non debbano essere
interrotti. La situazione è allora assimilabile al caso con date di rilascio tutte
uguali. Pensando di simulare nel tempo l’esecuzione dei lavori, ogni volta in
cui un nuovo lavoro risulta disponibile, il fatto di poter interrompere quello in
esecuzione rende tutti i lavori ugualmente disponibili e quindi conviene sche-
dulare quello a più alta priorità (cioè a più alta coda). Ci sono tempi morti
allora solo se avviene che sia stato completato un insieme di lavori e non sia
disponibile nessun altro lavoro. In questi casi il problema si decompone in
sottoproblemi. Sia J uno di questi sottoinsiemi di lavori. Si vede immediata-
mente che maxj∈J Cj + qj = h(J) e quindi maxJ h(J) si ottiene schedulando
i lavori con prelazione.

Per ottenere una limitazione superiore, Carlier suggerisce di usare un al-
goritmo greedy che, da un lato, schedula i lavori secondo la regola di Jackson,
cioè in ordine di disponibilità e di priorità, e, dall’altro, fornisce un insie-
me J che dà una buona limitazione inferiore (senza necessariamente calcolare
maxJ h(J)). Limitazione inferiore e superiore vengono confrontate per provar-
ne eventualmente l’ottimalità e, fatto molto importante, si ricava un criterio
di suddivisione estremamente pratico ed efficiente.

La regola di Jackson, che darebbe la soluzione ottima se le date di rilascio
fossero tutte uguali, opera mandando in esecuzione il lavoro a coda più alta fra
quelli disponibili. Se, durante l’esecuzione un lavoro a più alta priorità dovesse
diventare disponibile, l’esecuzione non viene interrotta (a differenza del caso
con prelazione appena descritto). Come nel caso con prelazione ci possono
essere tempi morti e quindi la schedulazione risulta a blocchi di lavori. Il
ragionamento che segue vale per ogni blocco, per cui possiamo per semplicità
assumere che la schedulazione secondo la regola di Jackson abbia prodotto
un unico blocco. Inoltre, sempre per semplicità espositiva, supponiamo che i
lavori siano schedulati nell’ordine di indice.

Sia m tale che cm + qm ≥ cj + qj , per ogni lavoro j. È quindi il lavoro m
quello che fornisce il valore della schedulazione. Sia I l’insieme dei lavori che
precedono m più m stesso. Se avviene che qm ≤ qj , per ogni lavoro j ∈ I,
allora la soluzione è ottima. Infatti cm = r1 +

∑
j∈I pj e allora il valore di

questa schedulazione è dato da r1 +
∑

j∈I pj + qm. Siccome r1 = minj∈I rj e
qm = minj∈I qj (per ipotesi), risulta cm + qm = h(I) provando l’ottimalità.

Se invece ciò non avviene sia k l’ultimo lavoro in I tale che qk < qm. Tale
lavoro viene detto lavoro critico e l’insieme Jk := {k + 1, . . . , m} viene det-
to insieme critico. L’osservazione cruciale è che quando la regola di Jackson
schedula il lavoro critico, nessuno dei lavori dell’insieme critico è ancora dispo-
nibile, altrimenti, essendo questi a priorità più alta, ne verrebbe schedulato
qualcuno. Allora si ha

min
j∈Jk

rj > ck − pk = min
j∈I

rj +
∑

j∈I\Jk

pj − pk

Quindi possiamo valutare
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h(Jk) = min
j∈Jk

rj +
∑
j∈Jk

pj + min
j∈Jk

qj > min
j∈I

rj +
∑

j∈I\Jk

pj − pk +
∑
j∈Jk

pj + qm =

min
j∈I

rj +
∑
j∈I

pj − pk + qm = cm + qm − pk

Si ha quindi, indicando con t̂ il valore ottimo del problema,

h(Jk) ≤ t̂ ≤ cm + qm < h(Jk) + pk ≤ t̂ + pk

da cui si vede che la schedulazione ottenuta con la regola di Jackson trova
una soluzione non peggiore rispetto all’ottimo della quantità pk. Si noti che
h(Jk) non fornisce necessariamente il massimo di h(J), però fornisce comun-
que una limitazione inferiore sufficientemente buona da non rendere pagante
l’onere computazionale di schedulare i lavori anche rispetto alla opzione con
prelazione.

Ciò che si ricava dall’evidenziare il lavoro critico e l’insieme critico è che in
una schedulazione ottima il lavoro critico viene schedulato o prima dei lavori
dell’insieme critico oppure dopo, ma mai in mezzo a loro. Quindi la regola
di suddivisione si basa sull’imposizione di precedenze. Bisogna fare in modo
che, nell’imporre regole di suddivisione, queste permettano poi di affrontare
i sottoproblemi nei vari nodi dell’albero di ricerca usando sempre la stessa
tecnica del nodo radice. Quindi le precedenze non possono essere imposte
esplicitamente, ma vanno attuate implicitamente pensando a come opera la
regola di Jackson. Quindi per imporre k ≺ Jk si ridefinisce qk := maxj∈Jk

qj

e per imporre k � Jk si ridefinisce rk := maxj∈Jk
rj .

Esempio 20.3 (continuazione)
Assegniamo peso zero agli anticipi rispetto alle date di consegna e valutia-

mo solo i ritardi (per semplicità con peso unitario, anche se il valore dei pesi è
irrilevante quando sono tutti uguali). Sappiamo già che la seconda e la terza
schedulazione di Fig. 20.1 sono ottime in quanto non esistono schedulazioni
con valore inferiore a 18 e quelle di valore 18 si riferiscono ad un ritardo (di 9
unità temporali).

Innanzitutto dobbiamo calcolare le code. Ponendo d̄ = maxj dj = 34 si ha
(riportiamo per comodità anche i valori rj , pj e dj)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r 3 5 1 8 4 10 15 20 19 25

p 5 2 6 3 5 2 1 4 6 3

d 15 12 16 15 10 12 17 29 32 34

q 19 22 18 19 24 22 17 5 2 0

La regola di Jackson inizia a schedulare il lavoro 3, unico disponibile al-
l’istante 1. Al suo completamento all’istante 7 sono disponibili i lavori 1, 2 e
5. Di questi è il lavoro 5 a priorità più alta e quindi viene schedulato. Al suo
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completamento all’istante 12 sono disponibili i lavori 1, 2, 4 e 6. I lavori 2 e
6 hanno la priorità più alta e fra i due si può scegliere arbitrariamente. Ad
esempio scegliamo di schedulare il lavoro 6. Al suo completamento all’istante
14 i lavori disponibili sono gli stessi di prima e quindi si schedula il lavoro 2
che termina all’istante 16. Nel frattempo si è reso disponibile il lavoro 7. Fra
i lavori disponibili quelli a priorità più alta sono 1 e 4. Scegliamo 4. Al suo
completamento sono disponibili i lavori 1, 7 e 9 fra cui scegliamo 7. All’istan-
te 25, completamento di 7, sono disponibili tutti i lavori che vengono quindi
eseguiti in ordine di priorità decrescente, cioè 8, 9 e 10. In Fig. 20.2 viene
rappresentata la soluzione con indicate anche le code dei lavori, da cui si vede
che il lavoro che dà luogo al massimo è il lavoro 1 con valore 43.

3 5 6 2 4 1 7 8 109

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 20.2.

L’insieme I è dato dalla successione di lavori {3, 5, 6, 2, 4, 1} e il lavoro
critico è il lavoro 3. Quindi Jk = {5, 6, 2, 4, 1} e h(Jk) = 4 + 17 + 19 = 40.
Anche se sappiamo trattarsi della soluzione ottima, tuttavia non siamo in
grado di provarlo tramite questo algoritmo in quanto c’è uno scarto fra il valore
h(Jk) = 40 e il valore 43 della soluzione. Per esercizio io lettore può calcolare
il valore della schedulazione che si ottiene ammettendo la prelazione e che
questa è proprio data dall’insieme I con valore h(I) = 42. Tuttavia l’algoritmo
di Carlier non esegue questo calcolo e suddivide il problema imponendo che
il lavoro 3 sia obbligatoriamente eseguito prima di tutti i lavori di Jk oppure
dopo.

Come indicato precedentemente, nel primo caso, si ridefinisce q3 :=
maxj∈Jk

qj = 24. Schedulando i lavori con la regola di Jackson si riottiene
la soluzione precedente, ma ora è diverso il calcolo dell’insieme critico. Infatti,
avendo innalzato il valore di q3, ora non c’è lavoro critico nell’insieme I e
questa schedulazione è ottima.

Nell’altro ramo dell’albero di ricerca si pone invece r3 := maxj∈Jk
rj = 10.

La regola di Jackson schedula i lavori nell’ordine 5 → 2 → 6 → 1 → 4 →
3 → 7 → 8 → 9 → 10 con valore 45 causato sia dal lavoro 3 che dal lavoro 7.
Anche questa schedulazione è ottima in quanto q7 è il minimo valore in I =
{5, 2, 6, 1, 4, 3, 7} (si ottiene lo stesso risultato se si prende I = {5, 2, 6, 1, 4, 3}).

Quindi la esplorazione dell’albero di ricerca è terminata con la prova che
la schedulazione che fornisce il valore 43 è ottima.
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Modelli di schedulazione
Problemi a più macchine

Il quadro delineato nel capitolo precedente si complica notevolmente quando
il processo produttivo prevede molte macchine che interagiscono fra loro. La
tipologia di questi problemi è molto vasta perché le situazioni che si presentano
sono le più diverse. A grandi linee possiamo considerare i due casi in cui le
macchine sono uguali oppure diverse.

Il primo caso si presenta quando lavori dello stesso tipo possono essere
svolti da una stessa macchina e per accelerare la produzione sono presenti
diverse macchine uguali. Nel secondo caso invece la lavorazione è più com-
plessa e consiste in diverse fasi alle quali sono dedicate macchine diverse. In
alcuni casi l’ordine delle diverse lavorazioni è dettato da esigenze tecnologiche,
mentre in altri casi può essere indifferente.

Un esempio relativamente semplice di macchine uguali è già stato trattato
nella Sez. 17.7. In quell’esempio sono presenti solo macchine uguali ed è questo
che rende il problema non troppo difficile. Se invece sono presenti vari insiemi
di macchine uguali, il problema diventa molto difficile. In questo capitolo
consideriamo il caso di singole macchine diverse.

Si usa dividere la casistica di problemi in tre tipi: Flow Shop, Job Shop e
Open Shop. In tutti questi tipi vi sono vari lavori ognuno dei quali consiste in
un certo numero di operazioni e ogni operazione deve essere eseguita da una
specifica macchina con una durata nota.

Nei problemi Flow Shop e Job Shop l’ordine delle operazioni è fissato ed
è un dato del problema, mente nell’Open Shop l’ordine è arbitrario e quindi
è una variabile decisionale. La differenza fra Flow Shop e Job Shop riguarda
l’ordine con cui le macchine eseguono le operazioni di un lavoro.

Nel Flow Shop ogni lavoro viene eseguito dalla stessa sequenza di macchine
e quindi il numero di operazioni è costante per ogni lavoro. Si tratta quindi di
situazioni in cui i lavori sono dello stesso tipo ma applicati a oggetti diversi.
Nel Job Shop l’ordine delle macchine può esser diverso per i vari lavori. In
questo caso si modellano situazioni in cui i lavori sono di tipo diverso.
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21.1 Flow Shop

Nel problema del Flow Shop (FS) i dati consistono in un insieme J di lavori,
in sequenze Kj di operazioni per ogni lavoro j ∈ J (le sequenze Kj hanno
tutte la stessa cardinalità |Kj | = m), in tempi di esecuzione pjk per ogni
operazione k ∈ Kj , j ∈ J , in un insieme M di m macchine e in un ordinamento
delle macchine. L’operazione k-ma di ogni lavoro j viene eseguita dalla k-
ma macchina. Bisogna trovare una schedulazione di tutte le operazioni in
modo da minimizzare il massimo tempo di completamento oppure una somma
(eventualmente pesata) dei tempi di completamento dei lavori.

La difficoltà del problema consiste nel trovare le sequenze ottime dei lavori
per tutte le macchine. Se queste sono note, trovare gli istanti di inizio delle
operazioni è un problema facile che si risolve come un cammino massimo sia
per l’obiettivo del tempo massimo che per il tempo totale.

Un modo conveniente di rappresentare un problema di FS è dato dal cosid-
detto grafo disgiuntivo, in cui ogni nodo rappresenta un’operazione ed esiste
un arco di precedenza fra due operazioni consecutive dello stesso lavoro ed
esiste un arco disgiuntivo, di cui bisogna determinare l’orientazione (da cui il
termine disgiuntivo) fra due operazioni della stessa macchina. Si aggiungono
anche due nodi fittizi, uno iniziale e uno finale per identificare l’inizio e la fine
di tutte le attività. Conviene tuttavia limitarsi nella rappresentazione degli
archi disgiuntivi alle sole precedenze fra due operazioni consecutive di una
stessa macchina (una volta fissata la sequenza). I tempi di esecuzione pjk che
sono definiti per le operazioni e cioè per i nodi, diventano nel grafo disgiuntivo
lunghezze degli archi uscenti dal nodo. Quindi in un grafo disgiuntivo tutti gli
archi in uscita dallo stesso nodo hanno la medesima lunghezza.

Si veda in Fig. 21.1 un esempio di grafo disgiuntivo per 3 lavori e 4 ope-
razioni per lavoro. Gli archi orizzontali (oltre agli archi incidenti nei due nodi
aggiunti) rappresentano le precedenze fra le operazioni di uno stesso lavoro
e sono quindi fisse. Gli altri archi rappresentano una possibile scelta (molto
lontana dall’ottimalità, come si può vedere) di precedenze fra operazioni della
stessa macchina.
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Figura 21.1.
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Il fatto che la sequenza delle macchine sia la stessa per ogni lavoro fa pen-
sare che il modo migliore di schedulare i lavori per un Flow Shop (FS) sia
di avere la medesima permutazione dei lavori su ogni macchina, cosiddetta
schedulazione a permutazione. Questa congettura è vera se le macchine sono
due o tre e si tratta di minimizzare il tempo massimo, ma non è più vera in
generale, dove la variabilità delle durate delle operazioni può rendere più utile
poter variare l’ordine dei lavori sulle machine più a valle. Questo risultato
discende da un risultato più generale [46], dove si afferma che per ogni proble-
ma FS con obiettivo di tempo massimo, esiste una soluzione ottima in cui la
permutazione è la medesima sulla prima e sulla seconda macchina ed inoltre è
la medesima (ma diversa dalla precedente in generale) sull’ultima e penultima
macchina. Quindi con tre macchine le tre permutazioni devono essere identi-
che. In Appendice si dimostra che una schedulazione a permutazione è ottima
per il FS con due macchine. In Fig. 21.2 si vede un controesempio di un FS
con due lavori e quattro macchine in cui la schedulazione a permutazione non
è ottima.

M1

M1

M2

M2

M3 M4

M3 M4

J1

J2

M4M3

M3 M4M1

M1

M2

M2

J1

J2

Schedulazione a permutazione

Schedulazione ottima

Figura 21.2.

Il caso di due macchine con obiettivo la minimizzazione del tempo massimo
è un raro caso di problema con due macchine risolvibile in tempo polinomiale.
L’algoritmo è particolarmente semplice. Sia pjk la durata dell’operazione k
(che viene eseguita sulla macchina k) del lavoro j. La permutazione ottima si
ottiene ordinando prima i lavori j tali che pj1 ≤ pj2 per durate crescenti pj1

e poi ordinando i lavori pj1 > pj2 per durate decrescenti pj2. In Appendice
viene dimostrata la correttezza di questo algoritmo.

Con tre o più macchine il problema di minimizzare il tempo massimo è
NP-difficile. Se l’obiettivo è la minimizzazione del tempo totale il problema è
NP-difficile anche con due macchine.

Una variante molto importante del FS è data dal vincolo che le operazioni
di uno stesso lavoro debbano svolgersi senza interruzioni (no-wait). Questo re-
quisito tecnologico si presenta ad esempio quando le macchine non dispongono
di uno spazio dove sistemare i lavori in attesa (se i lavori consistono di oggetti
materiali) oppure nell’industria chimica dove per problemi legati soprattutto
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alla temperatura e alle reazioni chimiche non è possibile far intercorrere del
tempo fra la fine di un’operazione e l’inizio della successiva.

Quindi quando inizia la prima operazione di un lavoro, il lavoro viene
eseguito ininterrottamente. Se consideriamo due lavori i e j in successione, il
tempo che intercorre fra l’inizio del lavoro i e la fine del lavoro j è almeno

max
k

∑
h≤k

pih +
∑
h≥k

pjh

Infatti la prima sommatoria è l’istante di completamento dell’operazione k
sulla prima macchina (iniziando la prima operazione all’istante 0) e la seconda
sommatoria è la durata delle operazioni dalla k in poi sulla seconda macchina.
La fine del secondo lavoro rispetto all’inizio del primo non può essere inferiore
a questo valore per qualsiasi k, e quindi anche per il massimo su k.

M1

M1 M4M2 M3

M3M2 M4i

j

Figura 21.3.

Si veda in Fig. 21.3 il caso in cui il massimo si ottiene per k = 3. Sche-
dulando il secondo lavoro in modo che le operazioni k dei due lavori siano
consecutive, per ogni operazione g ≤ k l’istante di fine sulla prima macchina
e inizio sulla seconda macchina sono rispettivamente∑

h≤g

pih,
∑
h≤k

pih −
∑

g≤h<k

pjh

Siccome ∑
h≤k

pih +
∑
h≥k

pjh ≥
∑
h≤g

pih +
∑
h≥g

pjh

si deduce∑
h≤k

pih +
∑
h≥k

pjh −
∑
h≥g

pjh ≥
∑
h≤g

pih =⇒
∑
h≤k

pih −
∑

g≤h<k

pjh ≥
∑
h≤g

pih

da cui si vede che l’operazione g del lavoro i precede quella del lavoro j. Un
simile ragionamento si può fare per le operazioni g ≥ k. La fine del lavoro j è
posticipata, rispetto alla fine del lavoro i, di

dij := max
k

(
∑
h≤k

pih +
∑
h≥k

pjh)−
∑

h

pih = max
k

(
pjk +

∑
h>k

(pjh − pih)
)

(21.1)

Se consideriamo sequenze di più di due lavori, il ritardo della fine di un lavoro
rispetto a quello che lo precede è dato da questa stessa espressione. Ciò che
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conta sono solo le coppie di lavori nella sequenza. Il tempo finale di completa-
mento di tutti i lavori è allora dato dalla somma dei tempi dij calcolati sulla
sequenza dei lavori più ancora la durata del primo lavoro. A questo punto ri-
sulta abbastanza evidente che il problema può essere modellato come un TSP
asimmetrico. Si tratta solo di aggiungere un lavoro fittizio con operazioni di
durata nulla e la soluzione del TSP fornisce direttamente la sequenza ottima.

È stato dimostrato il notevole risultato che con due sole macchine il TSP
ha una struttura cos̀ı particolare da permettere un algoritmo polinomiale di
complessità O(n log n) [88].

Esempio 21.1.

Siano dati 4 lavori con tre operazioni ciascuno con i seguenti tempi

pjk :=

⎛
⎜⎝

3 2 4
2 4 2
4 1 3
1 3 2

⎞
⎟⎠ (21.2)

In Fig. 21.4(a) si vede il grafo orientato (il nodo 0 corrisponde al lavoro fittizio)
con le distanze calcolate come in (21.1) dai dati (21.2). Il circuito ottimo di
valore 15 è 0 → 4 → 1 → 2 → 3 → 0 a cui corrisponde la schedulazione
rappresentata in Fig. 21.4(b).
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Figura 21.4.

Siccome il FS è un caso particolare del JS, gli algoritmi per il JS possono
essere usati anche per il FS, senza un’eccessiva perdita della possibilità di
sfruttare la particolare struttura del FS. Quindi algoritmi generali per il FS
verranno esposti nella prossima sezione.
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21.2 Job Shop

Nel problema del Job Shop (JS) le operazioni di ogni lavoro sono eseguite
da una successione di macchine che può essere diversa da lavoro a lavoro. I
dati del problema consistono in un insieme J di lavori, in una sequenza Kj

di operazioni per il lavoro j ∈ J (non necessariamente le sequenze Kj hanno
la stessa cardinalità a differenza del FS), in tempi di esecuzione pjk per ogni
operazione k ∈ Kj , j ∈ J e in un insieme M di macchine. Ogni operazione
(j, k), k ∈ Kj , j ∈ J , è eseguita da una determinata macchina mjk ∈ M .
Come nel FS bisogna trovare una schedulazione di tutte le operazioni in mo-
do da minimizzare il massimo tempo di completamento oppure una somma
(eventualmente pesata) dei tempi di completamento dei lavori.

Anche per il JS una rappresentazione conveniente del problema è data da
un grafo disgiuntivo, che in questo caso ha una struttura meno ‘ordinata’ che
nel FS. Si veda in Fig. 21.5 un esempio di grafo disgiuntivo per 3 lavori con 4
operazioni per il primo e il terzo lavoro e 3 operazioni per il secondo lavoro.
Le assegnazioni delle macchine alle operazioni sono rappresentate con nodi di
diverso tipo.
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Figura 21.5.

Nal calcolo della minimizzazione del tempo massimo (cosiddetto make-
span) è essenziale il concetto di cammino critico, cioè il cammino più lungo,
una volta fissate le sequenze per ogni macchina. Se il cammino critico non
contiene archi disgiuntivi si tratta evidentemente della soluzione ottima. Se
invece, come avviene normalmente, ci sono archi disgiuntivi nel cammino criti-
co ed esiste una soluzione migliore, questa può essere ottenuta solo cambiando
l’orientazione di almeno un arco disgiuntivo del cammino critico. Infatti se le
orientazioni di questi archi non fossero modificate, per qualunque orientazio-
ne degli altri archi disgiuntivi, esisterebbe comunque il cammino precedente
e quindi il cammino più lungo non può essere inferiore a questo.

In Fig. 21.6(a) si vede il cammino critico, di lunghezza 23, relativo alle
scelte degli archi disgiuntivi della Fig. 21.5. Questo cammino contiene tre
archi disgiuntivi. Se q è il numero di archi disgiuntivi nel cammino critico, ci
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Figura 21.6.

sono 2q − 1 scelte di quali archi orientare in modo opposto. Si può dimostrare
che sono tutte ammissibili. Infatti, in generale, non tutte le orientazioni degli
archi disgiuntivi sono possibili. Alcune potrebbero dare luogo a cicli e quindi si
tratterebbe di scelte non ammissibili. Tuttavia cambiare l’orientazione di archi
disgiuntivi sul cammino critico non può dare luogo a cicli (facile dimostrazione
lasciata come esercizio).

Si può allora definire come intorno di una soluzione l’insieme di tutte le
soluzioni che si ottengono cambiando le orientazioni di un sottoinsieme di ar-
chi disgiuntivi sul cammino critico. Questo intorno può essere usato utilmente
per una ricerca locale di tipo casuale. Se invece si pensa ad una ricerca lo-
cale deterministica con valutazione esaustiva di tute le soluzioni dell’intorno,
l’intorno può avere una cardinalità troppo elevata. Per questo motivo ci si
può limitare ad intorni definiti cambiando l’orientazione di un solo arco o al
massimo di due.

Nell’esempio di Fig. 21.6(a) se si cambia l’orientazione dell’arco ((2, 2) −
(3, 2)) (dove (i, k) indica l’operazione k del lavoro i) in ((3, 2)−(2, 2)) si ottiene
il grafo disgiuntivo di Fig. 21.6(b). Il nuovo cammino critico ha lunghezza 17
e quindi si tratta di una soluzione migliore. C’è anche un altro cammino di
lunghezza 17 che contiene tutte le operazioni del primo lavoro e nessun arco
disgiuntivo, e quindi questa soluzione è ottima.
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La semplicità di questo esempio non deve trarre in inganno. In realtà il JS
è uno dei problemi più ostici fra i problemi NP-difficili. Per dare un’idea della
sua difficoltà una famosa istanza con 10 lavori, 10 operazioni per lavoro con
10 macchine, formulata nel 1963 [77], fu risolta solo nel 1989 [39]. Tuttavia
la dimensione di istanze risolvibili in modo esatto rimane limitata. Istanze
con 20 lavori e 20 macchine ancora oggi sono risolubili esattamente in rari
casi. La situazione non sembra molto diversa da quella delineata con parole
sconfortanti nel 1977 [138].

L’euristica delineata prima di scambiare le orientazioni degli archi disgiun-
tivi sul cammino critico produce dei buoni risultati, soprattutto rispetto al
basso sforzo computazionale richiesto. L’euristica è pensata per l’obiettivo di
tempo massimo, ma dà buoni risultati anche per l’obiettivo di tempo totale
(del resto i due obiettivi sono abbastanza correlati).

Oltre a quest’euristica di ricerca locale, sono state proposte anche altre
euristiche di tipo greedy. Essenzialmente queste euristiche simulano un’esecu-
zione reale delle operazioni. L’esecuzione di un’operazione viene eseguita non
appena l’operazione che la precede nella sequenza del lavoro è terminata, e
la macchina è disponibile. Se però vi sono diverse operazioni pronte ad essere
eseguite sulla stessa macchina, bisogna scegliere a quale operazione dare prio-
rità. A seconda della scelta si possono definire diverse euristiche. Ad esempio
si può dare priorità all’operazione che:
– è diventata disponibile per prima (FCFS - First Come First Serve);
– è diventata disponibile per ultima (LCFS - Last Come First Serve);
– ha la maggior quantità di tempo-lavoro che deve trascorre dopo il suo

completamento, cioè ha la catena di successori più lunga (MWKR - Most
WorK Remaining);

– ha la durata più corta (SPT - Shortest Processing Time);
– ha la durata più lunga (LPT - Longest Processing Time);
– ha il più alto numero di successori (MIS - Most Immediate Successors).

Queste regole di priorità non sono le uniche presenti in letteratura. Sono
però le più usate. A queste regole di selezione bisogna aggiungere una regola
casuale, in cui la casualità non riguarda tanto l’operazione da scegliere quanto
il criterio da adottare. E quest’ultima regola si dimostra normalmente la più
efficace.

Si noti che non è detto che fra tutte le soluzioni che si possono ottenere in
base a tutte le possibili scelte, sia necessariamente presente l’ottimo. L’ottimo
potrebbe contemplare l’ulteriore scelta di non mettere in esecuzione nessuna
operazione disponibile in un dato istante, perché potrebbe essere più conve-
niente aspettare, magari di poco, la disponibilità di un’operazione importante.
Il metodo greedy invece mette sempre in esecuzione una macchina se questa
è disponibile e ci sono operazioni da farle fare.

I metodi greedy sono i più veloci ma anche producono soluzioni di bassa
qualità. Questo inconveniente può essere in parte ridotto producendo molte
soluzioni, cosa possibile data la velocità di calcolo, e adottando la migliore.
Tuttavia la ricerca locale produce soluzioni migliori. Un metodo di ricerca
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locale a grande scala, che rappresenta un ottimo compromesso fra tempi di
calcolo e qualità della soluzione, è stato proposto in [3]. Si tratta dell’euristica
detta shifting bottleneck. L’algoritmo si basa sulla risoluzione esatta di molti
problemi ad una macchina con l’algoritmo descritto in Sez. 20.5. Data una so-
luzione l’intorno che si usa è quello fornito da tutte le possibili rischedulazioni
di una singola macchina. Anche se il numero di soluzioni nell’intorno è molto
elevato si può sceglierne la migliore risolvendo un problema ad una macchina.
I dati del problema ad una macchina vengono definiti in base al seguente ra-
gionamento: rimossi tutti gli archi disgiuntivi della macchina, il cammino più
lungo dal nodo sorgente ad un’operazione della macchina è un tempo che deve
trascorrere prima che l’operazione possa essere eseguita e quindi può essere
assimilabile ad una data di rilascio. Analogamente il cammino più lungo da
un’operazione al nodo destinazione è un tempo che deve comunque trascorre
dall’inizio dell’operazione prima del completamento di tutte le operazioni e
quindi è assimilabile ad una coda.

Con questi dati la macchina viene rischedulata usando l’algoritmo di Car-
lier, che per questo tipo di istanze risolve abbastanza velocemente il problema,
nonostante il problema sia NP-difficile. Il motivo di questo fatto risiede nella
correlazione negativa fra date di rilascio e code. Infatti è abbastanza plausibile
che se il cammino dalla sorgente ad un’operazione è corto, sia invece lungo il
cammino dall’operazione al nodo destinazione, e viceversa. Naturalmente non
è detto che le date di rilascio sia ordinate in modo esattamente opposto alle
code. Se avvenisse questo la soluzione ottima è data direttamente dalla regola
di Jackson (pag. 379). Tuttavia anche se ciò non avviene, rimane la correlazio-
ne negativa per cui l’ottimo non è molto distante da quanto si ottiene usando
la regola di Jackson e allora l’esplorazione dell’albero branch-and-bound non
genera molti nodi.

Esempio 21.2.

Si consideri la soluzione in Fig. 21.5 e si prenda in esame la macchina con due
sole operazioni (quella che esegue le operazioni (1, 4) e (3, 3)). I cammini più
lunghi dalla sorgente alle due operazioni valgono 10 per (1, 4) e 12 per (3, 3). I
cammini più lunghi dalle medesime operazioni verso la destinazione valgono 7
per (1, 4) e 9 per (3, 3). Da questi valori si ricavano le code sottraendo il tempo
di esecuzione dell’operazione. Allora i dati del problema ad una macchina sono
(e si noti che non si presenta la correlazione negativa prima descritta)

r1,4 = 10 p1,4 = 7 q1,4 = 0
r3,3 = 12 p3,3 = 4 q3,3 = 5

Delle due permutazioni possibili quella che schedula prima (1, 4) e poi (3, 3)
ha valore 26, mentre l’altra ha valore 23. Quindi nella ricerca locale la scel-
ta corrente dell’arco disgiuntivo non viene modificata. Si consideri invece la
machina che esegue le operazioni (1, 1), (2, 2) e (3, 2). I dati sono
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r1,1 = 0 p1,1 = 5 q1,1 = 12
r2,2 = 2 p2,2 = 6 q2,2 = 3
r3,2 = 3 p3,2 = 1 q3,2 = 11

La risoluzione del problema ad una macchina fornisce la schedulazione ottima
(1, 1) → (3, 2) → (2, 2) di valore 17.

L’euristica shifting bottleneck opera anche una scelta di quale macchina
rischedulare di volta in volta. L’algoritmo prevede una fase iniziale in cui
nessuna macchina è schedulata e quindi il grafo si riduce alle precedenze dei
lavori. Si calcolano le schedulazioni di tutte le macchine e si fissano gli ar-
chi disgiuntivi della macchina con il più alto valore di makespan, che viene
considerata collo di bottiglia (bottleneck) e quindi va schedulata con priorità
rispetto alle altre. A questo punto si itera ricalcolando ogni volta le schedu-
lazioni delle macchine non ancora schedulate e fissando gli archi disgiuntivi
di quella macchina che presenta il valore più alto. Quando tutte le macchine
sono schedulate si continuano a rischedulare le macchine per un certo numero
fissato di iterazioni. Con quest’euristica l’istanza di 10 lavori e 10 macchi-
ne precedentemente citata si riesce a risolvere con un valore molto vicino
all’ottimo (931 invece di 930) in pochi secondi.

Per quel che riguarda un approccio esatto ci limitiamo a fornire un pos-
sibile modello basato sulle reti di flusso e sulla discretizzazione del tempo. Si
costruiscano n grafi orientati Gj , uno per ogni lavoro j. Per ogni grafo Gj si in-
dichino i nodi come (k, t), con k = 0, . . . , |Kj |, t = 0, . . . , T , dove T è l’orizzon-
te temporale entro il quale supponiamo tutte le operazioni saranno terminate.
Inoltre sono definiti due tipi di archi: archi di tipo 0, etichettati come (k, t),
da ogni nodo (k, t− 1) a (k, t), per k = 0, . . . , |Kj | e t = 1, . . . , T −∑

h>k pjk,
e archi di tipo 1, etichettati come (k, t), da ogni nodo (k − 1, t − pj(k+1)) a
(k, t), per k = 1, . . . , |Kj | e t =

∑
h>k pjk, . . . , T . Quindi tutti gli archi e i loro

flussi sono identificati dal nodo in cui arrivano e possono essere solo di tipo 0
o di tipo 1. Per ogni grafo Gj il nodo (0, 0) è sorgente di un flusso unitario e
il nodo (|Kj |, T ) è il pozzo.

Si vedano in Fig. 21.7(a) i grafi G1 e G2 per un’istanza di due lavori con
due operazioni ciascuno, di durate p11 = 2, p12 = 3 per il primo lavoro e
p21 = 4, p22 = 1 per il secondo lavoro. Tutti gli archi sono orientati da sinistra
verso destra e dall’alto verso il basso.

L’idea è che quando un flusso unitario attraversa l’arco (k, t) di tipo 1,
questo equivale a schedulare l’operazione k con completamento al tempo t.
Invece l’attraversamento dell’arco (k, t) di tipo 0 corrisponde ad un intervallo
di inattività da t−1 a t per il lavoro, fra l’esecuzione dell’operazione (k−1) e
la k. Ad ogni arco può essere assegnato un costo per modellare una qualsiasi
funzione obiettivo dei tempi di completamento. Nel caso più semplice in cui
il costo si riferisce solo ai lavori, cioè all’ultima operazione di ogni lavoro,
è sufficiente assegnare un costo diverso da 0 agli archi di tipo 1 dell’ultima
operazione.
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Figura 21.7.
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Naturalmente bisogna tener conto dei vincoli di macchina. Per ogni mac-
china m ∈M e per ogni istante τ , i flussi non possono attraversare più di un
arco per tutti gli archi (k, t) di tipo 1 se τ ≤ t ≤ τ −1+pjk e mjk = m, cioè si
tratta di operazioni eseguite tutte dalla stessa macchina m. In Fig. 21.7(b) si
vedono gli archi coinvolti da questo vincolo per τ = 3 e per la prima macchina
(archi non tratteggiati), supponendo che una macchina esegua le prime ope-
razioni di entrambi i lavori e la seconda macchina gli altri due. In Fig. 21.7(c)
si vede una possibile soluzione.

Definendo le seguenti matrici:

aj,k,t,τ,m :=
{ 1 se τ ≤ t ≤ τ − 1 + pjk e m = mjk

0 altrimenti

che tiene conto dei vincoli di macchina e

b0
j,k,t :=

{
1 se 1 ≤ t ≤ T −∑

h>k pjk e 0 ≤ k ≤ |Kj |
0 altrimenti

b1
j,k,t :=

{
1 se

∑
h>k pjk ≤ t ≤ T e 1 ≤ k ≤ |Kj |

0 altrimenti

che tengono conto dell’esistenza degli archi nei nodi, il modello di PL01 è

min
∑

(j,k,t)

fj,k(t) ξ1
j,k,t

∑
(j,k,t)

aj,k,t,τ,m ξ1
j,k,t ≤ 1 m ∈M, τ = 1, . . . , T

b1
j,k+1,t+pj(k+1)

ξ1
j,k+1,t+pj(k+1)

+

b0
j,k,t+1 ξ0

j,k,t+1 − b0
j,k,t ξ0

j,k,t − b1
j,k,t ξ1

j,k,t =

=

{ 1 se k = 0, t = 0
−1 se k = |Kj |, t = T

0 altrimenti

j ∈ J, k = 0, . . . , |Kj |,
t = 0, . . . , T

ξ0
j,k,t, ξ

1
j,k,t ∈ {0, 1}

(21.3)

Il rilassamento del modello (21.3) produce delle limitazioni inferiori che
sono abbastanza buone. Per piccole istanze (fino a 6 lavori e 6 macchine), l’ot-
timo viene raggiunto in pochi secondi. Tuttavia l’elevato numero di variabili
e di vincoli rende lento il modello per istanze più grandi.

Per ottenere una soluzione che minimizzi il tempo massimo conviene pro-
cedere variando l’orizzonte con ricerca binaria finché non si trova il minimo
valore che produce soluzioni ammissibili.
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4 5 61 2 3

1 3 2 5 4 6

42 5 1 3 6

1 4 3 65 2

4 2 3 5 1 6

4 1 5 2 63
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(a) Soluzione ottima per tempo totale

4 5 61 2 3

1 3 2 5 4 6

2 1 3 6 45

5 1 4 2 3 6

4 2 3 5 1 6

3 4 1 5 2 6

0 5 10 15 20 25 30 

(b) Soluzione ottima per tempo massimo

Figura 21.8.

Esempio 21.3.

Si consideri un’istanza di 6 lavori con 6 operazioni ciascuno e 6 macchine. Le
durate delle operazioni e le assegnazioni delle macchine sono le seguenti:

pjk =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 5 3 2 5 1
4 1 4 3 2 4
3 6 2 1 2 5
5 2 2 3 5 4
2 3 1 2 4 1
7 1 2 4 3 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ mjk =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 3 4 5 6
1 3 2 5 4 6
2 5 1 3 6 4
5 1 4 2 3 6
4 2 3 5 1 6
3 4 1 5 2 6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

Sulla base di questi dati stimiamo un orizzonte T = 35. Il rilassamento di
(21.3) ha un valore ottimo di 135,96 e quindi la limitazione inferiore prodotta
dal rilassamento vale 136. La soluzione intera vale 143, con orizzonte 31, e
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viene trovata da Lingo dopo 40 secondi ed aver esplorato un albero branch-
and-bound di 298 nodi. La soluzione è raffigurata come diagramma di Gantt in
Fig. 21.8(a), dove ogni riga è un lavoro e i numeri si riferiscono alle macchine
che eseguono la particolare operazione.

Per ottenere una soluzione che minimizzi invece il tempo massimo si riduce
l’orizzonte fino a che esistono soluzioni ammissibili. Si è posto T = 25 e si
è trovato inammissibile già il rilassamento. Per T = 30 (sappiamo già che
esistono soluzioni per T = 31) si è trovata una soluzione in 4 secondi. Per
T = 28 si è trovato non ammissibile il problema intero dopo 17 secondi. Infine
per T = 29 si è trovata una soluzione in 4 secondi. La soluzione è raffigurata
in Fig. 21.8(b). Il suo valore come somma dei tempi è 152.

21.3 Open Shop

Il problema Open Shop (OS) differisce dal Job Shop per il fatto che non ci
sono precedenze prefissate fra le operazioni di uno stesso lavoro. Questa mag-
giore flessibilità rende il problema molto difficile. Ci limitiamo a considerare
la versione con prelazione e con obiettivo il minimo tempo massimo, che si
risolve in tempo polinomiale e in modo elegante [96].

Se si sommano le durate delle operazioni per ogni lavoro, la più grande
di queste somme (Tj := maxj∈J

∑
m∈M ph

jm) è certamente una limitazione
inferiore al tempo massimo. Altrettanto si può dire per il massimo delle somme
delle durate fatte per ogni macchina (Tm := maxm∈M

∑
j∈J ph

jm).
Il più grande fra i due massimi T ∗ := max {Tj , Tm} non è solo una li-

mitazione inferiore ma è anche il tempo entro il quale si possono schedulare
tutti i lavori, se la prelazione è ammessa. Questo fatto viene provato proprio
costruendo una soluzione che richiede questo tempo, suddividendo la schedu-
lazione per unità temporali. In ogni unità temporale i lavori vengono assegnati
alle macchine. Essendo ammessa la prelazione non è necessario che un lavoro
venga assegnato alla stessa macchina in unità temporali adiacenti.

La costruzione della soluzione si effettua nel seguente modo. Si denoti
p1

jm := pjm e poi per h = 1, . . . , T ∗ si iteri nel seguente modo. Sia

Th := max

⎧⎨
⎩max

m∈M

∑
j∈J

ph
jm ; max

j∈J

∑
m∈M

ph
jm

⎫⎬
⎭

(quindi T 1 = T ∗) I lavori j tali Th =
∑

m∈M ph
jm e le macchine m tali che

Th =
∑

j∈J ph
jm vengono detti critici. Siano J∗ i lavori critici e M∗ le macchine

critiche.
Si tratta ora di trovare un assegnamento di lavori a macchine, non neces-

sariamente perfetto, tale che tutti i lavori critici e tutte le macchine critiche
siano assegnati e che un lavoro j venga assegnato a una macchina m solo se
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ph
jm > 0. Il problema d’assegnamento si può formulare come una soluzione

ammissibile per i vincoli:∑
j∈J

xjm = 1 m ∈M∗,
∑
j∈J

xjm ≤ 1 m /∈M∗,

∑
m∈M

xjm = 1 j ∈ J∗,
∑

m∈M

xjm ≤ 1 j /∈ J∗,

xjm = 0 se pjm = 0, xjm ∈ {0, 1}

(21.4)

Un tale assegnamento esiste sempre. Si definisca xjm := pjm/Th e si verifica
immediatamente che si tratta di una soluzione frazionaria del rilassamento
di (21.4) e quindi il poliedro delle soluzioni ammissibili del rilassamento non
è vuoto. Siccome tale poliedro ha vertici interi in base al Teorema 10.1, si
deduce che esiste sempre una soluzione intera.

Siano Jh ⊃ J∗ e Mh ⊃ M∗ i lavori e le macchine che vengono assegnati.
Ovviamente |Jh| = |Mh|. A questo punto si ridefiniscono i tempi come

ph+1
jm :=

{
ph

jm − 1 se j ∈ Jh e m ∈Mh

ph
jm altrimenti

e si procede ricorsivamente. Ad ogni iterazione si ha Th = Th−1 − 1 e quindi
dopo T ∗ iterazioni la procedura termina. Si noti ancora che quando un lavoro o
una macchina diventano critiche, rimangono tali fino alla fine della procedura.

Esempio 21.4.

Sia ad esempio

pjm = p1
jm =

⎛
⎝ 2 3 0 1

1 2 1 0
0 1 3 2

⎞
⎠

Quindi K1 = 6, J∗ = {1, 3} e M∗ = {2}. Il primo assegnamento potrebbe
essere dato da (1-1), (2-2), (3-3), da cui

p2
jm =

⎛
⎝ 1 3 0 1

1 1 1 0
0 1 2 2

⎞
⎠

Quindi K2 = 5, J∗ = {1, 3} e M∗ = {2}. Il secondo assegnamento potrebbe
ancora essere ancora dato da (1-1), (2-2), (3-3), da cui

p3
jm =

⎛
⎝ 0 3 0 1

1 0 1 0
0 1 1 2

⎞
⎠
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K3 = 4, J∗ = {1, 3} e M∗ = {2}. Il terzo assegnamento non può più essere
uguale al primo perché due durate sono diventate uguali a 0. Ad esempio
potrebbe essere (1-2), (2-1) e (3-3). Quindi

p4
jm =

⎛
⎝ 0 2 0 1

0 0 1 0
0 1 0 2

⎞
⎠

K4 = 3, J∗ = {1, 3} e M∗ = {2, 4}. Il quarto assegnamento potrebbe essere
(1-2), (2-3), (3-4). Quindi

p5
jm =

⎛
⎝ 0 1 0 1

0 0 0 0
0 1 0 1

⎞
⎠

Nelle due ultime iterazioni gli assegnamenti sono (1-4), (3-2) e (1-2), (3-4).
Quindi la schedulazione finale, ottenuta assemblando tutti gli assegnamenti,
è (le colonne corrispondono ai tempi di esecuzione, le righe sono i lavori e i
numeri rappresentano la macchina):

1 1 2 2 4 2
2 2 1 3 − −
3 3 3 4 2 4

Da ogni soluzione si può ottenere un’altra semplicemente permutando le co-
lonne. In questo caso particolare si può migliorare la soluzione data evitando
di interrompere alcune lavorazioni invertendo le ultime due colonne.

Se le durate di esecuzione sono unitarie allora non c’è differenza fra il
problema con prelazione e quello senza. Il caso di durate unitarie si presenta
ad esempio quando si modellano delle interviste fra persone di un gruppo
(lavori) con persone di un altro gruppo (macchine) e si assume che tutte
le interviste abbiano la stessa durata. Il problema di assegnare i tempi alle
interviste in modo da ridurre il tempo massimo, è esattamente un Open Shop
con durate unitarie. Problemi di questo genere sono stati studiati ad esempio
in [17, 190].
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21.4 Appendice

Dimostrazione dell’ottimalità di una schedulazione a permutazione per
Flow Shop con due macchine

Se la sequenza dei lavori su ogni macchina è fissata, il calcolo del minimo tempo
massimo si riduce al calcolo del cammino più lungo su un grafo orientato e aciclico,
come per il PERT. Si veda in Fig. 21.9(a) il grafo con le precedenze fra le operazioni
di una stessa macchina, indotte dalle sequenze fissate, e quelle fra le operazioni di
uno stesso lavoro. Le etichette nei nodi si riferiscono ai lavori. Sono stati inoltre
aggiunti il nodo di inizio lavori (0) e il nodo di fine lavori (∗).

Si denoti con P (i) il cammino che va da 0 alla prima operazione (nell’ordine
della sequenza) sulla macchina 1, percorre in sequenza un certo numero di opera-
zioni della prima macchina fino all’operazione (i1) (con i etichetta del lavoro), poi
passa sull’operazione dello stesso lavoro sulla seconda macchina, cioè (i2) e prose-
gue fino all’ultima operazione (nell’ordine della sequenza) per finire nel nodo ∗ (in
Fig. 21.9(a) è indicato il cammino P (4)). Il cammino più lungo è necessariamente
uno dei cammini P (i).

Si supponga che le sequenze di operazioni sulle due macchine siano diverse. Allora
esistono due lavori i e j tali che l’operazione (i1) precede (j1) e le due operazioni
sono consecutive, mentre (j2) precede (i2), non necessariamente in modo consecutivo
(in figura i = 3 e j = 4). Il cammino P (j) è più lungo di P (i). Se si scambiano le
operazioni (i1) e (j1) (Fig. 21.9(b)), tutti i cammini tranne P (i) e P (j) non hanno
cambiato lunghezza. Inoltre i nuovi cammini P (i) e P (j) (indicati in Fig. 21.9(b))
sono più corti del precedente P (j) (o quanto meno non più lunghi se si ammette che
qualche durata possa essere nulla). Quindi la nuova soluzione è non peggiore della
precedente. Operando in questo modo finché le due sequenze sono uguali si perviene
ad una soluzione non peggiore di quella iniziale.

(a) (b)

Figura 21.9.
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Dimostrazione dell’esattezza dell’algoritmo per Flow Shop con due mac-
chine

In base al risultato per il quale basta considerare schedulazioni a permutazio-
ne, per ogni permutazione il cammino massimo ha il medesimo numero di archi.
Quindi se alle durate si aumenta o diminuisce la stessa quantità, la soluzione otti-
ma rimane ottima anche con le durate variate. Si diminuisca allora ogni durata di
mini min {pi1, pi2}. Operando in questo modo almeno un’operazione diventa di dura-
ta nulla. Supponiamo si tratti di un’operazione del lavoro k sulla prima macchina. Se
quest’operazione viene posta al primo posto della sequenza otteniamo una schedula-
zione non peggiore. Se viceversa è un’operazione della seconda macchina l’operazione
può essere posta all’ultimo posto della sequenza ottenendo una schedulazione non
peggiore. Se il cammino più lungo della soluzione ottima è P (k), l’ordine delle altre
operazioni è irrilevante e quindi l’algoritmo fornisce una soluzione ottima. Se invece
il cammino più lungo della soluzione ottima non è P (k) si diminuiscono le durate
delle operazioni degli altri lavori della quantità mini	=k min {pi1, pi2}. Continuando
ricorsivamente questo equivale a collocare ai primi posti della prima macchina le
operazioni secondo l’ordine dato dalle durate crescenti pi1 per i tale che pi1 ≤ pi2 e
agli ultimi posti della seconda macchina le operazioni secondo l’ordine pi2 per i tale
che pi1 > pi2.
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Modelli di schedulazione
Problemi periodici

Spesso si vuole che la temporizzazione degli eventi da schedulare sia periodica.
Il caso più comune è dato dai trasporti pubblici. Probabilmente non esiste
orario di treni che non sia periodico, su base almeno settimanale. Inoltre per
tutti i giorni feriali l’orario è quasi sempre il medesimo e quindi per questi
giorni la periodicità è di tipo giornaliero. Gli orari aerei hanno una periodicità
settimanale, ma per la maggior parte dei voli è giornaliera.

Nella maggior parte dei paesi europei si cerca di rendere l’orario dei treni
periodico sulla base dell’ora, escluse alcune ore della notte. Quindi è sufficiente
in questi casi fornire un orario limitato ad un’unica ora. Dal punto di vista
dell’utenza si tratta di una semplificazione grandissima. In Olanda il periodo
dell’orario è addiritura di mezz’ora. Questo significa che se, ad esempio, un
treno parte ai minuti 10, partirà ai minuti 10 e 40 di ogni ora.

Si tende anche a rendere periodici gli orari degli autobus e delle metro-
politane. Per poter garantire ai passeggeri coincidenze con minimi tempi di
attesa, è più conveniente adottare un orario periodico, per il quale il vincolo
da imporre per una coincidenza deve essere espresso solo una volta, anziché
per tutte le occorrenze della coincidenza se l’orario non fosse periodico.

Vi sono anche altri casi in cui, anche se la periodicità non si impone in
modo naturale come nel caso dei trasporti, è tuttavia il modo migliore di
regolare delle attività. Ad esempio la commutazione semaforica avviene su
base periodica. In questo caso il periodo diventa una variabile decisionale.

22.1 Il problema di schedulare eventi periodici

Il primo modello di schedulazione di eventi periodici fu presentato in [204]. In
questo modello, chiamato PESP (Periodic Event Scheduling Problem) sono
dati: un periodo T , un insieme N di eventi e un insieme E di vincoli per
alcune (eventualmente anche tutte o nessuna) coppie di eventi. Ogni vincolo
e ∈ E definisce una limitazione inferiore ae ed una superiore be per la coppia
ordinata di eventi e = (i, j). Le due limitazioni definiscono il seguente insieme
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[a, b] = [2, 5] [a, b] = [10, 1]

Figura 22.1.

{τ ∈ [0, T ) : (τ − ae) mod T ≤ (be − ae) mod T}

che, con abuso di terminologia, possiamo denotare come ‘intervallo’ [ae, be]T .
Se rappresentiamo il tempo in modo circolare (a causa della periodicità) con
direzione oraria, l’intervallo [ae, be]T è dato dagli istanti di tempo da ae mod T
in senso orario fino a be mod T . Si noti che be può essere minore di ae.

Una soluzione di un’istanza di PESP è un’assegnazione τ : N → [0, T ) tale
che

(τj − τi) mod T ∈ [ae, be]T e = (i, j) ∈ E (22.1)

Il valore τi è la schedulazione dell’evento periodico i. Le occorrenze dell’even-
to i sono gli infiniti valori {τi + k T : k ∈ ZZ}. Se T e gli intervalli sono definiti
da numeri interi anche la schedulazione assume valori interi, senza perdita di
generalità.

Nella Fig. 22.1 si esemplifica il vincolo (22.1) per due diverse limitazioni.
La differenza τj−τi deve cadere all’interno degli intervalli indicati. Si noti che
(22.1) è equivalente a (τi − τj) mod T ∈ [−be,−ae]T = [T − be, T − ae]T .

È naturale rappresentare un’istanza di PESP come un grafo orientato in
cui i nodi sono gli eventi e i vincoli sono gli archi. PESP può essere visto come
l’estensione al caso periodico dei vincoli di precedenza tipici del PERT. Tut-
tavia la periodicità, per la quale non esiste un ‘prima’ e un ‘dopo’, introduce
una tale flessibilità da rendere il problema NP-difficile.

Si supponga infatti di dover colorare i nodi di un grafo con T colori (ad
esempio il grafo di 7 nodi in Fig 22.2 usando T = 4 colori). Gli archi del grafo
vengono orientati arbitrariamente, si fissa il periodo uguale a T (numero di
colori) e ad ogni arco si assegna l’intervallo [1, T − 1] (si veda l’intervallo in
figura).

Esiste una schedulazione se e solo se esiste una colorazione con T colori.
Infatti due nodi adiacenti non possono avere la stessa schedulazione a causa
del vincolo. Quindi i valori della schedulazione (necessariamente interi) corri-
spondono ai T colori. Siccome il problema della colorazione è NP-completo
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Figura 22.2.

anche per tre colori, si vede che PESP è NP-difficile anche per T = 3. Nel-
l’esempio esiste una schedulazione ammissibile ed è: τ4 = 0, τ1 = τ3 = 1,
τ2 = τ6 = 2, τ5 = τ7 = 3.

Il vincolo (22.1) può essere riformulato con variabili intere ze come

ae − ze T ≤ tj − ti ≤ be − ze T e = (i, j) ∈ E (22.2)

Con questa formulazione bisogna eventualmente ridefinire le limitazioni in
modo che ae ≤ be e be − ae < T (altrimenti le due variabili intere in (22.2)
non potrebbero essere uguali). Se esistono valori ammissibili per (22.2) basta
porre τi = ti mod T . Se si fissano le variabili intere ze, (22.2) è un problema
di tensione ammissibile che si risolve facilmente come descritto a pag. 171.
Naturalmente la difficoltà del problema consiste nel trovare le variabili intere
ze che rendono ammissibile il problema oppure nel far vedere che tali variabili
non esistono.

L’ammissibilità di (22.2) può essere verificata ricorrendo alla PLI, ma con-
viene sfruttare la particolare struttura del problema e progettare un algoritmo
ad hoc. Ci limitiamo qui a descrivere l’algoritmo proposto in [204]. Sono stati
successivamente elaborati algoritmi più veloci ([165, 198]).

Alla base di questi algoritmi c’è la proprietà che una soluzione ammissi-
bile per (22.2) esiste se e solo se non ci sono circuiti negativi nel grafo. Più
esattamente si aggiunga ad ogni arco (i, j) la sua copia antiparallela (j, i) e si
definiscano distanze

dij := be − ze T, dji := −ae + ze T, (i, j) ∈ E

Per ogni circuito C ⊂ E sia C+ l’insieme di archi di C in E orientati come il
circuito e C− l’insieme di archi orientati in senso opposto. La lunghezza del
circuito C è allora∑

e∈C+

(be − ze T )−
∑

e∈C−
(ae − ze T ) = D(C)− z · e(C) T
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dove D(C) :=
∑

e∈C+ be −
∑

e∈C− ae, e e(C) è il vettore d’incidenza del cir-
cuito C (con valori −1, 0 o 1 a seconda dell’appartenenza e dell’orientazione).
Allora si deve avere

D(C)− z · e(C)T ≥ 0 C ∈ C (22.3)

con C l’insieme di tutti i circuiti. Considerando che z · e(C) deve essere intero,
(22.3) può essere riscritto come

z · e(C) ≤
⌊

D(C)
T

⌋
=: δ(C) C ∈ C (22.4)

Non è difficile vedere, con semplici argomenti di algebra lineare, che si posso-
no fissare liberamente i valori di ze sugli archi di un albero di supporto, ad
esempio ze := 0, e limitarsi a calcolare i valori di ze per le corde dell’albero.
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Figura 22.3.

Esempio 22.1.

Si consideri l’istanza in Fig. 22.3(a) con T = 10. Si fissi ze = 0 per gli archi
dell’albero di supporto indicato in Fig. 22.3(b). Quindi si devono calcolare
z14, z12 e z24.

Consideriamo il circuito C1 = 1 → 4 → 3 → 1. Per questo circuito si ha
D(C1) = 8 − 2 − 0 = 6 e quindi da (22.4) si ottiene z14 ≤ �6/10� = 0. Per il
circuito inverso C2 = 1 → 3 → 4 → 1 si ha D(C2) = 3 + 6 − 4 = 5 e quindi
−z14 ≤ �5/10� = 0. Allora z14 = 0.

Per i circuiti C3 = 1 → 2 → 3 → 1 e C4 = 1 → 3 → 2 → 1 si ha (si
noti che l’intervallo [9, 1] va riformulato come [9, 11] oppure [−1, 1], scegliamo
questa seconda opzione) D(C3) = 9 + 1− 0 = 10 e quindi z12 ≤ 1, e D(C4) =
3 + 1− 6 = −2 da cui −z12 ≤ −1 e quindi z12 = 1.

Per i circuiti C5 = 2 → 4 → 3 → 2 e C6 = 2 → 3 → 4 → 2 si ha
D(C5) = 9−2+1 = 8 da cui z24 ≤ 0 e D(C6) = 1+6−5 = 2 da cui −z24 ≤ 0
e quindi z24 = 0.

Il fatto che si siano calcolati i valori di tutte le variabili z non significa
ancora che il problema sia ammissibile. Questi valori potrebbero non essere
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ammissibili per altri circuiti. Ad esempio possiamo effettuare la verifica per il
circuito 1 → 2 → 4 → 1 per il quale si ha D(C) = 14 e allora si deve avere

z12 + z24 − z14 ≤ 14
10

= 1

e si vede che i valori calcolati sono ammissibili. Comunque, una volta noti i
valori di z si può risolvere il problema di tensione ammissibile con gli intervalli
indicati in figura, ma con l’intervallo dell’arco (1, 2) modificato in [6− 10, 9−
10] = [−4,−1] e quello dell’arco (2, 3) in [−1, 1]. Una soluzione è data da
t1 = 0, t2 = −1, t3 = 1, t4 = 5, cioè τ1 = 0, τ2 = 9, τ3 = 1, τ4 = 5.

Come si vede anche dall’esempio, non è pensabile risolvere direttamente
(22.4) dato il numero esponenziale di circuiti. L’algoritmo proposto in [204] si
basa su un albero di ricerca in cui si cerca di rendere ammissibile una corda
alla volta, risolvendo un problema di camino minimo, e fissandone il valore di
z se si riesce a rendere ammissibile, altrimenti risalendo nell’albero di ricerca
e cambiando precedenti scelte di z. Per i dettagli si veda [204]. L’algoritmo è
abbastanza veloce per grafi di qualche centinaio di nodi, ma presenta problemi
se il numero di nodi supera il migliaio.

22.2 Controllo dei semafori

La commutazione semaforica avviene normalmente in modo periodico, all’in-
terno di un intervallo temporale molto più grande del periodo, durante il quale
i flussi del traffico sono abbastanza costanti. Se gli incroci stradali sono com-
plessi l’approccio consueto di dividere il periodo in varie fasi (da due a quattro
normalmente), in cui si dà via libera di volta in volta a flussi non in conflitto
fra loro, non è applicabile. Il modello presentato in [205] cerca di calcolare gli
istanti di commutazione dei vari semafori tenendo conto dei vincoli di con-
flitto fra flussi di traffico che si incrociano e dei vincoli di coordinamento fra
semafori posti sulla stessa linea di flusso, oltre che ovviamente garantire una
durata del verde compatibile con il volume del traffico che deve attraversare
l’intersezione.

Comunque esiste anche la possibilità di coordinare un insieme di semafori
che non condividono tutti lo stesso periodo. Ad esempio periodi di 60, 90
e 120 secondi possono coesistere. Per modellare questi casi è meglio far uso
direttamente della PLI. Si veda [131]. Qui non ci occupiamo di questi casi.

Il periodo T viene considerato come assegnato. La scelta del periodo va
fatta non solo a priori ma anche sulla base dei risultati del modello stesso
al variare di T . A grandi linee si può dire che un basso valore del periodo
impedisce l’accumularsi di grandi code grazie al rapido alternarsi di rosso e
verde. Tuttavia l’incidenza dei tempi morti, che sono costanti all’interno del
periodo, ha un maggiore effetto negativo sulla capacità di smaltire il traffico
con periodi brevi. Quindi, se il traffico è elevato, conviene aumentare il periodo
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per aumentare la capacità. La scelta del periodo deve allora tenere conto di
queste esigenze contrapposte.

Presentiamo qui un modello leggermente semplificato rispetto a [205]. In
[205] la durata del verde è variabile ed è limitata inferiormente da un valore
minimo che permette di smaltire tutto il traffico che arriva durante il periodo.
Ora invece fissiamo la durata del verde esattamente al valore minimo e teniamo
conto solo dei vincoli di conflitto e di coordinamento.

Il calcolo delle durate dei verdi si effettua tenendo conto del numero C
di corsie presenti alla linea semaforica e del traffico stimato F che attraversa
la linea semaforica. Si valuta in 1800 veicoli all’ora per corsia la capacità di
smaltimento, per cui il numero di veicoli all’ora che riescono a transitare oltre
la linea semaforica, se V è la durata del verde, è 1800 C V . Questo numero
deve essere superiore al numero di veicoli che arrivano alla linea semaforica
durante il periodo, dato da F T . Quindi si ricava

V ≥ γ
F T

1800 C
(22.5)

con γ > 1 parametro decisionale da fissare in modo da dare maggior capacità
all’incrocio (F ovviamente valutato in veicoli/ora). Qui calcoliamo V uguale
alla limitazione inferiore (22.5).

Le variabili da calcolare sono gli istanti di inizio del verde. Noti questi,
gli istanti di fine verde sono definiti a causa della durata fissa del verde. In
questi modelli non si tiene conto del periodo di segnale arancio. La fine del
verde corrisponde esattamente all’inizio del rosso. Quanto tempo dedicare
all’arancio viene valutato successivamente.

I vincoli di conflitto e di coordinamento riguardano coppie di semafori. Il
vincolo di conflitto è esemplificato in Fig. 22.4(a) dove la durata del verde è
raffigurata con la barra nera. Per ogni coppia di semafori in conflitto vengono
definiti i due tempi di sgombero (clearance times) cij e cji dove cij è il minimo
tempo che deve trascorrere fra la fine del verde del semaforo i e l’inizio del
verde del semaforo j. Analogamente cji è il minimo tempo che deve trascorrere
fra la fine del verde del semaforo j e l’inizio del verde del semaforo i.

Quindi l’istante τj non può avvenire prima di τi + Vi + cij e analogamente
l’istante τi non può avvenire prima di τj + Vj + cji. Quindi deve valere il
vincolo

τj − τi ∈ [Vi + cij , T − Vj − cji]T (22.6)

Per quel che riguarda il coordinamento fra il semaforo i (a monte) e il
semaforo j (a valle) vengono definiti due tempi, il ritardo di coda (tail offset)
rij , cioè il minimo tempo che deve trascorrere fra la fine del verde del semaforo
i e la fine del verde del semaforo j, e il ritardo di testa (head offset) fij , cioè
il massimo tempo che deve trascorrere fra l’inizio del verde del semaforo i e
l’inizio del verde del semaforo j.

Anche se all’automobilista può sembrare più importante il ritardo di te-
sta, che permette un’onda verde senza rallentamenti, dal punto di vista del
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progettista, è più importante il ritardo di coda. Se il ritardo di coda non è
sufficiente, i veicoli rimangono ‘intrappolati’ fra i due semafori e possono osta-
colare altri flussi di traffico che devono usare lo stesso spazio. Ecco perché il
ritardo di coda viene assegnato come un tempo minimo. Viceversa il ritardo
di testa viene assegnato come un tempo massimo. Qualche volta il ritardo di
testa viene assegnato più elevato del tempo necessario a percorrere la distanza
fra i semafori per permettere al traffico di ricompattarsi, dando luogo alla co-
siddetta platoon compression. Un traffico compattato si controlla meglio, nel
senso che ha un’evoluzione meno casuale.

Facendo riferimento alla Fig. 22.4(b) si vede che l’istante τj non può av-
venire prima di τi + Vi + rij − Vj , per ciò che riguarda il ritardo di coda, ma
neppure dopo τi +fij , per ciò che riguarda il ritardo di testa. Con un modello
a durate di verde fissate i due vincoli potrebbero essere inconsistenti, se cioè
si avesse Vi + rij − Vj > fij . Conviene allora definire il seguente vincolo

τj − τi ∈ [Vi + rij − Vj , max {fij , Vi + rij − Vj}] (22.7)

A questo punto si è definito un modello PESP in cui i nodi sono i semafori
e gli archi i vincoli (22.6) e (22.7). Tuttavia sorge un problema se da uno stesso
semaforo passano diversi flussi di traffico e i coordinamenti riguardano solo
questi flussi di traffico, che si riferiscono quindi solo ad una parte del verde
totale di un semaforo. I vincoli (22.7) possono diventare inconsistenti.

Si può ovviare a questo fatto introducendo dei semafori virtuali. Ogni
semaforo reale viene rappresentato da tanti semafori virtuali ognuno dedicato
ad un particolare flusso di traffico. I semafori virtuali non devono avere verdi
che si sovrappongono e quindi vengono posti in conflitto uno con l’altro con
tempi di sgombero nulli.

Una volta trovata la soluzione, le durate di verde vengono fuse assieme.
Questa fusione è normalmente possibile. Diventa impossibile se i vari verdi
sono staccati fra loro e sono interpolati da verdi di altri semafori in conflitto.
In questo caso si potrebbe pensare ad una commutazione di verde multipla
all’interno dello stesso periodo. Teoricamente si tratta di una cosa possibile
anche se in pratica non viene fatta.
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Esempio 22.2.

In questo esempio applichiamo le tecniche precedentemente illustrate al caso
del Piazzale Osoppo di Udine, che presenta una serie di incroci di media
complessità. In [205] si applica la teoria al caso di Piazzale Loreto a Milano
di complessià superiore con 24 semafori da controllare.

In Fig. 22.5(a) è rappresentata l’intersezione con l’indicazione delle strade
e delle linee semaforiche. Per alcune linee vi sono più semafori. Si tratta di
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semafori virtuali per controllare flussi diversi. I semafori 5 e 6 si riferiscono
allo stesso semaforo reale. Altrettanto vale per la coppia di semafori 7 e 8 e
per la terna 15, 16 e 17. In totale si tratta di 13 semafori reali, che diventano
17 tenendo conto dei virtuali. Rispetto alla situazione reale sono stati aggiunti
i semafori 10, 11, 12 e 13, e si è modificato il senso di marcia del tratto di
strada del semaforo 13 in modo da raggiungere via Uccellis più agevolmente
di quanto sia possibile ora.

I vincoli sono rappresentati dal grafo in Fig. 22.5(a). I vincoli di conflitto
sono indicati con archi non orientati, mentre i vincoli di coordinamento con
archi orientati. Dal grafo si evince quali flussi si cercano di coordinare. Non
riportiamo i dati numerici relativi ai vincoli. Del resto questi si deducono dalla
soluzione in Fig. 22.5(b) dove le linee orizzontali rappresentano le durate del
verde. Il periodo è stato scelto uguale a 72 secondi.

Esaminando la soluzione si vede che i semafori virtuali 15, 16 e 17 hanno
verdi contigui e possono essere fusi, dall’inizio di 15 alla fine di 17, in un’unica
durata di verde. I semafori 5 e 6 non sono contigui, tuttavia, dalla fine di 6
all’inizio di 5 non c’è conflitto con il semaforo 2 e quindi si può effettuare la
fusione dall’inizio di 6 alla fine di 5. Analogamente i semafori 7 e 8 possono
essere fusi in un’unica durata dall’inizio di 7 alla fine di 8.

22.3 Orari ferroviari

Un’applicazione in cui il modello PESP dà buoni risultati riguarda il progetto
di un orario ferroviario [146, 144]. Per un rassegna di problemi nel settore dei
trasporti ferroviari risolvibili con la Ricerca Operativa si veda [116].

Prima di illustrare gli aspetti di dettaglio della costruzione di un orario
periodico, può essere utile fornire una panoramica dei vari livelli decisionali.
Le decisioni strategiche a lungo termine, con un orizzonte di diverse decine
d’anni, riguardano la topologia della rete ferroviaria e gli investimenti nel
materiale ferroviario. La costruzione di una linea ferroviaria e anche l’ordine
di nuovo materiale sono processi che possono durare anni con un impatto
sul tipo di servizio offerto che si esplica per periodi di tempo estremamente
lunghi.

Successivamente, a livello tattico, vi sono le decisioni su quali linee at-
tivare in base alla previsione di domanda futura di trasporto. Poi, a livello
tattico-operativo vi è la costruzione dell’orario per le linee scelte. Infine a li-
vello operativo bisogna stabilire la circolazione del materiale ferroviario e la
schedulazione degli equipaggi.

Per quel che riguarda la costruzione di un orario periodico si valutano
soprattutto la possibilità di avere coincidenze fra diverse linee e anche i tempi
necessari ad un passeggero per poter sfruttare al meglio la coincidenza. Inoltre,
per ragioni di sicurezza, bisogna evitare arrivi troppo ravvicinati di treni nella
stessa stazione.
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Per modellare il problema si costruisce un grafo i cui nodi sono gli arrivi e
le partenze di ogni treno in ogni sua stazione di fermata. Nel gergo ferroviario
si intende per ‘treno’ il concetto astratto di servizio di trasporto con partenza
in una determinata località in un determinato istante della giornata, con tutte
le fermate intermedie (luoghi e tempi) fissate. Nel momento in cui dobbiamo
costruire l’orario e quindi gli istanti di tempo non sono disponibili, intendiamo
con la parola ‘treno’ solo le località servite. Siccome imponiamo un periodo di
un’ora, c’è la garanzia che tutte le località saranno servite una volta in ogni
ora, senza avere particolari preferenze per l’istante all’interno dell’ora. Se però
c’è l’esigenza di fissare degli intervalli in cui la partenza deve effettuarsi, questo
esigenza si modella facilmente all’interno dei vincoli PESP.

Inoltre se si volesse avere k > 1 treni sulla stessa linea all’interno di ogni
ora, si tratta di fissare il tempo minimo s che deve intercorrere fra due partenze
successive, e poi tutti i nodi corrispondenti dei k treni vengono collegati in
una cricca i cui archi hanno tutti il medesimo intervallo [s , 60− s].

Se si volesse un servizio esattamente bilanciato (cioè con partenze equi-
distanti) allora s = 60/k. Si potrebbe forse essere indotti a credere che lo
stesso tipo di vincolo possa essere realizzato semplicemente dagli intervalli
[s , 60 − (k − 1) s] fra ogni nodo del treno h e il corrispondente del treno
(h mod k) + 1. Dal punto di vista computazionale è una notevole semplifica-
zione in quanto, per k > 3, il numero di vincoli si è ridotto da k (k − 1)/2
a k, ma soprattutto, per k > 2, le lunghezze degli intervalli si sono ridotte
da 60 − 2 s a 60 − k s con un forte impatto di accelerazione sugli algoritmi
risolutivi. Tuttavia imporre il secondo tipo di vincoli già presuppone l’ordine
con cui gli eventi si susseguono all’interno del ciclo, mentre quest’ordine deve
risultare dalla soluzione. Solo se gli eventi sono esattamente uguali, cioè hanno
tutti lo stesso vincolo con altri nodi, presupporre l’ordine non influisce sulla
soluzione finale.

Oltre a questi tipi di vincoli, ne abbiamo altri che modellano le varie
esigenze di un trasporto pubblico. Quattro di questi vincoli sono evidenziati in
Fig. 22.6, che si riferisce ad un incrocio di treni nella stazione di Köln-Deutz,
in particolare la linea ad alta velocità fra Francoforte e Düsseldorf e quella
fra Wuppertal a la stazione principale di Colonia (Köln HBH). L’esempio è
tratto da [144].

La durata di uno spostamento fra due stazioni dipende ovviamente dalla
velocità e può essere resa variabile ammettendo che le velocità sia compresa
fra un minimo ed un massimo. Anche se è desiderabile che la durata sia la
minima possibile, tuttavia può essere conveniente ammettere che la durata sia
compresa in un intervallo per andare incontro ad altri tipi di vincoli. Il vincolo
quindi si esprime con degli archi di spostamento fra il nodo di partenza da una
stazione al nodo di arrivo nella stazione successiva. Se d̂ij è la minima durata
dello spostamento e d̃ij è il massimo aumento tollerabile per lo spostamento
fra le due stazioni, l’intervallo di vincolo è [d̂ij , d̂ij + d̃ij ].
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Figura 22.6.

Una delle caratteristiche di un buon servizio è la possibilità per i passeggeri
di poter trovare facilmente coincidenze nelle stazioni di incrocio di diverse
linee ed anche di non dover aspettare troppo tempo, avendo anche tempo
sufficiente per raggiungere comodamente il nuovo treno. In un modello PESP
di sola ammissibilità un tale vincolo si rende con un arco di coincidenza fra il
nodo arrivo di un treno con il nodo partenza dell’altro treno (come suggerito
in [198]). Se cij è il minimo tempo di coincidenza e Cij è il massimo tempo
ammissibile di attesa, l’intervallo di vincolo è [cij , Cij ].

Se invece si introducono degli obiettivi l’intervallo diventa [cij , cij−1], che
ammette tempi di attesa fino a 59 minuti con una funzione di penalizzazione
che cresce da cij fino a cij + 59.

Le fermate nelle stazioni, si rendono con archi di fermata fra il nodo di
arrivo e quello di partenza della stessa stazione il cui intervallo è compreso fra
un minimo tempo sij ed un massimo Sij , ovvero [sij , Sij ].

Sono frequenti i casi di singoli binari che devono essere usati da treni in
opposte direzioni. Ad esempio si vede in Fig. 22.6 che la linea ad alta velocità
fra Düsseldorf e Francoforte usa un singolo binario per entrare nella stazione
di Köln-Deutz (in entrambe le direzioni). Quindi dal momento in cui parte
un treno, nessun treno deve arrivare dall’opposta direzione per un tempo che
è il doppio del tempo necessario a percorrere il tratto a binario unico. Se f
è questo tempo, il vincolo si modella con un arco di conflitto dalla partenza
all’arrivo dello stesso treno ed intervallo [2 f, 60].

Vi sono altri aspetti che possono essere modellati nello stesso modo. Per
un’analisi più dettagliata si rimanda a [144].
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22.4 Risorse in un ambiente periodico

Come nell’esempio dei treni, gli eventi periodici sono spesso istanti di inizio e
fine di qualche attività che richiede l’uso di una risorsa specifica, ad esempio
delle locomotive e delle carrozze per gli archi di spostamento nel caso dei treni,
oppure gli aerei se gli eventi sono le partenze e gli arrivi dei voli. Nel caso dei
semafori la risorsa è lo spazio fisico dell’intersezione che deve essere condiviso
fra più flussi.

Per esemplificare la trattazione consideriamo il caso di un orario di voli.
I nodi sono le partenze e gli arrivi di tutti i voli. Pensiamo che il periodo sia
di 24 ore e supponiamo che l’orario sia fissato. Ad esempio ci sono i seguenti
voli: Roma 8.00 - Londra 10.30; Londra 12.00 - Madrid 15.00; Madrid 19.00
- Parigi 21.00; Parigi 8.00 - Francoforte 9.00; Francoforte 13.15 - Stoccolma
16.00; Stoccolma 18.00 - Helsinki 19.00; Helsinki 21.00 - Copenhagen 22.30;
Copenhagen 7.00 - Berlino 8.00; Berlino - Londra 13.30; 15.30; Londra 18.00
- Roma 20.30.

Supponiamo inoltre che sia uno stesso velivolo ad effettuare questi voli e
che, finito l’ultimo volo, riprenda con il primo della serie in un ciclo infinito. In
realtà cos̀ı non può essere perché ogni tanto il velivolo deve essere sottoposto
a manutenzione. Però prima che ciò avvenga il numero di cicli è sufficiente-
mente elevato da poter impostare il problema come se i cicli fossero infiniti.
Naturalmente vogliamo sapere quanti sono i velivoli necessari ad effettuare
i voli. Il velivolo in partenza da Roma conclude la prima giornata a Parigi.
Quando, al mattino riparte da Parigi, un altro velivolo deve effettuare il volo
Roma-Londra, primo della serie. Infatti l’orario ha un periodo di 24 ore e ogni
24 ore ogni volo deve essere ripetuto. All’inizio del terzo giorno il primo aereo
parte da Copenhagen e il secondo da Parigi e un terzo deve effettuare il primo
volo Roma-Londra. Dopo tre giorni il primo velivolo può ricominciare il ciclo.

Quindi tre velivoli sono necessari e sufficienti ad effettuare i voli elencati.
In altre parole se si sommano le durate delle attività (incluso anche i periodi
di sosta a terra) lungo un ciclo orientato, e queste attività si riferiscono alla
stessa risorsa, necessariamente tale somma è uguale ad un multiplo intero,
m T , del periodo, e il numero di risorse necessarie è esattamente m.

A questo punto, dato l’orario, siamo interessati ad una decomposizione dei
voli in cicli in modo che il numero di velivoli sia minimo. Esemplifichiamo il
problema con i seguenti ipotetici dati che si riferiscono a 5 aeroporti A, B, C,
D e E con i voli diretti indicati in Tabella 22.1 (in questi problemi gli orari
non sono riferiti all’ora locale ma a quella di un fuso orario fissato).

Quando un velivolo percorre un ciclo, alterna archi di volo (da una par-
tenza ad un arrivo dello stesso volo) ad archi di sosta (da un arrivo ad una
partenza nello stesso aeroporto). Stabiliamo che la durata di un arco di sosta
sia uguale alla differenza temporale fra i due eventi se questa è di almeno tre
ore, altrimenti la durata è aumentata di 24 ore. Nel valutare la lunghezza di
un ciclo, dato che sappiamo già trattarsi di un multiplo del periodo, possiamo
semplificare il calcolo nel seguente modo: tutti gli archi che non contengo-
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A-B: 15-22 B-A: 01-08 C-A: 11-15 D-A: 19-22 E-A: 10-19

A-C: 08-12 B-C: 16-21 C-B: 08-13 D-B: 07-14 E-B: 10-13

A-D: 07-10 B-D: 10-17 C-D: 14-20 D-C: 08-14 E-C: 07-15

A-E: 21-06 B-E: 18-21 C-E: 21-05 D-E: 18-20 E-D: 16-18

Tabella 22.1.

no la mezzanotte hanno peso 0, tutti quelli che la contengono hanno peso 1
(possiamo convenzionalmente stabilire che se la mezzanotte coincide con una
partenza od un arrivo, viene considerata contenuta se si tratta di partenza e
non contenuta se si tratta di arrivo). Siccome tutti gli archi di volo devono
essere presi in considerazione, l’unica possibilità di ridurre il numero di aerei
consiste nell’assegnare in modo opportuno gli arrivi con le partenze in ogni
aeroporto, cioè decidere quali siano effettivamente gli archi di sosta. Il pro-
blema allora si modella, per ogni aeroporto, come un assegnamento di costo
minimo con archi di costo 0 o 1, fra i voli in arrivo e quelli in partenza. I costi
per l’aeroporto A sono i seguenti:

AB AC AD AE

BA 0 1 1 0

CA 1 1 1 0

DA 1 1 1 1

EA 1 1 1 1

Un assegnamento ottimo nell’aeroporto A, di costo 2, consiste nell’asse-
gnare il volo A-B al velivolo che ha effettuato il volo B-A, e poi A-E a C-A,
A-D a E-A, A-E a D-A. Il lettore può per esercizio effettuare il calcolo per gli
altri aeroporti. Il numero di velivoli è dato dalla somma degli assegnamenti
ottimi per gli aeroporti più la somma degli archi di volo che contengono la
mezzanotte.

Un approccio alternativo al problema fu sviluppato in anni lontani all’Ae-
roflot [147]. L’approccio era basato sulla costruzione di funzioni di deficit una
per aeroporto. Una funzione di deficit è definita sulle 24 ore e il suo valore
all’istante t è data dal numero di velivoli che alla mezzanotte sono in volo
verso l’aeroporto o stanno atterrando (con orario proprio le ore 0.00) più il
numero di velivoli partiti nell’intervallo [0, t) meno il numero di velivoli atter-
rati nell’intervallo [0, t] (quindi nell’istante dell’atterraggio il velivolo si conta
e non si conta invece nel momento della partenza).

Siccome in realtà i velivoli non sono immediatamente disponibili al volo
successivo appena atterrati e abbiamo valutato in 3 ore il tempo minimo di
sosta in aeroporto, dobbiamo considerare degli arrivi e delle partenze fittizie
che tengano conto dell’effettiva disponibilità. Un modo per farlo è ad esempio
di posticipare ogni arrivo di un’ora e di anticipare ogni partenza di due ore.
In questo modo la funzione di deficit per l’aeroporto E è quella raffigurata in
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Figura 22.7.

Fig. 22.7. Il massimo di questa funzione è 4. Si può dimostrare che la somma
dei massimi delle funzioni di deficit calcolate nei vari aeroporti è uguale al
minimo numero di velivoli necessari. Un abbinamento ottimo consiste nell’as-
segnare gli arrivi alle partenze all’interno di un avvallamento fra due massimi
locali, ad esempio DE→EC, BE→EA, CE→EB, AE→ED. Il lettore può per
esercizio costruire le funzioni di deficit negli altri aeroporti e controllare se il
minimo numero di velivoli calcolato in questo modo è uguale a quello calcolato
precedentemente.

Siccome il minimo numero di velivoli è dato dalla somma dei massimi,
se il massimo è un picco stretto della funzione (non come in Fig. 22.7) po-
trebbe essere interessante valutare l’idea di anticipare l’arrivo e posticipare la
partenza fino a trasformare il picco in un avvallamento. Se questo fosse pos-
sibile il numero di velivoli sarebbe abbassato di uno. Ma anticipare l’arrivo
in un aeroporto significa anche anticipare la partenza in un altro aeroporto,
con conseguenze forse negative e altrettanto si potrebbe dire per il ritardo
della partenza. Si possono tuttavia modellare questi vincoli in modo abba-
stanza semplice come spiegato in [85] a cui si rimanda. In generale, per una
trattazione più completa sulle risorse in un ambiente periodico si veda [204].
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Modelli di trattamento dei dati

Alcuni aspetti di trattamento dei dati possono essere modellati efficacemente
tramite la programmazione matematica e in particolare la programmazione
lineare. In questo capitolo vengono illustrati due campi in cui la PL ha un
ruolo significativo sia per ottenere delle soluzioni ma anche per capire aspetti
strutturali dei problemi. Il primo di questi campi riguarda la valutazione, in
particolare il metodo noto con l’acronimo DEA (Data Envelopment Analysis)
che cerca di superare le difficoltà intrinseche di introdurre preferenze sogget-
tive del valutatore. Il secondo argomento riguarda la classificazione di dati.
Questo è uno degli aspetti di una disciplina recente, nota come Data mining
che cerca di estrarre informazione utile da grandi masse di dati. Le tecniche
di Data mining sono molteplici e pertinenti a diverse aree della ricerca, come
ad esempio la statistica e l’informatica. Fra gli strumenti utili al trattamento
dei dati rientrano anche modelli di PL.

23.1 Valutazione

Un aspetto fondamentale della gestione riguarda la valutazione delle attività.
Non occorre sottolineare quanto sia necessario essere in grado di valutare
correttamente attività sulle quali bisogna prendere decisioni critiche riguardo
agli obiettivi che si intendono perseguire.

Particolarmente rilevante diventa la valutazione quando questa coinvolge le
attività di unità che operano con una relativa autonomia all’interno di obiettivi
condivisi. Questo è il caso di molti settori pubblici, quali scuole, ospedali, ma
anche di settori privati quali ad esempio agenzie di una medesima banca o
fornitori di un particolare prodotto.

Il punto di partenza di ogni valutazione consiste nello stabilire i criteri
che stanno alla base della valutazione stessa. I criteri sono sempre molteplici
dato che ogni attività complessa si esplica su molti piani. La difficoltà di un
processo valutativo, che risulti corretto ed equo per le unità valutate, risiede
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proprio nella composizione dei criteri in un unico indice che catturi la qualità
delle attività e permetta il confronto fra le unità.

La situazione è la stessa di quella vista nel Cap. 3 per i problemi di ot-
timizzazione in presenza di molti obiettivi. In questo caso si aggiunge una
maggior criticità dovuta al fatto che la valutazione riguarda non tanto deci-
sioni alternative di un unico soggetto, quanto scelte fatte da soggetti diversi,
e quindi l’aspetto di equità riveste un ruolo fondamentale.

L’approccio più frequente al problema consiste nello stabilire dei pesi fra i
criteri, nell’assegnare un valore numerico alla valutazione di un’unità rispetto
ad ogni criterio, e nel combinare linearmente, previa normalizzazione ed usan-
do i pesi assegnati, i vari valori. Si produce cos̀ı un valore numerico per ogni
unità e da questo valore consegue un giudizio ed un ordinamento fra le unità.

Questo approccio viene generalmente accettato come ‘oggettivo’ e pertanto
ha una sua forza di convinzione nell’opinione pubblica molto forte. Chi scrive
pensa invece che si tratti di un approccio metodologicamente errato, perché
aggregare diversi criteri in un unico indice è un’operazione necessariamente
‘soggettiva’, che andrebbe a sua volta valutata e spiegata con grande cautela,
prima di costituire la base di decisioni impegnative.

23.2 DEA - Data Envelopment Analysis

Per superare le difficoltà intrinseche di determinare i pesi con cui comporre i
criteri, atto che necessariamente richiede di esplicitare un criterio a più alto
livello, è stato proposto in [40] un metodo che permette ad ogni unità di sce-
gliere i pesi più appropriati per la propria valutazione. Un aspetto importante
del metodo riguarda il fatto che le attività produttive di ogni unità non sono
valutate in modo assoluto, ma si tiene conto di quanto l’unità è stata in grado
di produrre date le sue condizioni di partenza. Quindi i criteri su cui si basa
la valutazione consistono, da un lato, nelle quantità di prodotti (output) che
l’unità è in grado di fornire, ma anche, dall’altro lato, nelle quantità di risorse
(input) che l’unità ha dovuto impiegare. È il rapporto fra l’output e l’input a
denotare il livello di efficienza di un’unità.

Naturalmente nel momento in cui un’unità valuta se stessa scegliendo i pesi
a lei più appropriati, l’unità viene anche confrontata con tutte le altre unità
usando gli stessi pesi. Potrebbe avvenire che, nonostante la scelta favorevole,
vi sia un’altra unità che, con gli stessi pesi, abbia un rapporto output/input
migliore. In questo caso si avrebbe una inequivocabile ed oggettiva valutazione
di inefficienza.

Il metodo è stato chiamato Data Envelopment Analysis (DEA) per il fatto
che si cerca di valutare e dare importanza soprattutto all’inviluppo dei dati,
come risulterà più chiaro in seguito.

Formalmente, siano U1, U2, . . . , Un le unità da valutare. Si suppone che le
unità siano simili fra loro, nel senso che producono beni, servizi dello stesso
tipo in base a risorse, anch’esse dello stesso tipo. Tutto ciò che viene usato
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dalle unità per produrre costituisce l’insieme I degli input, mentre tutto ciò
che viene prodotto, costituisce l’insieme J degli output. Gli insiemi I e J sono
comuni a tutte le unità. Le unità però si diversificano per le quantità di input
e output. Siano Xk

i e Y k
j le quantità di input i e output j, rispettivamente,

relative all’unità Uk.
Siano vi ≥ 0 e wj ≥ 0 opportuni pesi assegnati agli input ed output.

Assegnati i pesi, l’efficienza (rispetto ai pesi) dell’unità Uk può essere misurata
come ∑

j∈J wj Y k
j∑

i∈I vi Xk
i

(23.1)

Si supponga di valutare un’unità in particolare, che indicheremo con U0 per
maggior semplicità denotazionale (U0 può essere una qualsiasi delle unità
U1, U2, . . . , Un). Come anticipato, la metodologia DEA permette a U0 di sce-
gliere i pesi più favorevoli per la propria valutazione. Siccome la valutazione
è anche comparativa con le altre unità, si cerca di massimizzare (23.1) impo-
nendo contemporaneamente una limitazione superiore a tutte le unità (inclusa
U0), ad esempio uguale ad 1. Quindi si tratta di risolvere, nelle variabili vi

e wj ,

max

∑
j∈J wj Y 0

j∑
i∈I vi X0

i∑
j∈J wj Y k

j∑
i∈I vi Xk

i

≤ 1 k ∈ [n]

vi, wj ≥ 0 j ∈ J, i ∈ I

(23.2)

Se il massimo in (23.2) è uguale a 1, allora U0 viene dichiarata efficiente, in
quanto realizza il massimo rapporto output/input, fra le unità prese in esame.
Se invece il massimo è inferiore a 1, significa che, pur nella migliore scelta dei
pesi per U0, c’è qualche unità che riesce a realizzare un migliore rapporto
output/input.

Il problema (23.2) non è di PL, tuttavia lo si rende facilmente tale. Si noti
ad esempio che le soluzioni sono determinate a meno di una costante molti-
plicativa positiva e quindi si possono normalizzare. Il modo più conveniente
di normalizzare è di imporre ∑

i∈I

vi X0
i = 1

cos̀ı l’obiettivo in (23.2) diventa lineare. I vincoli diventano banalmente lineari
riscrivendoli come ∑

j∈J

wj Y k
j ≤

∑
i∈I

vi Xk
i

e quindi il problema di PL da risolvere è
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max
∑
j∈J

wj Y 0
j

∑
j∈J

wj Y k
j ≤

∑
i∈I

vi Xk
i k ∈ [n]

∑
i∈I

vi X0
i = 1

vi, wj ≥ 0 j ∈ J, i ∈ I

(23.3)

Il duale di (23.3) è

min θ
n∑

k=1

λk Y k
j ≥ Y 0

j j ∈ J

n∑
k=1

λk Xk
i ≤ θ X0

i i ∈ I

λk ≥ 0 k ∈ [n]

(23.4)

Il problema duale (23.4) si può interpretare in questo modo: l’unità Uk è
contraddistinta dalla coppia di vettori (Xk, Y k). Possiamo pensare di creare
un’unità virtuale, riscalando dello stesso fattore λk tutti gli input e tutti gli
output. Quindi l’unità (λk Xk, λk Y k) è del tutto simile all’unità (Xk, Y k) e
ne differisce solo per un fattore di scala. Ovviamente le due unità hanno la
stessa efficienza per qualsiasi scelta dei pesi. Possiamo anche pensare di creare
un’unità virtuale in un modo più complicato, ad esempio mettendo assieme
due unità virtuali (λk Xk, λk Y k) e (λh Xh, λh Y h), ottenendo una nuova unità
i cui input e output sono dati da

(λk Xk + λh Xh , λk Y k + λh Y h)

L’efficienza di questa unità virtuale è∑
j∈J wj (λk Y k

j + λh Y h
j )∑

i∈I vi (λk Xk
i + λh Xh

i )
=

∑
i∈Ivi λk Xk

i∑
i∈Ivi (λk Xk

i + λh Xh
i )

∑
j∈Jwj Y k

j∑
i∈Ivi Xk

i

+
∑

i∈Ivi λh Xh
i∑

i∈Ivi (λk Xk
i + λh Xh

i )

∑
j∈Jwj Y h

j∑
i∈Ivi Xh

i

Come si vede l’efficienza dell’unità virtuale è una combinazione convessa
delle efficienze delle unità Uk e Uh. Se Uk e Uh hanno la stessa efficienza, in
particolare il valore massimo 1, anche l’unità virtuale ha la stessa efficienza,

Se assumiamo che le attività delle unità siano caratterizzate da ritorni di
scala costanti, una tale unità virtuale potrebbe essere realizzata a partire dalle
modalità operative correnti delle varie unità. L’assunto di fondo della DEA è
che le unità non sono paragonate ad un modello astratto di unità avulso dalle
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condizioni reali, ma sono invece paragonate a delle unità, per quanto virtuali,
ma comunque ottenibili a partire dalle condizioni esistenti.

Come si vede, nel problema duale sono presenti gli input e gli output di
un’unità virtuale ottenuta con opportuni valori λk > 0. In base alla comple-
mentarità l’unità virtuale viene creata solo da unità ad efficienza 1. I vincoli in
(23.4) cercano di ottenere un’unità virtuale i cui output siano tutti non minori
degli output di U0 e i cui input siano tutti non maggiori di una frazione degli
input di U0.

Si noti che la frazione, data dal valore θ, è necessariamente minore o uguale
a 1, dato che al valore θ = 1 corrisponde la soluzione ammissibile λ0 = 1 e
λk = 0 per k �= 0. Inoltre, come argomento alternativo, siccome l’ottimo
primale non può essere più di 1, il valore θ = 1 deve essere ammissibile. Se
esistono soluzioni con θ < 1, significa che esiste un’unità virtuale (ottenuta
comunque a partire dai processi produttivi esistenti) che produce non meno
output di U0 con minor input, ovvero U0 è dominata dall’unità virtuale e non
può essere considerata efficiente.

Graficamente si può rappresentare la situazione per il caso estremo di un
solo output e di un solo input. Si vedano in Fig. 23.1(a) i valori di input e
output di quattro unità, rispettivamente U1 = (6, 6), U2 = (6, 8), U3 = (2, 3),
U4 = (3, 7). In Fig. 23.1(b) le unità virtuali ottenibili in tutti i modi possibili
con coefficienti λk ≥ 0 corrispondono al cono che si estende all’infinito fra le
due semirette. In Fig. 23.1(c) si vede se esistono unità virtuali che dominano
ogni singola unità. Se esistono unità virtuali all’interno dell’ortante appeso ad
ogni punto, l’unità non può essere efficiente. L’unica unità efficiente è U4.

Per ogni unità si immagini di spostare il punto orizzontalmente verso si-
nistra fino ad intersecare la frontiera dell’insieme ammissibile. Questo corri-
sponde a minimizzare il valore di θ del problema duale fino ad individuare
l’unità virtuale di riferimento per l’unità in esame. Il valore di questa ascissa
diviso per il valore dell’ascissa originaria del punto corrisponde al valore otti-
mo di θ del problema duale. Quindi le unità possono essere ordinate in base
all’efficienza come U4 → 1, U3 → 9/14, U2 → 4/7 e U1 → 3/7. Ad esempio
l’unità U1 ha come riferimento l’unità virtuale 6/7 · (X4, Y 4) = (18/7, 6) (si
lascia come facile esercizio il calcolo delle unità virtuali di riferimento per U2

e U3).
Si può obiettare che non è sempre possibile realizzare unità che abbiano

valori di input e output diversi solo per un fattore di scala. Variare la scala
di un processo produttivo spesso implica delle economie o delle diseconomie,
per cui può non risultare corretto valutare insieme unità piccole e grandi.
Possiamo quindi adottare diverse ipotesi.

Possiamo ad esempio supporre che ad un aumento di scala corrisponda-
no delle diseconomie, per cui non possiamo creare unità virtuali con λk > 1.
Quindi, non solo imponiamo il vincolo λk ≤ 1, ma anche il vincolo più re-
strittivo

∑
k λk ≤ 1, in modo da impedire che un’unità virtuale più grande

sia ottenuta combinando assieme più unità ridotte.
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Figura 23.1.

Le unità virtuali ottenibili con il vincolo
∑

k λk ≤ 1 sono indicate in
Fig. 23.1(d). Si vede che l’unità U2 è diventata efficiente. Si tratta di un’unità
grande e quindi la sua minore capacità di realizzare un elevato rapporto out-
put/input viene imputata alla sua grandezza. Non essendoci altre unità delle
stesse dimensioni con cui confrontarla, l’unità viene dichiarata efficiente.

Alternativamente possiamo supporre che intervengano delle diseconomie
ad una diminuzione di scala, per cui non possiamo creare unità virtuali più
piccole di quelle reali e quindi imponiamo il vincolo

∑
k λk ≥ 1.
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Figura 23.2.

Le unità virtuali ottenibili con il vincolo
∑

k λk ≥ 1 sono indicate in
Fig. 23.1(e). Si vede che l’unità U3 diventa efficiente mentre U2 non lo è
più (l’unità U4, che è efficiente rispetto all’ipotesi di cambiamenti di scala
ammissibili in generale, rimane efficiente in ogni caso ovviamente). Si tratta
appunto di un’unità piccola e non essendoci altre unità delle stesse dimensioni
con cui confrontarla, l’unità viene dichiarata efficiente.

Infine possiamo assumere che solo unità di dimensioni simili possano essere
confrontate e si pone pertanto il vincolo

∑
k λk = 1, quindi determininando

l’unità virtuale solo con combinazioni convesse di unità reali. In questo caso
l’unica unità non efficiente è U1 (Fig. 23.1(f)). L’unità virtuale di riferimento
per U1 = (6, 6) è

1
4
·
(

X3

Y 3

)
+

3
4
·
(

X4

Y 4

)
=

1
4
·
(

2
3

)
+

3
4
·
(

3
7

)
=
(

11/4
6

)

Per raggiungere l’efficienza l’unità U1 dovrebbe ridurre l’input da 6 a 11/4,
mantenendo invariato l’output.

Si noti che, a seconda delle ipotesi che si fanno sui fattori di scala, i va-
lori di input e output delle unità efficienti determinano la curva efficiente di
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min θ∑
k

λk Y k
j ≥ Y 0

j

∑
k

λk Xk
i ≤ θ X0

i

∑
k

λk ≤ 1

λk ≥ 0

max
∑
j∈J

wj Y 0
j + u

∑
j∈J

wj Y k
j + u ≤

∑
i∈I

vi Xk
i

∑
i∈I

vi X0
i = 1

vi, wj ≥ 0, u ≤ 0

min θ∑
k

λk Y k
j ≥ Y 0

j

∑
k

λk Xk
i ≤ θ X0

i

∑
k

λk ≥ 1

λk ≥ 0

max
∑
j∈J

wj Y 0
j + u

∑
j∈J

wj Y k
j + u ≤

∑
i∈I

vi Xk
i

∑
i∈I

vi X0
i = 1

vi, wj ≥ 0, u ≥ 0

min θ∑
k

λk Y k
j ≥ Y 0

j

∑
k

λk Xk
i ≤ θ X0

i

∑
k

λk = 1

λk ≥ 0

max
∑
j∈J

wj Y 0
j + u

∑
j∈J

wj Y k
j + u ≤

∑
i∈I

vi Xk
i

∑
i∈I

vi X0
i = 1

vi, wj ≥ 0

Tabella 23.1.

produzione. Aggiungendo alle unità virtuali tutte le coppie (X, Y ) dominate
da unità virtuali (cioè tutti i punti (X, Y ) tali che X ≥ X̂ e Y ≤ Ŷ con
(X̂, Ŷ ) una qualsiasi unità virtuale) si ottiene un insieme la cui frontiera co-
stituisce il grafico della funzione di produzione. Nelle quattro ipotesi di ritorni
costanti (λk ≥ 0), decrescenti (

∑
k λk ≤ 1), crescenti (

∑
k λk ≥ 1), variabili

(
∑

k λk = 1) si hanno le funzioni di produzione in Fig. 23.2.
Questa rappresentazione grafica può anche essere usata per un problema

con diversi input ed output prendendo in esame una coppia qualsiasi input-
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output. Se un’unità è efficiente rispetto ad una coppia, è efficiente in generale
(ma non viceversa), dato che il vincolo duale deve valere per tutti gli input e
tutti gli output.

L’introduzione dei tre tipi di vincoli su λk porta alle coppie di problemi
primale-duale riportate in Tabella 23.1

Se la soluzione dell’ultimo problema presenta un valore u = 0 e un ottimo
di valore 1, significa che l’unità U0 è efficiente comunque, indipendentemente
da considerazioni di scala. Se invece l’ottimo è u > 0 allora significa che
l’efficienza è dovuta all’ipotesi di ritorni di scala crescenti. Viceversa se u < 0.

Si noti ancora come l’introduzione del vincolo
∑

k λk ≥ 1 ha l’effetto di
introdurre un output artificiale uguale per tutte le unità. Questo aumenta
maggiormente l’efficienza delle unità piccole. Analogamente l’introduzione del
vincolo

∑
k λk ≤ 1 ha l’effetto di togliere un output artificiale uguale per tutte

le unità. Questo sfavorisce maggiormente l’efficienza delle unità piccole.
I valori

∑
k λk Y k e

∑
k λk Xk individuano quale obiettivo raggiungere

(target) per l’unità inefficiente in modo da farla diventare efficiente. Siccome
l’unità virtuale che si crea per determinare il target viene determinata ridu-
cendo il più posibile l’input dell’unità da valutare, l’approccio delineato viene
detto orientato verso l’input (input oriented). In molti casi avviene che gli in-
put siano esogeni e non controllabili dall’unità. Quindi il raggiungimento del
target non è possibile. Si può allora riformulare l’intero approccio orientandolo
verso l’output. A questo scopo al posto di (23.3) si risolve il problema

min
∑
i∈I

vi X0
i

∑
j∈J

wj Y k
j ≤

∑
i∈I

vi Xk
i k ∈ [n]

∑
j∈J

wj Y 0
j = 1

vi, wj ≥ 0

(23.5)

il cui duale è (al posto di (23.4))

max ϕ∑
k

λk Y k
j ≥ ϕ Y 0

j j ∈ J

∑
k

λk Xk
i ≤ X0

i i ∈ I

λk ≥ 0 k ∈ [n]

(23.6)

Si lascia come facile esercizio la dimostrazione che i valori ottimi di (23.4)
e (23.6) soddisfano θ∗ = 1/ϕ∗, ed un’analoga relazione di proporzionalità
vale per gli ottimi duali λ∗k nei rispettivi problemi. Anche in (23.5) (o (23.6))
l’efficienza corrisponde ad un valore ottimo unitario. Invece la non efficienza
corrisponde ad un valore ottimo maggiore di uno.
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Figura 23.3.

Se si introducono le varie ipotesi di ritorni di scala, si ottengono risultati
diversi se si segue un approccio orientato verso l’input o verso l’output. Per
capire quale differenza sia stata introdotta assumendo ritorni di scala variabili,
si riconsideri l’esempio precedente con riferimento alla Fig. 23.3 (si riveda la
Fig. 23.2(d)):

Nell’approccio orientato all’input il punto dell’unità U1 deve essere ripo-
sizionato orizzontalmente verso sinistra fino ad incontrare la frontiera del-
l’insieme di produzione. Questo riposizionamento corrisponde ad un valore
θ∗ = 0.45833 = 55/120 e il punto della frontiera corrisponde ad un’unità
virtuale formata da U3 e U4 con moltiplicatori rispettivamente λ3 = 0.25 e
λ4 = 0.75.

Viceversa, nell’approccio orientato verso l’output, si chiede all’unità U1 di
riposizionare l’output aumentandolo fino a raggiungere la frontiera dell’insie-
me di produzione. Si verifica immediatamente che ϕ∗ = 4/3 e che l’unità di
riferimento (in questo caso reale e non virtuale) è l’unità U2. Essendo diverse
le unità di riferimento per i valori di target, sono necessariamente diversi (in
generale) i valori di efficienza. Infatti in questo esempio θ∗ �= 1/ϕ∗

Ancora a scopo illustrativo si consideri il caso di un solo input e due output.
Inoltre il valore di input sia il medesimo per tutte le unità, ovvero Xk

i = X
per ogni k (i = 1). Seguiamo l’approccio orientato verso l’output con ritorni
di scala costanti (modelli (23.5) e (23.6)). Essendo gli input tutti uguali, il
vincolo

∑
k λk Xk

i ≤ X0
i diventa

∑
k λk ≤ 1, per cui (23.6) si semplifica in

max ϕ∑
k

λk Y k
j ≥ ϕ Y 0

j j ∈ J

∑
k

λk ≤ 1

λk ≥ 0

(23.7)

Ovvero si cerca all’interno dell’insieme dato dalla combinazione convessa degli
output (

∑
k λk Y k

j ) più tutti i punti ottenibili da questi diminuendo arbitra-
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riamente le coordinate di un fattore costante, un’unità virtuale situata sul
raggio ϕ Y 0

j . Se tale unità esiste con valore ϕ > 1, l’unità 0 è non efficiente.

Esempio 23.1.

Si consideri un esempio con un unico input A, due output B e C e cinque
unità.

unità 1 2 3 4 5

inputs

A 6 6 6 6 6

outputs

B 30 9 24 18 8

C 12 18 12 6 8

1

2

3

4

B

C

5

Y

Y

Figura 23.4.

Le unità efficienti sono U1 e U2. Ad sempio l’unità U3 è dominata dalla
combinazione convessa che si ottiene considerando l’intersezione del segmento
congiungente (Y 1

B , Y 1
C) con (Y 2

B , Y 2
C) con la semiretta uscente dall’origine e

passante per il punto (Y 3
B , Y 3

C).

Un ulteriore vincolo che spesso si reputa necessario introdurre riguarda
possibili limitazioni sui pesi. Infatti si può ritenere non ammissibile non pren-
dere in considerazione tutti gli output e tutti gli input. Se nella soluzione di
(23.3) sono presenti pesi di valore nullo, ciò evidentemente significa che per U0

è più opportuno non prendere in considerazioni tali input e output e quindi in-
put molto elevati e output particolarmente bassi potrebbero non entrare nella
valutazione. In tal modo una situazione critica potrebbe non essere messa in
luce.

Si noti ancora che, ammettendo pesi nulli, basta che un’unità abbia un
particolare output e un particolare input con rapporto migliore di tutte le
altre unità per essere efficiente, come già sottolineato. Si è quindi proposto di
definire debolmente efficiente un’unità che sia efficiente con qualche peso nullo.
Tuttavia possono essere presenti molte soluzioni ottime, alcune delle quali con



426 23 Modelli di trattamento dei dati

pesi nulli e altre no. In questi casi bisogna essere in grado di individuare, se
presenti, quelle soluzioni con pesi non nulli.

Se in (23.3) togliamo il vincolo di normalizzazione
∑

i∈I vi X0
i = 1, per ogni

soluzione ne esistono infinite equivalenti moltiplicando i pesi per un’arbitraria
costante positiva. Quindi è lecito porre un valore arbitrario come limitazione
inferiore ai pesi, ad esempio il valore 1. Avendo in mente di togliere il vincolo
di normalizzazione, bisogna essere in grado di trasformare l’obiettivo

max

∑
j∈J wj Y 0

j∑
i∈I vi X0

i

(23.8)

in un’espressione lineare. Siccome il valore θ∗ ottimo in (23.4) (quindi senza
limitazioni sui pesi) è già noto, sappiamo che∑

j∈J wj Y 0
j∑

i∈I vi X0
i

≤ θ∗

e quindi l’obiettivo (23.8) è equivalente a

max
∑
j∈J

wj Y 0
j − θ∗

∑
i∈I

vi X0
i

A questo punto il problema da risolvere è

max
∑
j∈J

wj Y 0
j − θ∗

∑
i∈I

vi X0
i

∑
j∈J

wj Y k
j ≤

∑
i∈I

vi Xk
i k ∈ [n]

vi ≥ 1, wj ≥ 1

(23.9)

Alternativamente si può pensare di sfruttare le relazioni di complementarità.
Se nel problema duale (23.4) i vincoli sono soddisfatti strettamente, i rispettivi
pesi sono nulli. Affinché i vincoli siano sempre attivi si può forzare la soluzione
ottima del problema duale ad avere vincoli non attivi e verificare se questo
sia possibile. Questo si realizza ad esempio risolvendo il seguente problema:

max
∑
j∈J

s+
j +

∑
i∈I

s−i

∑
k

λk Y k
j − s+

j = Y 0
j j ∈ J

∑
k

λk Xk
i + s−i = θ∗X0

i i ∈ I

λk, s+
j , s−i ≥ 0

(23.10)

Non è difficile vedere che i problemi (23.9) e (23.10) sono uno il duale dell’altro
(cambiando il segno dell’obiettivo in (23.10)). Quindi, se il valore ottimo di
(23.9) e (23.10) è zero e θ∗ = 1, l’unità viene detta semplicemente efficiente.
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Operando in modo più stringente, introducendo degli elementi soggettivi
di confronto fra gli input e gli output, si possono aggiungere a (23.4) (man-
tenendo quindi il vincolo di normalizzazione) delle limitazioni inferiori sui
pesi

vi ≥ v̂i, wj ≥ ŵj

I valori v̂i e ŵj vanno accuratamente scelti tenendo conto delle unità di misura
dei rispettivi input e output. Ad esempio si può notare come moltiplicare tutti
i valori di un particolare input (o output) per un fattore ha l’effetto di dividere
per lo stesso fattore il corrispondente peso. Quindi, per rendere le limitazioni
sui pesi omogenee fra loro si potrebbe pensare a dei valori di soglia del seguente
tipo:

v̂i =
αi

X0
i

, ŵj =
βj

Y 0
j

con αi e βj valori adimensionali (si noti che a causa del vincolo
∑

i∈I vi X0
i = 1,

deve essere
∑

i∈I αi ≤ 1 e che inoltre
∑

j∈J βj =
∑

j∈J ŵj Y 0
j ≤

∑
j∈J wj Y 0

j ≤
1) ed eventualmente porre tutti i valori αi e βj uguali fra loro. L’introduzione
delle limitazioni sui pesi diminuisce ovviamente la possibilità di essere effi-
cienti, anche per le unità non debolmente efficienti. Se nell’esempio si pone
αi = βj = 0.1, l’unità U5 non è più efficiente, mentre se si assegna il massimo
valore possibile αi = βj = 0.5, solo l’unità U3 è efficiente.

Introducendo i vincoli sui pesi abbiamo la seguente coppia primale-duale:

max
∑
j∈J

wj Y 0
j

∑
j∈J

wj Y k
j ≤

∑
i∈I

vi Xk
i

∑
i∈I

vi X0
i = 1

vi ≥ v̂i

wj ≥ ŵj

min θ −
∑
i∈I

εi v̂i −
∑
j∈J

δj ŵj

∑
k

λk Y k
j − δj = Y 0

j

k∑
λk Xk

i + εi = θ X0
i

λk ≥ 0, εi ≥ 0, δj ≥ 0

Le variabili duali εi e δj sono variabili di scarto (slack) per i vincoli∑
k λk Xk

i ≤ θ X0
i e

∑
k λk Y k

j ≥ Y 0
j rispettivamente. Lo scarto viene pesato

dalla funzione obiettivo. Quindi per essere efficienti non basta che il mini-
mo valore di θ sia 1. Bisogna anche che tutti i vincoli

∑
k λk Xk

i ≤ θ X0
i e∑

k λk Y k
j ≥ Y 0

j siano soddisfatti in ottimalità con scarto nullo (in modo non
molto diverso da quanto succede in (23.10)).

Il modello DEA è stato applicato in molte situazioni quali: sanità (sia
ospedali che personale), istruzione (scuole e università), banche, produzione
manifatturiera, gestione, ristorazione, distribuzione.
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Ad esempio per valutare diverse facoltà di un’università si possono pren-
dere in considerazione le seguenti quantità di input: livello degli studenti al-
l’ingresso (misurato ad esempio sul voto finale delle scuole superiori), numero
di docenti, spesa in termini di stipendi dei docenti (correlato al precedente
ma diverso), spese ulteriori (contratti, supplenze). Come quantità in output si
possono considerare: numero di studenti iscritti, numero di studenti laureati,
livello degli studenti all’uscita, numero di insegnamenti attivati.

Nel settore della distribuzione l’efficienza dei depositi, dai quali viene pre-
levata la merce per i supermercati, può essere valutata usando come input
grandezze che descrivono l’entità del deposito quali il valore delle merci im-
magazzinate e l’ammontare globale dei salari. Come output si possono consi-
derare grandezze legate all’attività del magazzino quali il numero di consegne,
il numero di richieste al fornitore, il numero di fatture emesse.

Nel settore sanitario si possono valutare ospedali diversi prendendo in esa-
me in input le seguenti grandezze: numero di laboratori per esami specialistici,
ore di laboratorio, numero di letti, spesa per farmaci, spese per manutenzione,
numero di dottori, numero di infermieri, numero di tecnici, numero di ammi-
nistrativi, spesa per salari. In output possiamo considerare: numero analisi
effettuate, numero di ricoveri, ore di ricovero.

23.3 Support Vector Machines

Si indicano con il nome di Support Vector Machines (SVM) dei modelli di
programmazione matematica volti a identificare a quale di due insiemi ap-
partengano oggetti, rappresentati come vettori in un opportuno spazio n-
dimensionale. Gli ‘oggetti’ sottoposti a classificazione possono essere i più
vari.

Come esempio di un problema in cui queste tecniche hanno dato risulta-
ti molto interessanti illustriamo il caso delle analisi microscopiche di cellule
tumorali. Ogni cellula viene misurata in base a molti parametri diversi produ-
cendo un vettore di n numeri. È fondamentale capire se il tumore sia benigno
o maligno. A questo scopo le analisi bioptiche danno una risposta certa e de-
finitiva. Tuttavia è importante capire preventivamente il tipo di cellula da un
esame microscopico, che risulta più rapido e anche di immediata esecuzione.
Se la risposta dell’esame microscopico esclude con quasi certezza trattarsi di
cellule maligne non è necessario l’ulteriore esame bioptico.

Quindi la domanda che ci si pone è: dato un vettore x ∈ IRn, appartiene
all’insieme A oppure all’insieme B? Per rispondere a questa domanda ovvia-
mente è richiesta una preventiva definizione dei due insiemi. Questa viene
fatta sulla base dei dati stessi. Un campione di dati di nota appartenenza
(cosiddetto training set) viene usato inizialmente per definire un problema di
programmazione matematica la cui soluzione viene successivamente usata per
classificare un qualsiasi vettore x.
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(a) (b)

Figura 23.5.

Il presupposto di questo approccio è che punti appartenenti allo stesso
insieme sono contigui in IRn. Si vedano in Fig. 23.5 due esempi di insiemi
separabili, il primo da una funzione lineare e il secondo da una funzione non
lineare. La formulazione generale di una funzione di separazione è basata sulle
cosiddette funzioni di nucleo (kernel functions)

K(x, A) : IRn × IRnm → IRm

che mappano un vettore x ∈ IRn e una matrice A ∈ IRnm in un vettore di
dimensione m. La matrice A contiene il campione di dati formato da m vet-
tori di dimensione n. Il vettore x è di volta in volta il dato da sottoporre
a classificazione. Si definisce anche una matrice diagonale D ∈ IRmm, con
Dii = 1 se il dato i-mo del campione appartiene all’insieme A e Dii = −1
se invece appartiene a B. Vengono infine definiti un vettore u ∈ IRm e uno
scalare γ. Il dato x viene classificato a seconda del segno di

K(x, A)D u− γ (23.11)

Se (23.11) è positivo x viene classificato come appartenente a A, altrimenti
come appartenente a B. Naturalmente la funzione di nucleo deve classificare
correttamente i dati del campione. A questo fine si determinano u e γ in modo
opportuno. Ci limitiamo a fornire le linee essenziali per le funzioni di nucleo
di tipo lineare, ovvero K(x, A) = x�A, per cui (23.11) si particolarizza in

x�A D u− γ = x�w − γ (23.12)

dove w := A D u è un vettore di coefficienti che, insieme con γ determinano
un piano separatore x�w−γ = 0 in IRn. Se A e B sono linearmente separabili,
l’insieme A sta da una parte del piano separatore (x�w−γ > 0) e l’insieme B
sta dall’altra (x�w−γ < 0) . In base a (23.12) si deve avere, per una corretta
classificazione dei dati del campione:

D (A�A D u− γ 1) > 0 (23.13)
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Esempio 23.2.

Come esempio illustrativo si consideri il seguente campione di dati in IR2:

A := {(3, 3), (3, 4), (2, 2)} , B := {(3, 1), (4, 3)}

da cui

A =
(

3 3 2 3 4
3 4 2 1 3

)
, D =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎠

A�A D =

⎛
⎜⎜⎜⎝

18 21 12 −12 −21
21 25 14 −13 −24
12 14 8 −8 −14
15 19 10 −10 −15
24 29 16 −15 −25

⎞
⎟⎟⎟⎠

e quindi (23.13) diventa

18 u1 + 21 u2 + 12 u3 − 12 u4 − 21 u5 > γ

21 u1 + 25 u2 + 14 u3 − 13 u4 − 24 u5 > γ

12 u1 + 14 u2 + 8 u3 − 8 u4 − 14 u5 > γ

15 u1 + 19 u2 + 10 u3 − 10 u4 − 15 u5 < γ

24 u1 + 29 u2 + 16 u3 − 15 u4 − 25 u5 < γ

A priori non si sa se esistono valori ammissibili di u che soddisfano (23.13).
Allora dobbiamo aggiungere delle variabili artificiali che permettono la viola-
zione dei vincoli. Innanzitutto conviene riscrivere (23.13) in modo più adegua-
to, ovvero eliminare i vincoli stretti. Siccome (23.13) è un sistema omogeneo
si può sempre supporre che > 0 sia equivalente a ≥ 1. A questo punto si
introducono le variabili artificiali y che servono anche a ‘misurare’ l’errore
di classificazione (se appunto il vincolo non può essere soddisfatto). Quindi
(23.13) diventa

D (A�A D u− γ 1) + y ≥ 1, y ≥ 0 (23.14)

Il sistema (23.14) è certamente ammissibile (basta porre u = 0 e γ = 0). Fra
tutti i valori ammissibili conviene andare a cercare quelli che minimizzano
l’errore di classificazione, ovvero min

∑
i yi, ma si vuole contemporaneamente

massimizzare la distanza fra i piani che delimitano i due insiemi. Questo si
realizza minimizzando una funzione convessa del vettore u, ad esempio una
norma oppure una forma quadratica positiva definita. In questo secondo caso,
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dati una matrice positiva definita Q e un coefficiente α che bilancia i due
obiettivi, il problema che si vuole risolvere è pertanto

min α
∑

i

yi +
1
2
u�Q u

D (A�A D u− γ 1) + y ≥ 1

y ≥ 0

(23.15)

Si tratta di un problema con obiettivo quadratico e vincoli lineari. Le
tecniche per risolverlo verranno illustrate nel Cap. 26. In particolare questo
stesso esempio numerico verrà risolto nell’Esempio 26.9. Se invece si adotta la
norma ‖u‖1 il problema da risolvere è lineare e cioè:

min α
∑

i

yi +
∑

k

sk

D (A�A D u− γ 1) + y ≥ 1

− sk ≤ uk ≤ sk

y ≥ 0

(23.16)

La risoluzione di (23.16) per i dati dell’esempio con coefficiente α = 1 dà come
soluzione

u = (0,
5
9
, 0,

11
9

, 0), γ = −4, w = (−2, 1), y = (0, 0, 0, 0, 0)

Il fatto che y = 0 indica che i due insiemi sono separabili da un piano.
L’equazione del piano separatore, come espresso in (23.12), è, per i dati
dell’esempio

−2x1 + x2 + 4 = 0 (23.17)

I punti dell’insieme A soddisfano tutti la disequazione −2x1 + x2 + 4 ≥ 1 e
quelli dell’insieme B la disequazione −2x1 + x2 + 4 ≤ −1. Per alcuni punti le
disequazioni sono attive. Questi punti sono di supporto per i rispettivi piani.
Il termine ‘supporto’ nella dizione ‘Support Vector Machines’ si riferisce a
questo fatto. In Fig. 23.6(a) si vedono i punti dei due insiemi (A punti bianchi
e B punti neri) con la retta separatrice (23.17) (tratto continuo) e le due rette
di supporto ai due insiemi (tratteggiate).

Il metodo ammette soluzione anche con dati non linearmente separabili.
In questo caso avviene che

α := min
x∈A

x�w − γ < max
x∈B

x�w − γ =: β

e quindi per classificare un nuovo dato x si può incorrere in errore a limitarsi a
valutare se x�w−γ > 0 oppure il contrario. Siccome solo punti inA soddisfano
x�w−γ ≥ β e solo punti in B soddisfano x�w−γ ≤ α, la classificazione deve
basarsi sul criterio più stringente
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A

B

A

B

(a) (b)

Figura 23.6.

x ∈
{A se x�w − γ ≥ max {β, 0}
B se x�w − γ ≤ min {α, 0}
? altrimenti

Nel terzo caso ovviamente sono richiesti ulteriori dati per la classificazione
dell’oggetto. In Fig. 23.6(b) si vede il caso di insiemi inseparabili linearmente.
In questo caso la risoluzione di (23.16) fornisce

u = (0,
14
27

, 0,
20
27

, 0), γ =
1
3
, w = (−2

3
,
4
3
), y = (0,

8
3
, 0, 0, 0)

Inoltre α = 1 e β = 5/3. Tutto ciò che è compreso fra le rette x�w − γ = 0 e
x�w − γ = 5/3 è di classificazione incerta (zona grigia in Fig. 23.6(b)).

L’approccio tramite le funzioni di nucleo richiede di eseguire calcoli in
spazi a grande dimensione quando i dati da esaminare sono molti. L’approccio
diretto di trovare direttamente i coefficienti w del piano separatore nel caso di
insiemi linearmente separabili era già stato proposto in [153, 206]. L’estensione
al caso di insiemi non separabili è invece più recente. La formulazione più
robusta si deve a [20]. Il problema da risolvere è simile a (23.16). Mancano il
vettore u e i vincoli relativi. Importante è la forma della funzione obiettivo
che misura una media pesata dei punti classificati male per A e per B. Sia
ma il numero di dati in A e mb il numero di dati in B. Allora il problema da
risolvere è

min
1

ma

∑
i∈A

yi +
1

mb

∑
i∈B

yi

D (A�w − γ 1) + y ≥ 1

y ≥ 0

(23.18)

Se gli insiemi sono linearmente separabili il problema (23.18) si limita a fornire
un qualsiasi piano separatore senza discriminare fra piani che separano ‘bene’
da piani che separano ‘male’. Ricordando che |x̄�w−γ| è la distanza euclidea
del punto x̄ dal piano x�w = γ, se ‖w‖2 = 1, si può cercare quel piano che,
fra i piani separatori, è alla massima distanza dai due insiemi, quindi
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Figura 23.7.

max γ

D (A�w − γ 1) ≥ 0
‖w‖2 ≤ 1

equivalente al problema non lineare (quadratico)

min ‖w‖2
D (A�w − γ 1) ≥ 0
γ ≥ 1

Però, usando la norma ‖w‖1 o la norma ‖w‖∞, si tratta di un problema di
PL, facilmente risolvibile (però bisogna tenere presente che la distanza viene
misurata in un modo non euclideo e quindi bisogna valutare se si tratta di un
modello coerente con gli scopi per cui viene usato).

Per confrontare (23.18) con (23.16) si confrontino le Fig. 23.7(a) e (b), la
prima relativa a (23.16) e la seconda a (23.18). Con dati bidimensionali non
si notano a dire il vero grandi differenze. Però i dati sperimentali riportati
in [20] indicano una superiorità di (23.18) rispetto ad altri nel classificare
correttamente il maggior numero di dati.

Concludiamo citando un recente approccio [169] in cui si minimizza il nu-
mero di punti classificati erroneamente. Anche se il modello risultante è di PLI,
tuttavia i risultati computazionali sono buoni e soprattutto la classificazione
si dimostra particolarmente robusta.
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Modelli di pianificazione
Programmazione lineare stocastica

Dover prendere decisioni in condizioni di incertezza è forse più frequente che
non decidere in condizioni di certezza. Siccome non c’è una relazione univoca
fra la decisione presa e l’esito che ne consegue, a causa di eventi futuri più o
meno imprevedibili, è anche difficile formulare un chiaro obiettivo che guidi il
processo decisionale. Se gli eventi su cui si vuole agire sono molti e l’azione
è ripetuta nel tempo allora un approccio probabilistico che valuti i valori
attesi è forse il modo migliore per affrontare il problema. Ci sono però eventi
che avvengono una sola volta e non è chiaro cosa significhi ‘probabilità’ per
questo tipo di eventi. Indubbiamente entra in gioco anche la maggiore o minore
attitudine al rischio del decisore.

È notevole che si sia riusciti a modellare tutti questi aspetti in modo,
non solo matematicamente soddisfacente, ma anche praticamente attuabile.
In questo capitolo verranno esposte le tecniche per prendere decisioni in con-
dizioni di incertezza in caso di eventi singoli. Nel prossimo capitolo invece si
vedranno le tecniche quando la decisione e gli eventi che si vuole controllare
sono ripetuti nel tempo.

24.1 Decisioni in condizioni di rischio

Si consideri la seguente situazione paradigmatica: si deve prendere una deci-
sione fra due scelte alternative A e B in vista di eventi futuri, di cui però si
sa solo stimare la probabilità. Se si prende la decisione A allora si possono
prevedere gli eventi EA1 ed EA2 con probabilità rispettivamente p e 1− p. Se
invece si prende la decisione B allora si possono prevedere gli eventi EB1 e
EB2 con probabilità rispettivamente q e 1− q.

Spesso questo schema si presenta nella forma più semplice in cui EA1

coincide con EB1, EA2 coincide con EB2 e p = q. Questo succede se la decisione
non influisce sugli eventi futuri, come normalmente avviene. In questo caso
possiamo anche parlare di scenario E1 e scenario E2.
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Inoltre ad ogni possibile esito (decisione-evento) viene associato un guada-
gno (eventualmente negativo), normalmente espresso in termini quantitativi,
ma non necessariamente. Come si vedrà in seguito, gli esiti possono anche
essere descritti qualitativamente. Per il momento supponiamo che gli esiti
corrispondano a valori monetari MA1, MA2, MB1 e MB2.

Questa situazione viene normalmente rappresentata con un albero. I nodi
dell’albero si distinguono in nodi dove la decisione spetta al decisore e no-
di dove la ‘decisione’ spetta alla natura, che sceglie secondo un meccanismo
di probabilità. Per distinguere i due tipi diversi di nodi, si indicano con un
quadrato i nodi corrispondenti ad una decisione del decisore e con un cerchio
i nodi corrispondenti ad una decisione della natura. La situazione descritta
viene quindi rappresentata con l’albero binario a due livelli di Fig. 24.1.

A

B

EA1

EA2

E
B1

E
B2

M
A1

M
A2

M
B1

M
B2

p

1-p

q

1-q

Figura 24.1. Albero di decisione

Il problema che si pone è quello di individuare una strategia di scelta fra
le decisioni A e B. Si noti che in alcuni casi è ‘razionale’ scegliere la decisione
migliore. Ad esempio se avviene MA1 = MB1 e MA2 = MB2, la scelta fra
le decisioni A e B comporta solo una scelta fra probabilità diverse e non fra
guadagni diversi. Quindi è razionale scegliere A se p > q e B se p < q (se p = q
è ovviamente indifferente scegliere A o B). Questa osservazione è cruciale e
verrà in seguito sfruttata per identificare una strategia di scelta ‘razionale’
che consideri esplicitamente l’attitudine o meno al rischio del decisore. Un
altro caso di scelta razionale è costituito dal caso p = q, MA1 ≥ MB1 e
MA2 ≥ MB2. Come si vede, è sempre meglio scegliere A, indipendentemente
dalla scelta della natura.

Normalmente tuttavia le probabilità e i guadagni sono tali per cui non
risulta ovvio, cioè razionale, quale decisione prendere. La situazione più fre-
quente è che una decisione presenta, rispetto all’altra, guadagni maggiori se
gli eventi futuri sono favorevoli, ma anche guadagni minori in caso contrario.
Ad esempio si può avere MA1 > MB1 e MA2 < MB2, ovvero, se la natura
sceglie 1, la decisione migliore è A, ma se la natura sceglie 2, la decisione
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migliore è B. Non sapendo in anticipo cosa sceglierà la natura, la decisione
diventa problematica.

In assenza di valutazioni probabilistiche sugli eventi futuri, un atteggia-
mento di massima prudenza considera le varie decisioni e per ognuna valuta la
peggiore scelta di natura. A questo punto si prende la decisione che massimizza
la peggiore scelta della natura, ovvero si calcola

M := max {min {MA1, MA2} , min {MB1, MB2}}
Comunque vada, non si guadagna meno di M , che rappresenta quindi un
guadagno garantito. Sono state proposte molte altre strategie di scelta, di cui
qui però non ci occupiamo.

Se invece ci sono valutazioni probabilistiche sulle quali basare le nostre
decisioni, un primo modo di affrontare il problema della scelta di una decisione
consiste nel valutare i i guadagni attesi. Se si prende la decisione A, il guadagno
atteso è p MA1 + (1− p) MA2. Se invece si prende la decisione B, il guadagno
atteso è q MB1 + (1− q) MB2. Allora si sceglie la decisione a cui corrisponde
il maggiore guadagno atteso. Quindi il guadagno atteso sarà

M∗ := max {p MA1 + (1− p) MA2 , q MB1 + (1− q) MB2} (24.1)

Esempio 24.1.

Si consideri a titolo di semplice esempio illustrativo il caso di un produttore che
deve decidere se costruire un nuovo stabilimento in modo da poter far fronte ad
un eventuale aumento della domanda (A) oppure continuare a produrre senza
nuovi investimenti (B). Il costo dello stabilimento è stato stimato in 6 Me.
Se la domanda sarà elevata, sarà possibile soddisfarla tutta con un ricavo di
18 Me, se lo stabilimento sarà stato costruito, altrimenti il guadagno sarà
soltanto di 9 Me. Se invece la domanda sarà bassa il ricavo delle vendite
sarà in ogni caso di 5 Me. Si valuta inoltre in 0.7 la probabilità di domanda
elevata. Tenendo conto della spesa d’investimento l’albero si presenta come in
Fig. 24.2.

Con la decisione A il guadagno atteso è 0.7 · 12 + 0.3 · (−1) = 8.1, mentre
con la decisione B il guadagno atteso è 0.7 · 9+0.3 · 5 = 7.8. Quindi M∗ = 8.1
e si decide di costruire il nuovo stabilimento.

Supponiamo che la probabilità sia invariante rispetto alle decisioni, cioè
p = q. Possiamo chiedere qual è il valore di probabilità p̄ per cui è indifferente
scegliere A o B. Dobbiamo calcolare

p MA1 + (1− p) MA2 = p MB1 + (1− p) MB2

da cui
p̄ =

MA2 −MB2

MB1 −MA1 + MA2 −MB2
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Se p̄ ≤ 0 oppure p̄ ≥ 1, significa che si è in uno di quei casi di scelta razionale
della decisione, citati precedentemente. Se invece 0 < p̄ < 1, allora per p < p̄
si prende una decisione, mentre per p > p̄ si prende l’altra.

Ovviamente il quadro descritto è molto semplificato. Solo due decisioni
sono possibili. O si prende una o si prende l’altra (ma sono molti i casi reali in
cui vi sono poche alternative) e il rischio di prendere la decisione ‘sbagliata’
è ben presente. L’analisi che si fa è volta proprio a ‘guidare’ il decisore verso
una decisione consapevole.

Notiamo che il valore di probabilità p̄ è critico, in quanto piccoli scostamen-
ti da questo valore portano a decisioni diverse con esiti anche molto diversi.
Quindi se la stima p della probabilità cade in un intorno di p̄, bisogna esser
molto cauti nel trarre conclusioni, dato che la stima potrebbe essere affetta
da un errore maggiore del valore |p− p̄|.

Si immagini ora che, invocando un oracolo, sia possibile conoscere il futuro.
Se l’oracolo predice lo scenario E1, allora conviene prendere la decisione in
base a M̂1 := max {MA1, MB1}, mentre se l’oracolo predice lo scenario E2

conviene prendere la decisione in base a M̂2 := max {MA2, MB2}. Ora ci
chiediamo quale sia il guadagno atteso, prima di interrogare l’oracolo.

In base alla conoscenza attuale degli eventi futuri, necessariamente la pro-
babilità di un evento è uguale alla probabilità che l’oracolo preveda un tale
evento. Quindi il guadagno atteso, se si invoca l’oracolo, è

M̂ := p M̂1 + (1− p) M̂2 (24.2)

Ovviamente tale valore è maggiore del guadagno atteso in condizioni normali
M∗. La differenza M̂ −M∗ prende il nome di valore atteso dell’informazione
perfetta. Se si dovesse pagare l’oracolo, sarebbe conveniente pagarlo solo se il
costo non supera M̂ −M∗. Il valore atteso dell’informazione perfetta dipende
da p e il massimo cade proprio per p = p̄. Infatti M̂ è funzione affine di p
come risulta da (24.2), mentre M∗, massimo di due funzioni affini in p, è
una funzione convessa. Necessariamente la massima differenza si ha nel punto
di rottura della funzione convessa, cioè in p̄. Questo fatto è coerente con la
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criticità di p̄. Si tratta del valore per cui la conoscenza del futuro merita la
maggiore spesa.

Esempio 24.1 (continuazione)
Il calcolo del valore critico di probabilità porta a

12 p− (1− p) = 9 p + 5 (1− p) =⇒ p̄ =
2
3

È utile valutare l’andamento del guadagno atteso in funzione della probabilità.
Nel diagramma di Fig. 24.3 sono riportati anche i valori dei guadagni effettivi
per entrambi gli scenari nel caso si prenda la decisione A (per probabilità
maggiori di 2/3) oppure la decisione B (probabilità minori di 2/3). Si può
notare come una stima di p, di poco superiore a 2/3, porta alla decisione
di costruire lo stabilimento, mentre una stima di poco inferiore porta alla
decisione di non costruire.

Per calcolare il valore atteso dell’informazione perfetta, si ha

M̂1 = max {12, 9} = 12, M̂2 = max {−1, 5} = 5,

da cui
M̂ = p M̂1 + (1− p) M̂2 = 0.7 · 12 + 0.3 · 5 = 9.9

Allora M∗ − M̂ = 1.8 è il valore atteso dell’informazione perfetta.

In realtà è impossibile conoscere il futuro, però si può stimare con più esat-
tezza la probabilità di un evento, ad esempio con delle opportune indagini di
mercato. Per capire come raffinare la probabilità si immagini che esistano degli
indicatori economici fortemente correlati con l’andamento futuro dell’econo-
mia. La correlazione non è perfetta, per cui può accadere che la previsione
fornita dagli indicatori economici non sia corretta. Dalle analisi storiche si
può calcolare che lo scenario 1 viene previsto correttamente con probabilità
q1 (ovvero, di tutte volte in cui si è verificato lo scenario 1, per la frazione
q1 di volte l’evento era stato effettivamente previsto, mentre per la frazione
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(1 − q1) di volte era stato invece previsto l’evento E2), mentre lo scenario 2
viene previsto correttamente con probabilità q2.

Indichiamo i due scenari con E1 e E2, e la previsione di scenario 1 o 2 da
parte degli indicatori con C1 o C2 rispettivamente. Ciò che dobbiamo calcolare
ora è come variare la probabilità a priori p dello scenario 1, in una probabilità
a posteriori che tenga conto della previsione degli indicatori economici. A que-
sto fine ci si serve della formula di Bayes che permette di calcolare p(Ei|Cj),
la probabilità che lo scenario sia Ei dato che si è verificato Cj , cioè gli in-
dicatori hanno previsto Ej (da calcolare per tutte le quattro combinazioni
di i e j). Per applicare la formula abbiamo bisogno delle seguenti quantità:
p(C1, |E1) = q1, la probabilità che gli indicatori prevedano correttamente lo
scenario E1; p(C2, |E1) = 1−q1, la probabilità che gli indicatori prevedano E2

mentre invece si verifica E1; p(C2, |E2) = q2, la probabilità che gli indicatori
prevedano correttamente lo scenario E2; p(C1, |E2) = 1 − q2, la probabilità
che gli indicatori prevedano E1 mentre invece si verifica E2. Le probabilità
p(E1) e p(E2) sono le probabilità a priori dei due scenari. La formula di Bayes
da applicare in questo caso è:

p(Ei|Cj) =
p(Cj |Ei) p(Ei)

p(Cj |E1) p(E1) + p(Cj |E2) p(E2)
(24.3)
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L’albero di decisione va modificato perché bisogna anche tenere conto del-
l’evento ‘previsione degli indicatori’ (Fig. 24.4). Si tratta di un nodo di natura
che è nodo radice dell’albero. Le probabilità associate ai due eventi sono le
probabilità p(Cj) = p(Cj |E1) p(E1) + p(Cj |E2) p(E2). Poi, una volta nota la
previsione, si impostano due problemi indipendenti di decisione, con le proba-
bilità calcolate in base a (24.3) a seconda della previsione. Il guadagno atteso,
che viene chiamato in questo caso valore atteso dell’informazione campionaria,
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è allora dato da questa espressione

M̃ = p(C1) max
{

p(E1|C1) MA1 + p(E2|C1) MA2

p(E1|C1) MB1 + p(E2|C1) MB2
+

p(C2) max
{

p(E1|C2) MA1 + p(E2|C2) MA2

p(E1|C2) MB1 + p(E2|C2) MB2

(24.4)

L’espressione può essere riscritta come

max
{

p(C1|E1) p(E1) MA1 + p(C1|E2) p(E2) MA2

p(C1|E1) p(E1) MB1 + p(C1|E2) p(E2) MB2
+

max
{

p(C2|E1) p(E1) MA1 + p(C2|E2) p(E2) MA2

p(C2|E1) p(E1) MB1 + p(C2|E2) p(E2) MB2

e deve essere maggior o uguale (a causa della presenza dei max) di

p(C1|E1) p(E1) MA1 + p(C1|E2) p(E2)MA2 +
p(C2|E1) p(E1) MA1 + p(C2|E2) p(E2)MA2 =

(p(C1|E1) + p(C2|E1)) p(E1) MA1 + (p(C1|E2) + p(C2|E2)) p(E2))MA2 =

p(E1) MA1 + p(E2) MA2

L’ultima espressione è il guadagno atteso se si prende la decisione A. Analo-
gamente si ottiene che M̃ è non minore di p(E1) MB1 + p(E2) MB2, guadagno
atteso se si prende la decisione B. Allora M̃ è anche non minore del massimo
fra i due valori, cioè di M∗. Quindi qualsiasi siano i valori delle probabilità
condizionate degli eventi, il valore atteso dell’informazione campionaria non è
mai negativo (come del resto ci si aspetta).

Esempio 24.1 (continuazione)
Si immagini che il decisore si affidi ad una società di consulenza che ha ela-
borato degli indicatori economici per le previsioni. Dall’esame degli eventi
passati si vede che tutte le volte in cui la domanda era stata elevata, tale
circostanza era stata prevista correttamente dalla società il 90% delle volte,
mentre la circostanza di domanda bassa era stata prevista correttamente il
70% delle volte. Allora

p(C1 |E1) = 0.9, p(C2 |E1) = 0.1, p(C2 |E2) = 0.7, p(C1 |E2) = 0.3

da cui

p(E1 |C1) =
0.9 · 0.7

0.9 · 0.7 + 0.3 · 0.3
=

7
8

, p(E2 |C1) = 1− p(E1 |C1) =
1
8

p(E2 |C2) =
0.7 · 0.3

0.7 · 0.3 + 0.1 · 0.7
=

3
4

, p(E1 |C2) = 1− p(E1 |C2) =
1
4

Inoltre



442 24 Modelli di pianificazione – PL stocastica

A

B

A

B

   C  1

   C 2

12

-1

9

5

12

-1

9

5

0.875

0.125

0.75

0.25

0.28

0.72 0.875

0.125

0.75

0.25

Figura 24.5.

p(C1) = p(C1 |E1) p(E1) + p(C1 |E2) p(E2) = 0.9 · 0.7 + 0.3 · 0.3 = 0.72

p(C2) = p(C2 |E1) p(E1) + p(C2 |E2) p(E2) = 0.7 · 0.3 + 0.1 · 0.7 = 0.28

Con questi dati la situazione si presenta secondo l’albero in Fig. 24.5. Con
probabilità 0.72 e 0.28 il decisore si aspetta che la risposta del consulente sia
di domanda elevata oppure bassa. Dopodiché il decisore deve scegliere fra le
decisioni A e B, come nel caso precedente. Tuttavia la risposta del consulente
altera le probabilità secondo le formule di Bayes appena calcolate.

Se la risposta del consulente è C1 allora conviene scegliere A con guadagno
atteso 12 · 7/8 − 1/8 = 83/8. Se invece la risposta del consulente è C2 allora
conviene scegliere B con guadagno atteso 6. Quindi il guadagno atteso è 0.72 ·
83/8 + 0.28 · 6 = 9.15. Si tratta di un valore compreso fra 8.1 (valore senza
informazione) e 9.9 (valore con informazione perfetta). La differenza 9.15 −
8.1 = 1.05 è il valore atteso dell’informazione campionaria, e il costo della
consulenza quindi non dovrebbe superare tale valore.

Il semplice albero degli esempi precedenti può essere complicato preve-
dendo una successione di nodi decisionali e di nodi di natura. La strategia
decisionale si calcola comunque nello stesso modo, partendo dai nodi termi-
nali e procedendo verso la radice dell’albero calcolando il valore atteso per i
nodi di natura e il massimo per i nodi decisionali.

24.2 Utilità

Un’obiezione forte all’adozione del guadagno atteso come parametro decisio-
nale si basa sul fatto che situazioni di questo genere avvengono solo una volta,
mentre l’uso di valori attesi è giustificato in quei casi in cui una stessa situa-
zione è ripetuta molte volte nel tempo. Se l’evento si presenta un’unica volta
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bisogna necessariamente prendere in considerazione l’attitudine al rischio del
decisore.

A questo fine è stato ideato uno ‘strumento di misura’ che permette di
correlare le probabilità con gli esiti delle decisioni. Questo strumento di misura
prende la forma dell’albero decisionale in Fig. 24.6

X

M

m

p

1-p

Figura 24.6.

Nell’albero si considerano tre valori di guadagno m, X e M con m < X <
M e un valore di probabilità p. I due valori m e M sono fissi mentre p e X
sono variabili. Come si vede, l’alternativa è fra il guadagno certo X oppure
una lotteria dove, con probabilità nota p, si può guadagnare di più, cioè M ,
però con probabilità 1− p si può guadagnare di meno, cioè m.

Se p = 1 è indubbiamente meglio la lotteria. Se invece p = 0 è meglio
il guadagno certo X. Quindi c’è un valore 0 ≤ p̂ ≤ 1 per cui il decisore è
indifferente fra il guadagno certo X e la lotteria. Si può allora stabilire una
corrispondenza biunivoca fra i valori che può assumere X (compresi fra m e
M) e le probabilità p̂. La funzione che si definisce in questo modo, necessaria-
mente strettamente monotona e crescente, che ad ogni valore di X assegna una
probabilità, prende il nome di utilità e viene indicata con u(X). Per definizione
0 ≤ u(X) ≤ 1, u(m) = 0 e u(M) = 1.

La funzione d’utilità varia a seconda del decisore e rivela la sua maggio-
re o minore attitudine al rischio. Se, ad esempio, si valutasse la situazione
ragionando in base al valore atteso il guadagno certo e la lotteria sarebbero
equivalenti se p M + (1− p) m = X ovvero per un valore

p̄ =
X −m

M −m

Un decisore che sia indifferente proprio in corrispondenza di tale valore, ha
allora una funzione d’utilità

u(X) =
X −m

M −m

e viene detto razionale oppure neutrale al rischio. Si noti che la funzione d’uti-
lità è lineare per tale decisore. Invece un decisore avverso al rischio preferisce il
guadagno certo se p = p̄, quindi per avere l’indifferenza deve essere u(X) > p̄.
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Viceversa un decisore incline al rischio preferisce la lotteria se p = p̄, quindi
per avere l’indifferenza deve essere u(X) < p̄.

In Fig. 24.7 sono riportati due grafici di due possibili funzioni di utilità, la
prima di un decisore avverso al rischio, e la seconda di un decisore incline al
rischio.

Si definisce lotteria equivalente di un guadagno certo X la lotteria con
probabilità u(X). L’osservazione cruciale, che giustifica l’introduzione della
funzione d’utilità, è che si può sostituire qualsiasi guadagno X con la sua
lotteria equivalente.

La situazione di alternativa fra una lotteria e un guadagno certo si pre-
senta naturalmente in diverse situazioni. Ad esempio un’assicurazione contro
un infortunio è di questo tipo. L’alternativa è fra un guadagno certo −A ne-
gativo, cioè la rata da pagare, e una lotteria in cui il guadagno massimo M è
nullo (non avviene l’infortunio) e il guadagno minimo −m è l’infortunio. Nor-
malmente il premio di assicurazione A è un po’ più elevato del valore atteso
di un infortunio, cioè A > p m (una compagnia di assicurazioni può basare
le proprie decisioni sui valori attesi dovendo trattare un gran numero di casi
e naturalmente per avere un margine positivo deve chiedere premi superiori
al valore atteso). Quindi se si stipula un’assicurazione si è necessariamente
avversi al rischio.

Un altro esempio è fornito da tutti i giochi d’azzardo. In questi casi l’al-
ternativa è fra un guadagno certo nullo (non si gioca) e una lotteria con un
guadagno minimo negativo dato da (−a) con a la posta giocata e un guadagno
massimo pari a (k a − a). Normalmente la probabilità p di vincita è minore
di 1/k (altrimenti chi organizza il gioco non ci guadagna). Quindi il valore
atteso della lotteria è p (k− 1) a− (1− p) a < 0. Quindi chi gioca d’azzardo è
necessariamente incline al rischio.

Applichiamo adesso il concetto di utilità allo schema decisionale iniziale.
Si definisca m = minMi e M = max Mi e si sostituisca ad ogni guadagno
certo Mi la sua lotteria equivalente.

In questo modo tutti i guadagni vengono ridotti a due soli guadagni e,
come si vede nella seconda figura, lo schema è diventato un caso in cui la
scelta è razionalmente affidata a quell’alternativa a cui compete la maggiore
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probabilità, ovvero si tratta di scegliere in base a

max {p u(MA1) + (1− p) u(MA2) ; q u(MB1) + (1− q)u(MB2)}

Le due quantità che compaiono nell’espressione sono nient’altro che i valori
attesi dell’utilità. Quindi se nelle foglie terminali dell’albero di decisione si
sostituiscono agli ammontari monetari le loro utilità e si eseguono i calcoli allo
stesso modo, si perviene ad una strategia decisionale che tiene direttamente
conto della maggiore o minore attitudine al rischio del decisore.

Inoltre utilizzare le funzioni di utilità presenta un secondo vantaggio: non è
necessario che gli esiti delle decisioni siano dei valori numerici. Il meccanismo
che porta a definire l’utilità di un valore monetario può essere adattato ad un
qualsiasi esito.

Ad esempio, l’albero decisionale potrebbe riguardare la scelta di dove pas-
sare le ferie, se al mare, o in montagna, o visitando una città d’arte. Immagi-
nando, per semplicità, che il costo della vacanza sia in ogni caso il medesimo,
la scelta si basa solo sulle condizioni del tempo, che possiamo schematicamen-
te dividere in tre casi: bello, incerto, brutto. Dalle statistiche passate sono
note le probabilità che durante il periodo delle ferie il tempo sia in uno dei
tre stati nelle tre rispettive località. Supponiamo ancora che per il decisore
l’esito peggiore sia di stare in montagna con tempo brutto e il migliore sia
ancora di stare in montagna con tempo bello. A questo punto il decisore si
pone la domanda, per ognuna delle possibili alternative (località-tempo) quale
deve essere la probabilità della lotteria con i due esiti montagna-tempo bello
e montagna-tempo brutto, per essere indifferente fra la lotteria e l’alternativa
in questione. Ad esempio potrebbe stabilire che è indifferente fra mare-tempo
incerto e la lotteria solo quando la probabilità della lotteria è 0.8 e quindi
assegnando valore 0.8 all’utilità dell’alternativa mare-tempo incerto. Si noti
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ancora che si sono anche implicitamente valutate le alternative rispetto al loro
valore per il decisore.

Esempio 24.1 (continuazione)
Immaginando di risolvere il precedente esempio dell’investimento, i due esiti
estremi sono il guadagno di 12 a cui si assegna utilità 1 e la perdita di 1 a cui
si assegna utilità 0. Per gli altri due valori 9 e 5, immaginiamo che il decisore
ponga u(9) = 0.9 e u(5) = 0.7.

Dopo avere rilevato questi valori del decisore è utile diagrammarli e vedere
se è possibile definire una funzione d’utilità ‘ragionevole’ che interpoli bene i
punti (Fig. 24.9(a)). Se i punti dovessero essere interpolati da funzioni ‘stra-
ne’ questo probabilmente significa che il decisore non ha posto la sufficiente
attenzione nel formulare le sue preferenze (certamente se dovesse formulare
u(9) < u(5) questo denoterebbe incoerenza e non sarebbe comunque accetta-
bile). Nell’esempio le scelte del decisore sono coerenti e denotano avversione
al rischio.

L’albero di decisione diventa allora quello in Fig. 24.9(b) e i valori attesi
di utilità diventano 0.7 per la decisione A e 0.7 · 0.9 + 0.3 · 0.7 = 0.84 per la
decisione B. Quindi, tenendo conto dell’avversione al rischio, è preferibile la
decisione B.

Come valutare il valore atteso dell’informazione perfetta in termini di uti-
lità? Possiamo affrontare il problema in due modi alternativi. Potremmo dire
che se l’oracolo prevedesse l’evento E1 il decisore sceglierebbe A con utilità 1,
mentre se prevedesse E2 sceglierebbe B con utilità 0.7, il che porterebbe ad
un valore atteso di utilità di 0.91. Il valore monetario Δ di questa differenza
d’utilità è dato da

Δ = u−1(0.91)− u−1(0.84) (24.5)

Alternativamente possiamo chiederci di quale valore Δ′ dobbiamo scontare i
guadagni in modo da essere indifferenti fra utilizzare o non utilizzare l’infor-
mazione perfetta. Quindi, se l’oracolo predice E1 l’utilità è pari a u(12−Δ′)
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mentre se predice E2 l’utilità è pari a u(5 − Δ′). Pertanto il valore atteso è
0.7 · u(12−Δ′) + 0.3 · u(5−Δ′). Quindi dobbiamo calcolare Δ′ tale che

0.7 · u(12−Δ′) + 0.3 · u(5−Δ′) = 0.84

cioè
u−1(0.7 · u(12−Δ′) + 0.3 · u(5−Δ′)) = u−1(0.84) (24.6)

Da (24.5) e (24.6) si ha

u−1(0.7 · u(12−Δ′) + 0.3 · u(5−Δ′)) = u−1(0.7u(12) + 0.3 u(5))−Δ

I due valori Δ e Δ′ non coincidono in generale.

24.3 Programmazione lineare stocastica

Il precedente schema decisionale può essere esteso anche ad un continuo di
decisioni, in cui le variabili che identificano le decisioni (e quelle derivate da
esse) vengono definite a seconda dei possibili scenari di natura. È come se
nell’albero di decisione ci fossero infiniti archi in uscita dal nodo del decisore
e, all’estremo di ognuno di questi infiniti archi, ci fosse il nodo di natura con
un numero finito di scenari. Supponiamo che le probabilità per ogni scenario
siano indipendenti dalle decisioni.

Ovviamente non si può eseguire il calcolo in modo esplicito come si fa
quando le decisioni sono in numero finito. Se però si riescono a definire le
decisioni tramite variabili e vincoli fra le variabili, il problema si può mo-
dellare come un problema di programmazione matematica e in particolare di
programmazione lineare se i vincoli sono lineari.

La situazione può essere meglio illustrata da un esempio. Un produttore
valuta che nella stagione successiva la domanda di un certo bene potrà esse-
re alta (A) oppure bassa (B) con probabilità rispettivamente p e 1 − p. Se
la domanda sarà alta, sarà impossibile farvi fronte con la produzione del mo-
mento, a causa della insufficiente capacità produttiva. Quindi, in previsione di
un’elevata domanda, sarebbe meglio cominciare a produrre fin d’ora, in modo
da avere una sufficiente quantità di beni da vendere. Tuttavia se la domanda
dovesse risultare bassa, si incorre nel rischio di produrre più merce di quella
che si riesce a vendere andando incontro a delle perdite sicure.

Il problema viene modellato identificando delle variabili di primo periodo,
che corrispondono alle decisioni da prendere ora e delle variabili di secondo
periodo che corrispondono alle decisioni da prendere successivamente, una
volta noto lo scenario futuro. Le variabili di secondo periodo sono tante quante
i diversi scenari.

Si definiscano allora le seguenti quantità:

– K: capacità dell’impianto,
– P1: produzione di primo periodo,
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– P2A, P2B : produzione di secondo periodo per gli scenari A e B,
– dA, dB : domanda negli scenari A e B,
– vA, vB : quantità venduta negli scenari A e B,
– rA, rB : prezzo di vendita della merce negli scenari A e B,
– c1, c2: costi di produzione di primo e di secondo periodo,

Oltre ai vincoli di non negatività, valgono i seguenti vincoli:

– vincoli di capacità produttiva:

P1 ≤ K; P2A ≤ K, P2B ≤ K (24.7)

– vincoli di vendita:

vA ≤ dA, vB ≤ dB , vA ≤ P1 + P2A, vB ≤ P1 + P2B (24.8)

Inoltre possiamo esplicitare le seguenti grandezze derivate:

– costi: CA := c1 P1 + c2 P2A nello scenario A, e CB := c1 P1 + c2 P2B nello
scenario B,

– ricavi: RA := rA vA nello scenario A, e RB := rB vB nello scenario B,
– profitti: GA := RA−CA nello scenario A, e GB := RB−CB nello scenario

B.

Come obiettivo possiamo, per il momento, valutare il profitto atteso

p GA + (1− p) GB (24.9)

Considerando i vincoli imposti e l’obiettivo, si tratta di un problema di
PL. Si noti che, se il valore P1 fosse fissato a priori, il problema delineato
consisterebbe di due sottoproblemi indipendenti, uno per lo scenario A e l’altro
per lo scenario B. I vincoli vA ≤ P1 + P2A e vB ≤ P1 + P2B legano assieme i
due problemi attraverso la variabile comune P1.

Data la semplicità di questo esempio è possibile, ed anche istruttivo, risol-
verlo analiticamente senza far ricorso alla PL. Tuttavia, per ragioni di spazio,
lasciamo questa possibilità come esercizio e risolviamo direttamente con la
PL.

Assumiamo i valori K = 50, dA = 80, dB = 20, c1 = 3, c2 = 5, rA = 10,
rB = 7. Allora si hanno le seguenti decisioni ottime:

0 ≤ p ≤ 0.3, P1 = 20, P2A = 50, P2B = 0, GA = 390, GB = 80
0.3 ≤ p ≤ 0.6, P1 = 30, P2A = 50, P2B = 0, GA = 460, GB = 50
0.6 ≤ p ≤ 1, P1 = 50, P2A = 30, P2B = 0, GA = 500, GB = −10

In Fig. 24.10 sono riportati, in funzione della probabilità, il valore atteso
ottimo (funzione continua crescente lineare a tratti) e i valori di guadagno
effettivi a seconda degli scenari e della politica adottata.

Si noti che la soluzione ottima del problema di PL non solo fornisce un
valore per le decisioni di primo periodo in previsione degli eventi futuri, ma
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Figura 24.10.

anche fornisce i valori ottimi delle decisioni di secondo periodo per ogni pos-
sibile scenario. Il valore P2A che viene calcolato è la produzione ottima di
secondo periodo nel caso si verifichi lo scenario A mentre il valore P2B è la
produzione ottima di secondo periodo nel caso si verifichi lo scenario B.

Anche in questo esempio vi sono dei valori critici di probabilità in un
intorno dei quali l’esito può avere valori molto diversi. Per cautelarsi contro
possibili perdite (ad esempio se si decide di produrre P1 = K e invece la
domanda sarà bassa) si potrebbe porre un vincolo al guadagno, ad esempio:

GA ≥ TA, GB ≥ TB (24.10)

dove TA e TB sono valori di soglia minima fissati dal decisore a seconda dei
possibli scenari. È chiaro che tali vincoli entrano in gioco quando lo scenario
sarà diverso da quello previsto nella decisione di primo periodo. Nell’esempio
si potrebbe porre TB = TA = 40. Questo vincolo ha l’effetto che, qualunque
sarà lo scenario futuro, il guadagno non sarà inferiore a 40.

Deve però esser chiaro che questo effetto positivo non avviene senza ri-
nunce. Necessariamente si pregiudicano guadagni superiori se lo scenario sarà
positivo. Si ottiene infatti, per valori 0.6 ≤ p ≤ 1 (per valori inferiori il vincolo
non è attivo), P1 = 33.33, P2A = 46.67, P2B = 0, GA = 466.67, GB = 40.

Si può allora pensare che ha senso questa cautela per valori di probabilità
prossimi al valore critico 0.6, mentre per valori più elevati tanta prudenza
potrebbe essere penalizzante. Si immagini allora di poter violare i vincoli
(24.10) e di far dipendere la violazione dalla probabilità che si verifichi lo sce-
nario corrispondente: tanto meno probabile lo scenario, tanto più accettabile
la violazione del vincolo. Questo si può realizzare con i seguenti vincoli

GA ≥ TA(1− sA), GB ≥ TB(1− sB),
p sA + (1− p) sB ≤ S, sA, sB ≥ 0

(24.11)

Se si pone S = 0, allora sA = sB = 0 e i vincoli (24.10) non possono essere
violati. Altrimenti sA è limitato superiormente da S/p e sB da S/(1−p). Se uno
scenario è certo, cioè ha probabilità 1, S è la massima violazione percentuale
del vincolo dello scenario certo (per gli altri scenari, che però non possono
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avvenire perché hanno probabilità nulla, la violazione può essere infinita).
Ponendo S = 0.1 (massima violazione del 10%), si ottengono i diagrammi in
Fig. 24.11.

Per probabilità inferiori a 0.6 la soluzione è la stessa che si ottiene senza
i vincoli (24.11). Però per valori di poco superiori a 0.6, il vincolo impedisce
la perdita di 10 e limita il guadagno a valori vicini a 30. Aumentando la
probabilità, la violazione del vincolo viene ammessa sempre di più. Per p = 0.9
il vincolo diventa inefficace, a causa della bassa probabilità dello scenario B
e si ha la stessa soluzione dell’esempio precedente.

Alternativamente si può massimizzare l’utilità attesa. Se il decisore è av-
verso al rischio si può modellare la funzione di utilità con una funzione concava
lineare a tratti e il problema può essere risolto con la PL come spiegato in
Sez. 7.5. Definiti i valori di utilità

ui := u(Ai)

per opportuni guadagni Ai, i := 0, 1, . . . , n (A0 = m, An = M), si definisca

u(A) = ui + wi (A−Ai) con wi =
ui+1 − ui

Ai+1 −Ai
, se Ai ≤ A ≤ Ai+1

(24.12)
Per modellare (24.12) con la PL, conviene definire delle variabili a1, a2, . . . an

(per ogni possible scenario), vincolate come

0 ≤ ai ≤ Ai −Ai−1, A =
∑

i

ai

e sostituire nella funzione obiettivo da massimizzare l’espressione
∑

i wi ai al
posto del guadagno A. Infatti si ha u(A) =

∑
i wi ai. Questo succede perché

i coefficienti wi sono decrescenti (ipotesi di avversione al rischio) e quindi
la funzione obiettivo trova più conveniente soddisfare il vincolo A =

∑
i ai

assegnando valori positivi alle variabili ai di minor indice. Inizialmente si ha
a1 > 0 e ai = 0 per i > 1. Poi una volta saturato il valore di a1 con il massimo
valore a1 = A2 −A1, la funzione obiettivo passa ad assegnare valore positivo
a a2 e cos̀ı via fino ad avere A =

∑
i ai.
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Modelli di pianificazione
Tecniche markoviane

Per descrivere un fenomeno dinamico si deve stabilire la relazione di causa-
effetto che esiste fra passato e futuro del fenomeno. Anche se non si riesce
a stabilire una relazione strettamente deterministica, si può spesso inferire
una dipendenza stocastica del futuro dal passato. Il caso più semplice è quello
estremo in cui non c’è nessuna dipendenza fra quanto avviene in diversi istanti
di tempo. Ad esempio le estrazioni del lotto sono eventi indipendenti e le uscite
delle prossime estrazioni non sono influenzate da quelle passate.

Il successivo caso più semplice è quello in cui gli eventi futuri dipendono
solo dal valore di alcune grandezze del presente e da nessun’altra grandezza del
passato del fenomeno. Fenomeni che obbediscono a questa legge di evoluzione
furono studiati da A.A. Markov [154], per cui si chiamano catene di Markov
quando il tempo è discreto e processi di Markov quando il tempo è continuo.

Al fenomeno stocastico si può sovrapporre un meccanismo decisionale che
altera l’andamento del fenomeno e causa al decisore dei guadagni o delle perdi-
te. È naturale allora cercare quelle politiche decisionali che comportino il mas-
simo valore atteso del guadagno. A questo fine le proprietà matematiche delle
catene di Markov unite all’efficienza computazionale della Programmazione
dinamica costituiscono un potente modello risolutivo. Si tratta dei cosiddetti
processi markoviani di decisione. Il termine ‘processi’ è un po’ improprio dati
che il tempo è discreto, ma questo è il termine che è invalso.

Non tratteremo, per motivi di spazio, il caso di tempo continuo, che an-
che presenta dei risultati di grande interesse e utilità, come ad esempio nella
teoria delle code. Chi sia interessato a questo tipo di problemi può consulta-
re il sempre valido [130]. Per un’esposizione più approfondita delle catene o
dei processi di Markov si veda [23, 125]. Inoltre per i processi markoviani di
decisione si veda [186, 187, 191].
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25.1 Catene di Markov

Gli eventi del fenomeno che si vuole descrivere sono modellati da un un insieme
finito o numerabile S, i cui elementi vengono detti stati. Su S è definita una
variabile aleatoria Xt ∈ S (t = 0, 1, . . .) che soddisfa la seguente legge di
evoluzione

Pr {Xt+1 = j | Xt = i, Xt−1 = k, Xt−2 = h, . . .} =
Pr {Xt+1 = j | Xt = i} =: Pt(i, j)

(25.1)

Il significato di (25.1) è che la probabilità del valore che assumerà Xt+1 dipen-
de solo dal valore assunto da Xt e non dai precedenti. L’insieme di variabili
aleatorie {Xt}t≥0 prende il nome di catena di Markov . Se Xt = i, si usa dire
che la catena si trova nello stato i, oppure che visita lo stato i, al tempo t.
L’evento Xt �→ Xt+1 viene detto transizione e Pt(i, j) viene detta probabilità
di transizione. Le probabilità di transizione definiscono una matrice (eventual-
mente infinita) Pt, detta matrice di transizione. Per definizione si deve avere∑

j Pt(i, j) = 1 per ogni i, ovvero 1 = Pt 1 con 1 vettore colonna di tutti 1.
Se Pt(i, j) =: P (i, j) per ogni t la catena viene detta stazionaria (oppure inva-
riante o anche omogenea). Nel seguito ci riferiremo solo a catene stazionarie
e quindi elimineremo nella notazione la dipendenza da t.

Nel caso particolare in cui la matrice di transizione ha tutte le righe uguali,
cioè P (i, j) = Pj per ogni i, la catena viene anche detta schema di Bernoulli.
In uno schema di Bernoulli lo stato successivo è indipendente anche dallo
stato attuale. Quindi uno schema di Bernoulli modella un fenomeno in cui gli
eventi non dipendono in alcun modo dal passato e la probabilità con cui si
presentano è sempre la stessa.

Di fondamentale importanza è conoscere l’evoluzione della catena a partire
da date condizioni iniziali. Se q0 è un vettore (riga) tale che q0

i := Pr {X0 = i}
(distribuzione iniziale di probabilità sugli stati), allora

q1
j := Pr {X1 = j} =

∑
i∈S

Pr {X1 = j |X0 = i} Pr {X0 = i} =
∑
i∈S

q0
i P (i, j)

ovvero q1 = q0 P , da cui ricorsivamente qn = q0 Pn (con qn
i := Pr {Xn = i} e

Pn la matrice P all’n-ma potenza). Allora Pn(i, j) (l’elemento (i, j) di Pn) è
la probabilità che la catena sia in j dopo n transizioni se si trova inizialmente
in i. Si noti che q1 1 = q0 P 1 = q0 1 = 1 e quindi q1 è effettivamente una
distribuzione discreta di probabilità (se lo è q0 ovviamente) e ricorsivamente
la proprietà vale per ogni qn.

Una catena di Markov viene normalmente rappresentata con un grafo
orientato (ammettendo anche archi da e verso lo stesso nodo) dove i nodi
corrispondono agli stati e gli archi alle transizioni con probabilità positiva.

Non tutti gli stati vengono visitati con la stessa frequenza da una catena.
Per poterli classificare si definisce la variabile aleatoria

τ(i) := inf {t > 0 : Xt = i}
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che corrisponde all’istante della prima visita nello stato i, esclusa una even-
tuale visita al tempo t = 0. Se Pr {τ(i) =∞|X0 = j} > 0, cioè può succedere
che lo stato i non venga mai visitato, allora ovviamente E[τ(i) |X0 = j] =∞.
Gli stati vengono allora classificati nel seguente modo:

– Pr {τ(i) =∞|X0 = i} > 0 → i è uno stato transiente;
– Pr {τ(i) =∞|X0 = i} = 0 → i è uno stato ricorrente;

Inoltre gli stati ricorrenti vengono classificati come:
– E[τ(i) |X0 = i] =∞ → i è ricorrente nullo;
– E[τ(i) |X0 = i] < ∞ → i è ricorrente positivo.
Alternativamente si possono classificare gli stati tramite la variabile alea-

toria ν(i) := | {t ≥ 0 : Xt = i} | che rappresenta il numero (eventualmente
infinito) di visite allo stato i. Si può dimostrare che E[ν(i) |X0 = i] <
∞⇐⇒ Pr {τ(i) =∞|X0 = i} > 0. Quindi uno stato è transiente se e solo se
E[ν(i) |X0 = i] < ∞ ed è ricorrente se e solo se E[ν(i) |X0 = i] =∞.

Gli stati transienti sono allora caratterizzati da un numero atteso di visite
finito e conseguentemente da un tempo atteso fra due visite infinito e gli stati
ricorrenti positivi sono caratterizzati da un tempo atteso fra due visite finito
e quindi da un numero atteso di visite infinito. Gli stati ricorrenti nulli si
situano in una posizione limite fra quelli transienti e quelli ricorrenti positivi,
in quanto sono caratterizzati da un numero atteso di visite infinito pur essendo
infinito il tempo atteso fra due visite.

Gli stati ricorrenti positivi si classificano a loro volta in periodici e
aperiodici. Si consideri il massimo comun divisore δ dell’insieme di interi{
k : P k(i, i) > 0

}
. Se δ ≥ 2 lo stato i si dice periodico e δ viene detto periodo

dello stato, altrimenti lo stato viene detto aperiodico o anche ergodico.
Uno stato i tale che P (i, j) = 0 per ogni j �= i (e quindi P (i, i) = 1)

viene detto assorbente. Se la catena entra in uno stato assorbente, non può
più uscirne. Un insieme di stati A tale che P (i, j) = 0 per ogni i ∈ A e ogni
j /∈ A viene detto insieme assorbente. Anche in questo caso, se la catena entra
in uno degli stati di A rimane confinata in A. Se esistono insiemi assorbenti,
tutti gli stati non appartenenti a qualche insieme assorbente sono transienti.

Una catena si dice irriducibile se per ogni coppia ordinata di stati i e j
esiste un intero n (dipendente dalla coppia) tale che Pn(i, j) > 0. Alterna-
tivamente la catena è irriducibile se e solo se il grafo associato è fortemente
connesso. Ovviamente non vi possono essere stati o insiemi assorbenti in una
catena irriducibile. Se gli stati sono finiti la mancanza di insiemi assorbenti
implica l’irriducibilità.

Se la catena è irriducibile, valgono le seguenti importanti proprietà. Tutti
gli stati appartengono alla stessa classe (transiente, ricorrente nulla, ricorrente
positiva periodica oppure ricorrente positiva aperiodica). Se gli stati sono finiti
non esistono stati transienti e ricorrenti nulli.

Inoltre tutti gli stati sono ricorrenti positivi se e solo se esiste una di-
stribuzione di probabilità q̄ sugli stati, detta probabilità stazionaria, tale che
q̄ = q̄ P . Il significato di q̄ è che, se al tempo t la distribuzione di probabilità
degli stati è q̄ (ovvero se si osserva la catena al tempo t si può osservare lo stato
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i con probabilità q̄i), allora la distribuzione di probabilità rimane la stessa per
tutti i t successivi (cioè osservando la catena in un istante successivo, senza
beninteso averla osservata al tempo t, perché altrimenti questa osservazione
cambia la probabilità q̄ nell’evento certo dello stato osservato).

Se la catena è anche aperiodica esiste P ∗ := limn→∞ Pn con P ∗(i, j) =
q̄(j), per ogni i, dove q̄ viene detta probabilità limite ed è l’unica probabilità
stazionaria. Se esiste la probabilità limite, questa è anche stazionaria, ma
una probabilità stazionaria non è necessariamente una probabilità limite. Il
significato della probabilità limite è che, se non si osserva la catena per un
tempo sufficientemente lungo, la probabilità di osservare lo stato i è dato dalla
probabilità limite.

Se la catena non è irriducibile valgono i seguenti risultati. Se uno stato j è
transiente o ricorrente nullo limk→∞ P k(i, j) = 0 per ogni stato i e quindi esi-
ste ed è nulla la probabilità limite q̄(j) := limk→∞

∑
i q0 P k(i, j) per qualsiasi

distribuzione iniziale q0. Se gli stati sono finiti non esistono stati ricorrenti
nulli ed esiste almeno uno stato ricorrente positivo.

Supponiamo S finito e quindi P è una matrice (finita). Siccome
∑

j P (i, j) =
1, ‖P‖∞ = 1 e siccome ρ(P ) ≤ ‖P‖ per ogni norma, si ha ρ(P ) ≤ 1 (ρ(P ) è il
raggio spettrale di P , cioè il più grande modulo dei suoi autovalori). Inoltre
1 è autovettore destro con autovalore 1 e quindi ρ(P ) = 1. In corrispondenza
dell’autovalore 1 vi è un autovettore sinistro q̄ tale che q̄ = q̄ P . Si può di-
mostrare che, se la catena è irriducibile e aperiodica, P si può scrivere come
P = 1 q̄ + Q, dove la matrice Q eredita tutti gli autovettori di P ed eredi-
ta tutti gli autovalori tranne l’auotovalore 1 che viene invece trasformato in
0. Inoltre si vede che P k = 1 q̄ + Qk. Essendo ρ(Q) < 1, Qk → 0 e quindi
limk→∞ P k = 1 q̄. In uno schema di Bernoulli P = 1 q̄ (e Q = 0) e quindi
P = P 2 = P 3 = . . ..

Un’importante proprietà delle catene irriducibili, che rende le catene di
Markov un utile modello matematico, è contenuta nel seguente risultato. Se
X è una catena di Markov irriducibile, ricorrente positiva e aperiodica su uno
spazio di stati finito S con distribuzione limite q̄ ed f è una funzione S → IR,
allora

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

f(Xk) =
∑
i∈S

q̄i f(i)

In altre parole la media temporale di una generica funzione sugli stati si
ottiene tramite la media pesata sugli stati dei valori della funzione.

La proprietà Markoviana espressa in (25.1) stabilisce che, per ogni t, una
volta noto Xt, il passato X0, X1, . . . , Xt−1 non aggiunge informazione utile
per la predizione del futuro Xt+1, Xt+2, . . .. Analogamente, noto Xt, la co-
noscenza degli stati futuri non fornisce informazione aggiuntiva sugli stati
passati che hanno ‘causato’ lo stato Xt. Quindi passato e futuro sono condi-
zionalmente indipendenti dato il presente e una catena di Markov presenta un
comportamento simmetrico rispetto al tempo nel senso che possiamo anche
scrivere
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Pr {Xt−1 = j | Xt = i, Xt+1 = k, Xt+2 = h, . . .} =

Pr {Xt−1 = j | Xt = i} =: P̃t(i, j), (25.2)

In altre parole il processo temporale inverso è anch’esso una catena di Markov,
anche se in generale la catena inversa non è stazionaria (mentre quella origi-
naria lo è). Per avere una catena inversa stazionaria bisogna che l’espressione
(probabilità della transizione inversa)

P̃t(i, j) =
Pr {Xt−1 = j , Xt = i}

Pr {Xt = i} =

(∑
h q0

h P t−1(h, j)
)

P (j, i)∑
h q0

h P t(h, i)

sia invariante rispetto a t per una assegnata distribuzione iniziale q0 sugli
stati. A questo scopo si assume che la distribuzione iniziale q0 corrisponda
alla probabilità di osservare uno stato se la catena è rimasta in evoluzione per
un tempo sufficientemente lungo (e casuale) da una precedente osservazione.
Se assumiamo l’irriducibilità e l’esistenza di una probabilità stazionaria q̄,
possiamo definire la matrice di transizione della catena inversa (e stazionaria)
come

P̃ (i, j) := Pr {Xt−1 = j |Xt = i} =
q̄j P (j, i)

q̄i

Se in particolare la catena inversa presenta la medesima distribuzione di quel-
la originaria (cosicché anche una realizzazione inversa potrebbe essere stata
generata dalla stessa catena) si dice che la catena è invertibile.

Si noti, ad esempio, che una catena non irriducibile non può essere in-
vertibile. Se la catena è irriducibile con probabilità stazionaria q̄ basta porre
P̃ (i, j) = P (i, j) ovvero

q̄i P (i, j) = q̄j P (j, i) (25.3)

Inoltre una catena è invertibile se e solo se P ammette una distribuzione
stazionaria unica q̄ che soddisfa l’equazione (25.3), che prende il nome di
equazione dettagliata di bilancio, e, se esiste q̄ che la soddisfa, necessariamente
tale q̄ è una probabilità stazionaria. In generale una catena è invertibile se il
grafo associato è un albero (contando come un arco unico le transizioni i→ j
e j → i che devono essere entrambe presenti se la catena è irriducibile).

25.2 Processi markoviani di decisione - definizioni

In un processo markoviano di decisione si considera un insieme finito di stati S
ed un insieme finito {0, 1, 2, . . . T} di istanti di tempo (orizzonte finito) oppure
infinito numerabile {0, 1, 2, . . .} (orizzonte infinito). Ad ogni stato i ∈ S e ad
ogni istante di tempo t è associato un insieme Dt(i) di decisioni. Ogni decisione
d ∈ Dt(i) definisce una probabilità di transizione Pt(i, j, d), per ogni stato j, e
un guadagno rt(i, d). Spesso tale valore di guadagno è definito indirettamente
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da un insieme di guadagni rt(i, j, d) dipendenti anche dallo stato di arrivo
della transizione. In tal caso rt(i, d) :=

∑
j∈S rt(i, j, d) Pt(i, j, d).

Una politica markoviana π è una scelta di una definita decisione d̄π(i, t) ∈
Dt(i) per ogni i e ogni t. Una politica markoviana definisce una catena (non
stazionaria) di Markov con transizioni Pt(i, j, d̄π(i, t)). Sia Pt,π la matrice di
transizione al tempo t dovuta alla politica π e sia Xt(π) la variabile aleatoria
corrispondente. Sia rt,π il vettore {rt(i, d̄π(i, t)) : i ∈ S}. Sia

vπ(i, t) := E
[ ∑

τ≥t

rτ (Xτ (π), d̄π(Xτ (π), τ)) | Xt = i
]

La quantità vπ(i, t) rappresenta il valore atteso dei guadagni dal tempo t in
poi se al tempo t la catena si trova nello stato i. Il valore di una politica
markoviana π è dato dall’espressione

vπ(i, 0) := E
[ ∑

t≥0

rt(Xt(π), d̄π(Xt(π), t)) | X0 = i
]

(25.4)

valutata per ogni valore dello stato iniziale X0. Se l’orizzonte è infinito l’espres-
sione (25.4) può divergere e in questi casi il valore di una politica richiede una
diversa definizione, come si vedrà più avanti. Per ora si assuma la limitatezza
di (25.4).

Si indichi con vπ(t) il vettore {vπ(i, t) : i ∈ S}. In base alle proprietà
markoviane del processo si ha

vπ(0) = r0,π + P0,π r1,π + P0,π P1,π r2,π + P0,π P1,π P2,π r3,π + . . . =
r0,π + P0,π ( r1,π + P1,π r2,π + P1,π P2,π r3,π + . . .) = r0,π + P0,π vπ(1)

e in generale
vπ(t) = rt,π + Pt,π vπ(t + 1) (25.5)

Scopo di un processo markoviano di decisione è la determinazione di una
politica markoviana ottima, cioè di una politica π∗ che massimizza vπ(i, 0)
rispetto a tutte le politiche π ∈ Π ammissibili. Si vedrà più avanti che la
politica ottima è invariante rispetto allo stato iniziale X0 e al tempo t, ovvero
il valore v∗ della politica ottima π∗ è tale che

v∗(i, t) ≥ vπ(i, t), i ∈ S, t ≥ 0, π ∈ Π

e quindi ha senso scrivere, intendendo il ‘sup’ effettuato componente per
componente,

v∗(t) = sup
π∈Π

vπ(t)

Può avvenire in diverse applicazioni che l’insieme degli stati dipenda da t.
Questo fatto non presenta maggiori complicazioni concettuali né computazio-
nali. Si possono definire politiche più generali di quelle markoviane. In una
politica markoviana le decisioni vengono fatte dipendere dallo stato corrente
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e dall’istante corrente, mentre si potrebbero definire decisioni che dipendono
dall’intera storia passata del processo. Tuttavia nella maggior parte dei casi
una politica ottima è di tipo markoviano per cui ci limiteremo a considerare
politiche markoviane.

Un’altra generalizzazione del tipo di politica consiste nel permettere una
scelta stocastica della decisione. In tal caso si distingue fra politiche pure e
randomizzate. Anche se normalmente una politica ottima è di tipo puro vi
sono casi interessanti in cui la politica ottima è randomizzata.

25.3 Orizzonte finito

Consideriamo dapprima il problema di valutare una politica assegnata. Come
già detto, assegnata una politica π il sistema evolve come una catena di Mar-
kov non stazionaria. L’espressione (25.5) è la base per determinare il valore
di una politica. Se assumiamo, senza perdita di generalità, che in T non sia
disponibile alcuna decisione (se cos̀ı non fosse basta aumentare di una unità
l’orizzonte) e che quindi vπ(i, T ) = 0, per ogni (i, π), l’espressione (25.5) per-
mette il calcolo ricorsivo all’indietro di tutti i valori vπ(i, t). Il valore della
politica π è quindi definito dai valori vπ(i, 0) (in dipendenza dai valori dello
stato iniziale).

Esempio 25.1.

Si consideri un albergo che necessiti periodicamente di una manutenzione
straordinaria. L’esempio che viene trattato è volutamente piccolo per moti-
vi espositivi. Tuttavia la stessa metodologia si può applicare con successo a
casi reali di grandi dimensioni. Ad esempio la manutenzione delle strade del-
l’Arizona viene pianificata con tecniche markoviane a partire dagli anni ‘80,
realizzando grandi risparmi e migliorando anche la qualità del manto stradale
([93, 135]).

Si discretizzi il livello di qualità dell’albergo in 5 stati, numerati da 1 a 5
dove 1 è lo stato migliore e 5 il peggiore. Il tempo sia discretizzato in intervalli
di un anno. Se in un anno non si esegue manutenzione non si hanno spese, però
la qualità dell’albergo può peggiorare di uno stato con probabilità 0.2, oppure
rimanere inalterata con probabilità 0.8. Si è stimato che i profitti annuali
dipendono dalla qualità dell’albergo nel seguente modo: stato 1 → profitto
10, stato 2 → profitto 8, stato 3 → profitto 5, stato 4 → profitto 2, stato 5
→ profitto 1. Se invece si esegue la manutenzione si incorre in un costo che
dipende dallo stato corrente, ma che porta in ogni caso l’albergo nello stato 1.
Si è stimato che il costo della manutenzione (comprensivo dei mancati profitti
dovuti ai lavori) dipenda nel seguente modo dallo stato corrente: stato 2 →
costo 2, stato 3 → costo 4, stato 4 → costo 6, stato 5 → costo 9. L’orizzonte
temporale sia di 10 anni.
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Gli stati sono quindi i 5 livelli di qualità dell’albergo e in ogni stato e in
ogni istante vi sono due decisioni possibili: eseguire la manutenzione oppure
non fare niente. Le probabilità di transizione sono rispettivamente

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

0.8 0.2 0 0 0
0 0.8 0.2 0 0
0 0 0.8 0.2 0
0 0 0 0.8 0.2
0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

e i guadagni sono

( 0 −2 −3 −5 −9 ) ( 10 8 5 2 1 )

Si definisca una politica π che prevede di eseguire la manutenzione solo quando
la qualità dell’albergo sia scesa allo stato 4 o 5. Questa politica induce una
catena di Markov con matrice di transizione

Pπ =

⎛
⎜⎜⎝

0.8 0.2 0 0 0
0 0.8 0.2 0 0
0 0 0.8 0.2 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

e con guadagni
rπ = ( 10 8 5 −5 −9 )

Ponendo t = T = 10 il valore della politica vπ(i, T ) = vπ(i, 10) = 0 per
definizione. Allora

vπ(T − 1) = vπ(9) = rπ = ( 10 8 5 −5 −9 )

e
vπ(8) = rπ + Pπ vπ(9) = ( 19.6 15.4 8. 5. 1. )

Continuando ricorsivamente si ottiene

vπ(7) = {28.7, 21.9, 12.4, 14.6, 10.6}
vπ(6) = {37.3, 28.0, 17.8, 23.7, 19.7}
vπ(5) = {45.5, 33.9, 24.0, 32.3, 28.3}
vπ(4) = {53.2, 39.9, 30.6, 40.5, 36.5}
vπ(3) = {60.5, 46.1, 37.6, 48.2, 44.2}
vπ(2) = {67.6, 52.4, 44.7, 55.5, 51.5}
vπ(1) = {74.6, 58.9, 51.9, 62.6, 58.6}
vπ(0) = {81.4, 65.5, 59.0, 69.6, 65.6}

Quindi questa politica garantisce un profitto atteso in 10 anni di 81.4
se si inizia dallo stato 1 (ad esempio con un albergo nuovo). Si noti che la
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1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 3 4 1 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 3 3 3 4 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3
1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 3 3 3 3 4 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3
1 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 3
1 1 1 1 1 2 2 3 3 3 4
1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3
1 2 2 2 2 3 3 4 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

94
84
90

100
68
66
93

100
98
86
63
98
82
63
92
72
81
84
65
88

Tabella 25.1.

politica non prevede un particolare istante temporale in cui si debba eseguire
la manutenzione. Questo è definito dalla particolare realizzazione del processo.
In Tabella 25.1 sono riportate 20 simulazioni del processo con la politica π. In
ogni riga è elencata la successione degli stati e il guadagno ottenuto. Il valor
medio dei guadagni simulati è 83.35. Si noti che per due volte il processo
rimane costantemente nello stato 1 (del resto la probabilità di tale evento è
0.810 = 0.107374) e che solo 4 volte viene richiesta la manutenzione (lo stato
4 che compare come ultimo stato in una simulazione non induce nessuna
decisione perché è lo stato finale).

Per il calcolo della politica ottima si sfrutta la programmazione dinami-
ca nella formulazione all’indietro. Si definisca v∗(i, t) il valore atteso ottimo
dei rimanenti istanti di tempo da t in poi (incluso t). Allora, per definizio-
ne v∗(i, T ) = 0 e, per gli altri istanti di tempo, il principio di ottimalità di
Bellman fornisce l’equazione ricorsiva

v∗(i, t) = max
d∈Dt(i)

rt(i, d) +
∑

j∈St+1

Pt(i, j, d) v∗(j, t + 1) (25.6)

con decisioni ottime date da

d̂(i, t) := argmax
d∈Dt(i)

rt(i, d) +
∑

j∈St+1

Pt(i, j, d) v∗(j, t + 1)

Esempio 25.1 (continuazione)
Applicando la formula (25.6) si ottiene la seguente politica ottima (le righe
sono gli stati e le colonne i tempi da 0 a 9; in 10 non ci sono decisioni). Si
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1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 3 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 1 1 1 1 2 2 2
1 1 1 1 2 3 1 1 1 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 3
1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 3 1 1 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3
1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 2 3 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 1 2 2 3 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 2 3 3 3

90
83

100
88
84
83

100
76
76
88
92
71
98
91
88
82
69

100
71
88

Tabella 25.2.

noti come non valga la pena fare manutenzione all’avvicinarsi della fine dell’o-
rizzonte temporale. Tuttavia negli istanti iniziali conviene fare manutenzione
non appena la qualità si abbassa dal valore più alto.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2 1 1

I valori ottimi al tempo 0 per i vari stati sono

V (0) = ( 85.9 75.9 74.9 72.9 68.9 )

In Tabella 25.2 sono riportate 20 simulazioni della politica ottima. Per 8 volte
non è necessaria alcuna manutenzione, per 9 volte si esegue una manutenzione
mentre per 3 volte è necessaria una seconda manutenzione. Il valore medio
delle simulazioni è 85.9, che sembra uguale al valore ottimo indicato. Ma
questo valore è in realtà arrotondato dal vero valore 85.9226.

Esempio 25.2.

Si tratta di una tipica applicazione dei processi markoviani di decisione e
cioè la gestione del magazzino di un centro di vendita. Il livello di magazzino
viene discretizzato in questo esempio a 11 valori da 0 a 10. Il tempo viene
discretizzato in settimane, in modo che le decisioni vanno prese all’inizio di
ogni settimana. Il costo settimanale c(m) di mantenere il magazzino al livello
m è pari a m (cioè c(m) = m).
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2 4 6 8 10 12 14

0.05

0.1

0.15

0.2

Figura 25.1.

Il magazzino si svuota per effetto delle vendite. Per ogni settimana la
domanda d’acquisto a è una variabile stocastica che viene discretizzata agli
stessi valori del magazzino più alcuni valori aggiuntivi per tener conto di picchi
eccezionali di domanda. Si ipotizza che la probabilità p(i) = Pr{a = i} abbia
l’andamento come in Fig. 25.1.

Il ricavo f(v) da una vendita v è 8 v. Se la domanda supera la quan-
tità disponibile in magazzino (cioè a > m), viene venduta tutta la merce in
magazzino (v = m) ma i mancati guadagni futuri dovuti alla parziale do-
manda insoddisfatta (t = a−m) vengono modellati come una penalizzazione
monetaria s(t) pari a 2 t se t ≥ 0 e 0 altrimenti.

Il magazzino si riempie per effetto degli ordini d’acquisto. Accanto al costo
intrinseco della merce vi è un costo fisso dovuto all’evasione dell’ordine. Il costo
o(d) di acquistare una quantità d è pari a 3+2 d se d > 0, altrimenti è uguale
a 0.

La decisione da prendere ogni settimana consiste nell’ordinare o meno una
certa quantità d di merce in presenza di una giacenza m in magazzino della
settimana precedente. Ovviamente non può essere ordinata merce tale da su-
perare la capacità del magazzino (d + m ≤ 10 in questo esempio). In questo
caso il problema viene modellato pensando che l’ordine venga effettuato all’i-
nizio della settimana e che la merce ordinata sia immediatamente disponibile.
Pertanto il costo di magazzino viene imputato sulla quantità d + m. Tutta
questa merce è disponibile per la vendita. Se viene venduta la quantità v, la
giacenza disponibile per la settimana successiva è d + m− v.

La modellizzazione del problema come un processo markoviano di decisione
consiste nel definire come stato la giacenza m. Le probabilità di transizione
(a seconda della decisione d e stazionarie) sono allora definite da

P (i, j, d) :=

⎧⎨
⎩

0 se i + d < j
p(i + d− j) se i + d ≥ j e j > 0∑

k≥d p(i + k) se j = 0

Il guadagno dipende da alcuni fattori noti (costo di magazzino e di ordine) e
dalle vendite, non note al momento della decisione. Pertanto questa parte del
guadagno va calcolata come valore atteso. Quindi
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r(i, d) := −c(i+d)−o(d)+
∑

a≤i+d

p(a) f(a)+
∑

a>i+d

p(a) (f(i+d)−s(a− i−d))

Applicando la formula (25.6) per un orizzonte temporale di 10 settimane,
si ottiene la seguente politica ottima dove le righe corrispondono agli stati
(livello 0 in prima riga, livello 1 nella seconda ecc.) e le colonne al tempo
(prima colonna settimana iniziale, seconda colonna seconda settimana ecc.)
con l’ultima colonna i valori attesi ottimi stato per stato.

8 8 8 8 8 8 8 8 7 5 129.929
7 7 7 7 7 7 7 7 6 4 131.929
6 6 6 6 6 6 6 6 5 3 133.929
5 5 5 5 5 5 5 5 4 0 135.929
4 4 4 4 4 4 4 4 3 0 137.929
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 141.517
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 144.445
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 146.843
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 148.929
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 150.775
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 152.384

Aumentando i costi di magazzino (c(m) = 2m) si ottiene la seguente politica

6 6 6 6 6 6 6 6 6 4 70.715
5 5 5 5 5 5 5 5 5 3 72.715
4 4 4 4 4 4 4 4 4 2 74.715
3 3 3 3 3 3 3 3 3 0 76.715
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 80.524
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 83.545
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 85.715
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 87.290
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 88.366
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 88.957
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 89.056

mentre ripristinando i costi di magazzino ai valori iniziali (c(m) = m) e au-
mentando il fattore di penalità per la domanda insoddisfatta da 2 a 10 si
ottiene

9 9 9 9 9 9 9 9 8 6 117.118
8 8 8 8 8 8 8 8 7 5 119.118
7 7 7 7 7 7 7 7 6 4 121.118
6 6 6 6 6 6 6 6 5 3 123.118
5 5 5 5 5 5 5 5 4 2 125.118
4 4 4 4 4 4 4 4 3 0 127.118
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 130.317
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 133.526
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 136.010
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 138.118
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 139.976

Si noti che in ogni caso, a parte le ultime settimane dove si fa sentire l’ef-
fetto dovuto alla terminazione del processo, la struttura della politica ottima
è molto semplice e si può definire semplicemente con due parametri corrispon-
denti a due livelli di magazzino s1 e s2 ≥ s1: se il magazzino scende sotto s1

lo si porta al livello s2. Nella prima delle tre politiche ottime si ha s1 = 5 e
s2 = 8, nella seconda s1 = 4 e s2 = 6 e nella terza s1 = 6 e s2 = 9.
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{0,8,7} {1,7,2} {6,0,2} {4,4,11} {0,8,3} {5,0,4} {1,7,9} {0,8,2} {6,0,5} {1,4,2} 3

{0,8,2} {6,0,8} {0,8,5} {3,5,10} {0,8,4} {4,4,3} {5,0,1} {4,4,6} {2,5,5} {2,3,3} 2

{0,8,5} {3,5,6} {2,6,10} {0,8,6} {2,6,6} {2,6,4} {4,4,5} {3,5,6} {2,5,4} {3,0,10} 0

{0,8,5} {3,5,4} {4,4,6} {2,6,6} {2,6,4} {4,4,5} {3,5,1} {7,0,7} {0,7,9} {0,5,3} 2

{0,8,11} {0,8,1} {7,0,2} {5,0,7} {0,8,2} {6,0,2} {4,4,2} {6,0,1} {5,0,3} {2,3,4} 1

{0,8,4} {4,4,2} {6,0,6} {0,8,4} {4,4,5} {3,5,4} {4,4,9} {0,8,5} {3,4,2} {5,0,8} 0

{0,8,7} {1,7,7} {1,7,2} {6,0,4} {2,6,8} {0,8,6} {2,6,0} {8,0,5} {3,4,5} {2,3,4} 1

{0,8,5} {3,5,4} {4,4,3} {5,0,8} {0,8,2} {6,0,3} {3,5,4} {4,4,3} {5,0,4} {1,4,6} 0

{0,8,4} {4,4,4} {4,4,3} {5,0,7} {0,8,5} {3,5,4} {4,4,1} {7,0,3} {4,3,5} {2,3,6} 0

{0,8,1} {7,0,4} {3,5,1} {7,0,2} {5,0,3} {2,6,9} {0,8,5} {3,5,3} {5,0,1} {4,0,4} 0

{0,8,1} {7,0,1} {6,0,4} {2,6,5} {3,5,4} {4,4,4} {4,4,2} {6,0,6} {0,7,6} {1,4,7} 0

{0,8,1} {7,0,4} {3,5,1} {7,0,1} {6,0,1} {5,0,7} {0,8,1} {7,0,6} {1,6,5} {2,3,7} 0

{0,8,3} {5,0,4} {1,7,5} {3,5,3} {5,0,2} {3,5,4} {4,4,2} {6,0,5} {1,6,5} {2,3,0} 5

{0,8,0} {8,0,6} {2,6,8} {0,8,2} {6,0,7} {0,8,3} {5,0,7} {0,8,1} {7,0,6} {1,4,3} 2

{0,8,6} {2,6,2} {6,0,2} {4,4,4} {4,4,4} {4,4,4} {4,4,3} {5,0,2} {3,4,2} {5,0,1} 4

{0,8,2} {6,0,3} {3,5,3} {5,0,1} {4,4,2} {6,0,4} {2,6,4} {4,4,8} {0,7,3} {4,0,3} 1

{0,8,4} {4,4,8} {0,8,4} {4,4,6} {2,6,6} {2,6,5} {3,5,3} {5,0,3} {2,5,3} {4,0,2} 2

{0,8,7} {1,7,2} {6,0,2} {4,4,1} {7,0,5} {2,6,6} {2,6,5} {3,5,1} {7,0,3} {4,0,2} 2

{0,8,2} {6,0,1} {5,0,1} {4,4,7} {1,7,4} {4,4,2} {6,0,4} {2,6,1} {7,0,5} {2,3,3} 2

{0,8,2} {6,0,5} {1,7,3} {5,0,2} {3,5,2} {6,0,3} {3,5,2} {6,0,1} {5,0,4} {1,4,4} 1

153.

151.

199.

178.

87.

164.

188.

130.

132.

107.

132.

89.

99.

141.

80.

110.

164.

110.

89.

86.

Tabella 25.3.

Simulando il comportamento della prima delle tre politiche ottime par-
tendo dal magazzino vuoto si ottengono le 20 realizzazioni (una per riga) in
Tabella 25.3, dove ogni tripla rappresenta lo stato, la decisione e la domanda
nella settimana corrispondente alla colonna. All’istante finale si riporta solo
lo stato finale. L’ultima colonna fornisce il guadagno della particolare realiz-
zazione. Il valore medio delle 20 realizzazioni è 129.45.

Esercizio 25.3.

In questo esercizio si propone il problema già presentato nel Cap. 1 co-
me Esempio 1.2. Su questo problema si ritornerà con differenti ipotesi negli
Esempi 25.4 e 25.5.

Si supponga di dover esaminare m offerte. Le offerte vengono presentate in
successione, una alla volta, e, prima di passare all’offerta successiva, bisogna
decidere se accettare l’offerta corrente o meno. Se l’offerta viene scartata non
può più essere presa in considerazione. Questo problema può essere risolto in
vari modi a seconda delle ipotesi che si fanno sulla conoscenza a priori delle
offerte e anche a seconda di come si modella l’obiettivo.
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Supponiamo che la distribuzione di probabilità delle offerte sia nota. Le
offerte sono variabili aleatorie indipendenti X1, . . . , Xm con medesima distri-
buzione F (x) e densità f(x). Supponiamo di voler massimizzare il valore at-
teso dell’offerta che viene accettata. Con queste ipotesi il problema può essere
impostato come un processo markoviano di decisione ad orizzonte finito. Gli
stati possono corrispondere ai valori assunti da Xt, che dovrebbero allora es-
sere discretizzati. Tuttavia, data la semplicità del problema, si può operare
analiticamente con un insieme di stati continuo.

Esempio 25.4.

Il medesimo problema è forse più noto nell’ipotesi di conoscenza nulla sulle
offerte e con l’obiettivo di massimizzare la probabilità di accettare l’offerta
più alta. Quindi non siamo in grado di modellare valori attesi e possiamo solo
valutare la probabilità di accettare l’offerta più alta sulla base di considera-
zioni combinatorie. Non si tratta propriamente di un problema pertinente ai
processi markoviani di decisione. Tuttavia si ritiene che sia abbastanza inte-
ressante matematicamente da meritare di parlarne. In ogni caso il lettore può
valutare questo risultato con quello dell’esercizio precedente e confrontare le
differenze.

Gli unici elementi disponibili su cui effettuare la decisione sono il tempo
corrente t, il valore dell’offerta corrente Xt e il valore della migliore offerta
passata Yt := max {X1, . . . , Xt−1}.

Se Xt < Yt certamente non bisogna accettare Xt, perché si riduce a zero la
probabilità di accettare l’offerta più alta. Supponiamo allora che Xt ≥ Yt. La
decisione di accettare l’offerta dovrà basarsi su t (non sui valori effettivi di Xt

e Yt perché la distribuzione di probabilità delle offerte è ignota e non possiamo
stimare se Xt sia o no un valore ‘buono’). Quindi si tratta di valutare per quali
valori di t un’offerta Xt ≥ Yt va accettata e per quali invece non va accettata.

Sia t̂ un tempo particolare tale che le offerte Xt, t ≤ t̂ non vengo-
no accettate e di quelle successive viene accettata l’offerta Xt̄ con t̄ :=
min

{
t > t̂ : Xt ≥ Yt

}
, cioè si accetta la prima offerta dopo t̂ non peggiore

di Yt e questa si presenta all’istante t̄. Si noti che Yt̂ ≥ Xt per 1 ≤ t < t̄.
Allora, nell’ipotesi che l’offerta più alta sia in posizione t∗ dobbiamo chie-

derci con quale probabilità avviene t̄ = t∗ (ovvero viene accettata proprio
l’offerta più alta). Dalla relazione precedente è necessario che la migliore of-
ferta da 1 a t∗ − 1 sia apparsa nell’intervallo da 1 a t̂. Questo avviene con
probabilità t̂/(t∗ − 1). Dobbiamo ora considerare tutti i valori che può assu-
mere t∗. Questi vanno da t̂+1 fino a m e ognuno di questi casi ha probabilità
1/m (se t∗ è nell’intervallo da 1 a t̂ l’offerta più alta viene necessariamente
persa e quindi la probabilità di accettarla diventa nulla). Quindi la probabilità
q(t̂) di ottenere l’offerta più alta fissando a t̂+1 il momento di poter accettare
le offerte (se ovviamente Xt ≥ Yt) è
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q(t̂) =
1
m

m∑
t∗=t̂+1

t̂

t∗ − 1
=

t̂

m

m−1∑
t∗=t̂

1
t∗

=

t̂

m

(m−1∑
k=1

1
k
−

t̂−1∑
k=1

1
k

)
=

t̂

m

(
Hm−1 −Ht̂−1

)
dove Hn :=

∑n
k=1(1/k) sono i numeri armonici. Dalla relazione

Hn = lnn +
1

2 n
+ γ + o(n2)

con γ = 0.577216 . . . costante di Eulero, si può valutare per quale t̂ (intero) la
funzione q(t̂) è massima. Con un po’ di calcoli non difficili, in cui si trascurano
i termini piccoli, il massimo si ottiene per

t̂ = min
{

t : t ≥ m e−1−1/m
}

=
⌈
m e−1−1/m

⌉
 m e−1

con probabilità di trovare il massimo

q(t̂)  e−1
(
Hm−1 −Ht̂−1

)  e−1 ln
m− 1
t̂− 1

 e−1

Quindi la strategia migliore consiste nel rifiutare una frazione di offerte pari
a e−1 e delle successive prendere la prima che non sia peggiore (sperando che
ci sia) della migliore rifiutata.

25.4 Orizzonte infinito - caso generale

Ad orizzonte infinito si assume che i guadagni rt e le probabilità di transizione
Pt siano stazionari, per cui nella notazione si elimina la dipendenza da t. Una
politica generica π definisce per ogni stato i e ogni tempo t una decisione
dπ(i, t). Una politica stazionaria π definisce per ogni tempo t una medesima
decisione dπ(i), per ogni stato i. Il valore di una politica è dato da (25.4) che
si particolarizza a

vπ(i, 0) := E
[ ∑

t≥0

r(Xt(π), dπ(Xt(π))) | X0 = i
]

Data la stazionarietà e l’orizzonte infinito vπ(i, 0) = vπ(i, t) per ogni t,
per cui si può eliminare la dipendenza dal tempo nella notazione e definire
direttamente

vπ(i) := E
[ ∑

t≥0

r(Xt(π), dπ(Xt(π))) | X0 = i
]

(25.7)
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e indicare con vπ il vettore {vπ(i) : i ∈ S}. Allora si ha

vπ = rπ + Pπ rπ + P 2
π rπ + P 3

π rπ + . . . =
rπ + Pπ ( rπ + Pπ rπ + P 2

π rπ + . . .) = rπ + Pπ vπ

(25.8)

Se l’espressione (25.7) è finita allora la relazione (25.8) implica

(I − Pπ) vπ = rπ (25.9)

Si noti che (I − Pπ) è singolare. In ogni caso si deve avere rπ ∈ R(I − Pπ) =
N⊥(I −Pπ)� e cioè rπ ⊥ p̄π con p̄π probabilità stazionaria di Pπ (non neces-
sariamente unica). Solo in questo caso l’espressione (25.7) può essere finita.
Se la probabilità limite è unica allora si può scrivere

vπ =
∑
k≥0

P k
π rπ = rπ +

∑
k≥1

(1 p̄ + Qk
π) rπ =

∑
k≥0

Qk
π rπ = (I −Qπ)−1rπ

e quindi vπ si calcola risolvendo il sistema lineare:

(I −Qπ) vπ = rπ (25.10)

La condizione di ortogonalità rπ ⊥ p̄π è soddisfatta ad esempio se i guadagni
sono diversi da 0 solo su stati transienti per la politica π.

Nel caso particolare in cui i guadagni sono tutti non negativi (cosiddetto
caso positivo) oppure tutti non positivi (cosiddetto caso negativo) la condi-
zione rπ ⊥ p̄π è soddisfatta se e solo se i guadagni sono diversi da 0 su stati
transienti per la politica π. Quindi il caso positivo ammette ottimo finito se
e solo se i guadagni sono positivi su stati transienti rispetto ad ogni politica
mentre il caso negativo ammette ottimo se e solo se esiste almeno una politica
con guadagni negativi solo su stati transienti.

Un tipico caso in cui le condizioni di convergenza sono verificate è dato da
quei problemi nei quali si tratta di decidere quando interrompere una serie
di azioni su un orizzonte potenzialmente infinito di azioni e il guadagno (o il
costo) si applica solo nel momento in cui si decide di interrompere. In questo
caso è come se esistesse uno stato aggiuntivo di terminazione che agisce come
stato assorbente per la catena.

Esempio 25.5.

Si supponga di cercare un parcheggio su un lato di una strada sufficiente-
mente lunga. Si vuole parcheggiare il più vicino possibile ad una determinata
destinazione sul lato della strada. La strada è a senso unico per cui non è
possibile ritornare indietro. Inoltre supponiamo che un eventuale parcheggio
vuoto sia visibile soltanto quando si arriva a lato del parcheggio stesso e che
il viaggio sia iniziato da una distanza sufficientemente grande. Sia p la pro-
babilità che un parcheggio sia vuoto. Inoltre la probabilità che un parcheggio
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sia vuoto è indipendente dagli altri parcheggi, classica ipotesi di indipendenza
delle variabili aleatorie senza la quale tutto è più difficile. Comunque l’ipotesi
è realistica.

Si vuole determinare la strategia ottima che ci porta il più vicino possibile
alla destinazione. Dobbiamo però specificare meglio cosa si intende per ‘più
vicino possibile alla destinazione’. Possiamo decidere che questo obiettivo ge-
nerico si ottiene minimizzando il valore atteso della distanza fra il parcheggio
scelto e la destinazione. Alternativamente potremmo cercare la strategia che
massimizza la probabilità di fermarsi nel parcheggio più vicino alla destina-
zione. Si tratta di un problema complesso, ma matematicamente interessante,
per cui vale la pena sviluppare entrambe le risoluzioni e in particolare la prima
con due approcci alternativi.

Possiamo preliminarmente analizzare come debba esser fatta una strate-
gia. Di fronte ad un parcheggio vuoto l’automobilista ha due scelte, fermarsi o
non fermarsi. Se si ferma non c’è altro da fare. Se non si ferma si ritroverà con
una scelta analoga qualche parcheggio più avanti. Se, prima di raggiungere la
destinazione, trova non conveniente fermarsi ad un parcheggio vuoto, per coe-
renza non reputa conveniente nessuno dei parcheggi precedentemente scartati
(e quindi non si ‘pente’ delle precedenti decisioni prese). Anche se decide di
fermarsi, questa scelta non entra in conflitto con le precedenti rinunce. Quindi
una qualsiasi strategia consiste nel cominciare a considerare i parcheggi da un
certo punto in poi e fermarsi al primo libero. Il calcolo della strategia ottima
consiste allora nel calcolare questo punto. Vedremo comunque che, anche sen-
za presupporre questo tipo di strategia, risulterà che la strategia ottima ha
questa forma.

Minima distanza attesa – approccio 1

Nel primo approccio gli stati sono i parcheggi e le transizioni avvengono
da un parcheggio vuoto ad un altro vuoto; in questo caso la catena di Markov
è stazionaria (transizioni e guadagni non cambiano con il tempo); nel secondo
approccio gli stati sono solo due: parcheggio vuoto e parcheggio occupato;
in questo caso la catena non è stazionaria in quanto i guadagni cambiano
all’avvicinarsi alla destinazione, però il problema può essere formulato con
orizzonte finito dato che la politica ottima è nota dopo aver raggiunto la
destinazione.

Indichiamo gli stati con numeri interi, assegnando l’indice 0 alla destinazio-
ne e indici positivi ai parcheggi prima di raggiungere la destinazione e negativi
dopo la destinazione. Sia V (k) il valore della distanza attesa ottima quando si
è accanto al parcheggio k-mo e questo risulta vuoto. Si noti che la probabilità
di trovare vuoto il parcheggio successivo (cioè il parcheggio k− 1) è p, la pro-
babilità di trovare vuoto il parcheggio k− 2 ed occupato il parcheggio k− 1 è
p (1− p) e in generale la probabilità di trovare vuoto il parcheggio i ed occu-
pati i parcheggi fra k ed i è p (1 − p)k−i−1. Quindi, considerando transizioni
soltanto fra parcheggi vuoti, si ha la seguente equazione di ottimalità:
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V (k) = min
{
|k| ;

∑
i<k

p (1− p)k−i−1V (i)
}

(25.11)

Se k ≤ 0 è ovviamente ottimo fermarsi. Quindi V (k) = |k| se k ≤ 0. Allora
possiamo riscrivere (25.11) come

V (k) = min
{
|k| ;

k−1∑
i=1

p (1− p)k−i−1V (i) +
∞∑

i=0

p (1− p)k+i−1 i
}

=

min
{
|k| ;

k−1∑
i=1

p (1− p)k−i−1V (i) +
(1− p)k

p

}
(25.12)

Quindi si può calcolare V (1):

V (1) = min
{

1 ;
1− p

p

}

Se p ≥ 1/2 è ottimo non fermarsi. Ma è certamente ottimo non fermarsi se
p ≥ 1/2 per tutti i valori di k ≥ 1. Quindi possiamo solamente interessarci al
caso p < 1/2 e calcolare V (2) assumendo p < 1/2. Se p < 1/2 allora V (1) = 1
e quindi

V (2) = min
{

2 ;
(1− p)2

p
+ p

}
Dobbiamo quindi calcolare per quale p si ha

2 =
(1− p)2

p
+ p

Si ottiene p = 1 − √
1/2. Allora abbiamo trovato che se p > 1/2 bisogna

procedere senza fermarsi fino alla destinazione e poi scegliere il primo par-
cheggio vuoto. Se invece 1−√

1/2 < p ≤ 1/2 si procede senza fermarsi fino al
parcheggio 1 e poi si sceglie il primo parcheggio vuoto. Per il calcolo di V (3)
possiamo quindi assumere 1 −√

1/2 > p nel qual caso V (2) = 2 e V (1) = 1.
In generale possiamo calcolare:

V (k) = min
{
|k| ;

k−1∑
i=1

p (1− p)k−i−1i +
(1− p)k

p

}
(25.13)

ottenuta da (25.12) sostituendo V (i) con i (nell’ipotesi che p sia al di sotto di
un’opportuna soglia). Applicando la formula

k∑
i=1

ai i =
a + k ak+2 − (k + 1) ak+1

(1− a)2

(25.13) diventa
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V (k) = min
{

k ; 2
(1− p)k

p
+ k − 1

p

}
da cui, uguagliando i termini si ottiene

p = 1− k

√
1
2

come valori di soglia. Quindi la politica ottima è di procedere senza fermarsi
sino al parcheggio k per cui si ha

1− k

√
1
2

< p ≤ 1− k−1

√
1
2

ovvero k =
⌊
− 1

log2(1− p)

⌋
(25.14)

Ad esempio se mediamente un parcheggio ogni 10 è vuoto (p = 0.1) risulta
k = 6 e per p = 0.05 risulta k = 13. Inoltre per valori piccoli di p, log2(1− p)
è approssimabile con −p log2 e e quindi (25.14) è uguale a �ln 2/p� tranne che
in intorni dei valori critici pk := 1− k

√
1/2.

Minima distanza attesa – approccio 2

In questo approccio ci sono due stati, lo stato 0 che corrisponde al trovare
un parcheggio vuoto e lo stato 1 che corrisponde al trovare un parcheggio
occupato. Ad ogni istante si visita un parcheggio (che può essere vuoto oppure
occupato) per cui possiamo identificare il tempo con i parcheggi. L’equazione
di ottimalità diventa in questo caso:

Vk(0) = min {k ; p Vk−1(0) + (1− p) Vk−1(1)}
Vk(1) = p Vk−1(0) + (1− p) Vk−1(1)

Si noti che k ≤ h implica Vk(i) ≥ Vh(i) per come è definito il problema. Sia k̄
tale che

k̄ ≤ p Vk̄−1(0) + (1− p) Vk̄−1(1)

Allora se k ≤ k̄ abbiamo anche

k ≤ p Vk−1(0) + (1− p) Vk−1(1)

e quindi Vk(0) = k da cui

Vk(1) = p (k − 1) + (1− p) Vk−1(1) se k ≤ k̄ (25.15)

Poiché V0(1) = 1/p (come si calcola facilmente) vogliamo trovare una formula
chiusa per la ricorsione (25.15) che riscriviamo come

Vk+1 = k p + (1− p) Vk, k ≥ 0, V0 =
1
p

(25.16)

Risolvendo la ricorsione (25.16) (si veda in Appendice come eseguire il calcolo)
si ha
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Vk(1) = k − 1
p

+
2 (1− p)k

p

se k ≤ k̄, dove k̄ è il più grande valore di k per cui

k ≤ p Vk−1(0) + (1− p) Vk−1(1) = Vk(1) = k − 1
p

+
2 (1− p)k

p

ovvero

k̄ =
⌊
− 1

log2(1− p)

⌋
.

Massima probabilità

Consideriamo la strategia di cominciare a considerare i parcheggi a partire
da k (incluso). Sia h ≤ k il primo parcheggio libero dopo k (o anche k stesso se
libero). Con che probabilità h è il parcheggio migliore? Se h > 0 bisogna che
tutti i posti da h−1 a −(h−1) siano occupati. Questo avviene con probabilità
(1 − p)2 h−1. Se invece h si trova dopo la destinazione, ma non ancora più
distante dalla destinazione di quanto sia k, cioè −k ≤ h ≤ 0 il parcheggio h è
il migliore con probabilità 1 (essendo occupati tutti i precedenti). Se h si trova
ancora più avanti, cioè h < −k, affinché h sia il migliore bisogna che anche
i parcheggi da −h + 1 a k + 1 siano occupati (cioè quelli precedentemente
scartati prima di arrivare a k). Non avendo guardato questi parcheggi (ma
anche se lo avessimo fatto non avrebbe influito sugli eventi successivi) questo
avviene con probabilità (1− p)−h+1−k−1−1 = (1− p)−h−k−1.

Il fatto che sia h il primo parcheggio libero ha probabilità p (1 − p)k−h.
Quindi la probabilità di trovare il parcheggio migliore è∑
0<h≤k

p (1−p)k−h(1−p)2 h−1+
∑

−k≤h≤0

p (1−p)k−h+
∑

h<−k

p (1−p)k−h(1−p)−h−k−1

Attraverso un po’ di calcoli non difficili ma alquanto tediosi, l’espressione
sopra scritta è uguale a

2 (1− p)k − (1− p)2 k(
3− 3 p + p2

2− p
)

da cui, derivando rispetto a k e uguagliando a zero si ottiene

(1− p)k =
2− p

3− 3 p + p2
=⇒ k =

ln(2− p)− ln(3− 3 p + p2)
ln(1− p)

(25.17)

Confrontando (25.14) con (25.17) si vede che, per massimizzare la probabilità
di ottenere il parcheggio più vicino, l’automobilista deve spingersi più avanti
che non per minimizzare la distanza attesa.
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25.5 Orizzonte infinito - caso scontato

Se l’espressione (25.7) è illimitata, bisogna modificare la definizione di valore di
una politica. Un metodo frequentemente impiegato consiste nello scontare di
un fattore λ i guadagni futuri. Infatti, considerato che una somma monetaria
a, guadagnata al tempo t, ha un valore a (1 + α) al tempo t + 1, dove α > 0
è il tasso d’interesse monetario, si vede che una somma a, guadagnata al
tempo t + 1, vale 1/(1 + α) di una somma guadagnata al tempo t. Allora, nel
massimizzare i guadagni futuri bisogna tener conto di questo fatto e scontare
il guadagno al tempo t + 1, rispetto a quello al tempo t, di una fattore λ :=
1/(1 + α) < 1. Quindi (25.7) viene modificata in

vπ(i) := E
[ ∑

t≥0

λt r(Xt(π), dπ(Xt(π))) | X0 = i
]

(25.18)

e (25.8) in

vπ = rπ + λ Pπ rπ + λ2 P 2
π rπ + λ3 P 3

π rπ + . . . =
rπ + λ Pπ ( rπ + λ Pπ rπ + λ2 P 2

π rπ + . . .) = rπ + λ Pπ vπ

(25.19)

Se si assume che r(i, d) < K, per ogni i, d, allora (25.18) risulta limitata da
K/(1 − λ). La relazione (25.19) costituisce un efficace metodo di calcolo del
valore di una politica. Infatti il sistema lineare

(I − λ Pπ) vπ = rπ (25.20)

può essere sempre risolto dato che il massimo (in modulo) autovalore di λ Pπ

è λ < 1.
Per il calcolo della politica ottima è fondamentale l’operatore

T (v) := sup
π

rπ + λ Pπ v

dove il sup va inteso componente per componente. In Appendice si dimostra
che il valore ottimo v∗ è il punto fisso dell’operatore T , ovvero v∗ = T (v∗).

Il calcolo di π∗ può essere effettuato in diversi modi alternativi. Una pos-
sibilità consiste nell’applicazione diretta della contrazione. Come è noto la
ricorsione vk+1 := T (vk) tende al punto fisso a partire da un arbitrario va-
lore v0. La convergenza è lineare con tasso λ e quindi non è molto veloce in
generale.

Esempio 25.1 (continuazione)
Si riconsideri l’esempio della manutenzione dell’albergo, questa volta con

orizzonte infinito e tasso di sconto λ = 0.8. Applicando l’iterazione a partire
dal vettore nullo si ottengono, nelle prime 20 iterazioni, i valori indicati nella
matrice di sinistra della Tabella 25.4 e corrispondentemente le politiche date
dall’operatore T nella matrice di destra.
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0
10.0000 8.0000 5.0000 2.0000 1.0000
17.6800 13.9200 8.5200 3.4400 1.8000
23.5424 18.2720 11.1440 9.1440 5.1440
27.9907 21.4771 15.8339 13.8339 9.83392
31.3504 24.2788 19.3925 17.3925 13.3925
33.9488 26.6412 22.0803 20.0803 16.0803
35.9899 28.5832 24.1591 22.1591 18.1591
37.6068 30.1587 25.7919 23.7919 19.7919
38.8938 31.4283 27.0855 25.0855 21.0855
39.9205 32.4478 28.1150 26.1150 22.1150
40.7408 33.2650 28.9364 26.9364 22.9364
41.3965 33.9194 29.5926 27.5926 23.5926
41.9209 34.4432 30.1172 28.1172 24.1172
42.3403 34.8624 30.5367 28.5367 24.5367
42.6758 35.1978 30.8722 28.8722 24.8722
42.9441 35.4662 31.1406 29.1406 25.1406
43.1588 35.6808 31.3553 29.3553 25.3553
43.3306 35.8526 31.5271 29.5271 25.5271
43.4680 35.9900 31.6645 29.6645 25.6645
43.5779 36.0999 31.7744 29.7744 25.7744

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2
1 1 2 2 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Tabella 25.4.

Come si può vedere dall’esempio, la convergenza dei valori è molto lenta.
Tuttavia già dopo le prime iterazioni la politica data da T è sempre la stessa
ed è probabilmente la politica ottima. Per verificare che si tratta della politica
ottima basta calcolare il valore di tale politica tramite (25.20) e verificare che
è un punto fisso. Questo fatto suggerisce un modo alternativo di calcolo della
politica ottima.

Sia π(v) la politica calcolata da T , ovvero rπ(v) + λ Pπ(v) v = maxπ rπ +
λ Pπ v, e sia v(π) il valore della politica π calcolato risolvendo il sistema lineare
(25.20). A partire da una politica arbitraria iniziale π0 si iteri nel seguente
modo

vk := v(πk)
πk+1 := π(vk)

finché πk+1 = πk. La convergenza di questo metodo è estremamente rapida e
si può infatti dimostrare che è quadratica.

Esempio 25.1 (continuazione)
Nell’esempio precedente, partendo dalla politica iniziale π = (1, 1, 1, 1, 1) si
determina

Pπ =

⎛
⎜⎜⎝

0.8 0.2 0 0 0
0 0.8 0.2 0 0
0 0 0.8 0.2 0
0 0 0 0.8 0.2
0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ rπ =

⎛
⎜⎜⎝

10
8
5
2
1

⎞
⎟⎟⎠

Risolvendo il sistema lineare (25.20) si ottiene il seguente valore di v, al quale
si applica l’operatore T ottenendo i valori indicati:
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v :=

⎛
⎜⎜⎝

41.0806
29.9314
17.3457
7.7778
5.0000

⎞
⎟⎟⎠ T (v) =

⎛
⎜⎜⎝

41.0806
30.8645
29.8645
27.8645
23.8645

⎞
⎟⎟⎠ π := π(v) =

⎛
⎜⎜⎝

1
2
2
2
2

⎞
⎟⎟⎠

da cui

Pπ =

⎛
⎜⎜⎝

0.8 0.2 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ rπ =

⎛
⎜⎜⎝

10
−2
−3
−5
−9

⎞
⎟⎟⎠

Ripetendo le operazioni si ottiene

v :=

⎛
⎜⎜⎝

41.7241
31.3793
30.3793
28.3793
24.3793

⎞
⎟⎟⎠ T (v) =

⎛
⎜⎜⎝

41.7241
32.9434
30.3793
28.3793
24.3793

⎞
⎟⎟⎠ π := π(v) =

⎛
⎜⎜⎝

1
1
2
2
2

⎞
⎟⎟⎠

Pπ =

⎛
⎜⎜⎝

0.8 0.2 0 0 0
0 0.8 0.2 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ rπ =

⎛
⎜⎜⎝

10
8

−3
−5
−9

⎞
⎟⎟⎠

e infine

v :=

⎛
⎜⎜⎝

44.0176
36.5396
32.2141
30.2141
26.2141

⎞
⎟⎟⎠ T (v) =

⎛
⎜⎜⎝

44.0176
36.5396
32.2141
30.2141
26.2141

⎞
⎟⎟⎠ π := π(v) =

⎛
⎜⎜⎝

1
1
2
2
2

⎞
⎟⎟⎠

ottenendo il punto fisso. Come si vede la politica (1, 1, 2, 2, 2) è effettivamente
ottima e si vede anche quanto l’iterazione precedente fosse ancora distante dal
valore ottimo.

Infine si può affrontare il problema tramite la programmazione lineare.
Infatti l’equazione ricorsiva

v = sup
π

rπ + λ Pπ v

può essere risolta trovando il minimo del seguente problema:

min
∑

j

α(j) v(j)

v(i) ≥ r(i, d) + λ
∑

j

P (i, j, d) v(j), d ∈ D(i), i ∈ S
(25.21)
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dove i coefficienti αj > 0 sono arbitrari. Il duale di (25.21) è

max
∑
i,d

r(i, d) x(i, d)

∑
d

x(j, d)− λ
∑
i,d

P (i, j, d) x(i, d) = α(j), j ∈ S

x(i, d) ≥ 0, d ∈ D(i), i ∈ S

(25.22)

che è più conveniente da calcolare perché il numero di righe di (25.22) è
minore di (25.21). Sommando le righe di (25.22) (e sfruttando il fatto che∑

j P (i, j, d) = 1) si ottiene

(1− λ)
∑
i,d

x(i, d) =
∑

j

α(j) (25.23)

Risolvendo (25.22) si ottiene il risultato che per ogni stato i solo uno dei
valori x(i, d) è diverso da 0 e corrisponde alla decisione ottima da prendere
nello stato i.

Se si impone
∑

j α(j) = 1, l’obiettivo
∑

j α(j) v(j) in (25.21) può essere
interpretato come media pesata del guadagno scontato rispetto ad una distri-
buzione iniziale sugli stati α(j). Si ponga y(i, d) := (1 − λ) x(i, d). Allora, in
base a (25.23), le variabili y possono essere interpretate come probabilità. In
particolare la variabile y(i, d) rappresenta la probabilità di essere nello stato
i e di prendere la decisione d. Infatti l’obiettivo di (25.22) diventa

∑
i,d

r(i, d) x(i, d) =
1

1− λ

∑
i,d

r(i, d) y(i, d) =

∑
i,d

(1 + λ + λ2 + λ3 + . . .) r(i, d) y(i, d)

Il vincolo ∑
d

x(j, d)− λ
∑
i,d

P (i, j, d) x(i, d) = α(j)

diventa ∑
d

y(j, d) = (1− λ) α(j) +
∑
i,d

λ P (i, j, d) y(i, d) (25.24)

e può esser interpretato come il bilanciamento delle transizioni di probabilità
fra gli stati del processo più uno stato aggiuntivo ∗, nel seguente modo: le
probabilità di transizione da i a j sono modificate in λ P (i, j, d); da ogni
stato i vi è una transizione verso ∗ con probabilità 1− λ (cos̀ı la somma delle
probabilità di transizione dallo stato i rimane 1); dallo stato ∗ allo stato i vi è
una transizione con probabilità α(i). In questo modo i valori y(i, d), che sugli
stati originari (senza lo stato ∗) rappresentano probabilità, sui nuovi stati
rappresentano probabilità condizionate rispetto al fatto di non essere nello
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stato ∗. Le probabilità non condizionate sui nuovi stati sono allora z(i, d) :=
y(i, d) (1 − p∗) dove p∗ è la probabilità stazionaria dello stato ∗. A questo
punto (25.24) diventa∑

d

z(j, d) = (1− p∗) (1− λ) α(j) +
∑
i,d

λ P (i, j, d) z(i, d)

da cui p∗ = (1−p∗) (1−λ) cioè p∗ = (1−λ)/(2−λ), e il guadagno può essere
espresso come

2− λ

1− λ

∑
i,d

r(i, d) z(i, d)

Questa espressione corrisponde ad un guadagno medio (
∑

i,d r(i, d) z(i, d)) sui
nuovi stati amplificato del fattore (2−λ)/(1−λ) per tener conto contempora-
neamente sia dei mancati guadagni nello stato ∗ sia del fattore di sconto. Inol-
tre in questa espressione la distribuzione iniziale sugli stati è implicitamente
presente nella probabilità stazionaria z(i, d).

Esempio 25.6.

Si consideri il processo con due stati 1 e 2 e matrice di transizione e vettore
di guadagni (nell’esempio c’è una sola decisione per ogni stato, come dire che
non c’è nulla da decidere, quindi di fatto non si tratterebbe di un processo
markoviano di decisione; ma per semplicità espositiva conviene fare cos̀ı e in
ogni caso gli elementi essenziali delle precedenti trasformazioni sono presenti
anche in questo semplice esempio):

P =
(

0.3 0.7
0.6 0.4

)
, r =

(
−1

2

)

Con λ = 0.8 il vettore di guadagni (calcolato da (I − λ P ) v = r) è v =
(1.77419, 4.19355) e, assumendo α = (0.7, 0.3) si ha

∑
j α(j) v(j) = 2.5. Il

processo esteso con il nuovo stato ∗ (= 3) ha matrice di transizione(
0.24 0.56 0.2
0.48 0.32 0.2
0.7 0.3 0

)

la cui probabilità stazionaria è p = (0.416667, 0.416667, 0.166667). Come pre-
visto p3 = (1 − λ)/(2 − λ). Questi valori si riferiscono alle variabili z. Le
variabili y si ottengono dividendo per 1− p3 e quindi y1 = y2 = 0.5. A questo
punto x = y/(1− λ) e cioè x = (2.5, 2.5) e

∑
j xj rj = 2.5.

Il lettore può per esercizio rifare questi calcoli, assumendo come condizione
iniziale ad esempio α = (1, 0). Ovviamente v e p∗ rimangono inalterati, ma
cambiano tutti gli altri valori. Perché il valore ottimo di (25.21) (o (25.22))
risulta inferiore con α = (1, 0)? E con α = (0, 1) sarebbe inferiore o superiore?
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25.6 Orizzonte infinito - caso medio

Un altro modo di valutare una politica quando (25.7) è illimitata consiste nel
valutare il guadagno medio cioè

lim
n→∞

1
n

n−1∑
t=0

E
[
r(Xt(π), dπ(Xt(π)))

]
(25.25)

Per valutare (25.25) per un’assegnata politica π si indichi

vπ(i, n) :=
n−1∑
t=0

E
[
r(Xt(π), dπ(Xt(π))) | X0 = i

]

quindi, indicando pπ la probabilità stazionaria della catena indotta dalla poli-
tica π con matrice di transizione Pπ, Q := Pπ−1 pπ, H∞ :=

∑
t≥0 Qt−1 pπ =

(I −Q)−1 − 1 pπ, e Rn :=
∑

t≥n Qt, si ha

vπ(n) =
n−1∑
t=0

P t
π rπ =

n−1∑
t=0

(1 pπ + Qt
π) rπ − 1 pπ rπ =

n1 pπ rπ + (
∑
t≥0

Qt −
∑
t≥n

Qt) rπ − 1 pπ rπ =

n1 pπ rπ + (H∞ −Rn) rπ = n gπ 1 + hπ −Rn rπ (25.26)

dove
gπ := pπrπ e hπ := H∞ rπ (25.27)

Quindi il guadagno medio è dato da

lim
n→∞ gπ 1 +

hπ −Rn rπ

n
= gπ 1

Pertanto, a partire da qualsiasi stato (sotto l’ipotesi di esistenza di una pro-
babilità limite pπ), il guadagno medio ha il medesimo valore gπ = pπrπ. Come
si vede da (25.26), vπ(n) è formato da tre termini. Il primo cresce linearmente
con n e contribuisce al guadagno medio. Il secondo termine rimane costante
al crescere di n e rappresenta lo scarto del valore accumulato vπ(n) rispetto
alla crescita dovuta al valor medio; tale valore riflette la differenza dovuta alle
condizioni iniziali. Infine il terzo termine tende a 0 al crescere di n e pertanto
diventa trascurabile anche considerando il valore accumulato.

Per calcolare gπ e hπ, anziché usare le espressioni (25.27) che richie-
derebbero il calcolo di pπ e di H∞, conviene procedere come segue. Da
vπ(n + 1) = rπ + Pπ vπ(n) e (25.26) si ha

(n + 1)1 gπ + hπ −Rn+1 rπ = rπ + Pπ (n gπ 1 + hπ −Rn rπ)
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da cui, tramite le relazioni Pπ1 = 1 e Rn+1 = Pπ Rn, si ottiene

gπ 1 = rπ + Pπ hπ − hπ

ovvero
(I − Pπ) hπ = rπ − gπ 1 (25.28)

Siccome (I − Pπ) è singolare il valore di hπ che si calcola dal sistema
lineare (25.28) è determinato a meno di una costante additiva (ovvero se h̄ è
una soluzione di (25.28) anche h̄+α1 lo è per ogni α). Quindi si può imporre
un valore arbitrario ad una qualsiasi componente di hπ, ad esempio hπ(1) := 0,
e risolvere (25.28) nelle variabili gπ, hπ(2), . . . , hπ(n). Il fatto che hπ si riesca
a calcolare a meno di una costante additiva non pregiudica il calcolo delle
politiche ottime, come si vedrà fra poco.

Si indichi con V (π) l’operatore che, data una politica π, fornisce i valori
(gπ, hπ) soluzione di (25.28) con hπ(1) := 0.

Per il calcolo della politica ottima si fa uso dell’operatore

T (h) := sup
π

rπ + Pπ h

(è diverso da quello adottato nei processi con sconto in quanto manca il fattore
di sconto λ). Si dimostra in Appendice che, se g ∈ IR e h ∈ IRn sono tali che
g 1 + h = T (h), allora la politica π̂ := argmaxπ T (h) è ottima e g è il valore
medio ottimo.

Per calcolare la politica ottima si può ricorrere alla seguente iterazione
sulle politiche a partire da una politica arbitraria iniziale π0

(g, h)k := V (πk)
πk+1 := argmax

π
T (hk)

finché πk+1 = πk.

Esempio 25.1 (continuazione)
Partendo dalla politica iniziale π = (1, 1, 1, 1, 1) si determina

Pπ =

⎛
⎜⎜⎝

0.8 0.2 0 0 0
0 0.8 0.2 0 0
0 0 0.8 0.2 0
0 0 0 0.8 0.2
0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠, rπ =

⎛
⎜⎜⎝

10
8
5
2
1

⎞
⎟⎟⎠

Risolvendo il sistema lineare (25.28) si ottengono i seguenti valori di gπ e hπ,
al quale si applica l’operatore T ottenendo i valori indicati:

g = 1, h =

⎛
⎜⎜⎝

0
−45
−80

−100
−105

⎞
⎟⎟⎠, T (h) =

⎛
⎜⎜⎝

1
−2
−3
−5
−9

⎞
⎟⎟⎠, π := argmax

π
T (h) =

⎛
⎜⎜⎝

1
2
2
2
2

⎞
⎟⎟⎠
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

832 760 760 808 820 796 796 832 820 832
844 784 808 772 796 844 784 784 772 796
796 880 736 856 784 868 832 844 748 808
712 736 784 736 808 844 832 808 784 784
760 724 748 796 820 748 856 772 880 808
784 832 808 772 712 820 820 832 772 784
808 784 832 760 760 796 832 844 844 832
820 784 904 748 772 808 784 784 808 820
820 760 784 796 844 808 784 772 772 760
844 820 784 760 820 772 844 844 844 784

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Tabella 25.5.

da cui

Pπ =

⎛
⎜⎜⎝

0.8 0.2 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠, rπ =

⎛
⎜⎜⎝

10
−2
−3
−5
−9

⎞
⎟⎟⎠

Ripetendo le operazioni si ottiene

g = 8, h =

⎛
⎜⎜⎝

0
−10
−11
−13
−17

⎞
⎟⎟⎠, T (h) =

⎛
⎜⎜⎝

8
−2
−3
−5
−9

⎞
⎟⎟⎠, π := argmax

π
T (h) =

⎛
⎜⎜⎝

1
2
2
2
2

⎞
⎟⎟⎠

ottenendo il punto fisso.
In Tabella 25.5 sono riportati i valori totali di guadagno di 100 simulazio-

ni con 100 transizioni ciascuna, adottando la politica ottima a partire dallo
stato 1. Il valor medio delle simulazioni è 800.08 e quindi il guadagno medio
è 8.0008, molto vicino all’ottimo teorico.

Calcolando l’ottimo scontato con fattore λ = 0.8 si era trovata la politica
ottima (1, 1, 2, 2, 2). Rifacendo i calcoli con un valore di λ superiore a 0.9
si sarebbe trovata la stessa politica ottima del guadagno medio. Si può in
generale dimostrare che al tendere di λ a 1 la politica ottima scontata coincide
con quella del guadagno medio.

Esempio 25.7.

Si consideri la seguente variante del gioco del 7 e mezzo: si usa un mazzo di
40 carte, dove ogni carta vale quanto i suoi punti e le figure valgono rispetti-
vamente 8, 9 e 10; si pesca una carta alla volta dal mazzo e se la somma dei
punti in mano supera 7 si perde e si ricomincia daccapo (con un mazzo intero
e rimescolato), altrimenti si può decidere di non pescare e intascare un valore



25.6 Orizzonte infinito - caso medio 479

3
10

1
10

1
10 0 1

10 0 0 1
10 0 0 0 0 1

10 0 0 0 0 0 1
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
16
39 0 0 1

13 0 4
39 0 0 4

39 0 0 0 0 4
39 0 0 0 0 0 4

39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

20
39 0 0 0 0 4

39 0 0 0 1
13 0 0 0 0 4

39 0 0 0 0 0 4
39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10
19 0 0 0 0 0 1

19 0 0 0 2
19 0 0 0 0 2

19 0 0 0 0 0 0 0 2
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

19 0 0 0 0 0 0 0
8
13 0 0 0 0 0 0 0 4

39 0 0 0 0 0 4
39 0 0 0 0 0 0 1

13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
39 0 0 0 0 0 0 0 0 0

12
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

38 0 0 0 0 0 3
38 0 0 0 0 0 2

19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
19 0 0 0 0 0 0 0 0

24
37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

37 0 0 0 0 0 4
37 0 0 0 0 0 0 0 4

37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
37 0 0 0 0

9
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

39 0 0 0 0 0 0 4
39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

39 0 0 0 0 0 0 0 0 0
14
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

38 0 0 0 0 0 0 2
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

38 0 0 0 0 0 0
14
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

19 0 0 0 0 0 0 0 1
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

19 0 0 0 0 0
28
37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

37 0 0 0 0 0 0 0 0 3
37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

37 0 0 0
7
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
9 0

31
39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

31
38 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

38 0 0 0 0 0 0 0 0 2
19 0 0 0 0 0 0 0 0

31
38 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
38 0 0 0 0 0

31
37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
37 0 0 0

32
37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
37 0 0

8
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

36 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
12

35
39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
35
38 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

38 0 0 0 0 0 0 0
17
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

19 0 0 0 0 0 0 0 0
17
19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

19 0 0 0 0 0 0
34
37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

37 0 0 0
35
37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

37 0 0 0 0
33
37 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4

37 0 0
35
36 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

36 0
17
18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

18
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabella 25.6.

pari ai punti in mano oppure di pescare ancora (senza guadagnare nulla). Se
si decide di non pescare si ricomincia il gioco. Si immagini di eseguire il gio-
co continuamente. Si vuole calcolare la politica che massimizza il guadagno
medio atteso (guadagno medio rispetto al numero di carte pescate).

Per modellare il problema come un processo markoviano dobbiamo iden-
tificare gli stati. Questi sono dati dalle carte in mano (senza tener conto del-
l’ordine), incluso lo stato nullo che corrisponde alla situazione di inizio gioco
(nessuna carta in mano). Questo è l’elenco dei 41 stati che risultano:
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{}, {1}, {2}, {1, 1}, {3}, {1, 2}, {1, 1, 1},
{4}, {1, 3}, {2, 2}, {1, 1, 2}, {1, 1, 1, 1}

{5}, {1, 4}, {2, 3}, {1, 1, 3}, {1, 2, 2}, {1, 1, 1, 2},
{6}, {1, 5}, {2, 4}, {3, 3}, {1, 2, 3}{1, 1, 4}, {2, 2, 2},

{1, 1, 1, 3}, {1, 1, 2, 2}, {1, 1, 1, 1, 2},
{7}, {1, 6}, {2, 5}, {3, 4}{1, 2, 4}, {1, 1, 5}, {1, 3, 3}, {2, 2, 3},
{1, 1, 1, 4}, {1, 1, 2, 3}, {1, 2, 2, 2}, {1, 1, 1, 1, 3}, {1, 1, 1, 2, 2}

Nella Tabella 25.6 è riportata la matrice delle transizioni se si decide di pescare
una carta. Ad esempio per la riga 11 (si hanno in mano due assi e un due, stato
{1, 1, 2}) ci sono 37 carte da cui pescare; gli assi sono due, quindi la probabilità
di andare nello stato {1, 1, 1, 2} (stato numero 20) è p11,20 = 2/37. Ci sono
invece nel mazzo 3 due, quindi la probabilità di andare nello stato {1, 1, 2, 2}
è p11,29 = 3/37. Poi si ha una probabilità di 4/37 se si pesca un quattro. Per
gli altri valori si supera la somma di 7 e quindi la probabilità di finire nello
stato 1 è data dal complemento. Se si decide di intascare e di riprendere il
gioco la matrice di transizione ha tutte le righe uguali alla prima riga della
precedente matrice. Per il calcolo della politica ottima si parta dalla politica
di non pescare mai alcuna carta. Ovviamente il guadagno medio di questa
politica gπ è nullo e anche hπ è nullo. Applicando l’operatore T si ottiene la
politica di pescare una carta solo nello stato iniziale e altrimenti rinunciare
sempre. Il guadagno medio di questa politica è 14/5. Applicando nuovamente
l’operatore si ottiene la medesima politica che quindi risulta ottima.

La programmazione lineare può essere usata efficacemente anche per risol-
vere il guadagno medio. In questo caso si può partire direttamente dall’inter-
pretazione di x(i, d) come la probabilità di essere nello stato i e di assumere
la decisione d. Quindi il guadagno medio è

∑
i,d x(i, d) r(i, d). Bisogna quindi

vincolare x alle probabilità di transizione. Quindi si ha:

max
∑

i

∑
d

r(i, d) x(i, d)

∑
i

∑
d

x(i, d) = 1

∑
i

∑
d

p(i, j, d) x(i, d) =
∑

d

x(j, d), j ∈ S

x(i, d) ≥ 0 d ∈ D(i), i ∈ S

(25.29)

Il duale di (25.29) è

min g

g ≥ r(i, d) +
∑

j

p(i, j, d) h(j)− h(i) d ∈ D(i), i ∈ S
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che corrisponde esattamente a

g + h = sup
π

rπ + Pπ h

Risolvendo (25.29) si ottiene che, per ogni stato i, solo uno fra i valori x(i, d)
è maggiore di zero, identificando quindi la decisione ottima per ogni stato. La
formulazione (25.29) permette di introdurre vincoli aggiuntivi sugli stati, che
la formulazione come programmazione dinamica non permetterebbe. Questa
possibilità tuttavia introduce la randomizzazione per una politica ottima.

Esempio 25.2 (continuazione)
Si riconsideri l’esempio del magazzino. Risolvendo (25.29) si ottiene un

guadagno medio ottimo pari a 17.538 con probabilità

x(0, 6) = 0.35530 x(1, 5) = 0.17554 x(2, 4) = 0.19545
x(3, 3) = 0.16810 x(4, 2) = 0.09026 x(5, 1) = 0.01533

Le altre variabili hanno valori inferiori a 10−6 e quindi gli errori d’arroton-
damento impediscono di riconoscere la decisione ottima per gli stati superiori
a 5 (evidentemente si tratta di stati in cui il processo non dovrebbe trovarsi
‘quasi mai’). Si immagini ora di volere il più possibile evitare di trovarsi in
condizione di magazzino vuoto. Modelliamo questa esigenza ponendo bassa
la probabilità di essere nello stato di magazzino vuoto. Ad esempio possiamo
imporre

∑
d x(0, d) ≤ 0.1. Con l’aggiunta di questo vincolo (25.29) fornisce

g = 13.425 con probabilità

x(0, 8) = 0.1000 x(1, 7) = 0.0031 x(1, 8) = 0.0702
x(2, 7) = 0.1114 x(3, 6) = 0.1536 x(4, 4) = 0.1849
x(5, 4) = 0.1824 x(6, 2) = 0.1312 x(7, 1) = 0.0547

Nello stato 1 vi sono due possibili decisioni da prendere con probabilità
0.0031/(0.0031 + 0.0702) = 0.043 e 0.0702/(0.0031 + 0.0702) = 0.957 e quindi
si tratta di una politica randomizzata. Si noti ancora che non si riporta sem-
pre il magazzino al medesimo valore.
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25.7 Appendice

Orizzonte infinito - caso scontato

Preliminarmente facciamo vedere che T è una contrazione.

Lemma 25.8. ‖T (u) − T (v)‖ ≤ λ ‖u − v‖.
Dimostrazione: Si supponga che esistano una politica π(v) tale che T (v) = rπ(v)+
λ Pπ(v) v e una politica π(u) tale che T (u) = rπ(u) +λ Pπ(u) u. Allora T (u) ≥ rπ(v) +
λ Pπ(v) u e T (v) ≥ rπ(u) + λ Pπ(u) v e quindi

rπ(v)+λ Pπ(v) u−rπ(v)−λ Pπ(v) v ≤ T (u)−T (v) ≤ rπ(u)+λ Pπ(u) u−rπ(u)−λ Pπ(u) v

cioè
λ Pπ(v) (u − v) ≤ T (u) − T (v) ≤ λ Pπ(u) (u − v)

da cui
−λ ‖Pπ(v) (u − v)‖∞ 1 ≤ T (u) − T (v) ≤ λ ‖Pπ(u) (u − v)‖∞ 1

e quindi, dato che ‖P‖∞ = 1,

‖T (u) − T (v)‖∞ ≤ λ ‖u − v‖∞

Possiamo quindi concludere, in base al lemma e a noti risultati, che

Lemma 25.9. Il punto fisso T (v∗) = v∗ esiste ed è unico.

Lemma 25.10. Se v ≥ T (v) allora v ≥ vπ per ogni politica π.

Dimostrazione: Sia π una politica arbiraria. Quindi

v ≥ sup
π

rπ + λ Pπ v ≥ rπ + λ Pπ v

da cui, essendo Pπ non negativa,

v ≥ rπ + λ Pπ v ≥ rπ + λ Pπ (rπ + λ Pπ v) ≥ rπ + λ Pπ rπ + λ2 P 2
π (rπ + λ Pπ v)

e ricorsivamente

v ≥ rπ + λ Pπ rπ + λ2 P 2
π rπ + λ3 P 3

π rπ + . . . = vπ
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Lemma 25.11. Se v ≤ T (v) allora esiste una politica π̂ tale che v ≤ vπ̂.

Dimostrazione: Sia π̂ tale che T (v) = rπ̂ + λ Pπ̂ v. Allora

v ≤ sup
π

rπ + λ Pπ v = rπ̂ + λ Pπ̂ v

da cui, essendo Pπ̂ non negativa,

v ≤ rπ̂ + λ Pπ̂ v ≤ rπ̂ + λ Pπ̂ (rπ̂ + λ Pπ̂ v) ≤ rπ̂ + λ Pπ̂ rπ̂ + λ2 P 2
π̂ (rπ̂ + λ Pπ̂ v)

e ricorsivamente

v ≤ rπ̂ + λ Pπ̂ rπ̂ + λ2 P 2
π̂ rπ̂ + λ3 P 3

π̂ rπ̂ + . . . = vπ̂

Teorema 25.12. Sia v∗ = T (v∗). Allora esiste una politica π∗ il cui valore è v∗ ed
è tale che v∗ ≥ vπ per ogni politica π e quindi ottima.

Orizzonte infinito - caso medio

Lemma 25.13. Siano g ∈ IR e h ∈ IRn tali che g 1 + h ≥ T (h). Allora g ≥ gπ per
ogni politica π.

Dimostrazione: Sia π una politica arbitraria. Allora per ipotesi g 1+h ≥ rπ+Pπ h,
cioè

h ≥ rπ + Pπ h − g 1 =⇒ h ≥ rπ + Pπ (rπ + Pπ h − g 1) − g 1

= rπ + Pπ rπ + P 2
π h − 2 g 1 ≥ rπ + Pπ rπ + P 2

π (rπ + Pπ h − g 1) − 2 g 1

da cui
h ≥ vπ(n) + P n

π h − n g 1

cioè

g 1 ≥ vπ(n)

n
+

P n
π h − h

n
da cui, per n → ∞, g 1 ≥ gπ 1, cioè g ≥ gπ.

Lemma 25.14. Siano g ∈ IR e h ∈ IRn tali che g 1 + h ≤ T (h). Allora esiste una
politica π̂ tale che g ≤ gπ̂.

Dimostrazione: Sia π̂ tale che T (h) = rπ̂ + Pπ̂ h. Allora per ipotesi g 1 + h ≤
rπ̂ + Pπ̂ h, cioè

h ≤ rπ̂ + Pπ̂ h − g 1 =⇒ h ≤ rπ̂ + Pπ̂ (rπ̂ + Pπ̂ h − g 1) − g 1

da cui, procedendo come nel Lemma precedente si ottiene g ≤ gπ̂.

Combinando i due lemmi si ottiene

Teorema 25.15. Siano g ∈ IR e h ∈ IRn tali che g 1 + h = T (h). Allora la politica
π̂ := argmaxπ T (h) è ottima e g è il valore medio ottimo.
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Calcolo della ricorsione (25.15)

Vk+1 = k p + (1 − p) Vk, k ≥ 0, V0 =
1

p

Moltiplicando ogni per termine per zk e sommando si ha∑
k≥0

zk Vk+1 =
∑
k≥0

k zk p + (1 − p)
∑
k≥0

zk Vk

Si indichi ϕ(z) :=
∑

k≥0
zk Vk. Allora

∑
k≥0

zk Vk+1 =
1

z

∑
k≥0

zk+1 Vk+1 =
1

z
(ϕ(z) − V0)

e quindi
1

z
(ϕ(z) − V0) = p

z

(1 − z)2
+ (1 − p) ϕ(z)

da cui si ottiene sostituendo V0 = 1/p:

ϕ(z) =
(p2 + 1) z2 − 2 z + 1

p (1 − z)2 (1 − z(1 − p))
=

ϕ(z) =
1

p

(
(1 + p) z − 1

(1 − z)2
+

2

(1 − z(1 − p))

)

=
1

p

∑
k≥0

(
−(k + 1) + (1 + p) k + 2 (1 − p)k

)
zk =

=
1

p

∑
k≥0

(
−1 + k p + 2 (1 − p)k

)
zk

e quindi

Vk = k − 1

p
+

2 (1 − p)k

p



26

Altre tecniche di programmazione

26.1 Tecniche Lagrangiane

Calcolare i massimi o i minimi di una funzione con variabili vincolate è un pro-
blema studiato gia in tempi molto lontani. L’idea fondamentale per affrontare
questi problemi si deve a Lagrange [139] che pensò di svincolare il problema
di ottimizzazione portando i vincoli all’interno della funzione obiettivo, mol-
tiplicati per un’opportuna variabile, il cosiddetto moltiplicatore di Lagrange.
Il metodo ideato da Lagrange era concepito per dei vincoli di eguaglianza.
L’estensione ai vincoli di diseguaglianza è relativamente recente e si deve al
lavoro pioneristico di Kuhn e Tucker [134], preceduto tuttavia dalla tesi di
Karush [126] rimasta ignota per diversi anni.

Si supponga di dover risolvere il seguente problema

v = min f(x)
gi(x) ≤ 0 i ∈ [m]
hk(x) = 0 k ∈ [q]
x ∈ X ⊂ IRn

(26.1)

dove conviene distinguere i vincoli in espliciti, quelli definiti dalle funzioni
gi e hk, ed impliciti, quelli definiti da x ∈ X. Si definisce allora funzione
Lagrangiana la seguente espressione

L(x, λ, μ) := f(x) +
m∑

i=1

λi gi(x) +
q∑

k=1

μk hk(x) = f(x) + λ g(x) + μ h(x)

dove i vincoli espliciti sono stati aggiunti tramite i moltiplicatori λi e μk alla
funzione obiettivo. La funzione Lagrangiana viene poi minimizzata rispetto ai
soli vincoli impliciti. In questo modo si definisce una nuova funzione di λ e μ

L(λ, μ) := min
x∈X

f(x) + λ g(x) + μ h(x) (26.2)
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che viene detta funzione duale e le variabili λ e μ vengono dette anche variabili
duali. Infine si definisce il seguente problema che viene detto problema duale

d = max L(λ, μ)
λi ≥ 0 i ∈ [m]

(26.3)

La funzione duale è concava, essendo definita come il minimo di una famiglia
(indicizzata da x ∈ X) di funzioni affini in λ e μ, e la massimizzazione di
una funzione concava è un problema non difficile in generale. Se l’insieme X
è finito, la funzione duale è lineare a tratti.

Le denominazioni di dualità sono coerenti con la definizione di problema
duale della PL. Infatti se f(x) =

∑
j cj xj , gi(x) = bi −

∑
j aij xj , hk(x) =

b′k −
∑

j a′kj xj , X = {x : xj ≥ 0}, si ha

L(λ, μ) =
∑

i

bi λi +
∑

k

b′k μk + min
x∈X

∑
j

(cj −
∑

i

aij λi −
∑

k

a′kj μk) xj =

∑
i

bi λi +
∑

k

b′k μk +
∑

j

min
xj≥0

(cj −
∑

i

aij λi −
∑

k

a′kj μk)xj

Se almeno uno dei coefficienti delle variabili xj è negativo, il minimo va a −∞
e siccome si vuole massimizzare L(λ) possiamo trascurare i valori di λ e μ che
rendono negativo almeno un coefficiente. Quindi deve essere∑

i

aij λi +
∑

k

a′kj μk ≤ cj , j ∈ [n]

Se questi vincoli sono soddisfatti il minimo va a zero, per cui il problema duale
diventa

max
∑

i

bi λi +
∑

k

b′k μk

∑
i

aij λi +
∑

k

a′kj μk ≤ cj j ∈ [n]

λi ≥ 0 i ∈ [m]

che è esattamente il problema duale nel senso della PL. Si tratta di capire
quale sia in generale la relazione fra il problema (26.1), che possiamo chiamare
primale, e quello duale (26.3).

Non è difficile dimostrare che d ≤ v. Tuttavia, a differenza del caso par-
ticolare della PL, può accadere che si abbia d < v, nel qual caso si parla di
scarto di dualità positivo o più semplicemente di scarto di dualità.

Si può dimostrare (in modo del tutto simile alla dualità della PL per la
quale si invoca il teorema di separazione, si veda [199]) che, se le funzioni f
e gi sono convesse, le funzioni hi sono affini e X è un insieme convesso allora
vale d = v. Se queste ipotesi non sono soddisfatte si può avere sia d = v che
d < v. Quando avviene d = v l’informazione che proviene dal problema duale
permette di risolvere anche il problema primale. Un ruolo chiave è svolto dalle
seguenti condizioni, dette di ottimalità globale.
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Teorema 26.1. Se (x̂, λ̂, μ̂) sono tali che:
— L(λ̂, μ̂) = L(x̂, λ̂, μ̂), ovvero x̂ minimizza in (26.2) la funzione Lagrangiana,
— λ̂i gi(x̂) = 0 per ogni i, ovvero vale una relazione di complementarità fra
variabili duali e vincoli primali;
— g(x̂) ≤ 0 e h(x̂) = 0, ovvero x̂ è ammissibile,
allora x̂ è ottimo primale, (λ̂, μ̂) è ottimo duale e v = f(x̂) = d = L(λ̂, μ̂).

Può sembrare strano affrontare un problema calcolando prima la funzione
duale (26.2), che è basata sul calcolo di minimi, poi massimizzare la funzione
duale e infine ricavare l’ottimo primale dall’ottimo duale, se fortunatamente
avviene che non ci sia scarto di dualità. Si tratta di una complessa procedura
di calcolo, apparentemente non conveniente rispetto ad una risoluzione diretta
di (26.1). In realtà può avvenire che una parte dei vincoli di un problema renda
difficile la sua risoluzione, mentre il resto dei vincoli rientra in una tipologia
per cui sono noti dei metodi veloci, e quindi è pagante spostare nella funzione
obiettivo i vincoli ‘complicati’.

Tuttavia il motivo più importante per cui si ricorre alle tecniche Lagran-
giane è dovuto al fatto che l’ottimo duale, anche quando non permette di
calcolare l’ottimo primale tramite il Teorema 26.1 a causa di uno scarto di
dualità positivo, fornisce in ogni caso una limitazione inferiore al problema
che si deve risolvere. Se questa risulta migliore della limitazione che si ottiene
dal consueto rilassamento d’interezza, adottare un tecnica Lagrangiana può
essere molto conveniente.

Si noti ancora che si ottiene un limitazione inferiore non solo dall’ottimo
duale ma anche da ogni valore della funzione duale, non necessariamente otti-
mo. Ovviamente si tratta di una limitazione inferiore più scadente rispetto a
quella fornita dall’ottimo. Però bisogna valutare se sia più conveniente dedi-
care lo sforzo computazionale a migliorare la limitazione inferiore risolvendo
in ottimalità il problema duale, oppure in una più lunga ricerca dell’ottimo
nella tecnica branch-and-bound.

Risolvere il problema duale può non essere elementare. Anche se la funzione
duale è concava, il fatto che sia lineare a tratti nella maggior parte delle
applicazioni a problemi discreti, e quindi non differenziabile, crea dei problemi.
Per questo motivo è stato sviluppato un metodo abbastanza semplice, che però
fornisce solo soluzioni vicine all’ottimo. Dato che l’interesse ricade più sulla
possibilità di ottenere limitazioni inferiori piuttosto che calcolare l’ottimo,
questo metodo è ampiamente utilizzato. Ci limitiamo a descrivere il metodo,
detto metodo del subgradiente, senza giustificarlo (si veda ad esempio [199]).

Sia x̂ il valore che minimizza il Lagrangiano per delle variabili duali fissate
λi ≥ 0 e μk e sia d̃ una stima del valore ottimo duale. Si calcolano i vettori

ui :=
{

0 se λi = 0 e gi(x̂) < 0
gi(x̂) altrimenti vk := hk(x̂) (26.4)
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e i coefficienti

ᾱ :=
d̃− L(λ, μ)∑
i u2

i +
∑

k v2
k

(26.5)

e
α := min {ᾱ ; min {β : λi + β ui ≥ 0, i ∈ [m]}} (26.6)

e poi si aggiornano λ e μ come

λi := max {λi + α ui, 0} , μk := μk + α vk (26.7)

Si può dimostrare che l’iterazione (26.4)–(26.7) converge verso l’ottimo duale
se d̃ è proprio il valore ottimo duale. Naturalmente tale valore è ignoto quasi
sempre (in certi problemi può capitare di conoscere il valore ottimo senza
però conoscere gli ottimi). Se la stima è per difetto (d̃ < d) allora l’iterazione
converge verso valori per cui la funzione duale vale d̃. Se invece la stima è
per eccesso (d̃ > d) allora l’iterazione ha alla fine un andamento erratico. È
importante quindi poter disporre di una buona stima.

26.2 Esempi di tecniche Lagrangiane

Esempio 26.2.

Il problema dell’assegnamento generalizzato viene definito come:

v := min
∑
j∈J

∑
i∈I

cij xij

∑
j∈J

aij xij ≤ bi i ∈ I

∑
i∈I

xij = 1 j ∈ J

xij ∈ {0, 1} i ∈ I, j ∈ J

(26.8)

Questo problema modella una situazione in cui si devono assegnare dei
lavori j ∈ J a delle macchine i ∈ I, ciascuna delle quali è disponibile per un
tempo totale bi. Il lavoro j, se eseguito sulla macchina i, costa cij ed ha una
durata aij . Si tratta di trovare un assegnamento ammissibile di costo minimo.
Il problema assomiglia alla schedulazione multiprocessore (Sez. 17.7) con la
differenza che le macchine non sono necessariamente uguali e quindi i tempi
di esecuzione aij dipendono anche dalla macchina, ma soprattutto l’obietti-
vo non consiste nella minimizzazione del tempo massimo di completamento
(che in questo caso sarebbe maxi bi) ma di un costo (non presente nell’altro
problema).
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Il problema dell’assegnamento generalizzato può essere affrontato con tec-
niche Lagrangiane in vari modi alternativi, a seconda di come si dividono i
vincoli in impliciti ed espliciti. Ad esempio si può decidere che i vincoli espliciti
siano:
a) i vincoli di capacità

∑
j∈J aij xij ≤ bi;

b) i vincoli d’assegnamento
∑

i∈I xij = 1;
Definiamo allora, per ognuno dei due casi, le funzioni Lagrangiane:

La(λ) := min
Σixij=1

xij∈{0,1}

∑
ij

cij xij +
∑

i

λi

(∑
j

aij xij − bi

)

Lb(μ) := min
Σjaij xij≤bi

xij∈{0,1}

∑
ij

cij xij +
∑

j

μj

(
1−

∑
i

xij

)

Spesso avviene che le operazioni di minimo si possano eseguire analiticamente.
Ad esempio si ottiene

La(λ) = −
∑

i

λi bi +
∑

j

min
i
{cij + λi aij}

Infatti il termine −∑
i λi bi è costante e può essere portato fuori dall’operatore

di min. Poi si può notare che il minimo si spezza in tanti minimi, uno per
lavoro. A questo punto il minimo per un lavoro j è immediato, perché si
alloca la massima quantità, cioè 1, al lavoro che costa di meno, dove il costo
è modificato dalla presenza della variabile duale ed è cij + λi aij . Allora per
ogni valore di λ, il calcolo di La(λ) è immediato. Per Lb(μ) si ottiene

Lb(μ) =
∑

j

μj +
∑

i

min
Σjaij xij≤bi

xij∈{0,1}

∑
j

(cij − μj) xij =

∑
j

μj −
∑

i

max
Σjaij xij≤bi

xij∈{0,1}

∑
j

(μj − cij) xij

Anche in questo caso c’è una parte costante (
∑

j μj) che può essere portata
fuori dall’operatore min e il minimo si spezza in tanti minimi, uno per ogni
macchina. Tuttavia il calcolo del minimo per ogni macchina non è immediato
come nel caso precedente, in quanto si tratta di risolvere un problema dello
zaino per ogni macchina. Se indichiamo con Ki(c) il valore ottimo del PZ01
i-mo, esplicitando nella notazione la dipendenza dai costi c, allora possiamo
sinteticamente scrivere

Lb(μ) =
∑

j

μj −
∑

i

Ki(μ− c)

Abbiamo allora i seguenti due problemi duali:
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da := sup
λ≥0

La(λ) db := sup
μ

Lb(μ)

Siamo interessati a stabilire una relazione d’ordine per i valori ottimi duali. A
questo fine è utile considerare anche il problema rilassato del problema primale
sostituendo in (26.8) il vincolo xij ∈ {0, 1} con 0 ≤ xij ≤ 1. Indichiamo con v̄
l’ottimo di questo problema rilassato. Ovviamente v̄ ≤ v.

Si noti ora un fatto che risulta molto importante per valutare l’utilità
di un approccio Lagrangiano. La funzione La(λ) è anche la funzione duale
del problema primale rilassato (con la scelta (a) del vincolo esplicito), dato
che nell’operazione di minimo che definisce La è irrilevante l’interezza di xij .
Allora da = v̄.

La proprietà che un problema e il suo rilassamento producano lo stesso
ottimo duale prende il nome di proprietà d’interezza (integrality property).
Valendo questa proprietà, si ottiene lo stesso risultato risolvendo il problema
originale rilassato oppure adottando una tecnica Lagrangiana. Quindi la scelta
fra le due tecniche si basa solo su considerazioni computazionali. Spesso è più
semplice risolvere un problema di PL che un duale Lagrangiano, ma questo
non è vero sempre. Ad esempio con matrici molto grandi può essere più rapido
usare una tecnica Lagrangiana, come si vedrà nella prossima sezione. In ogni
caso è sempre opportuno valutare se vale la proprietà d’interezza.

Sia ora L̄b(μ) il duale del problema rilassato con la scelta (b) del vincolo
esplicito. In questo caso l’operazione di minimo prevede il calcolo di problemi
dello zaino, per i quali invece fa differenza se le variabili sono intere o meno.
Quindi in generale L̄b(μ) ≤ Lb(μ), da cui v̄ ≤ db, essendo, per l’osservazione
precedente, v̄ = maxμ L̄b(μ). Abbiamo quindi stabilito che

v̄ = da ≤ db ≤ v

Ad esempio sia data un’istanza con 4 attività e 2 macchine, costi e durate
definiti da

c =
(

4 3 5 5
5 4 8 6

)
a =

(
4 2 6 3
6 3 7 4

)

e disponibilità delle macchine b = (10, 12).
L’istanza è cos̀ı piccola che un assegnamento ottimo si può calcolare a

mano in modo esaustivo. Si può notare che vi sono diversi ottimi e che il costo
ottimo è v = 19. La soluzione ottima del problema rilassato (risolto con la
PL) è x̄1 = (1, 1, 1, 2/3) e x̄2 = (0, 0, 0, 1/3), con costo ottimo v̄ = 18 + 1/3.

La funzione duale La(λ) è

La(λ) = −10λ1− 12 λ2 + min {4 + 4 λ1; 5 + 6λ2}+ min {3 + 2 λ1; 4 + 3λ2}+

min {5 + 6 λ1; 8 + 7λ2}+ min {5 + 3 λ1; 6 + 4λ2} (26.9)

Per questo esempio tralasciamo di illustrare come massimizzare la funzione
duale usando l’iterazione (26.4)–(26.7). Ci limitiamo a mostrare in Fig. 26.1
le linee di livello di La(λ) nel piano (λ1, λ2). Ricordando che le variabili λi



26.2 Esempi di tecniche Lagrangiane 491

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Figura 26.1.

devono essere non negative, dalla figura si può vedere che l’ottimo duale vale
λ̂1 = 1/3, λ̂2 = 0.
Si può verificare che

La(λ̂) = −10
3

+ 5 +
11
3

+ 7 + 6 = 18 +
1
3

e quindi si trova l’eguaglianza fra il valore ottimo rilassato di (26.8) e il valore
ottimo duale di La(λ). Si tratta di un caso di scarto di dualità nullo. Quindi
possiamo ottenere dal duale l’informazione necessaria per calcolare le variabili
primali ottime. A questo fine bisogna considerare il Teorema 26.1. La prima
delle tre condizioni dice che l’ottimo primale va cercato fra quelle soluzioni
che minimizzano la funzione Lagrangiana per il valore λ̂. Queste sono

x̂11 = 0, x̂12 = 1, x̂21 = 1, x̂22 = 0, x̂31 = 1, x̂32 = 0, x̂41 = α, x̂42 = 1− α

per un qualsiasi 0 ≤ α ≤ 1. La molteplicità di valori per il lavoro numero 4 è
dovuta al fatto che il quarto dei minimi di (26.9) ha entrambi i termini uguali e
quindi qualsiasi soluzione tale che x41 +x42 = 1 minimizza il Lagrangiano. La
seconda condizione del Teorema 26.1 impone che il primo vincolo di capacità
sia soddisfatto in eguaglianza, cioè

4 x̂11 + 2 x̂21 + 6 x̂31 + 3 x̂41 = 2 + 6 + 3α = 10

da cui α = 2/3 e allora x̂41 = 2/3, x̂42 = 1/3. Questa è effettivamente la
soluzione che si ottiene risolvendo il rilassamento di (26.8).

Valutiamo ora Lb(μ). Si tratta di calcolare

Lb(μ) = μ1 + μ2 + μ3 + μ4 −K1(μ1 − 4, μ2 − 3, μ3 − 5, μ4 − 5)−

K2(μ1 − 5, μ2 − 4, μ3 − 8, μ4 − 6)

Fissati dei valori μi bisogna calcolare due PZ01. Per trovare l’ottimo duale ci
limitiamo a illustrare brevemente come applicare la procedura (26.4)–(26.7)
descritta precedentemente. Inizialmente dobbiamo stabilire la stima d̃. Ad
esempio possiamo calcolare la stima basandoci sul valore di una soluzione
nota trovata in modo euristico. Ad esempio possiamo scegliere la soluzione
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x1 = (1, 1, 0, 1) e x2 = (0, 0, 1, 0) che ha valore 20 e quindi come prima stima
usiamo il valore d̃ = 20. Come valore iniziale scegliamo μi = 0. Con questo
valore di μ i due PZ01 danno soluzione nulla e L(0) = 0, per cui l’iterazione
(26.4)–(26.7) fornisce i seguenti valori:

vk = 1−
∑

j

xjk = 1, α =
20− 0

4
= 5, μk = 5

Con il nuovo valore di μ il primo PZ01 dà soluzione (1, 1, 0, 0) e il secondo
(0, 1, 0, 0) con L(μ) = 16, quindi si ottiene

v = (0,−1, 1, 1), α =
20− 16

3
=

4
3
, μ = (5,

11
3

,
19
3

,
19
3

)

Ripetendo l’iterazione si trovano come soluzioni dei PZ01 (1, 1, 0, 1) e (0, 0, 0, 1)
con L(μ) = 18, da cui

v = (0, 0, 1,−1), α =
20− 18

2
= 1, μ = (5,

11
3

,
12
3

,
16
3

)

Nelle successive iterazioni si trovano valori di μ alternanti fra due valori e si
ottiene anche L(μ) = 18 + 1/3. Il fatto che l’iterazione sia oscillante induce
a pensare che la stima sia errata per eccesso. Quindi possiamo cambiare la
stima in d̃ = 19 (avendo trovato che d ≥ 18 + 1/3 e sapendo che d deve essere
intero, non abbiamo altra scelta). Con questa nuova stima si ottengono in
poche iterazioni dei valori L(μ̂) ≈ 19 e

μ̂1 ≈ 5, μ̂2 ≈ 4, μ̂3 ≈ 7, μ̂4 ≈ 6

Per provare che i valori arrotondati sono proprio l’ottimo possiamo applicare
il Teorema 26.1 e vedere se le condizioni possono essere soddisfatte (se lo sono
si tratta dell’ottimo, ma se non lo sono non si può trarre nessuna conclusione,
in quanto le condizioni sono solo sufficienti). Con questo valore di μ̂ i due
PZ01 sono

max x11 + x21 + 2 x31 + x41

4 x11 + 2 x21 + 6 x31 + 3 x41 ≤ 10
e

max − x32

6 x12 + 3 x22 + 7 x32 + 4 x42 ≤ 12
Il valore ottimo del primo PZ01 vale 3 con quattro ottimi alternativi, cioè

(1, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 1) (26.10)

Il secondo PZ01 impone solo x32 = 0, le altre variabili sono libere purché
ammissibili e quindi si hanno i seguenti sette ottimi alternativi

(0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 0)
(26.11)
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In totale si hanno allora 4 · 7 = 28 ottimi alternativi. Di questi, i seguenti tre
sono ammissibili per il vincolo esplicito di assegnamento.(

1 0 1 0
0 1 0 1

)
,

(
0 1 1 0
1 0 0 1

)
,

(
0 0 1 1
1 1 0 0

)

e in base al Teorema 26.1 sono ottimi.
Il fatto di avere trovato gli ottimi primali tramite il problema duale non

deve però trarre in inganno. Si tratta di una circostanza fortunata dovuta
alla dimensione ridotta dell’istanza. Normalmente c’è scarto di dualità fra
primale e duale e quindi fra le soluzioni primali che soddisfano la relazio-
ne L(x, λ̂) = L(λ̂) non si trova nessuna soluzione ammissibile per il vincolo
esplicito. Tuttavia, come già sottolineato, il motivo per cui è utile affrontare
il problema dell’assegnamento generalizzato tramite la funzione duale Lb, è
perché si ottengono limitazioni inferiori migliori di quelle ottenute tramite il
rilassamento d’interezza.

Esempio 26.3.

Era stato detto in Sez. 17.8 che la risoluzione dei problemi di copertura d’in-
siemi tramite il rilassamento d’interezza, se a grandi dimensioni, può essere
problematica, in quanto la grandezza della matrice dei vincoli può rallentare
in modo proibitivo il calcolo, se non addirittura rendere impossibile il cal-
colo per mancanza di memoria. Ripetiamo la formulazione del problema di
copertura d’insiemi pesati

min c x

A x ≥ 1

x ∈ {0, 1}n

Per costruire la funzione Lagrangiana consideriamo vincolo implicito il vincolo
x ∈ {0, 1}n, per cui si ha

L(λ) = min
x∈{0,1}n

∑
j

cj xj +
∑

i

λi (1−
∑

j

aij xj) =

∑
i

λi+ min
x∈{0,1}n

∑
j

(cj−
∑

i

λi aij) xj =
∑

i

λi+
∑

j

min
xj∈{0,1}

(cj−
∑

i

λi aij) xj =

Il calcolo della funzione duale è immediato. Infatti se cj −
∑

i λi aij > 0 allora
x̂j = 0, se cj −

∑
i λi aij < 0 allora x̂j = 1, mentre se cj −

∑
i λi aij = 0,

x̂j ∈ {0, 1}. Allora

L(λ) =
∑

i

λi +
∑

j

min
{

cj −
∑

i

λi aij ; 0
}
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Si noti che la funzione duale avrebbe avuto lo stesso valore se applicata al
rilassamento del problema. Quindi vale la proprietà d’interezza. In questo caso
il calcolo della limitazione inferiore è più rapido tramite il duale Lagrangiano
che non risolvendo il rilassamento LP.

Si consideri la seguente istanza, dove la prima riga è la numerazione delle
colonne, la seconda sono i costi e tutto il resto è la matrice del problema.
Ovviamente non si tratta di un’istanza a grandi dimensioni. Per esigenze di
esposizione si è dovuto usare un’istanza molto piccola, tanto che la risoluzione
come LP è molto rapida e il rilassamento già produce una soluzione intera.
Ma operiamo come se tutto questo non si sapesse.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

60 42 22 1 63 44 81 19 91 62 95 45 24 15 90 77 35 41 58 10 27 44 55 51 77 41 26 94 92 61

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

Per massimizzare la funzione duale si usa l’iterazione (26.4)-(26.7). Sicco-
me l’iterazione ha bisogno di un valore che sia una stima dell’ottimo, usiamo
una limitazione superiore dell’ottimo data un’euristica. Come euristica adot-
tiamo la stessa euristica vista in Sez. 7.3 per il problema della copertura
nodi. Per ogni sottoinsieme si consideri il rapporto fra la cardinalità del sot-
toinsieme e il suo costo. Più elevato è questo rapporto, tanto migliore è la
copertura che il sottoinsieme può fornire all’insieme di base. Allora l’euristica
inserisce nella soluzione il sottoinsieme cha ha il massimo rapporto. A questo
punto si rimuovono dalla matrice le righe coperte dal sottoinsieme e si pro-
cede ricorsivamente finché tutte le righe sono coperte. Con questo algoritmo
si ottengono in successione i seguenti sottoinsiemi (fra parentesi è indicato il
rapporto cardinalità /costo)

4 (6), 20 (
3

10
), 2 (

2

21
), 13 (

1

24
), 27 (

1

26
)

Il costo di questa copertura è 103. Inserendo il valore d̃ = 103 in (26.5) si
ottiene la seguente successione di valori per L(λ) (inziando con λ = 0):

0, 33.67, 59.07, 44.91, 74.87, 86.83, 86.12, 92.30, 83.79, 92.00,

94.37, 95.89, 96.67, 97.05, 90.85, 93.54, 99.99, 99.90, 100.94, 98.76,

100.47, 101.36, 100.67, 101.60, 101.39, 100.52, 101.88, 102.21
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Arrivati al valore 102.21 l’iterazione può interrompersi. Sapendo che esiste
una soluzione di valore 103 e che la limitazione inferiore vale �102.21� = 103,
possiamo concludere che la soluzione prodotta dall’euristica è proprio l’ottimo.

Per problemi più grandi la situazione non è però cos̀ı favorevole. Per ren-
dere più efficiente il calcolo è stato proposto in [35] un algoritmo che, oltre
a risolvere il problema con una tecnica Lagrangiana, sfrutta l’informazione
che proviene dal Lagrangiano per trovare soluzioni. In particolare il costo
cj −

∑
i λi aij viene usato come peso per generare soluzioni in modo euristico.

Si noti che il termine
∑

i λi aij calcola una cardinalità ‘pesata’ del sottoin-
sieme j tramite le variabili duali, e, in modo non molto diverso dall’euristica
precedente, si privilegia la massima differenza fra

∑
i λi aij e cj (mentre prima

si privilegiava il massimo rapporto con cardinalità non pesata).
È stato notato in [35] che non c’è molta correlazione fra il valore L(λ) e

il valore della soluzione euristica prodotta da λ anche se si tratta di valori
duali prossimi all’ottimo. Tuttavia, producendo molte soluzioni duali vicine
all’ottimo e quindi producendo molte soluzioni, fra queste ce ne sono anche di
elevata qualità.

Infine tutta questa informazione serve a fissare alcuni sottoinsiemi come
facenti parte della copertura con alta probabilità. Fissati alcuni sottoinsiemi
il problema viene automaticamente ridotto di dimensione e quindi si può ri-
solvere ciò che rimane con le normali tecniche di PL01.

Esempio 26.4.

Una delle motivazioni più forti per adottare delle tecniche Lagrangiane si ha
in tutti quei casi in cui il problema consiste in molti sottoproblemi indipen-
denti, legati fra loro da qualche vincolo. Eliminando questi vincoli i problemi
diventerebbero del tutto indipendenti e quindi potrebbero essere risolti se-
paratamente. È quindi naturale considerare come vincolo esplicito il vincolo
comune a tutti i sottoproblemi. Il problema viene allora decomposto e il ruo-
lo dei moltiplicatori del vincolo comune ha il ruolo del prezzo migliore da
assegnare al vincolo comune in modo che ogni sottoproblema usi il vincolo
in modo globalmente ammissibile. Questa tecnica prende il nome anche di
decomposizione di Dantzig-Wolfe [51].

Per esemplificare la situazione si riconsideri un problema multiflusso (si
riveda la Sez. 11.4), dove il vincolo comune è dato dal vincolo di capacità che
deve essere condivisa da tutti i flussi. La funzione Lagrangiana diventa allora∑

k

∑
e

de |fk
e |+

∑
e

λe (
∑

k

|fk
e | − ce)

e la funzione duale è definita da
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L(λ) = −
∑

e

λe ce +
∑

k

min
fk

(de + λe) |fk
e | (26.12)

dove ogni flusso fk deve obbedire ai vincoli di conservazione del flusso nei nodi
di passaggio e ai vincoli nei nodi sorgente e destinazione. Essendo sparito il
vincolo di capacità i minimi che compaiono in (26.12) sono dei cammini minimi
con costi degli archi (de + λe). Si può notare la profonda analogia fra questo
metodo e il metodo a generazione di colonne esposto in Sez. 11.4. In entrambi
i casi si itera calcolando cammini minimi sulla base di costi modificati tramite
le variabili duali. Ciò che è diverso è il modo con cui viene calcolata ad ogni
iterazione la variabile duale.

26.3 Lagrangiani e generazione di colonne

Esaminiamo più a fondo la relazione fra tecniche Lagrangiane e tecniche di
generazione di colonne accennata nel precedente esempio. Si supponga che il
problema da risolvere sia

min c x

A x ≥ b

x ∈ X

(26.13)

dove X è un insieme finito, ma di cardinalità esponenziale nei dati del
problema. Affrontando (26.13) con una tecnica Lagrangiana si ha

L(λ) = min
x∈X

c x + λ (b−A x) = λ b + min
x∈X

(c− λ A)x = λ b + min
x∈X

(cx − λ Ax)

dove si è posto cx := c x e Ax := A x. Supponiamo che il calcolo del minimo
del Lagrangiano si possa effettuare in modo algoritmico, senza ovviamente
valutare il Lagrangiano esplicitamente per tutti i valori x ∈ X. Il problema
duale maxλ≥0 L(λ) può anche essere scritto come

max λ b + L

L ≤ cx − λ Ax x ∈ X

λ ≥ 0

(26.14)

Le variabili in (26.14) sono L (singola variabile) e λ (vettore). I vincoli in
(26.14) sono tanti quanti i valori in X (oltre alla non negatività di λ).

Ora riscriviamo (26.13) pensando di rappresentare ogni soluzione x̄ ∈ X
come x̄ =

∑
x∈X αx x,

∑
x∈X αx = 1, αx ∈ {0, 1}. Si vede da queste espressioni

che, di tutti gli αx, solo uno può essere uguale a 1, mentre gli altri sono tutti
nulli e quindi nella sommatoria si ha banalmente che x̄ è proprio uguale a quel
x che ha coefficiente αx = 1. Allora (26.13) diventa
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min
∑
x∈X

cx αx

∑
x∈X

Ax αx ≥ b

∑
x∈X

αx = 1

αx ∈ {0, 1}

(26.15)

Il problema (26.15) rilassato (semplicemente con α ≥ 0) può essere risolto
tramite generazione di colonne. Indicando con λ e L le variabili duali di (26.15)
i vincoli duali sono

λ Ax + L ≤ cx x ∈ X

per cui la violazione dei vincoli duali per assegnate variabili L e λ si effettua
risolvendo il problema

min
x∈X

cx − λ Ax (26.16)

cioè lo stesso problema che si deve risolvere per calcolare L(λ). Inoltre si verifi-
ca immediatamente che (26.14) e (26.15) rilassato sono una coppia di problemi
primale-duale, da cui si vede che i due valori ottimi devono coincidere.

Entrambi i metodi calcolano una soluzione x ∈ X a partire da valori noti
L e λ risolvendo (26.16). Diverso è l’uso che si fa di questa soluzione.

Nella generazione di colonne la soluzione viene usata per generare una
nuova colonna da aggiungere al master problem e da questo ottenere nuovi
valori di L e λ.

Nelle tecniche Lagrangiane, essendo L(λ) concava, si cerca di modificare
λ in modo da aumentare L(λ). L’informazione utile su come modificare λ
proviene dai vettori b − Ax calcolati per tutti gli x che minimizzano (26.16).
Questo non è semplice in generale, in quanto normalmente si conosce solo uno
degli eventuali diversi minimi di (26.16). Tuttavia si può usare il metodo del
subgradiente (iterazioni (26.4)–(26.7)) che permette di trovare delle soluzioni
vicine all’ottimo, senza però garanzia di raggiungerlo.

Per scegliere un metodo si tratta di valutare quale comporti un minore
sforzo computazionale, al di là della risoluzione di (26.16) che entrambi devono
eseguire. Nella generazione di colonne è richiesta la risoluzione di un problema
di PL ad ogni passo. Normalmente sono richieste poche iterazioni del metodo
del simplesso perché, una volta aggiunta una colonna, non si risolve da zero,
ma partendo dalla soluzione precedente. Però se il numero di righe di A è
molto elevato il calcolo potrebbe essere notevolmente rallentato.

Nelle tecniche Lagrangiane la dimensione di A ha un ruolo minore ma ciò
che potrebbe rallentare il calcolo è la convergenza non veloce dei valori λ verso
l’ottimo. In generale si tratta di valutare caso per caso.
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Esempio 26.5.

Il problema dell’impaccamento in contenitori è un esempio significativo per
illustrare la relazione fra le due tecniche. In Sez.17.3 si era modellato il pro-
blema come un problema di PLI e si era anche fatto notare come il modello
fosse molto poco efficiente. Il modello, che qui ripetiamo, è

min
∑

j

yj

∑
j

xij = bi i ∈ [m]

∑
i

wi xij ≤ K yj j ∈ [n]

yj ∈ {0, 1} xij ≥ 0 intero

(26.17)

L’analisi che stiamo per fare non è molto diversa dall’esempio dell’assegna-
mento generalizzato, quindi alcune questioni probabilmente sembreranno ri-
petute. Si ponga

∑
j xij = bi, per ogni i, come vincolo esplicito. Allora il

vincolo implicito è dato da tutti i valori xij ≥ 0 e interi e yj ∈ {0, 1} ta-
li che

∑
i wi xij ≤ K yj . Nell’espressione del vincolo non c’è dipendenza nei

dati dall’indice j, per cui si tratta in realtà dello stesso vincolo ripetuto n
volte. Quindi possiamo semplificare la notazione togliendo l’indice j. Inoltre,
siccome y ∈ {0, 1}, possiamo valutare i due casi separatamente. Se y = 0, ne-
cessariamente xi = 0 per ogni i. Se invece y = 1 allora i valori xi ammissibili
sono tutte le soluzioni ammissibili di un PZI con pesi wi e capacità K. Indi-
chiamo con X questo insieme. Quindi l’insieme di coppie (x, y) ammissibili è
(0, 0) ∪ {(x, 1) : x ∈ X}. Allora:

L(λ) =
∑

i

bi λi+min
{∑

j

(y−
∑

i

λixi) : (x, y) ∈ (0, 0)∪{(x, 1) : x ∈ X}
}

=

=
∑

i

bi λi − n max
{

(
∑

i

λixi − y) : (x, y) ∈ (0, 0) ∪ {(x, 1) : x ∈ X})
}

=

∑
i

bi λi − n max
{

0 , max
x∈X

∑
i

λi xi − 1
}

Se il valore ottimo del PZI è maggiore di 1 allora il minimo è dato dalla scelta
y = 1 e xi soluzione del PZI. Questo corrisponde a generare uno schema di
riempimento, esattamente come nel caso di generazione di colonne. Il successi-
vo valore di λ per poter effettuare un’altra valutazione di L(λ) viene calcolato
con una tecnica diversa che non l’iterazione del simplesso per la generazione
di colonne.

Quindi la tecnica Lagrangiana produce la stessa limitazione inferiore della
generazione di colonne. Questo risultato può sorprendere perché per la costru-
zione del Lagrangiano siamo partiti dal modello (26.17), inefficiente rispetto
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alla generazione di colonne. Il fatto è che il modello (26.17) è inefficiente a
causa del suo rilassamento d’interezza che produce una cattiva limitazione
inferiore. Quando invece si costruisce il Lagrangiano è come se si rilassassero
parzialmente le variabili. Quelle presenti nel vincolo implicito non vengono
rilassate, ed è questo il motivo per cui l’applicazione della tecnica Lagrangia-
na aumenta l’efficienza del modello, mentre quelle che compaiono nel vincolo
esplicito vengono rilassate. Infatti, se non esistono soluzioni che soddisfino
il Teorema 26.1, esistono però loro combinazioni convesse che lo soddisfano.
Anche questa combinazione convessa è una forma di rilassamento, ma meno
ampia di quanto sia rilassare le singole variabili.

Esempio 26.6.

Le tecniche Lagrangiane sono anche molto affini alle tecniche di generazione di
righe. Si riconsideri il modello di TSP visto nella Sez. 16.2, che qui riscriviamo
con le diseguaglianze di sottocircuito nell’altra forma equivalente (si veda la
discussione in Sez. 16.10)

min
∑
e∈E

ce xe

∑
e∈δ(i)

xe = 2 i ∈ N

∑
e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1 S ⊂ N, 3 ≤ |S| < |N |

xe ∈ {0, 1}

(26.18)

Possiamo aggiungere a (26.18) il vincolo
∑

e∈E xe = n, che è ridondante in
quanto implicato dal vincolo di grado 2 in ogni nodo. Tuttavia, nel momento
in cui si separano i vincoli in impliciti ed espliciti e quelli espliciti entrano
nella funzione obiettivo, si perde l’implicazione e quindi il vincolo non è più
ridondante, ma può invece utilmente restringere l’insieme ammissibile.

Inoltre separiamo i vincoli di grado. Il vincolo sul nodo 1 viene considerato
implicito e i vincoli su tutti gli altri nodi sono espliciti. Infine notiamo che
possiamo togliere dall’elenco degli insiemi S tutti quelli che contengono il
nodo 1 senza per questo aggiungere soluzioni inammissibili. Infatti, dato un
qualsiasi insieme di sottocircuiti, uno di questi non contiene il nodo 1 e quindi
l’insieme S indotto da questo sottocircuito rende inammissibile una soluzione
corrispondente ad un insieme di sottocircuiti. Quindi

X =
{

x ∈ {0, 1}|E| :
∑

e∈E(S)

xe ≤ |S| − 1, S ⊂ N, 3 ≤ |S| < |N |, 1 /∈ S;

∑
e∈E

xe = n;
∑

e∈δ(1)

xe = 2
}
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Associamo al vincolo di grado per il nodo i la variabile duale λi. Per comodità
notazionale definiamo anche una variabile duale λ1, che in realtà non dovrebbe
esistere perché non abbiamo inserito il vincolo esplicito per il nodo 1, e che
fissiamo al valore 0. La funzione duale è allora:

L(λ) = 2
∑

i

λi + min
x∈X

∑
(ij)∈E

(cij − λi − λj) xij

Il problema di minimo per il calcolo della funzione duale non è difficile. L’in-
sieme X contiene insiemi di archi che sono alberi di supporto sui nodi da 2
a n, più due archi incidenti nel nodo 1, e quindi si tratta essenzialmente di
risolvere un problema di MST. Siccome i vertici del poliedro X sono interi, si
ottiene la stessa funzione duale sia con variabili x intere che rilassate. Questo
significa che il massimo di L(λ) coincide con il massimo di (26.18) rilassato.

Come già detto, l’approccio di risolvere un TSP tramite questa tecnica
Lagrangiana fu il primo metodo che permettesse di risolvere problemi con
qualche centinaio di nodi [106, 107]. Tale metodo divenne obsoleto con lo svi-
luppo delle tecniche branch-and-cut. Infatti l’ottimo del problema rilassato si
raggiunge più facilmente aggiungendo tagli di sottocircuito piuttosto che non
massimizzando la funzione duale. Inoltre esistono anche altre tipi di disegua-
glianze da aggiungere a quelle di sottocircuito che rendono superiori i metodi
branch-and-cut.

26.4 Programmazione non lineare

Si esamini il problema

min
1
2

x�Q x− c� x

A x = b

(26.19)

dove Q è una matrice positiva definita. Le tecniche Lagrangiane sono lo
strumento migliore per affrontare questo tipo di problemi. Allora si ha

L(μ) = min
x

1
2

x�Q x− c� x + μ�(A x− b)

La minimizzazione viene effettuata per delle variabili svincolate. Quindi si può
derivare e porre uguale a zero ogni derivata. Si ottiene

Q x + A�μ = c

Aggiungendo il vincolo si ottiene il sistema lineare(
Q A�

A 0

) (
x
μ

)
=
(

c
b

)
(26.20)
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che fornisce sia la soluzione primale che quella duale. Come semplice esempio
si considerino i seguenti dati:

Q =
(

2 −1
−1 3

)
, c = ( 2 1 ) , A = ( 1 1 ) , b = 1

Allora (26.20) è
2 x1 − x2 + μ = 2
− x1 + 3 x2 + μ = 1

x1 + x2 = 1

la cui soluzione è x1 = 5/7, x2 = 2/7, μ = 6/7. In Fig. 26.2 si vedono le
linee di livello della funzione obiettivo (ellissi) e il segmento che corrisponde
all’insieme ammissibile (o meglio a quella parte visibile in figura). L’ottimo è
il punto in cui c’è tangenza fra la retta e una delle ellissi.

0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Figura 26.2.

Il modello (26.19) si può applicare anche a funzioni obiettivo che non siano
quadratiche e a vincoli che non siano lineari, purché si conoscano delle solu-
zioni, non necessariamente ammissibili, abbastanza vicine all’ottimo. Infatti
ogni funzione sufficientemente differenziabile può essere approssimata con le
derivate di primo e secondo ordine. Si supponga allora che il problema da
risolvere sia

min f(x)
g(x) = 0

(26.21)

con f : IRn → IR e g : IRn → IRm. Sia x0 un punto noto. Allora f è appros-
simabile in un intorno di x0 da

f(x) ≈ f(x0) + Df(x0) (x− x0) +
1
2

(x− x0)�D2f(x0) (x− x0)

e g da

g(x) ≈ g(x0) + Dg(x0) (x− x0) +
1
2

(x− x0)�D2g(x0) (x− x0)
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dove Df(x0), D2f(x0) e Dg(x0) sono rispettivamente il gradiente di f , l’Hes-
siano di f , lo Jacobiano di g, tutti calcolati nel punto x0. Inoltre con D2g(x0)
si indica in modo sintetico il ‘vettore’ degli Hessiani delle funzioni gi calcolati
nel punto x0. Quindi anziché risolvere (26.21) possiamo risolvere il seguente
problema approssimato

min
1
2

h�D2f(x0) h + Df(x0) h

Dg(x0)h +
1
2

h�D2g(x0) h = −g(x0)
(26.22)

dove h = x− x0. La funzione duale di (26.22) è

L(μ) = min
h

1
2

h�D2f(x0) h + Df(x0) h + μ�Dg(x0) h +
1
2

h�μ D2g(x0)h

da cui derivando e uguagliando a zero si ottiene:

(D2f(x0) + μ D2g(x0))h + Df(x0) + Dg(x0)�μ = 0 (26.23)

L’espressione (26.23) non è lineare in h e μ. Per poter affrontare il problema
risolvendo un sistema lineare come nel caso precedente decidiamo di usare nel-
l’espressione μ D2g(x0) una stima di μ, che indichiamo con μ0. Allora (26.23)
più il vincolo, approssimato solo al primo ordine, forniscono il sistema:(

(D2f(x0) + μ0 D2g(x0)) Dg(x0)�

Dg(x0) 0

) (
h
μ

)
= −

(
Df(x0)

g(x0)

)
(26.24)

Poi si pone x1 = x0 +h e μ1 = μ. Se f fosse una funzione quadratica e g fosse
lineare, x1 e μ1 sarebbero la soluzione di (26.21), come è immediato verificare.
Se però f e g non soddisfano entrambe a questi requisiti, la soluzione x1 e
μ1 sono soltanto un’approssimazione dell’ottimo, sperabilmente migliore di
x0 e μ0, per cui possiamo ricalcolare (26.24) sostituendo x1 ad x0 e μ1 a μ0.
Iterando in questo modo si ottiene una successione di punti x0, x1, . . . , xk e
μ0, μ1, . . . , μk.

Due sono le domande che ci si pone: le successioni convergono ai rispettivi
ottimi? e, se s̀ı, con che velocità? La risposta alla prima domanda è positiva
solo se il punto iniziale è abbastanza vicino all’ottimo. In questo caso la ve-
locita di convergenza è quadratica, cioè estremamente elevata. Naturalmente
è indispensabile avere dei metodi che convergano agli ottimi. A questo fine
bisogna modificare la lunghezza del passo d’iterazione. La cosa non è semplice
e richiede di affrontare il problema con delle tecniche raffinate, la cui esposi-
zione non può trovar luogo in questo testo. Si rinvia alla letteratura relativa
[12, 18, 53, 75, 166].

Ci limitiamo ad un suggerimento molto semplice, che consiste nel ridurre la
lunghezza del passo h di un fattore fissato. Quindi le variabili primali vengono
modificate come xk+1 := xk + α h. Si guadagna in convergenza globale ma si
perde in velocità di convergenza.
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Esempio 26.7.

Si considerino le seguenti funzioni:

f(x1, x2) = x2
1 x2 − x1 x2

2, g(x1, x2) = (x1 − 1)3 + x2
2 − 10

per le quali si ha

Df(x) =
(

2 x1 x2 − x2
2

x2
1 − 2 x1 x2

)
, D2f(x) =

(
2 x2 2 (x1 − x2)

2 (x1 − x2) −2x1

)

Dg(x) =
(

3 (x1 − 1)2

2 x2

)
, D2g(x) =

(
6 (x1 − 1) 0

0 2

)
In Fig. 26.3(a) si vedono le linee di livello di f (le tonalità di grigio si rife-

riscono ai valori di f , più scuro significa valori minori) e la curva determinata
dal vincolo. In Fig. 26.3(b) si vede il grafico di f(x1(x2), x2), ovvero f valu-
tata sull’insieme ammissibile, parametrizzato da x2 (con −5 ≤ x2 ≤ 5), dove
x1(x2) è la funzione implicita tale che g(x1(x2), x2) = 0. Si vede che sull’in-
sieme ammissibile f ha due minimi locali (di cui uno globale) e un massimo
locale.

In Fig. 26.3(c) si vede l’iterazione con valori iniziali x0
1 = x0

2 = 1, μ0 = 0,
e scelta del passo α = 1. Le prime due iterazioni sono casuali, evidentemente
i punti non si trovano all’interno della zona di convergenza. Per fortuna alla
terza iterazione il punto entra nella zona di convergenza e successivamente
le iterate si dirigono verso il minimo locale x̂1 = 1.46023, x̂2 = 3.14684 che
viene raggiunto (già con 5 cifre significative corrette) all’ottava iterazione.
In Fig. 26.3(d) si vede l’iterazione con valori iniziali x0

1 = x0
2 = 0, μ0 = 0,

e scelta del passo α = 1. L’iterazione converge, ma verso il massimo locale
x̂1 = 3.02593, x̂2 = 1.298, anziché il minimo. Questo fatto non è in contrasto
con la teoria, in quanto le condizioni che sono state ricavate si basano sulle
derivate e quindi sono valide per punti stazionari, inclusi i massimi.

Nelle Fig. 26.3(e-f) si vede l’effetto di ridurre il passo. Sempre partendo
da x0

1 = x0
2 = 0, μ0 = 0, ma con scelta del passo α = 0.1 l’iterazione converge,

più lentamente ma senza deviazioni, verso il minimo locale x̂1 = 1.46023,
x̂2 = 3.14684. Partendo invece da x0

1 = 1, x0
2 = −1, μ0 = 0 e passo α = 0.1

si raggiunge (con qualche ‘esitazione’ nelle iterazioni iniziali) l’altro minimo
locale x̂1 = 2.39543, x̂2 = −2.69839.

Esaminiamo ora la presenza di vincoli di diseguaglianza. Il problema
quadratico è allora

min
1
2

x�Q x− c� x

A x ≤ b
(26.25)

con Q positiva definita. Applicando il Teorema 26.1 si ha

L(λ) = min
x

1
2

x�Q x− c� x + λ�(A x− b)
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da cui
Q x + A�λ = c

come nel caso di vincoli di eguaglianza. Conviene a questo punto riscrivere
A x ≤ b come A x + s = b, s ≥ 0. Per cui si ha

(
Q A� 0
A 0 I

)⎛
⎝ x

λ
s

⎞
⎠ =

(
c
b

)
, s ≥ 0, λ ≥ 0, si λi = 0, i ∈ [m]

(26.26)

Si tratta di un sistema non lineare di n+2m variabili in n+2m equazioni,
oltre al vincolo di non negatività per le variabili λ e s. I metodi ai punti interni
[225] trovano una soluzione a questi vincoli in modo efficiente.

Si noti che quanto viene ora presentato è applicabile anche a problemi di
PL, basta porre Q = 0. Questa tecnica di risoluzione detta primale-duale,
alternativa al metodo del simplesso per risolvere problemi di PL, ha avuto
negli anni ’90 un grande sviluppo, tanto da essere competitiva con il metodo
del simplesso e trovare anche applicazione in alcuni pacchetti commerciali.

I metodi ai punti interni risolvono le equazioni tramite il metodo di New-
ton. Tuttavia, siccome bisogna anche tenere conto del vincolo di non nega-
tività, bisogna modificare le equazioni. In particolare le equazioni si λi = 0
vengono modificate in si λi = τ , con τ > 0 parametro da modificare durante
l’iterazione. Lo Jacobiano delle equazioni è

⎛
⎝Q A� 0

A 0 I
0 S Λ

⎞
⎠

dove S = diag {si} e Λ = diag {λi}. Quindi l’incremento delle variabili ad
ogni passo d’iterazione si effettua risolvendo il sistema lineare

⎛
⎝Q A� 0

A 0 I
0 S Λ

⎞
⎠
⎛
⎝Δx

Δλ
Δs

⎞
⎠ =

⎛
⎝ c−Q x−A�λ

b−A x− s
τ 1− S Λ1

⎞
⎠ (26.27)

La parte lineare dei vincoli viene soddisfatta già dopo un passo d’itera-
zione. Pochi altri passi servono a soddisfare la parte non lineare. Risolto il
sistema per il valore corrente di τ , si riduce τ (ad esempio dimezzandolo) e si
riprende l’iterazione.

Operando in questo modo c’è una buona garanzia che le variabili non
negative si mantengano non negative durante tutta l’iterazione, per cui alla
fine, quando τ è pressoché nullo le variabili soddisfano (26.26) e sono ottime.
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τ x1 x2 s λ

* 0 0 1. 1.

25 -9.99999 -7.74999 18.75000 14.24999

24 -4.80749 -3.85562 9.66311 7.75936

23 -2.19699 -1.89774 5.09473 4.49624

22 -0.86894 -0.90171 2.77065 2.83618

21 -0.17376 -0.38032 1.55408 1.96720

20 0.20824 -0.09381 0.88556 1.48969

2−1 0.42882 0.07162 0.49954 1.21396

2−2 0.55849 0.16887 0.27263 1.05188

2−3 0.63265 0.22448 0.14286 0.95918

2−4 0.67278 0.25458 0.07263 0.90902

2−5 0.69346 0.27009 0.03644 0.88317

2−6 0.70386 0.27790 0.01822 0.87016

2−7 0.70907 0.28180 0.00911 0.86365

2−8 0.71168 0.28376 0.00455 0.86039

2−9 0.71298 0.28473 0.00227 0.85877

2−10 0.71363 0.28522 0.00113 0.85795

2−11 0.71396 0.28547 0.00056 0.85754

2−12 0.71412 0.28559 0.00028 0.85734

2−13 0.71420 0.28565 0.00014 0.85724

2−14 0.71424 0.28568 0.00007 0.85719

2−15 0.71426 0.28569 0.00003 0.85716

2−16 0.71427 0.28570 0.00001 0.85715

2−17 0.71428 0.28571 0.00000 0.85714

2−18 0.71428 0.28571 0.00000 0.85714

Tabella 26.1.

Esempio 26.8.

Si riconsideri il precedente piccolo esempio con

Q =
(

2 −1
−1 3

)
, c = ( 2 1 ) , A = ( 1 1 ) , b = 1

Questa volta pero il vincolo è A x ≤ 1. Allora (26.27) è

2 Δx1 − Δx2 + Δλ = 2− 2 x1 + x2 − λ

− Δx1 + 3 Δx2 + Δλ = 1 + x1 − 3 x2 − λ

Δx1 + Δx2 + Δs = 1− x1 − x2 − s

Δλ + Δs = τ

L’iterazione è riassunta nella Tabella 26.1.
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Esempio 26.9.

Applichiamo questa tecnica al problema di trovare un piano separatore per la
SVM definita a pag. 431. Per comodità riscriviamo il problema

min α
∑

i

yi +
1
2
u�Q u

D (A�A D u− γ 1) + y ≥ 1

y ≥ 0

(26.28)

che è della stessa forma di (26.25). Applicando il metodo descritto prima (con
α = 1 e Q matrice identica) si ottiene, dopo 26 iterazioni

u = ( 0.11588, 0.660943, 0.0772531, 0.974247, 0.390557 ), γ = −3.99998

e per y dei valori inferiori a 0.00001. Inoltre le variabili duali della prima parte
dei vincoli sono

λ = ( 0.77896, 1.9 · 10−6, 1.9 · 10−6, 0.27253, 0.50643 )

da cui si vede quali sono i punti di supporto. Da w := A D u si ottiene w =
(−1.99999, 0.999999), da cui si riconosce che l’equazione del piano separatore
è −2x1+x2+4 = 0, uguale a quella ottenuta con il metodo lineare. Risolvendo
(26.28) per l’esempio in Fig. 23.7 si ottiene, a meno della quarta cifra decimale,
lo stesso risultato della Fig.23.7(a).

Come per i vincoli di uguaglianza, si può applicare (26.25) anche a funzioni
obiettivo non quadratiche e a vincoli non lineari. Se il problema da risolvere è

min f(x)
g(x) ≤ 0

(26.29)

con f : IRn → IR e g : IRn → IRm, si riscrive il vincolo aggiungendo le variabili
di scarto

g(x) + s = 0

La differenza rispetto al caso con vincoli di uguaglianza è che ci sono
i vincoli di non negatività per s e per λ. Le tecniche per risolvere (26.29)
in generale sono alquanto complesse e anche in questo caso si rimanda alla
letteratura citata.

26.5 Problema del portafoglio - risoluzione

Applichiamo ora le tecniche Lagrangiane alla risoluzione del problema del por-
tafoglio introdotto in Sez. 2.14, a cui si rimanda per la notazione. Il problema
da risolvere è
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min x�Q x

t�x ≥ K

1�x = 1
x ≥ 0

(26.30)

per tutti i valori ammissibili di K. Sia X∗ l’insieme degli ottimi di Pareto. Se
la matrice di covarianza è strettamente positiva definita (come normalmente
accade) l’ottimo di (26.30) è unico e questo significa che X∗ può essere para-
metrizzato da K ed è quindi un insieme monodimensionale. Uno degli estremi
di X∗ è il punto che massimizza il rendimento e l’altro è quello che minimizza
la varianza (senza vincoli di rendimento). A differenza di quanto esposto in
Sez. 2.14 il capitale da investire è stato normalizzato ad 1 e deve essere inve-
stito tutto e quindi il punto che minimizza la varianza non può essere il punto
nullo. Si può far vedere che questo non comporta perdita di generalità.

Come è noto il problema viene risolto dall’algoritmo della linea critica svi-
luppato da Markovitz [155, 156] e che ha valso all’autore il premio Nobel. Sono
state recentemente portate alla luce delle lungimiranti intuizioni di de Finet-
ti [76] in cui un analogo problema nel campo delle assicurazioni, consistente
nel valutare le quote da riassicurare, veniva risolto tramite una particolare
funzione che catturava l’informazione essenziale del problema e permetteva di
esprimere le condizioni matematiche in modo anche significativo dal punto di
vista delle assicurazioni.

La riscoperta delle idee di de Finetti, effettuata da Rubinstein [192] e ri-
conosciuta anche da Markovitz [157], è stata oggetto di approfondita indagine
in [182] in cui l’algoritmo della linea critica viene ‘rivisitato’ alla luce della
funzione di de Finetti (chiamata qui funzione chiave). In modo del tutto simile
si può rivisitare lo stesso algoritmo per il caso della selezione del portafoglio
ottenendo delle condizioni che sono anche immediatamente espressive sotto il
profilo finanziario. Quanto segue è basato su [183].

La funzione Lagrangiana per risolvere (26.30) è

L(x, λ, μ, v) =
1
2

x�Q x + λ (K − t�x) + μ (1− 1�x)− ν�x

e, applicando i metodi già visti, si deve avere

Q x− λ t− μ1− ν = 0 (26.31)

ovvero, esprimendo (26.31), componente per componente (sia σij l’elemento
(i, j) della matrice di covarianza Q):∑

j

σhj xj − λ th − μ− νh = 0 h ∈ [n] (26.32)

Dalla condizione (26.32) si può ricavare la dipendenza delle variabili ottime
x da λ. Si risolva prima (26.31) rispetto a μ. Assumiamo che gli indici siano
ordinati come t1 > t2 > . . . > tn. Sia k un qualsiasi indice tale che xk > 0.
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Chiamiamo questa variabile e il suo indice come variabile e indice di riferi-
mento. In base alla complementarità si ha νk = 0 e la condizione (26.32) per
h = k è ∑

j

σkj xj − λ tk − μ = 0 (26.33)

Se ora si sottrae (26.32) da (26.33) si ha∑
j

(σkj − σhj) xj − λ (tk − th) + νh = 0 h ∈ [n] \ k

ovvero ∑
j(σkj − σhj)xj

tk − th
+

νh

tk − th
= λ h ∈ [n] \ k (26.34)

A questo punto, seguendo de Finetti, si definiscono le seguenti funzione chiave

Fkh(x) =

∑
j(σkj − σhj) xj

tk − th
, h ∈ [n] \ k

tramite le quali si può riscrivere (26.34) come

Fkh(x) +
νh

tk − th
= λ h ∈ [n] \ k (26.35)

Ciò che più conta dei valori νh/(tk − th) è il loro segno. A questo scopo,
tenendo conto che i valori ti sono stati preventivamente ordinati, si ripartisca
l’insieme [n] \ k negli insiemi

I∗k := {h �= k : xh > 0} , Ik
0 := {h < k : xh = 0} , I0

k := {h > k : xh = 0}

e si ponga inoltre I∗ := I∗k ∪ {k} e I0 := Ik
0 ∪ I0

k . Allora, siccome νh ≥ 0 per
ogni h, tk > th se h ∈ I0

k , e tk < th se h ∈ Ik
0 , la condizione di complementarità

può essere riscritta come

Teorema 26.10. Sia k tale che xk > 0. Allora x ≥ 0 è ottimo se e solo se
1� x = 1 ed esiste λ ≥ 0 tale che

Fkh(x) ≥ λ, h ∈ Ik
0 , Fkh(x) = λ, h ∈ I∗k , Fkh(x) ≤ λ, h ∈ I0

k (26.36)

L’insieme I∗k può essere vuoto solo nei casi estremi xk = 1 e xh = 0, h �= k.
In questo caso (26.36) diventa

Fkh(x) =
σkk − σhk

tk − th
≥ λ, h < k, Fkh(x) =

σkk − σhk

tk − th
≤ λ, h > k,

Quindi se
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max
{

max
h>k

σkk − σhk

tk − th
; 0

}
≤ min

h<k

σkk − σhk

tk − th
(26.37)

il punto xk = 1 e xh = 0, h �= k, è ottimo con λ che assume un valore
qualsiasi nell’intervallo definito da (26.37). Ovviamente il punto (1, 0, . . . , 0),
estremo di X∗, è sempre ottimo (il termine di destra sparisce e (26.37) è
sempre verificata). Poniamo x1 := (1, 0, . . . , 0). Come vedremo subito X∗ è
formato da una linea spezzata e può essere rappresentato dall’elenco dei suoi
punti angolari xr. Il primo di questi è appunto x1 al quale corrisponde la
variabile duale ottima

λ1 := max
{

max
h>1

σ11 − σh1

t1 − th
; 0

}

Se λ1 = 0, X∗ consiste in realtà solo del punto (1, 0, 0, . . . , 0) e non c’è altro
da calcolare. Questo corrisponde al caso (improbabile) che il titolo a massimo
rendimento sia anche a basso rischio e positivamente fortemente correlato con
gli altri titoli.

Se invece λ1 > 0 possiamo pensare di calcolare i punti di X∗ diminuendo
λ e applicando le condizioni di ottimalità per i vari valori di λ. Per eseguire
i calcoli ci si basa sui seguenti ragionamenti. Se I∗k non è vuoto la condizione
d’ottimalità Fkh(x) = λ, h ∈ I∗k , è un sistema lineare nelle variabili in I∗:

∑
j∈I∗

σkj − σhj

tk − th
xj = λ, h ∈ I∗k (26.38)

Aggiungendo la condizione
∑

j∈I∗ xj = 1 il sistema diventa quadrato e la sua
soluzione è una funzione affine di λ

xh := wh + λ zh, h ∈ I∗ (26.39)

dove w è la soluzione del sistema lineare con parte destra (0, 0, . . . , 0, 1) e z la
soluzione con parte destra (1, 1, . . . , 1, 0) e ovviamente xh = 0, h ∈ I0.

L’espressione (26.39) permette quindi di parametrizzare X∗ direttamente
tramite λ invece di K. La dipendenza di x da λ è di tipo affine e quindi dà luogo
ad un segmento. Tuttavia (26.39) non può essere vera per qualsiasi valore di λ
perché valori di λ che violino i vincoli di non negatività di x e le condizioni di
ottimalità non sono ammissibili. Quindi bisogna valutare l’intervallo di valori
ammissibili per λ. Siccome, pensiamo di calcolare x diminuendo λ, siamo
interessati al valore inferiore dell’intervallo.

In base al Teorema 26.10, si deve avere per le variabili in I0
k∑

j∈I∗

σkj − σhj

tk − th
xj ≤ λ, h ∈ I0

k

cioè ∑
j∈I∗

σkj − σhj

tk − th
(wj + λ zj) ≤ λ, h ∈ I0

k



26.5 Problema del portafoglio - risoluzione 511

∑
j∈I∗

σkj − σhj

tk − th
wj ≤ λ (1−

∑
j∈I∗

σkj − σhj

tk − th
zj), h ∈ I0

k

Ponendo

βh :=
∑
j∈I∗

σkj − σhj

tk − th
wj , γh := (1−

∑
j∈I∗

σkj − σhj

tk − th
zj)

si ha
λ1 := max

h∈I0
k
:γh>0

βh

γh
≤ λ ≤ min

h∈I0
k
:γh<0

βh

γh
(26.40)

Analogamente per le variabili in Ik
0 si deve avere

∑
j∈I∗

σkj − σhj

tk − th
xj ≥ λ, h ∈ Ik

0

cioè
λ2 := max

h∈Ik
0 :γh<0

βh

γh
≤ λ ≤ min

h∈Ik
0 :γh>0

βh

γh
(26.41)

Inoltre deve valere

xh = wh + λ zh ≥ 0, h ∈ I∗ =⇒

λ3 := max
h∈I∗:zh>0

−wh

zh
≤ λ ≤ min

h∈I∗:zh<0
−wh

zh
(26.42)

Quindi il valore minimo che λ può assumere in (26.39) è max {λ1 ; λ2 ; λ3 ; 0}.
In corrispondenza di tale valore gli insiemi I∗k , Ik

0 e I0
k devono essere aggiornati

nel seguente modo:
– se il massimo è λ1, allora l’indice che dà luogo al massimo si sposta da

Ik
0 a I∗k ;

– se è λ2, allora l’indice che dà luogo al massimo si sposta da I0
k a I∗k . In

entrambi i casi l’indice di riferimento non cambia.
– se è λ3 significa che una variabile ha raggiunto la frontiera. Bisogna allora

distinguere i due casi: i) la variabile che raggiunge la frontiera è la variabile
di riferimento e quindi bisogna aggiornare la variabile di riferimento; ii) la
variabile che raggiunge la frontiera non è la variabile di riferimento e questo
implica semplicemente uno spostamento dell’indice corrispondente da I∗k a Ik

0

oppure I0
k (secondo l’indice). Inoltre, se la variabile di riferimento vale 1 (e

quindi le altre valgono tutte 0), allora λ ha un salto di discontinuità fra gli
estremi dell’intervallo specificato da (26.37)

λr := max
{

max
h>k

σkk − σhk

tk − th
; 0

}
, λ

r
:= min

h<k

σkk − σhk

tk − th
= λr

– infine se il massimo è 0 (oppure λr = 0) il calcolo termina. Altrimenti r
è incrementato di 1 e si itera il calcolo.
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Quindi il calcolo viene eseguito iterativamente a partire da λ = λ1 finché
λ = 0. Si inizializzi un indice r = 1. Noto λr si calcolano w e z come indicato
precedentemente e si calcolano λ1, λ2 e λ3. Si pone

λr+1 := max {λ1 ; λ2 ; λ3 ; 0}
associato al punto (come da (26.39))

x̂r+1
h := wh + λr+1 zh, h ∈ I∗, x̂r+1

h := 0, h ∈ I0

Esempio 26.11.

Sia

n = 3, t = ( 6 5 1 ) , Q =

⎛
⎝ 30 6 −1

6 5 2
−1 2 2

⎞
⎠

Le funzioni chiave sono:

F12(x) = 24x1+x2−3x3, F13 =
31
5

x1+
4
5

x2−3
5

x3, F23 =
7
4

x1+
3
4

x2

Inziando con x1 = (1, 0, 0) e k = 1 si ha

F12(1, 0, 0) = 24, F13(1, 0, 0) =
31
5

e quindi gli insiemi iniziali sono I∗ = {1, 2}, I0
k = {3}, Ik

0 = ∅, λ1 = 24. Da
F12(x1, x2) = λ, x1 + x2 = 1,

24 x1 + x2 = λ

x1 + x2 = 1

si ottiene
x1 =

λ− 1
23

, x2 =
24− λ

23
Con questi valori la condizione F13(x) ≤ λ implica λ ≥ 65/88,

31
5

λ− 1
23

+
4
5

24− λ

23
≤ λ =⇒ λ ≥ 65

88

e la non negatività delle variabili implica λ ≥ 1. Quindi il prossimo punto
angolare è λ2

+ = 1 dove abbiamo x2 = (0, 1, 0). Si tratta di un vertice e si
deve aggiornare l’indice di riferimento a k = 2. Ora λ può diminuire, senza
cambiamento per x, fino a F23(0, 1, 0) = 3/4 =: λ2

−, dove si ha I∗ = {2, 3},
I0
k = ∅, Ik

0 = {1}. Da F23(x2, x3) = λ e x2 + x3 = 1

3
4

x2 = λ

x2 + x3 = 1
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Figura 26.4.

si ottiene
x2 =

4 λ

3
, x3 =

3− 4 λ

3
Con questi valori la condizione F21(x) ≥ λ implica λ ≥ 9/13

4 λ

3
− 3

3− 4 λ

3
≥ λ =⇒ λ ≥ 9

13
e la non negatività delle variabili implica λ ≥ 0. Quindi il prossimo punto
angolare si ha per λ3 = 9/13 con ottimo x3 = (0, 12/13, 1/13). A questo punto
la variabile x1 si aggiunge all’insieme I∗ e si deve risolvere F21(x) = F23(x) = λ
e x1 + x2 + x3 = 1,

24 x1 + x2 − x3 = λ
7
4

x1 +
3
4

x2 = λ

x1 + x2 + x3 = 1
da cui si ottiene

x1 =
9− 13 λ

53
, x2 =

101 λ− 21
53

, x3 =
65− 88 λ

53
Per i valori λ4 = 21/101 e ottimo x4 = (12/101, 0, 89/101) la variabile x2

diventa nulla e bisogna aggiornare l’indice di riferimento a k = 1. ora si risolve
F13(x) = λ, x1 + x3 = 1,

31
5

x1 − 3
5

x3 = λ

x1 + x3 = 1
da cui

x1 =
3 + 5 λ

34
, x3 =

31− 5 λ

34
Infine λ può essere diminuito fino a 0 cosicché l’ultimo punto ottimo è

x5 =
{

3
34

; 0 ;
31
34

}
Le iterazioni sono raffigurate in Fig. 26.4.
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150. Lübbecke M.E., J. Desrosiers: Selected topics in column generation, Operations
Research, 53, 1007-1023 (2005).

151. Luce R.D., H. Raiffa: Games and Decisions. J. Wiley & Sons; ristampato in
Dover, 1989 (1957).

152. Maffioli F.: Elementi di programmazione matematica. 2a edizione, Casa Editrice
Ambrosiana, Milano, Italia (2000).

153. Mangasarian O.: Linear and nonlinear separation of patterns by linear
programming, Operations Research, 13, 444-452 (1965).

154. Markov A.A.: Rasprostranenie zakona bol’shih chisel na velichiny, zavisyaschie
drug ot druga, Izvestiya Fiziko-matematicheskogo obschestva pri Kazanskom
universitete, 15, 135-156 (1906).

155. Markowitz H.: Portfolio selection, Journal of Finance, 6, 77-91 (1952).
156. Markowitz H.: The optimization of quadratic functions subject to linear

constraints, Naval Research Logistics Quarterly, 3, 111-133 (1956).
157. Markowitz H.: de Finetti scoops Markowitz, Journal of Investment

Management, 4, 5-18 (2006).
158. Martello S., P. Toth: Knapsack problems: algorithms and computer

implementations. John Wiley & Sons, West Sussex, Gran Bretagna (1990).
159. Mei-Ko K.: Graphic programming using odd or even points, Chinese

Mathematics, 1, 273-277 (1962).
160. Mitchell M.: An introduction to genetic algorithms. MIT Press (1998).
161. Naddef D.: Polyhedral theory and branch-and-cut algorithms for the symmetric

TSP, in: G. Gutin and A.P. Punnen (eds), The traveling salesman problem and
its variations, Springer US, pp. 29-116 (2002).

162. Naddef D., S. Thienel: Efficient separation routines for the symmetric tra-
veling salesman problem I: general tools and comb separation, Mathematical
Programming, 92, 237-255 (2002).

163. Naddef D., S. Thienel: Efficient separation routines for the symmetric trave-
ling salesman problem II: separating multi handle inequalities, Mathematical
Programming, 92, 257-283 (2002).

164. Needleman J., P. Buerhaus, S. Mattke, M. Stewart, K. Zelevinsky: Nurse-
staffing levels and the quality of care in hospitals, New England Journal of
Medicine, 346, 1715-1722 (2002).



Riferimenti bibliografici 523

165. Odijk M.A.: A constraint generation algorithm for the construction of periodic
railway time-tables, Transportation Research B, 30, (1996).

166. Optimization Technology Center: Optimization Technology Center at Argon-
ne National Laboratory and Northwestern University, visitato il: 3/11/2008,
http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/ (2003).

167. Ore O.: I grafi e le loro applicazioni. Zanichelli, Bologna (1979).
168. Orlin J.B: A faster strongly polynomial minimum cost flow algorithm,

Operations Research, 41, 338-350 (1993).
169. Orsenigo C., C. Vercellis: Multivariate classification trees based on mini-

mum features discrete support vector machines, IMA Journal of Management
Mathematics, 14, 221-234 (2003).

170. Padberg M.W., M.R. Rao: Odd minimum cut-sets and b-matchings,
Mathematics of Operations Resarch, 7, 67-80 (1982).

171. Pan Y., L. Shi: On the equivalence of the max-min transportation lower bound
and the time-indexed lower bound for single-machine scheduling problems,
Mathematical Programming, Series A, 110, 543-559 (2007).

172. Papadimitriou C.H., K. Steiglitz: Combinatorial optimization: algorithms and
complexity. Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ, USA (1982).
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con PL, 236
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diseguaglianze violate, 239
euristica Clark e Wright, 361
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Adams (metodo di), per sistemi elettora-
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Alabama (paradosso dell’), 263
albero

corde, 99
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dei cammini minimi, 148, 166
di decisione, 436
di supporto, 99

e TSP, 312
minimo, 309, 314, 500

rami, 99
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kov), 453
approssimazione, 313, 330

asintotica, 331
armonici (numeri), 465
assegnamento, 226–236

algoritmo ungherese, 234
aule a corsi, 210
con massimo flusso, 227
con massimo PL, 227
degenerazione, 59
generalizzato, 488
macchine a lavori, 52
per open shop, 396
pesato, 232

come flusso, 233
stabile, 234

con PL, 236
teorema del matrimonio, 231
tridimensionale, 243

con PL01, 244
vertice del poliedro, 228

assicurazioni (come lotteria), 444
assorbente (nelle catene di Markov)

insieme, 453
stato, 453

attività, 364
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automorfismo di grafi, 92
azzardo (gioco d’, come lotteria), 444

baco elettorale, 271
Bayes (formula di), 440
BAZI, metodo per allocazione di seggi,

268
Bellman (equazione di), 138, 142, 165, 167

all’indietro, 138, 459
per confronto stringhe, 160
per costo atteso, 153
per distanza attesa, 156
per processi markoviani di decisione,

459
per prodotto matrici, 162
per zaino 0-1, 317
per zaino intero, 318

Bellman-Ford (algoritmo di), 140
Bellman-Ford (algoritmo), 168

Berge (teorema di), 231, 236
Bernoulli (schema di), 452, 454
big-M, metodo, 369, 372
bin packing, 320

algoritmo approssimato, 331
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biologia computazionale, 110, 160
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biproporzionale (allocazione di seggi), 267
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per assegnamento, 230
per massimo flusso, 178, 202

critico, 142, 388
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probabilità limite, 454
probabilità stazionaria, 454
schema di Bernoulli, 452, 454
stati, 452
stato assorbente, 453
stato ergodico, 453
stato ricorrente, 453

nullo, 453
positivo, 453

stato transiente, 453
visite, 453

Čebishev (metodo di), 52
chiusura transitiva (grafo), 102
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identificazione di, 141

nulli, 165
positivi, 165, 215
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definizione, 97
euleriano, 98, 275

in grafo misto, 277
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degenerazione (nella PL), 59, 69, 85
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per confronto stringhe, 160
per costo atteso, 153
per distanza attesa, 156
per prodotto matrici, 162
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per job shop, 390
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programmazione a vincoli, 221
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accoppiamento, 239
TSP, 293

grado di un nodo, 92, 101
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complementare, 94, 95, 109
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di comparabilità, 109
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di linea, 97
di una catena di Markov, 452
disgiuntivo, 384, 388
euleriano, 275
fortemente connesso, 102
hamiltoniano, 290
misto, 276
parziale, 97
perfetto, 107

teorema del, 107
teorema forte del, 107

planare, 100
regolare, 92, 231
sparso, 140, 311

greedy, vedi euristiche - greedy

Hamilton (grafi), 291
Hamilton (metodo di), per sistemi elet-

torali, 262
hamiltoniani, circuiti e cammini, 291
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heap (struttura dati, 311
heap (struttura dati), 140
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rali, 266

impaccamento d’insiemi, 333
impaccamento in contenitori, vedi bin
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impatto ambientale, 151–158
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indipendente (insieme), 103
informazione

campionaria (valore atteso dell’), 441
perfetta (valore atteso dell’), 438

insieme
indipendente, 103
stabile, 103

insieme critico, 379
insieme stabile

per assegnamento 3D, 244
interval graph, vedi grafo d’intervallo
intorno di una soluzione, 213
ipercubo unitario, 58
irriducibile (catena di markov), 453
isomorfismo di grafi, 92, 101

Jackson (regola di), 368, 379, 391
Jefferson (metodo di), per sistemi eletto-

rali, 267
job, vedi lavoro
Job shop, 388

knapsack, vedi zaino
Kruskal (algoritmo di), 310
Kuratowski (teorema di), 100

Lagrangiani
funzione duale, 486
funzione Lagrangiana, 485
problema duale, 486
proprietà d’interezza, 490
vincoli impliciti ed espliciti, 485

lavoro, 364
lavoro critico, 379, 396
lead time, 15
lemma di Farkas, 74

limitazione inferiore
dal Lagrangiano, 487, 490
nel bin packing, 322
nel TSP, 294
per schedulazione, 375, 378

line conflict graph, vedi grafo di conflitto
di linea

livelli (grafo a), 95
lotteria

equivalente, 444
per definire l’utilità, 443

macchina, 364

macchina critica, 396
makespan, vedi durata massima
Markov (catena di), vedi catena di Mar-

kov
markoviana (politica), vedi politica mar-

koviana
massimi

di funzioni concave, 125
di funzioni convesse, 125

massimo flusso, 177
con generazione di colonne, 201

massimo flusso e PL, 180
master problem, 198
matching, vedi accoppiamento
matrice d’incidenza nodi-archi, 173
matrice di covarianza, 32
matrice di transizione, 452
matrice totalmente unimodulare, 173, 339,

347, 371
metodo circolare (per tornei), 250
metodo del simplesso

su reti di flusso, 175
minimi

di funzioni concave, 125
di funzioni convesse, 125

modelli compatti, 208
bin packing, 328

MST, vedi albero, di supporto, minimo
multicommodity flow problems, vedi mul-

tiflusso (problemi)
multiflusso (problemi), 203
multiprocessor scheduling, vedi schedu-

lazione, multiprocessore

node covering, vedi copertura di nodi
numero cromatico, χ(G), 106, 122
numero di cricca, ω(G), 105
numero di partizione in cricche, θ(G),

106
numero di stabilità α(G), 103

obiettivi lessicografici, 18, 49
obiettivi lessicografici non ordinati, 51
obiettivi mulipli

pesi per i criteri, 416
obiettivi multipli

combinazione lineare, 42
confronto fra criteri, 43
DEA, 416
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dominanza, 33, 37
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incomparabilità, 36
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metodo di Čebishev, 52
obiettivi vincolati, 47
preferenze, 36
problema della dieta, 11

offerte (problema delle), 5, 463, 464
parcheggio, 466

massima probabilità, 470
minima distanza attesa, 467, 484

Open shop, 396
operazione, 364
orario

dei treni, 401, 409, 410
di voli, 412
scuola media

introduzione, 19
obiettivi, 22
ricerca locale, 214
risoluzione, 133
vincoli, 20

università
introduzione, 22
primo modello, 24
secondo modello, 25

orbite di grafi, 92
ordine lessicografico per matrici, 123
ottimalità globale (teorema di), 486, 492
ottimi lessicografici non ordinati, 51, 265,

269

Pareto ottimi
con programmazione dinamica, 154
definizione, 37
in schedulazione, 373
per impatto ambientale, 154
problema del portafoglio, 42, 46, 49
problema della dieta, 130
problema delle centrali, 41, 44, 49
rappresentazione grafica, 40, 41

partizione (di nodi), 104
partizione (problema della), 315

con programmazione dinamica, 319
partizione d’insiemi, 334
partizione in cricche

numero, 106
pattern, vedi schema

periodica (schedulazione)
di semafori, 405

conflitti, 406
coordinamenti, 406

di treni, 409
archi di coincidenza, 410
archi di conflitto, 411
archi di spostamento, 410

di voli, 412
funzioni di deficit, 413

eventi, 401
intervalli, 402
risorse, 412

periodico (stato, nelle catene di Markov),
453

PERT, vedi pianificazione di attività
PESP, 401
pianificazione di attività

dati aleatori, 144
PERT, 13, 142
PL, 14
precedenze, 13, 14, 142
risoluzione del primo modello, 142
risoluzione del primo modello, dati alea-

tori, 146
risoluzione secondo modello, 87
risorsa infinita, 14

planare (grafo), 100
poliedro

definizione, 57
politica markoviana, 456

ottima, 456
calcolo per orizzonte finito, 459
caso medio (dimostrazione), 483

caso scontato (dimostrazione), 482

esempio magazzino, 460, 481
simulazione, 459, 463
valore di una, 456
valore per orizzonte infinito

caso generale, 465
caso medio, 476
caso scontato, 471

portafoglio (problema del)
introduzione, 32
Pareto ottimi, 42, 46, 49
risoluzione, 507–513

postino cinese (problema del), 277
postino rurale (problema del), 283
preeemption, vedi prelazione
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prelazione (schedulazione con), 364, 379,
396

pricing, 198
Prim (algoritmo di), 310
principio di ottimalità, 138, 165

prize collecting TSP, vedi TSP con in-
centivi nei nodi

probabilità limite, 454
probabilità stazionaria, 454
problema dei K insiemi minimi, 164
problema del trasporto, 187, 192, 269, 280
problema della tensione ammissibile, 149,

172, 405
problema duale (Lagrangiano), 486
prodotto di matrici, 162
programmazione dinamica

algoritmi, 169

con costi non negativi, 139
costi e grafi generici, 140
e branch-and-bound, 318
equazione di Bellman, 138, 142, 165,

167

all’indietro, 138
per confronto stringhe, 160
per costo atteso, 153
per distanza attesa, 156
per prodotto matrici, 162

in un grafo aciclico, 139
per generare turni, 343
per Pareto ottimi, 154
per schedulazione, 367
per zaino 0-1, 317
per zaino intero, 318
principio di ottimalità, 138, 165

tramite PL, 147, 166
programmazione lineare

coefficienti variabili, 131, 135

complementarità, 68, 76, 85
costi ridotti, 69, 85
costruzione del duale dal primale, 66
degenerazione, 59, 69, 85
dualità forte, 65, 73–75

funzione obiettivo, 58
insieme ammissibile, 57
metodo del simplesso, 58

base, 59
motivazione economica, 61–64, 67, 71
ottimi duali non unici, 76

problema artificiale, 60

problema duale, 61–72
problema illimitato, 60
stocastica, 447
variabili di scarto, 68

programmazione lineare intera
branch-and-bound, 114
incombente, 118
limitazioni inferiori, 114–118
limitazioni superiori, 114, 118
simmetria, 122
suddivisione, 114, 119–124

programmazione non lineare, 500–507
quadratica

vincolo di diseguaglianza, 503
vincolo di eguaglianza, 500

vincolo di diseguaglianza, 507
vincolo di eguaglianza, 501

proprietà d’interezza, 490, 494
punti interni di un poliedro, 57

quote (elezioni), 262

raggio spettrale della matrice di transi-
zione, 454

regolare (grafo), 92
release date, vedi data di rilascio
rete ferroviaria sovietica, 188
reti neurali, vedi euristiche - reti neurali
ricerca binaria, 269, 333
ricerca locale, vedi euristiche - ricerca

locale
ricorrente (stato, nelle catene di Mar-

kov), 453
ricorrente nullo (stato, nelle catene di

Markov), 453
ricorrente positivo (stato, nelle catene di

Markov), 453
ricottura simulata, vedi euristiche - simu-

lated annealing
riduzione transitiva (grafo), 102
riporto (effetti di) in calendari, 252
rischio, 32, 435

attitudine, 444
avversione, 444
in PL stocastica, 449
neutralità, 444
utilità, 443
valore atteso, 437

dell’informazione campionaria, 441
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risorsa, 364
periodica, 412

rotte di veicoli
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capacità uguali, 351
con capacità

euristica Clark e Wright, 358
introduzione, 26
modello copertura d’insiemi, 29, 356

euleriane, 286
rottura (in un calendario), 254

con massimo taglio, 255
ruota (grafo), 95

scacchi (mosse del cavallo), 290
scadenza, 364
scarto (variabili di), 68
scarto di dualità, 486
schedulazione

a permutazione, 385, 399

con PL01, 370, 374, 392
criteri

date di consegna, 365
tempo massimo, 364, 367–368, 373
tempo totale, 364, 366, 373

multiprocessore, 332, 488
periodica, vedi periodica (schedulazio-

ne)
schema di riempimento, 323
schema di riempimento e flussi, 329
seggi (in sistemi elettorali), 261–271

allocazione biproporzionale, 267
metodi dei divisori, 266
metodi dei quozienti, 266
metodo BAZI, 268
metodo dei resti più alti, 262
metodo di Adams, 267
metodo di d’Hondt, 266
metodo di Hamilton, 262
metodo di Jefferson, 267
metodo di Vinton, 262
metodo di Webster, 267
paradosso dell’Alabama, 263
proprietà di Hare, 262
quote, 262
quote esatte, 268
resti, 262

probabilità di resti uguali, 263
scarto assoluto, 262, 268
scarto relativo, 264

semafori, 405
onda verde, 406
vincoli di conflitto, 406
vincoli di coordinamento, 406
virtuali, 407

set covering, vedi copertura d’insiemi
set packing, vedi impaccamento d’insie-

mi
set partitioning, vedi partizione d’insiemi
7 e 1

2
(gioco del), 478

shifting bottleneck, procedura, 390
simmetria (nella PLI), 122
simmetria nei grafi, 94
simmetria nella PLI, 321
simulated annealing, vedi euristiche - si-

mulated annealing
sistemi elettorali, 261
slack variables, vedi scarto (variabili di)
Smith (regola di), 366
sottocircuito (diseguaglianze di), 293, 313
sottografo, 96
sottografo di supporto, 97
spanning tree, vedi albero, di supporto
spigoli di un poliedro, 57
stabile (insieme), 103
stabilità (numero di), 103
stella (grafo), 95
stringhe (confronto di), 160
struttura Union-Find, 194, 195, 310, 314

subgradiente (metodo del), 497
definizione, 487
esempi, 491, 494

subtour inequalities, vedi sottocircuito
(diseguaglianze di)

tabu search, vedi euristiche - tabu search
taglio

capacità di taglio, 177
definizione, 99
di minima capacità, 179, 183–187

per postino rurale, 285
per TSP, 295

di minima capacità e PL, 180
massimo

con PL01, 255
faccette del poliedro, 256
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per rotture in calendari, 255
orientato, 102

task, vedi operazione
tempo indicizzato (formulazione a), 370,

392
tensione ammissibile (problema della),

149, 172, 405
teorema di separazione, 73

teorema massimo flusso-minima capacità
di taglio, 179

time indexed, vedi tempo indicizzato
torneo di minima distanza (problema del),

vedi TTP
totalmente sconnesso (grafo), 99
totalmente unimodulare (matrice), 173,

339, 347, 371
transiente (stato, nelle catene di Mar-

kov), 453
trasporto (problema del), 187, 192, 269,

280, 374
Traveling Salesman Problem, vedi TSP
Traveling Tournement Problem, vedi TTP
TSP, 289–306

asimmetrico, 303, 387
con incentivi nei nodi, 299
con Lagrangiano, 499
con PL01, 292
euclideo, 295
euristiche, 304
in rotte di veicoli, 28
multiplo, 303

con capacità, 352
TTP, 261, 306
turnazione

ciclica, 339, 348

fasce consecutive, 338
generazione di colonne, 342
introduzione, 15
matrice dei vincoli, 17

Union-Find (struttura), 194, 195, 310, 314

utilità
con scelte non quantitative, 445
definizione, 443
in PL stocastica, 450
valore atteso, 445

vehicle routing, vedi rotte di veicoli
vertici degeneri, 57
vertici di un poliedro, 57, 73

vincoli
generazione, 199

accoppiamento, 239
TSP, 293

Vinton (metodo di), per sistemi elettora-
li, 262

Webster (metodo di), per sistemi eletto-
rali, 267

zaino, 49, 489, 491
0-1, 315

con PL01, 315
con programmazione dinamica, 317

a scelta multipla, 319
continuo, 316
intero, 315

con programmazione dinamica, 318
per bin packing, 324
soluzioni ammissibili, 498
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