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Risolvere gli esercizi seguenti, scrivendo e motivando dettagliatamente il
procedimento seguito. Soluzioni prive di calcoli e spiegazioni non saranno
valutate.
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Esercizio 1 (pt. 5)
Si calcoli il seguente integrale∫ 0

−2

x4 + x3 − 4x+ 20

(x− 3)(x2 + 4x+ 8)
dx.

Risposta:
Si tratta di una funzione razionale da ridurre di grado.
Dividendo il polinomio x4 + x3 − 4x + 20 per (x − 3)(x2 + 4x + 8) = x3 +
x2 − 4x− 24 si ottiene che:

x4 + x3 − 4x+ 20

(x− 3)(x2 + 4x+ 8)
= x+ 4 · x2 + 5x+ 5

(x− 3)(x2 + 4x+ 8)
.

Inoltre, siccome il discriminante di x2 + 4x+ 8 è negativo, si tratta di indi-
viduare A,B,C ∈ R tali che:

x2 + 5x+ 5

(x− 3)(x2 + 4x+ 8)
=

A

x− 3
+

Bx+ C

(x2 + 4x+ 8)
.

Dopo alcuni calcoli si prova che A = C = 1, B = 0:

x2 + 5x+ 5

(x− 3)(x2 + 4x+ 8)
=

1

x− 3
+

1

x2 + 4x+ 8
.

Quindi:
x4 + x3 − 4x+ 20

(x− 3)(x2 + 4x+ 8)
= x+

4

x− 3
+

4

x2 + 4x+ 8

e perció∫ 0

−2

x4 + x3 − 4x+ 20

(x− 3)(x2 + 4x+ 8)
dx =

∫ 0

−2
x dx+

∫ 0

−2

4

x− 3
dx+

∫ 0

−2

4

x2 + 4x+ 8
dx

= [x2/2 + 4 ln |x− 3|]0−2 +

∫ 0

−2

4

x2 + 4x+ 8
dx

= −2 + 4 ln 3− 4 ln 5 +

∫ 0

−2

4

x2 + 4x+ 8
dx.

Infine:
4

x2 + 4x+ 8
=

4

(x+ 2)2 + 4
=

1

(x/2 + 1)2 + 1
,

da cui ∫ 0

−2

4

x2 + 4x+ 8
dx = [2 arctan(x/2 + 1)]0−2 = π/2.

In conclusione:∫ 0

−2

x4 + x3 − 4x+ 20

(x− 3)(x2 + 4x+ 8)
dx = −2 + 4 ln 3− 4 ln 5 + π/2.
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Esercizio 2 (pt. 5)
Data f : R2 → R,

f(x, y) =
1

4

(
y − 2)(9y2 − 4(x+ 1)2)

I) Calcolare i suoi eventuali punti di massimo, di minimo locali e di sella.
II) Calcolare il piano tangente al grafico di f nel punto (0, 2).
Risposta:
I) Si calcolano i punti critici di f :{

fx = −2(x+ 1)(y − 2) = 0
fy = 27

4 y
2 − 9y − (x+ 1)2 = 0

Si hanno due casi:{
x+ 1 = 0
27
4 y

2 − 9y = 0
=⇒ (−1, 0), (−1, 4/3);

{
y − 2 = 0
27
4 y

2 − 9y − (x+ 1)2 = 0

{
y = 2
(x+ 1)2 = 9

=⇒ (−4, 2), (2, 2);

I punti critici sono (−1, 0), (−1, 4/3) , (−4, 2), (2, 2).
II) Si calcola la matrice Hessiana(

−2(y − 2) −2(x+ 1)
−2(x+ 1) 27

2 y − 9

)
,

pertanto:

Hf (−1, 0) =

(
4 0
0 −9

)
=⇒ (−1, 0) Punto di sella;

Hf (−1, 4/3) =

(
4/3 0
0 9

)
=⇒ (−1, 4/3) Punto di minimo relativo;

Hf (2, 2) =

(
0 −6
−6 18

)
=⇒ (2, 2) Punto di sella;

Hf (−4, 2) =

(
0 6
6 9

)
=⇒ (−4, 2) Punto di sella.

II) Il piano tangente ad f nel punto (0, 2) è

z = f(0, 2) + ⟨∇f(0, 2), (x, y − 2)⟩ = ⟨(0, 8), (x, y − 2)⟩ = 8y − 16.

=⇒ z = 8y − 16.
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Esercizio 3 (pt. 5)
Disegnare l’insieme

A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 4, y − x ≤ 2, y ≥ 0}.

e calcolare ∫ ∫
A
(y + 2x) dx dy.

Risposta:
I METODO:

A = {(x, y) ∈ R2 | y ∈ [0, 2], y − 2 ≤ x ≤
√

4− y2}.

Pertanto:∫ ∫
A
(y + 2x) dx dy =

∫ 2

0

(∫ √
4−y2

y−2
(y + 2x) dx

)
dy

=

∫ 2

0

(
[yx+ x2]

x=
√

4−y2

x=y−2

)
dy

=

∫ 2

0

(
y
√
4− y2 − y2 + 2y + 4− y2 − (y − 2)2

)
dy

=

∫ 2

0

(
y
√
4− y2 − 3y2 + 6y

)
dy

= [−1

3
(4− y2)

3
2 − y3 + 3y2]20

= −8 + 12 + 8/3 = 20/3
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II METODO:
Si ha che:

A = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [−2, 0], 0 ≤ y ≤ x+ 2}∪

∪{(x, y) ∈ R2 | x ∈ [0, 2], 0 ≤ y ≤
√

4− x2}.

Pertanto:∫ ∫
A
(y + 2x) dx dy =

∫ 0

−2

(∫ x+2

0
(y + 2x) dy

)
dx+

∫ 2

0

(∫ √
4−x2

0
(y + 2x) dy

)
dx

=

∫ 0

−2
[y2/2 + 2xy]y=x+2

y=0 ) dx+

∫ 2

0
[y2/2 + 2xy]y=

√
4−x2

y=0 ) dx

=

∫ 0

−2

(
(x+ 2)2/2 + 2x(x+ 2)

)
dx

+

∫ 2

0

(
(4− x2)/2 + 2x

√
4− x2

)
dx

=

∫ 0

−2

(
5/2x2 + 6x+ 2)

)
dx+

∫ 2

0

(
(2− x2/2 + 2x

√
4− x2

)
dx

= [5/6x3 + 3x2 + 2x]0−2 + [2x− x3/6− 2/3(4− x2)
3
2 ]20

= (20/3− 12 + 4) + (4− 4/3 + 16/3) = 20/3.
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