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' Questa raccolta di esercizi, rivolta agli studenti agli studenti dei primi corsi di

Matematica della laurea triennale in una facoltd scientifica (ingegneria, fisica,
matematica, economia, informatica) intende proporsi allo studente come verifica
del grado di preparazione raggiunto nei fondamenti del calcolo infinitesimale e
dell’algebra lineare. '

In tal senso, si presenta come naturale completamento del testo:

BRAMANTI-PAGANI-SALSA,
Matematica (calcolo infinitesimale e algebra lineare), Zanichelli, 2000.

La raccolta di esercizi é divisa in due volumi. Questo primo libro tratta funzioni
reali di variabile reale e algebra lineare, in particolare:

— numeri reali e complessi
— successioni e serie
— calcolo differenziale e integrale
i — equazioni alle differenze
— rette e piani nello spazio, matrici, sistemi e funzioni lineari:

Del testo Matematica si sono mantenute notazioni e simbologia e ad esso si fa

spesso riferimento (= BPS) per ¢ richiami di teoria. Si & mantenuta anche la

suddivisione in capitoli. Ogni capitolo & suddiviso in sezioni. La singola sezione
i prevede preliminarmente lo svolgimento di alcumi :

B esempi

con lo scopo di fornire una guida per la soluzione dei successivi esercizi. Quests
ultimi sono suddivisi in vari gruppi, che riflettono le pid comuni tipologie:

4% test a risposta multipla;

esercizi che lo studente & invitato ad affrontare autonomamente;




viii Prefazione (© 88-08- 8991

domande del tipo
#»  vero-falso;
¢ trovare l’errore,

nelle quali lo studente & invitato o fornire risposte motivate sulla base della teoria
svolta;

&k gli ulteriori esercizi che richiedono una maggior padronanza della teoria.
La soluzione degli esercizi é presentata alla fine di ogni sezione.

Settembre 2001 Gli autori

NUMERI

POLITECNICO D! MILANO
BIBLIOTECA DIDATTICA DI INGEGNERIA - BOVISA
Via Lambruschini, 15 - 20156 MILANO

1. SOMMATORIE

& Lasomma v
1+3+5+---+29+31

dei primi sedici interi dispari puo essere scritta

16 15
Z(Qn —1) oppure Z @2m+1)
n=1 m=0

E% I ’espressione (fl)k & utile per gestire le alternanze di segno. Infatti si ha
0 = +1 sek & pari
0" = —1 se k & dispari

Di conseguenza, la somma

2 3 4 16
si puo scrivere
16
1
Z (_1)k+1 =
k=1 k

f# Un simbolo analogo a quello di somma pud essere utilizzato per indicare il
prodotto: J] (pi greca maiuscola). 1l prodotto

3-5.-7-9-11
puod essere scritto

fI (2s+1)

s=1
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& Calcoliamo la somma

ik:1+2+-~-+n

k=1
Proviamo prima con un caso particolare, per esempio n = 100:
1+2+3+---4+98+99+100

Osserviamo che la somma del primo addendo (1) e dellultimo (100), del
secondo (2) e del penultimo (99), del terzo (3) e del terzultimo (98) e cosi
via, & sempre 101. Poiché gli accoppiamenti sono 50, la somma deve valere
101 x 50 = 5050. 1l ragionamento si generalizza immediatamente per n pari:
gli accoppiamenti sono n/2 con somma n + 1. La somma ¢ dunque

n(n+1)
2
Se n & dispari, basta scorporare l'ultimo termine, ottenendo cosi la somma
d’un numero pari (= n — 1) di termini. Applicate poi a quest’ultima la for-
mula appena trovata e infine riaggiungete n. Si ottiene ancora

(n—1)n _n? -mn+2n_ n(n+l)
2 "TT 2 T 2

In conclusione,

z":k _n (n2+ 1) 1)

k=1
© Calcoliamo la somma

1 E) IR T S
2) = 2 4 gn—1

k=0

B una somma di termini di una progressione geometrica di ragione 1 /2. Ap-
plicando la formula (= BPS, pag. 5)

i ¢ = 11__q; (@#1) (2)
k=0

si ottiene

(© 88-08- 8991 1. Sommatorie 3 |

100

@ Z 1= / .,

m=0 {
[a] 100 (6] m 1 - [d]

\ -
€» Quale uguaglianza non & corretta? %] k= e
. k=1

o] ey - [b] 30y Yy 3 (s 1)°

s=0 "g\ hfz i=1 1=10 =2

100

5 99 e
© S VE-) V=
k=2 k=1

e

[a] 99 [5] 0 {9)

L
(] 2 e

|
R

@8 Scrivere per esteso

SIS S
49 16 900

n
Z {ar — ax_1) = an — ag a4 Toin

k=1

Dimostrare la formula

n—1

Z(a+hr)=%[2a+(n—1)r]
h=0 ) .

.. i
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%@ Calcolare la somma

22

347+114--+91=Y (3+4k) -
k=0

.

2]

La (3) vale anche se r < 07 Calcolare la somma dei primi 10 termini della
sequenza

40,37, 34, 31,... I [yo- 3%

& Calcolare le somme

Dimostrare che, se m < n, si ha, per ¢ # 1

n & o n+l _ ,m et A
Z a-¢"=a- q——lq O
k=m .o 9= e
J n n n
P > (ams+By) =ay @+ B v
i=1 =1 i=1

n n n
B @ 1 @i+w)=[]2+]]w
i=1 i=1 =1

Nello svolgimento dei seguenti esercizi & proposto l'uso del principio riportato
sotto.

Principio di induzione — Sia p(n) una formula o una proprietd dipendente dal
numero n € IN. Se wvalgono le sequenti due condizioni:

(i) p(no) é vera,

(i) per ognin > ng, se p(n) & vera allora p(n+1) & vera, allora p(n) ¢ vera per
ogni n > ng.

(©) 88-08- 8991 1. Sommatorie 5

Nel secondo passo, in pratica, si assume vera p (n) (ipotesi di ricorrenza) e si cerca
di dedurre p(n+1). :

ﬁ%& Utilizzando il principio di induzione, controllare la formula (2)

(g#1)

k=0 g1

#% Utilizzando il principio di induzione, controllare le formule

Zn:(2k—1):n2 ikz:w

k=1 k=1

Test a risposta multipla

La risposte esatte sono

@ [d]

Si tratta di una somma di 101 termini (I'indice varia da 0 a 100) tutti uguali a 1.

@ [1] “ ~

Se si pone k = h + 1, l'indice h varia da 0 a 99, non da 2 a 101.

4
@ [

Nella differenza gli addendi da 2 a 99 si elidono; rimane /100 — v/1 = 9.

@
§§§’ c
L’indice della sommatoria deve essere un numero naturale. Nella somma in E sosti-

tuendo a k il valore 3 si ottiene %!

Esercizi \

N

,

@ Per h=1si ha 3, per h=2si ha g, ... In conclusione:

9 27 81 3"
3+§+?+I+"'+;

‘@ La prima somma ha come termini gli inversi dei quadrati dei naturali dispari da 1 a 30;
nella seconda essi compaiono a segni alternati. Le somme possono essere scritte:

30

30
Z% ; (_1)i—1 %2

i=1
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Si ha

a1 —ao+az—ai+as—az+ -+ 01— O@n—2+an ~ Gn-1 = an — 00

perché tranne il secondo e il penultimo termine tutti gli altri si semplificano due a due.

Basta scrivere

n1 n-1 n—1
S 0w =Sar S
k=0 k=0 k=1

ed usare la (1) con n — 1 al posto di n

2:(a+kr):na%—r(—n_Tl)ﬁ = g[2a+(n—l)r]

k=0

Applicando la formula ricavata nell’esercizio precedente si trova

22
Z(3+4k)=?(2-3+22-4)=1081

k=0

Si, poiché il procedimento dell’esercizio 4 funziona anche con r < 0. Si ha

9

Z (40 — 3i) = 265

i=0

Per 1a prima somma si ha, raccogliendo (—3)2 e applicando la formula (2),

o= 5o e

Per la seconda somma si ha

i( 1)k7 1 sen & pari
pard 1 0 sen & dispari

Si ha
n n—m —ma1 ntl_ m
' k_ m E_ mq* ™ =1 " — ¢
Y ad =aq Zq =04 -1
k=m k=0

Vero o falso?

v Vero, per le proprietd del simbolo di somma (= BPS, pag. 4)

n n n
En:(axi + Byi) = Zafl»'i"'zﬁyi = azm-‘-ﬂi%
i1 i=1 i=1 i=1

i=1

(© 88-08- 8991 1. Sommatorie 7

2> Vero. Siha

n n
n
H(azi) = (az1) - (am2) -+ (aTn) =@ @ - G-T1-T2*  Tn =0 l I zi
i=1 n volte i=1
e Falso. Se fosse vera, gid per n = 2 si avrebbe

(z1 +y1) (T2 + 1) = T1%2 + Y1Y2

manifestamente errata.

Ulteriori esercizi

1} Utilizziamo il principio di induzione‘:. Qui p(n) & la formula

n—1 n_
Y=t @D @
k=0

e no = 1. Il principio prevede due passi:

(i) Controllare che la formula sia vera per n = 1. Vero: infatti, sostituendo 1 a n,
entrambi i membri risultano uguali a 1.
(ii) Verificare 'implicazione p(n) = p(n+1), per ognin > 1.

In questo caso cid equivale ad assumere vera la (4) (ipotesi di ricorrenza) e dedurre la
formula per n + 1, cioé che

T
P i
k=0

Per sfruttare Iipotesi di ricorrenza, conviene mettere in evidenza la somma dei termini
fino a n — 1, scrivendo

n n—1
IR e
k=0 k=1

Cosi, usando l'ipotesi di ricorrenza, si ha

. , )
s s NN et B it (AU et
D =y T 1 = 1
L a— a— a—

Tn base al principio di induzione, la (4) & vera per ogni n > 1.

Dimostriamo la prima formula. Qui si ha

n

pmy: D (2k—1)=n’ (5)

k=1
eng=1.

(i) La formula & vera per n =1; infatti, sostituendo 1 a n, entrambi i membri risultano
uguali a 1.
(ii) Verifichiamo I'implicazione p(n) = p(n +1), per ognin > 1.
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Assumiamo vera la (5) (ipotesi di ricorrenza) e deduciamo la formula per n+ 1, cioé che

n+l
S k-1 = (n+1)>?

k=1

Per sfruttare 'ipotesi di ricorrenza, conviene mettere in evidenza la somma dei termini
fino a m, scrivendo

n4l n
Sek-1) =Y (@k-1+2m+1
k=1 5 k=1

Cosi, usando l'ipotesi di ricorrenza, si ha

Z(Qk—1)+2n+1=n2+2n+1=(’"+1)2
k=1

=n2

In base al principio di induzione, la (4) & vera per ognin > 1.
Per la seconda si ha

oy 3w nintlotl) ©
k=1

e ancora ng = 1.

(i) La formula & vera per n = 1; infatti, sostituendo 1 a n, entrambi i membri risultano

uguali a 1. .
(ii) Verifichiamo Vimplicazione p(n) = p(n + 1), per ogni n > 1.

Assumiamo vera la (6) (ipotesi di ricorrenza) e deduciamo la formula per n+ 1, cioe che

n+1

Per sfruttare l'ipotesi di ricorrenza, mettamo in evidenza la somma dei termini fino a
n, scrivendo

n+1 n

Y=Y K+t
k=1 k

=1

Cosl, usando V'ipotesi di ricorrenza, si ha
= 1)(2n+1
Z’“2+(n+1)2=—/n(n+ )6( ) 4 (n+1)’ =
k=1

o’ 4 ntbnt6 _(nt1)(n+2)@n+3)
6 6

In base al principio di induzione, la (6) & vera per ogni n > 1.

=(n+1)
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2. CALCOLO COMBINATORIO

Scopo del calcolo combinatorio & fornire alcuni metodi di conteggio per particolari
raggruppamenti di oggetti. Indichiamo i raggruppamenti pili comuni con realtive
formule. Il loro uso & illustrato negli esempi che seguono.

o Permutazioni semplici — Allineamenti di n ( > 0) oggetti distinti. Ogni
permutazione si distingue per 'ordine con il quale sono disposti gli oggetti.
Tl loro numero &%

P,=n!

o Disposizioni semplici — Allineamenti di k& (> 0) oggetti distinti scelti tra n
(> k) oggetti distinti. Ogni disposizione si distingue per gli oggetti e per
P’ordine con il quale sono disposti gli oggetti. Il loro numero &

Dup=h-(n—1)-(n—k+1)

e Combinazioni semplici — Scelte di k (> 0) oggetti distinti da un gruppo di
n (> k) oggetti distinti. Ogni combinazione si distingue per gli oggetti, non
importa I'ordine. Il loro numero &

n n!
Crie = <k> T (n—k)!

Ricordiamo che il numero prende il nome di coefficiente binomiale, dalla

~ formula del binomio di Newton

(a+b)" = i (Z) aF bk (7

k=0

Quanti sono i possibili “ordini di arrivo” in una corsa di 17 cavalli? Quante
sono le possibili scommesse TRIO?

Ragioniamo cosl: il primo posto pud essere occupato in 17 modi, il secondo
in 16, il terzo in 15. 11 numero & quindi

17-16 - 15 = 4080

Generalizzando possiamo calcolare il modo in cui disporre n oggetti distinti
in k (< n) posti. Consideriamo & scatole come in figura

s

k scatole

(WRjcordiamo che per convenzione si pone 0! =1
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La prima pud essere riempita in 7 modi, la seconda inn—1,... Per l'ultima,
avendo gid sistemato k — 1 oggetti rimangono n —k +1 possibilita di scelta.
Si ottiene il numero delle disposizioni semplici
Dmk=n~(n—1)---(n—k+1)
Se n = k si ottiene il numero delle permutazioni semplici
P,=mn!

Otto giocatori di biliardo devono affrontarne altri otto in singolar tenzone
(uno contro uno). Quanti song gli accoppiamenti possibili?

Fissando gli otto giocatori di una squadra, si ottengono tutti gli accoppia-
menti facendo ruotare o, meglio, facendo permutare in tutti i modi possibili
gli altri otto giocatori. 11 numero dei possibili accoppiamenti, dunque, &

Py = 8 = 40320

= In quanti modi si possono scegliere 5 carte da gioco da un mazzo di 407

Ragioniamo come nell’esempio 1: la prima carta puo essere scelta in 40 modi
diversi, la seconda in 39, la terza in 38, la quarta in 37 e I'ultima in 36 modi.
Ma non ci interessa ordine in cui prendiamo le carte: nulla cambia se la
prima si scambia con la seconda o con la terza. Possiamo prendere le stesse
5 carte in ordine diverso in 5! modi diversi. I modi in cui si possono scegliere
5 carte da gioco da un mazzo di 40 risultano quindi

40-39-38-37-36

5!
Generalizzando possiamo contare le possibili scelte (combinazions semplici)
di k (> 0) oggetti da un gruppo di n (= k)
n-(n-1)-(mn-k+1) n!
k! Tkl (n—k)!

Quanti sono i possibili anagramini della parola ANAGRAMMA?
Per rispondere a questa domanda dobbiamo introdurre le permutazioni con
ripetizione ossia permutazioni di n oggetti non tutti distinti tra loro. La
parola ANAGRAMMA & composta di 9 lettere (gli oggetti) di cui 4 uguali
tra loro (le A), 2 uguali tra loro (le M), le altre 3 distinte tra loro e dalle
precedenti. Non distinguendo le A tra loro e le M tra loro, & evidente che il

= 658008

Cn,k =

numero di permutazioni distinte & minore di 91. Per calcolarlo, etichettiamo .

provvisoriamente con un indice le lettere uguali e consideriamo la parola
AlNAzGRA3M1M2A4

con lettere ora tutte distinte. Osserviamo ora che ad ognuna delle 4!=24
permutazioni delle lettere A1, Ag, As, Ay, con le altre lettere bloccate, corri-
sponde una sola permutazione della parola originale. Si deduce che le permu-
tazioni con le lettere A non distinte tra loro sono in numero di 9!/4! Cosi pure
alle due permutazioni delle lettere M, M, corrisponde una sola permutazione
della, parola originale. Ne segue che il numero di anagrammi richiesto &
9!
YT 7560

(© 88-08- 8991 2. Calcolo combinatorio 11

Genel:alizzando: Si.a X un insieme di n oggetti, di cui k; uguali tra loro, k2
uguali tra loro e distinti dai precedenti, ... , k; uguali tra loro e distinti dai

preceflenti, con k1 + ko + - -+ kp, = n. Il numero di permutazioni distinte di
questi oggetti che indichiamo con Py ;. . &
3182504, K

|
pr L
Rikzikh T g Thol - !

Quante sono le schedine del totocalcio? Ossia, in quanti modi possono trovare
gostq nelle 13 caselline della schedina i 3 simboli 1 X 27

!43 chiaro che per ogni casellina abbiamo 3 possibili scelte e quindi il numero
& Djqg = 1")13 = 1.594.323. Generalizzando possiamo parlare di disposizione
con ripetizione di n oggetti di classe k. In questo caso non vi sono restrizioni

su I_c, che puo essere anche maggiore di n. Il numero di queste disposizioni &
indicato con D} ;. Siha:

T
L

* __ ok
Dnrk—n

@m: 93=12 r=1 nessunm
@ 11 coefficiente del termine 253 nello sviluppo di (a — b)® &

[a] 5 b o [e] w0 [d] -5
@ 1l coefficiente binomiale <:), 0<k<n

\?&_‘ & sempre IZI pud anche non & mai

un numero non essere intero
naturale intero

@ & irrazionale

Qu‘ante sono le schedine del totocalcio che contengono esattamente tre “2”
e cinque “X”7 »

5 S8\ (13 "3 13
L] [e]s (5)(8 BRG] @35(8>
@ Quante sono le diagonali di un poligono di n lati?

@ mE)  EE-e @)
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@ Quanti sono gli anagrammi della parola MILANO?
@ Sviluppare con la formula del binomio (1 + )" e (1 — z)".

@ Calcolare quanto valgono le somme

= (n - k(7
s o))
k=0 (k> k=0 k
Dimostrare le proprieta dei coefficienti binomiali
ny [ n
k)] \n—k
ny _ -1 : -1
k) \k-1 k

(-3

esistono i termini z° e /27 Se s, calcolarne i coefficienti.

£ Nello sviluppo di

Se un insieme X ha n elementi, quanti sono i suoi sottoinsiemi (contando
anche Vinsieme vuoto e X stesso)?

Si vogliono contraddistinguere articoli diversi in un catalogo con un codice
alfanumerico del tipo A723C, che inizia e finisce con una lettera (dell’alfabeto
italiano) e in mezzo ha tre cifre (da 0 2 9). Quanti codici si possono costruire?

In questo e nel prossimo esercizio si chiede di valutare la probabilitd di un
evento secondo la formula
numero di casi favorevoli all’evento
numero di casi possibili

In un gruppo di 25 persone, nate lo stesso anno (non bisestile), & pill probabile
che ve ne siano almeno due nate lo stesso giorno (dello stesso mese) O che
siano nate tutte in giorni diversi?

£ Qualdla probabilita di avere un “ll” (tris + coppia) pescando 5 carte da
un mazzo di 32 carte?

88-08- 8991
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@ Verificare le seguenti proprieta dei coefficienti binomiali

n

Crp = 7 Cn—1e-1 1<k<n;
n(n—1)

Cop = k_(—k——l)cn‘z’kﬂ 2<k<n

$k Calcolare le seguenti somme
@ Y kCos () Y mk
k=0 e k+1

@ Quante Sono le quatef[ne (] interi non negativ S0Jluz10: ell'e-
) gativl (Z,,22,T3,T
" ( g L2, 43 4) zioni d

T1+Tot+x3+xa=7

Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

@ [4]

Si ha

3 6 4 24

(z)zz(w—l)(z—Z) <z):z(z—-l)(z—2)(m—3)
Uguagliando e semplificando, si ottiene x —3=4=x=7. ‘

® [

Per la formula del binomio (7),

(a—b)° = Z (Z)asw (=b)*

k=0

e il coefliciente di a?b® & — (g)

® [

Si ha

n n! nn—1)---(n—
(k)zk!(n—k)!z _— k!( ==

e sicuramente tra i k fattori del numeratore si trova un multiplo di 2, uno di 3
Y eeey

e uno di k. Si pud semplifi i i
. semplificare il denominatore i 1
¢ uno di k. S pu con il numeratore e ottenere cosi un
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@ [] o _
Tali schedine conterranno cinque “17, tre “2” e cinque “X7: qg;ndl sono tz}}tte_ qsagg
gli allineamenti di 13 oggetti di cui 5 uguali tra loro, 3 ugua.h tra loro e distinti
precedenti, altri 5 uguali tra loro e distinti dai precedenti. Il loro numero €

13!

513151 72072

& [

nm =1 4 o -
i i i —_— ono i lati del
I segmenti che uniscono i punti due a due sono 3 di cui n s

poligono.

Esercizi

{:i% Tssendo tutte le lettere distinte, si tratta di permutazioni semplici di 6 oggetti; il loro
* numero & 6! = 720.

e

@) Per la formula del binomio (7), si ba
= n = E{NY &
(1+m)":2(2>$k -z)" =Y (-1 (k>z
k=0 k=0
Sostituendo z = 1 nelle due formule dell’esercizio 2 si trova

£0- o)

k=0

g,
-

A4

i i i alli idi tti di tipo @ e n—k di tipo b &,
Per la prima: il numero di allineamenti di k ogge 0 a e ipo b &
i alli i — tti di tipo @ e k di tipo b.
ovviamente, uguale al numero di allineamenti di n — k oggetti di tip tipo
Per la seconda, si possono contare gli allineamenti che iniziano con una a: sono { , 4

n—-1 ) _ (n-1)
e quelli che iniziano con una b: sono (n ke 1) = ( & ) La somma

(t22)+ (%)

. N L
fornisce il numero totale degli allineamenti che & <k>

&

%@ Risulta, per la formula del binomio (= BPS, pag. 6),

(-2 =3 (1) e (-2) -

k=0

7
(7 7—kgk 7/2~3/2k
e Q yTkab
k=0
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Il termine z° compare se, per qualche k naturale, si ha
7 3
——=k=3
2 2

Essendo la soluzione di questa equazione k = 1/3 il termine z® non compare nello

sviluppo del binomo.

11 termine /2 si ottiene ponendo
7
-—ck=< k=2
2 2 =

Pertanto nello sviluppo del binomo il termine compare e ha coefficiente

(-1)? (;) 277232 = 6048

1

[ RV

@ Si contano i sottoinsiemi che hanno un solo elemento, quelli con due, con tre, ...
Selezionare un sottoinsieme di kwvelementi di X equivale a scegliere una combinazione
semplice di k elementi tra n. I sottinsiemi di X che hanno k elementi sono k)

Ricordando che tra i sottoinsiemi di X ci sono anche X stesso (k = n) e I'insieme vuoto
(k = 0), si ottiene (vedi Pesercizio 3)

> (;) -

@ Sono 21° - 10° = 441000.

Calcoliamo la probabilitd che le persone siano nate tutte in giorni diversi. Occorre
contare il numero di casi favorevoli (persone nate in giorni diversi) e il numero di casi
possibili (persone nate in giorni anche non distinti). Pensiamo all’elenco dei 365 giorni
di un anno. Il numero dei casi favorevoli ¢ uguale al numero di diversi elenchi di 25

giorni dell’anno tutti diversi, ossia al numero delle disposizioni semplici di 25 oggetti
scelti tra 365 dati, che &

Da3gs,25 = 365 - 364 - 363 - - - 341

Il numero dei casi possibili & uguale al numero di diversi elenchi di 25 giorni dell’anno
non necessariamente distinti, cio¢ alle disposizioni con ripetizione di 25 oggetti su 365,

che &
D3e5,25 = 3657
La probabilita che le persone siano nate in giorni diversi & il loro rapporto

365 - 364 363 - 341
e = 0,4313... = 43%

.  Risulta quindi pill probabile che almeno due persone siano nate lo stesso giorno.
Invitiamo il lettore a provare a calcolare qual & il massimo numero di persone tale che la

probabilita che siano nate in giorni diversi sia maggiore della probabilita che ne esistano
almeno due nate lo stesso giorno.

@ Il numero di casi possibili &

(32)_32‘31-30~29~28

5 5 = 201376
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Ti numero dei casi favorevoli &

8.@. 7.(;%) — 1344

————r

possibili tris possibili coppie
La probabilita &
1344 0.006674

201376
Ulteriori esercizi

% Si ha, per la prima uguaglianza,
o= ny\ _ n! _n (n—1)! _
k=) S Hm—k)! k@E-DIn—1-(k-1)! -

n{n-—1 n

c n,(n—l) (n —2)!
k= Ek—1) k-2 (n—2— (k- M

_nn-1)(n-2 n{n—1)
'—'k(k—l)< ) = ——LCn_g,k-2

per la seconda

% (a) Per lesercizio precedente, si ba

B £a1im) £ 2)-

(ponendo h =k —1)

Cok 1 mtl ) 1 s~ (n+l
®) k+1‘n+1zk+1(k)“n+ (k+1)
(ponendo h =k -+1)
”Z“ 1) 27t -1
nt+l T on+1
% Cerchiamo il numero di quaterne di interi non negativi (z1,%2,Ts, x4) soluzioni dell’e-
quazione
2tz tzs+xa=T

Sia (21,72, %3, T4) una soluzione. A questa associamo un allineamento di 3 cerchie 7

asterischi nel modo seguente.
2, asterischi [cerchio] @2 asterischi [cerchio] x3 asterischi [cerchio] 4 asterischi.

(© 88-08- 8991 8. Numeri reali 17

Per esempio, alla soluzione (1, 3,2,1) & associato ’allineamento
% OXx%0 ¥% O *
@1 o z3 z4

Viceversa, ogni allineamento di 3 cerchi e 7 asterischi indivi

rchi e 7 asterischi individua una q oluzi
; . uaterna ond
Per esempio, all’allineamento soluzione.

O % % % % O % O k%

corrisponde la soluzione (0,4,1,2). Dunque l'insieme delle ¢

 S0luZ 4 1,2). ] quaterne cercato & uguale
alle perml_xtazmm di 10 oggetti di cui 3 uguali tra loro e 7 uguali tra loro e distinfglfilai
precedenti. Ne segue che il numero cercato &

100
3m 120
11 lettore provi a generalizzare: calcolate quante sono le n-uple (z1,Z2,... ,zxn) di interi
"

non negatlvl soluzioni di

i+ o2+ +Ta=k (k>0)

3. NUMERI REALI

/g\d\l polinomio z% — 2 diviso per z? — 2 da come resto

[a] 235\\—2 [b] —22+2 ~20 -2

8+ Vis= —
[a] v [o] 7 ’;"E}Sﬁ
@ m ra= : A -
a“/3 [b]a Al [d] o
@ loga —logb=,

(/.“
E logt(a — b) @ loga ,10g%

logb

@ 2z 42

[d] 2(v2+3)

@ non ha senso

seb<a

@ Se log, (log; (log, z)) = 0 allora z =
\

@/‘8 [b]7 9

nessuna delle
altre risposte

@ 11 numero di soluzioni dell’equazione z — |2z + 1| =3 &

@0 [o]1 - L] [d] s
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/@% L'insieme delle soluzioni della disequazione 3 — 272 — z + 2 < 0 & formato
dagli z € R tali ch

@—1<w<1 z<—10 z<—1 I_—CZI:E>2
ox>2 — 1l<z<2

@}9 L’insieme delle soluzioni della disequagione vz +2 > T & formato dagli

z € IR tali che:
2<z<i  [d]z>-2

@ —l<z<?2
"{f% Per quale tra le seguenti disequazioni le soluzioni sono i numeri reali z > 17

%

[b] 2<z<2

[a] vas3>-2 [b]vE-w<2 [c] vs—z<-2 m>z
3t P PPN

2\” .
» L'insieme delle soluzioni della disequazione <§) > 1% formato dagliz € R

e tali che:
@m>0 z#0 @w<§

@

4> L’intersezione dei due intervalli [2, 7)e (7,9] &

@ (2,9) @l’insieme {7}

vuoto

4» L'unione dei due intervalli [2,7) e (7,92
[a] 29 Llm {cheonm

@ Quale insieme ha sia massimo che minimo?

[2,9] (o] 10,5 [0,1U {7} [d] 0,210 {5}

€% Sia A= {an ceR:z, = (-1)" Eff)(——l’ n € ]N}. Quale affermazione non &

m_'mA:\—g

[d] {0}

[d] 12,9

corretta?

E A & limitato @ supA=5 A non ha
ey

massimo

%%i? Quali tra i seguenti insiemi non ha come minimo 27
L’insieme degli € IR tali che®

@z?’ZS |—_b_][a:]=2

@ 1] simbolo [z] indica la parte intera di z, che & il massimo intero minore o uguale a x. Per
esempio

[3.14)=3  [-2.58] =3

(© 8s-08- 8991
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@ Scrivere in forma esponenziale i numeri

2350000000 0.0000168
. - S
@ Dati due numeri positivi a € b, la loro media aritmetica & mentre la
loro media geometrica & v/ab. Qual & la pil grande?
€ Dimostrare che, per ogni € > 0, si ha
2ab < £a® + 1b2
€
€@ Risolvere le disequazioni
2 -1 zxz+1 2 1 1
a < N
() z—3 " z-1 () z—1 mgxz—x
3z +4z+1 2
() —F——F—=<0 d _5
z(3—z)(4—1x) — @ 4x2+3+(m_1)2>0

€} Risolvere geometricamente (in termini di distanza) le disequazioni

(a) |2¢—4] <1

¢ disegnare sulla retta reale il risultato.
@ Selnz=2mna+3lnb—Ingalloraz=...

@ Calcolare

00 g
Z In
n=1
€ Risolvere le disequazioni
R . " N /‘
7 (a) p-a<i+e 0
() VY3—8—z+2>0 +(d)
© Vz?+z—2
z—3 >1 ®

@ Risolvere le disequazioni

(a) 2°43°>0 (b)
9:}:

(© <8l (@

1081/2

(®) |z —2| > |z -3

3z —1| > =

Va2 —-16 > |z + 1|

Vo +2
r—4

<1

logg (z* —3) <0

T 5y
20 +1 7
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£ Determinare 'estremo superiore e l'estremo inferiore degli insiemi
A={m€1R:zE=2—",nE]N} B=1[0,1]U{2}

Dire se sono anche massimo e minimo.

f» Sianox;,i=1,...,n numeri reali positivi.
n n
(a) [V] Inﬂxi = Zlnxi
=1 et
o) (Sm) =%
=1 =1

(¢) (1:[%) =I_I~”C?

5 Sia E un sottoinsieme non vuoto di IR.

(a) Se I & il massimo di E allora & anche estremo superiore di E.
(b) Lestremo superiore di E non appartiene mai a E.

(c) E pud avere molti massimi e molti minimi.

(d) Un insi_eme composto da un solo numero reale non ha massimo
~ né minimo.

» Sia a # 0. La soluzione della disequazione

az+b<0
¢ Pinsieme degli z tali che
T < —=
% La disequazione
z2(x—-2)>0
& equivalente a
z>2

&% La disequazione razionale fratta
2z

g2 -1

>1
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& equivalente a
2z >z -1
da cui
22 -22-1<0
che ha le soluzioni
1-V2<z<1+V2
&» La disequazione
vz+3<zx-3
& equivalente a
z+3<(z— 3)2
ossia
» 22Tz +6>0
che ha soluzioni
<1l o >6
@& L’equazione
2ot por 2l =1
dato che 1 = 2° & equivalente a
z+1l+z+z—-1=0
1a cui soluzione &

rz=0

i% Dimostrare che, per ogni a, b, ¢, d reali positivi vale la doppia disuguaglianza

. [a b a+b ab
mi — = < < - =
n{c’d}_c+d_max{c’d}

#% (a) Dimostrare che, se z > 0, per ogni intero n > 0 si ha

1+z)">1+nz (8)
(b) Dedurre, per a > 1, la disuguaglianza
% 1< a—1
n
%, IR & un campo ordinato completo. ® & un campo ordinato ma non & completo.

Perché?
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3 Trovare una corrispondenza biunivoca tra @ ed IN (ossia: dimostrare che Q
& numerabile).

%‘% Dimostrare che IR & equipotente ad ogni intervallo.

Test a risposta multipla

La risposte esatte sono

@ [d]
m3—2=z(12~2)+(2z——2)
—_— S

quoziente resto

B
VB=2v2, VI8 =3V2
¢

(a . a1/3)1/2 cg= a3l =g /3

Proprietd dei logaritmi.

@ [

Deve essere log; (logy ) =1 = (log,2) =3 = =8

® [o]

Entrambe le equazioni z — (2z—1) = 3 e z + (2z ~ 1) = 3 danno soluzioni non

accettabili.

Q{ﬁ«g @

1 polinomio #® — 23* — z + 2 si scompone nei fattori (z+1)(z—1)(z—2). Il segno
del prodotto & riportato nello schema

-1 1 2

@ [

Occorre ricordare che una radice di indice pari & definita solo se il radicando & positivo
e che prima di elevare a quadrato entrambi i termini di una disequazione si deve
controllare che siano positivi.

© ss-08- 8991 3. Numeri reali 23

@ (4

Prima si pone z > —3 (realtd della radice) e poi si elevano al quadrato i membri della
disequazione. Le soluzioni delle altre disequazioni sono E x> =3; E‘ 1<az<5b;

impossibile.
[a]

Ricordare che se la base & compresa, tra 0 e 1 si inverte il verso di disuguaglianzal

L]

1l numero 7 non appartiene ad alcuno dei due intervalli.

Il numero 7 non appartiene ad alcuno dei due intervalli.

%

11 massimo & 7 e il minimo & 0.

L’insieme &

&

® € @

®

55 5
A= - ==
{57 2’3’ 4’1’ }

ed & contenuto nell’intervallo [—2,5} . 11 massimo di A & 5 e il minimo & —§.

@ [c]

2 & estremo inferiore ma non & minimo.

Esercizi
& 235-10° 1.68-107°

@ Se a # b & maggiore la media aritmetica, altrimenti sono uguali. Infatti la disugua~

glianza
a,;—b > Vab
& equivalente a a + b — 2v/ab > 0 ossia
(Va-vB)*>0

@ Dallidentita

(\/Eaf %b)2 >0
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si ricava

1
ca? — 2ab+ lbz >0 = 2ab<ed+ ng
€

@ Le soluzioni sono
(a)l<z<3
(byz<0o0<z<1
(c)x<-1lo0-1/3<z<003<z<4
(d) z # 1 (senza fare contil).

Nei due casi le soluzioni sono gli z reali tali che

I
(a) |z —2| < % ossia tali che distano da 2 meno di 5 cioe

13 5_,. 1
. 5
(b) distano pilt da 2 che da 3, ossia z > 3
3 3
2 2 2
(a)
2 5 3
2
(b)

a?b®
® --—

@ Datocheln %1 =In(n+1)—Inn, si ha®

100
> (n(n+1)~Inn)=1In101

n=1

@ Le soluzioni sono gli z reali tali che
(a) z # 0; si ricavano unendo le soluzioni dei sistemi

x>0 <0
e
l—z<1+z r—1<1l4+zx
(b) z < ;11 ox> %; si ricavano unendo le soluzioni dei sistemi
z>0 z <0
e
3z—1>x 1-3z>=x
()z<00z>2; \3/333——82x—2éequiva1enteaz3—82(:1;—2)3...

(M Vedi I'esercizio 3, pag. 3.

1
d=z< —77; si ricavano dal sistema

2> —16 >0 (condizione di realtd della radice)
{ 22 —16 > (z +1)°
(e) = > 3; si ricavano dal sistema,
?+5-2>0
rz—-3>0
22 +z—2> (z—3)°
(f) =2 <z <4 0z > T; si ricavano unendo le soluzioni dei sistemi
z+2>0
eq z—4>0

{z+220
z+2< (z—4)°

z—4<0

k3
@ Le soluzioni sono gli z reali tali che
(a) z € R;
(b) —2 <z < =3, V3 < & < 2; si ricavano dal sistema

(I'argomento del logaritmo deve essere positivo e minore di 1).

(c) = < 5; basta applicare le proprieta delle potenze: si ricava
3 1<3 = z<5

(d) £ <1 0 z > 0; si ricavano dal sistema

T
—— >0
2x+1 >

z
— <1
20 +1 —

Ricordare che, essendo la base compresa tra 0 e 1, passando dalla disuguaglianza tra i
logaritmi a quella tra gli argomenti, il verso di disuguaglianza cambia!

@ supA = maxA = 1, inf A = 0, A non ha minimo. supB = maxB = 2, inf B =
minB =0

Vero o falso?

% (a) Vero (per le proprieta dei logaritmi).
(b) Falso. Per esempio con n =2 e o = 2, si avrebbe: (21 + x2)° = 2% 4 23
(¢) Vero.

@“ (a) Vero.

(b) Falso. Se coincide col massimo appartiene all’insieme.
(¢) Falso.

(d) Falso. Il massimo e il minimo coincidono col numero stesso.
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Trovare I'errore

@ 1 passaggio & corretto solo se a > 0. Per a < 0 occorre cambiare il verso di disugua-
glianza.

Semplificando 22, si “perde” la soluzione z = 0.
&8> Non si pud eliminare il denominatore quando non se ne Conosce il segno! 1l passaggio
& corretto solo se 2 — 1> 0. Poiché 2 —1 >0 perz < ~loz> 1, le soluzioni della
disequazione si ricavano nel modo seguente:

2z

——>1
z2 -1 z
& equivalente a
2z —z°+1
=~ ——>0
2 -1

Le soluzioni sono evidenziate dallo schema

—1 f1+’\/ﬁ2 1 1+“/—5

— + - + -

e sono gli z tali che
i<z<l-vZol<z<1+V2

€& In questo esempio sono stati fatti ben due erroril Primo: non si & tenuto conto del
fatto che il radicando x + 3 deve essere > 0. Secondo: non sempre elevando a quadrato
entrambi i membri di una disequazione si ottiene una disequazione equivalente, dato
che questo & vero solo se entrambi i membri sono non negativi. La disequazione &
equivalente al sistema

z+3>0 z>-3
r—32>0 = z>3
z+3< (z—3)° 22Tz +6>0
che ha soluzioni gli  reali tali che
z2>6
come mostra lo schema
-3 1 3 6
— ; E 1% dis.
: ‘ : : 2° dis.
— ': i 3dis

Ripassare le proprietd delle potenze (= BPS, pag. 16)! La soluzione corretta &

1 7
9% L9 L 29" =1 ~.27=1
2-2"+ +2 3
2 2
2’=? z=1og2?
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Ulteriori esercizi

@ Si abbia, per esempio,

a b
c— d
Tale disuguaglianza & equivalente a
ad < be 9)
Allora
a_a +b
c~ c+d

infatti si ha

ac+ad < ac+be

equivalente a (9) '

Analogaménte, si ha
a+b _b
' c+d < d .
fﬁ%@‘ (a) Per la formula del binomio, si ha, essendo = > 0,

n n -
1+z) =Z(k>zk=l+nx+2(2)mk21+nm
. k=2

k=0

Oppure, si pud usare il principio di induzione, con
p(n): (1+4+z)">1+nz
enyg= 1.

(i) La disuguaglianza & vera per n = 1; infatti i
: = sostituend: ii i
e ; . endo 1 a n, entrambi i membri

(if) Verifichiamo I'implicazione p(n) = p(n + 1), per ogni n > 1.
Assumiamo vera la (8)) e deduciamo la formula per n + 1, cioé che
_ A+2)" >1+n+1z
Dalla (8), moltiplicando entrambi i membri per 1+ z, si ottiene
A+2)" > (14+nz)(1+a)=1+z4nz+n® 214+ (n+1)z

Ir‘l ba,s‘e al principio di induzione, la (8) & vera per ogni n > 1.
Si noti che la seconda dimostrazione “funziona” anche per_ x> —1.

b) La seconda di i i di ™. S8i
((1 a)cui nda disuguaglianza si dimostra ponendo a = (1+z)". Sihaz = ¢a -1,

a>1+n(¥a-1) = va—1< 21
n

% Per dimostrare che @ non & completo, ossia non verifica la proprieta Ry (= BPS
b

pag. 14), basta.m proc%urre un esempio di insieme superiormente limitato che non possiede
estremo superiore (in Q). L’esempio pud essere I'insieme

A:{xEQ:z2<2}

Si osservi che A come sottoinsieme di IR ha come estremo superiore /2.




28 Capitolo 1. Numeri (© 88-08- 8991

% Basta produrre un elenco che contenga tutti i numeri razionali. Ci si pud limitare ai
non negativi, pensando di accostare a eiascun numero il suo opposto. Definiamo altezza
di un numero razionale - il numero naturale h + k. Ordiniamo poi i numeri per altezza

crescente, e a parith di b +k per valori di h crescenti. Naturalmente, se uno stesso
numero compare gia nell’elenco non lo si ripete. Si ha

h=1 7=0

h=2 1=l

h=3 % %=2

h=4 % 3

h=5 %1 % % 4

e cosl via.

# Dimostriamo, per esempio, che TR pud essere messo in corrispondenza biunivoca con
Yintervallo (—1,1). Un modo per realizzare tale corrispondenza & illustrato nella fi-
gura seguente. Al punto A della retta corrisponde il punto A’ dell’intervallo (—1,1) e
viceversa.

4. NUMERI COMPLESSI

ﬁ Calcoliamo in forma algebrica e trigonometrica

V() 1—}5? (b) -9

(a) In forma algebrica, si ha

1+v3i V3—i B-i+3i—V3> _VB+i
V3+i V3—i

3—42 2
Poiché ‘l—l—\/gi):Z, arg (1+\/§i) =arctan \/52%, ‘\/§+i‘:2, arg (\/§+z) =

88-08- 8991
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T . .
arctan % = & in forma trigonometrica si ha,
14++v3i=2(cos T +isinm
(cos 3 +isin 3)

V3+i=2(cos = +isin_
E (c056+zs1n6)

¢ Fy{lcordando i:he ilhmodulo di un quoziente & il quoziente dei moduli e che
Pargomento & la differenza degli argomenti, si ottiene

(cos % + isin%) = \/§2+i

(b) In forma algebrica, applicando la formula del binomio, si ha
=i =1—-4i+6i>—4®+i*=—4
In forma trigonometrica, poiché |1 —i| = v2 e arg (1 — i) = T siha
1—i=+v2(cos (=%} +isin (-2
((0.5 ( 4) +isin ( 4))
e percio ' 7,‘ e

o il -

(1 —4)* = 4(cos (—m) + isin (—7r)) =4 (cosm + mm ) =—4

£ Cerchiamo le soluzioni dell’equazione
2+1=0

ossia le r'ad1c1 ottave di —1. Occorre scrivere il numero —1 (reale negativo) in
forma trigonometrica

—1=cosw+isinm

Applicando la formula le radici i i
Applicando | per le radici n-esime (= BPS, pag. 27) si ottengono

2y, = COS (2k;1)7r+isin (2k+1)%

k=0,1,2,3,4,5,6,7

gul pianlo complegsq sono rappresentate dai vertici di un poligono regolare
i 8 lati. Le radici possono essere anche scritte in forma algebrica: per

e'sailmpio, applicando le formule di bisezione (che il lettore ricordera con gioia)
si ha 7

T
20 = cos — +4sin —
8 8 2 2

T _VZAVE VAR '
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23

24

g%% Disegniamo sul piano complesso gli insiemi
A={z€C:2z+7=2%}
B={weC:w=(1+9)z z€A}

Posto z = « + iy, si ha® z +7% = 2z, 2Z = 72 + 42, per cui all’insieme
A corrisponde nel piano zy 'equazione 22 + y? — 2z = 0, circonferenza con
centro in (1,0) e raggio 1. I’insieme A pud essere anche scritto nella forma

A={z€C:|z—1]=1} )

(circonferenza con centro in zo = 1 e raggio '1). L’insieme B, si ottiene
dall’insieme A mediante una trasformazione lineare nel campo complesso, cioe
mediante una dilatazione ed una rotazione, individuate rispettivafnente dal
modulo e dall’argomento del numero 1+4. Poiché |1+ i|=+v2earg(l+1) =
/4, si ha

T

argw = arg z + 1

ol = V212|

1l coefficiente di dilatazione & /2 e I'angolo di rotazione m/4. L'insieme B,

nel piano complesso & rappresentato da una circonferenza con centro in 1+ 14

e raggio v/2.

Q
U SN

(3 Ogserviamo che la somma e il prodotto di due numer:
reali. '

i complessi coniugati sono numeri

4. Numeri complessi 31
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@ Il modulo e Pargomento del numero complesso (¢ — 1)4 sono rispettivamente

@40271’, @2‘3” le7r ,:,4871-

g . )
€» L’argomento principale del numero complesso z = 3 & o
1-—-1 '
-3 T
1 (o] ; [d] =
@ Una soluzione dell’equazione z* +4 =0 &
[o] vai -v2 [d] va(-1-19)
. » .
4’2@* Una soluzione dell’equazione 2z +1=0¢&
. 1 V3
1—iv3 1 V3 . V3 i
[a] 1 i s
@9 L’insieme delle soluzioni dell’equazione |z + 2i| = |z — 2|, sul piano com-
plesso & - 7
lzl formfa.tq dai @ costituito da vuoto @ formato dai
p.llntl di una due punti unti di
circonferenza fetta L

@ Quattro num'eri complessi stanno sui vertici di un quadrato nel piano com-
plesso. Tre di questi sono 14+ 2i, —24+4ie —1 — 2. 11 Ciuarto numero &

[a] 2+

(6] 2—i [c] -1+2i [d] —2—:

> Calcolare Ve

L sic2 -3 (1-i)(i-2) i
i—-2 ' 1-2% 2i+ 1) ‘,
@ Risolvere le equazioni ’ &
o (@) (z=1)°+i=0 (b) 25°—64=0
,@ Risolvere Pequazione R

7/ ) 1—4

v o(z+i)° = iT3

e segnare le soluzioni sul piano complesso.

A
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dove

@ Disegnare sul piano complesso le soluzioni delle equazioni

z4—2'z2+4:0> £+8=0 A u=\3/ (E>3+(g)2+q v p
V3 2 2 R

Le due equazioni hanno qualche soluzione in comune?
Calcolare cosa succede applicandola per cercare le radici dell’equazione

@« Disegnare sul piano complesso gli insiemi
b z*— 15z —4=0

71' .
A=dzeC: 1< 2|2 0<Largz< , 5 : e .
{ <lel < S argz > 3} 43 UtlllZZ%m‘d(.J il principio di induzione, dimostrare la formula di De Moivre
(cosf +isinf)"™ = cosnf + isinnd.

Bz{we(]]; w=2" z€A}
C={veC:v=1{z z€A}

Disegnare sul piano complesso gli insiemi
- Test a risposta multi
- ‘ < 5} ipla

\

A:{ze@: ‘

P Le risposte esatte sono
B={weC: w=z+i, z€A} @ [
C={vel: v=1iw, w € B}

j — — : m . .
|4 1| =v72, arg(i—1) = 7 per cul ’(1_1)4! =4, arg(i—1)4=4%:ﬂ..

@ Scrivere equazione di grado minimo 2 coefficienti reali che ha tra le sue
radici in € i numeri complessi 2 —i e 1+ 2i. . : . @ E

- m .
arg (3i) = 5, arg (1 — ) = —% per cui arg —— = 3T

. e[ '_

Le radici quarte di —4 sono i numeri

=4z >0 . ' 4+ 2k
Y zk=ﬁ(cos +4 7r4—z’sinﬂ'_'_42km) £=0,1,2,3

Serivere in forma complessa 'equazione della circonferenza
' (z—2°+(@y—-3)7" =4

e delle semirette

La |Z| corrisponde a k = 2.

@ (4]

. . . . . Le radici i— ; :
Tn € ogni polinomio di grado > 2 & riducibile. radici seste di —1 sono i numeri

. . 4o . e1s 2% = cosﬂ+2kﬂ- .. w4+ 2kn
In IR esistono polinomj di grado > 2 non riducibili. g Tisin—p ) £=0,1,2,3,4,5
// La @ corrisponde a k = 5.
. s R - . . i ’ s o 1+2
#§ Scomporre in fattori di secondo grado a coefficienti reali il polinomio zt+ 1. Sl_t_r;v; Ii’sse del segmento che unisce i punti 24 P T
) o e osto z = x + iy, & la retta di equazione -7 \
#§ Calcolare le soluzioni dell’equazione . y=- “Z 94 N
. . ' A
i 2 4+1=0 @ [v] S 1
. - v 0 R
#E Le soluzioni dell’equazione di terzo grado 22 +pz — g = 0 (alla quale tutte le Come mostra il disegno. Y 4
altre si possono per altro ricondurre) si possono scrivere nella forma : N |.--"7 2—i
" -
-1-2

T=u+v ,
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Esercizi
@ 1-2i

,@ (a) Scriviamo (z — 1)® = —i; le soluzioni hanno la forma
2 =1 -+ radice cubica di —1i

| 1, im s 1 .
esono zg =1 +7,,‘,‘z\1ﬁi1+ 3 (—‘\/g-z) ,z3=1+ 3 (\/5— z) .
(b) Le soluzioni sono le Tadici seste di 64

zk:Z(cosk—;r—+isinE§) k=0,1,...5

@ L’equazione & equivalente a

le cui soluzioni sono

oo a=L3_3% . _v3_3
0 1Ty T2 2T
2=0
2y z
Oppure si pud scrivere i :—Z — _i e le soluzioni si scrivono nella forma
2 = —i -+ radice cubica di —1

@ Poiché

Lr8= (z2+2) (z4—2z2+4)

le soluzioni della prima equazione sono an
seconda equazione sono le radici seste di

zk=\/2_(cos%+isinﬁ—6%—ﬁ>  £=0,1,2,3,45

20, 22, 23 € %5 SONO le soluzioni della prima equazione.

che soluzioni della seconda. Le soluzioni della
—8, ricavabili con la formula (= BPS, pag. 27)

(© 88-08- 8991 ‘
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@ insieme A & uno “s d rona circolare. €]
J plCCth 1 CO:
colare. Gli insiemi B e C possono essere
B*{ZG@ 1<]z|<8,0<argz<71}
kn

C={ze®:1<z<é/§k1< ™
Slel < 72_argz§.l_2‘+7

,k=0,1,2,3}

. ‘ 6 N ival 7+ 6 5 . dando
er z 7 O’ la dlSUgua‘ lianza |Z = 5¢& equivalente a |zz = 2| ; ricordal
g } < u [ | < | l )

che |zz| = |z]2 : 2

; = |2]°, si ha [2]" + 6 < 52|, ossi

circol L= , ossia 2 < |z < 3. L’insieme A &

Ottienaér?i aEczngprelsa ;radle circonferenze con centro iIll Oeraggi2e ?:3) IﬁlL(?inusJil:r11C Dlgna.b
. raslando di un’unita ’ i oo 7 . e O sl

/2 in verso orario. verso lalto; l'insieme C si ottiene da B ruotando di




(©) 88-08- 8991
! 58-08- 8991 )
© 4. Numeri complessi 37

36 Capitolo 1. Numeri

La scomposizione si puo anche ottenere con un “vecchio trucco sel
; . P 3 o .
i ) nza utilizzare i

g+ 1=2"+1+2% - 27 = (2> +1)" - (V2z)" = .-

Le soluzioni dell’equazione sono le radici n-esi it3
~esime dell’unita, escl é ipli
cando per z — 1 si ottiene 2" — 1= 0. 7 150 1, perché moltipli

* Si trovano per u e v i valori
_ 3/ 5
U= \/—121—!—2, V= —
YV=121+2

e, incredibile ma vero, le' radéici dell’equazione sono reali, come si mostra pit facilmente
scomponendo il polinomio z° — 15z — 4 in fattori. Si ha

é‘z@ L’equazione deve essere di quarto grado, perché (essendo i coefficienti reali) oltre le
radici indicate deve avere anche le rispettive coniugate 2 + i e 1 — 2i. L’equazione & . 3 2
z° -1z —4=(z—4) (z +4$+1)

(m2 —43:—\—5) (wz *2-'E+5) =0 o da cui le radici
Le equazioni son r=t z=2£V3
% equazioni sono . *Sia

|z —2—3i| =2 :
argz::t% ) e form p(n): (cosf+isind)™ = cosnd + isinnfd -
a formula da dimostrare. Verifichi 5 . .
o Eidentith e. Verifichiamo che la formula & vera per n = 1: infatti essa si

cosf + isinf = cos@ + isinf

Vero o falso? /7 Dimostriamo poi che & ——
/ N i che & vera I'implicazione = PN

. y p(n) (ipotesi di induzione)  vero che p(n) = p(n+1), ciod che supposta vera

@ Vero, per il teorema fondamentale dell’algebra (= BPS, fi)ag. 29).
| . - Pnﬁ-l:co@»" n+l _

%  Falso. Ogni polinomio a coefficienti reali se ha radici complesse le ha a coppie di Ora si ( ): (co86 +isind) cos ((n +1)6) +isin((n+1)0)
ni coppia di radici complesse coniugate corrisponde un ra si ha
Quindi un polinomio & coefficienti reali pud essere sempre cos 0 4 isin @)1 — . om .
ndo grado a coefficienti reali. ) (cosf +isin6) = (cosf +isinf)" (cosd +isin ) =

complesse coniugate. A og
trinomio a coefficienti reali.
scritto come prodotto di polinomi di primo e seco

per lipotesi di induzione
N B = (cosnb + isinnd 5 i si =
Ulteriori esercizi ( l Sm’r-l i 4 £Goard
= cosné cos § — sinnf sin 6 + ¢ (cos nf sin § + sin nd cos §) =
per le formule di addizione di seno e coseno
=cos((n+1)0) +isin((n+1)0)

k k
zk=cos%+isin% £=0,1,2,3 ~ b .-
unque I'implicazione & vera e, per il principio di i § 5 .
Ponendo, per definisiono. , per il principio di induzione, p (n) & vera per ognin > 1.

% 11 polinomio z% + 1 ha in € quattro radici, le radici quarte di —-1:

Informa algebrica
\/ii,\/i (cosf +isinf)’ =1
2y

o,1,2,3 = + Ii i i ¢
implicazione & vera anche per n = 0.

Nel campo complesso z* + 1 si scompone nel prodotto

() (s ) (s ) (- )

H

2 2

Moltiplicando i fattori che corrispondono alle coppie di radici coniugate (zo e x3, T1 €
x2) si ottiene ’

1= (:1324—\/53;—!—1) (z2—\/§z+1)




1. SUCCESSIONI

BB 11 limite di una somma & Ja somma dei limiti. A meno che ... non si presentila
forma d’indecisione . Cid non significa che in questi casi il limite
rimanga “indeciso”, ma che tutto pud accadere, come mostrano i seguenti
semplici esempi, nei quali il primo addendo tende a +oo mentre il secondo
tende a —oo.

(a) an =n+1,b,=-—n.Slhaa,+b,=1—1 (successione costante, con termine
generale sempre uguale ad 1).

(b) an =n?+n, b, = —n? Siha a, + b, =n — +oo.

(¢) an =71+ (=1)", b, = —n®. Si ha a, + b, = (—1)" che non ha limite.

Il limite di un prodotto ¢é il prodotto dei limiti. A meno che ... non si presenti
la forma d’indecisione . Anche qui non significa che in questi casi
il limite rimanga “indeciso”, ma che tutto pud accadere, come mostrano gli
esemnpi, nei quali il primo fattore & infinito mentre il secondo & infinitesimo.

(8) an=mn,b,=1/n.Sihap,=1—1.

(b) an =n?, b, =1/n. Siha p, =n — +o0.

(¢) an =mn, b, = (=1)"/n. Si ha p, = (—1)" che non ha limite.

(d) ap=n, b, =1/n% Sihap,=1/n —0.

Il limite di un quoziente ¢ il quoziente dei limiti. Anche qui, purché non si

presentino le “solite” forme di indecisione etichettate come e .

Invitiamo il lettore a costruire degli esempi (basta “adattare” gli esempi pre-
cedenti, sostituendo in un caso a,, con 1/a,, nell’altro b, con 1/by).

Ei Verifichiamo che ’

(a) lm (—%) =0 (b) nEI—I}—loo log,n = +00

n—r+0o0




.
40 Capitolo 2. Successioni e serie (©) 88-08- 8991

(a) Comunque preso un numero € > 0 si ha .
1 ™
(3)

1\" . : . .
ossia la distanza di (—§> da 0 & definitivamente minore di un qualsiasi

<e per n>log e

numero & > 0.
(b) Comungue preso un numero M si ha

logon>M per n>2M

ossia log, n & definitivamente maggiore di un qualsiasi numero M. Generaliz-
zando, si pud dimostrare che

{—\—oo seb>1
log, n —

-0 sel0<b<1
& Calcoliamo
. } 2
ngrfw logy (n® +4n+1)
questo limite si pud ottenere in virtl del principio di sostituzione. Noto che

logzn — oo, possiamo affermare che anche logs a,, — +00, dove a, € una
qualsiasi successione divergente a +oo. Dunque, dato che n?+4n+1 — +o0,

. 2 _
Jim logs (n® +4n+1) = +o0

Lo stesso ragionamento vale, per esempio, per

1
i —_— =
n—lvr-{{loo 13/27"4 +3n
La successione 1/ &/n — 0, quindi anche 1/ &a, — 0 con a, = 2"+3n — +oo.

La relazione di asintotico (= BPS, pag. 104) & molto importante perché
permette di semplificare il calcolo dei limiti, sostituendo nel calcolo di un
espressione “complicata” espressioni pilt semplici.

Per esempio, ogni polinomio nella variabile n & asintotico al termine di grado

massimo: se a,, = —n3 + 2n% — 5n + 2001 si ha a, ~ —n?; infatti
—_n3 2 _
n° + 2n 5n+2001:1_g+£_2001_71
—n3 n n? n3

in quanto tutte le frazioni tendono a zero.

Cosl, un rapporto tra due polinomi nella variabile n & asintotico al rapporto

dei termini di grado massimo: per esempio, si pud scrivere
—n3+8n2—34n+19 —nd 1

3n3 4 n2+ 17 308 3

Cid equivale a dire che

. —n3 +8n% —34n+19 1
lim =—=
n—-+co 3n +n2+17 3

o
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Attenzione! Quanto detto vale solo per prodotti e quozienti, ossia se a, ~ b,
e ¢, & definitivamente 7 0, anche
Qn, by _cf‘_ -

apCp~by-cp —~— e
Cn Cn an

FI$

(Invitiamo il lettore a dimostrare questa affermazione).

Si ha

2
lim » + =0 lim (lnn —'2’\/77) = —00

n—+too 3N n—+o00

Basta ricordare che ogni infinito esponenziale é di ordine superiore a ogni infinito
potenza € che ogni infinito potenza & di ordine superiore rispetto o ogni infinito
logaritmico.
B Calcoliamo il limite della suctessione
o = e”"+5lnn+7
T om _m3 4. /n
Come “aggredire” una successione (apparentemente) complicata? Cercando
di semplificarla utilizzando la relazione di asintotico! Si ha

e"+5lnn+T7~e" e —nd4+n~2"

quindi

€ La successione a, = ~2n% +3n+5 &

El superiormente @ convergente inferiormente

limitata limitata

0 lim M:

n—+oo n2

El—oo ’ @0 ;&-oo

@ irregolare

@ non esiste

[a] 1 [b] -5 [c] +oo [d] e

o Siano a, = 2n* +e™", b, = 5lnn +n?; allora lim

n
+o0 bﬁ

‘ la] 1 (] 0 Le] +oo - [d] 2
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o 1 <100
& L i = =
"%&r a successione a, { n n> 10l

-
@.\diverge a +o0 @ converge a 1 converge a 0 @ ¢ irregolare

1 n pari
”{3’ La successione a,, = . .
n n dispari

Izl diverge a 400 Iz‘ converge a 1 converge a 0
. . (-1 2+5n

G I 2T =

* e ( n + 7+ 3n

EI 0 /g non esiste @ —?

€» Siano a, = 5n® + (=1)", b, = n® + 3/n; allora

EI an ~ by @ an & infinita an € b, non @ nessuna delle

di orditie su- sono con- altre risposte

periore a by, frontabili

S

@ Quali tra le seguenti successioni sono monotone? Quali sono limitate?

-1 1
Op = A b, = (-1)" 2" Cn = — d, =sinn
n n!

y
# Individuare infiniti e infinitesimi tra le successioni seguenti
/

2
" . 1\" 1
an, = ( 2) by=+v-n = (7> dp, = cos —
n 3 n
%&: Disporre in ordine crescente di infinito
' n ot (Inn)**** ¥n  nPhan

% Calcolare i limiti
(&) Bm 2 () fm L () lm (1)
8 n—»I—Eoo n—+oo 10g3'n ¢ n—-+too n2

@ " Determinare il carattere delle successioni
/
/ 3" 142+ +n

=T — i by = ——— =
a n —sinn R c o

& irregolare
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(6 ) Calcolare i limiti delle successioni

4lnn—+/n n2+3 N
=gy s e ch=In(l+e")—n

@ Dire per quali valori di a la successione

1 a
o, = (n+1nn)

_ = ii3ym  OCR

& infinitesima.

@ Sieno {a,} e {bn} successioni definitivamente non nulle.

b
Dimostrare che se — — 0, allora a, + by, ~ ay,.
'

Dedurre che: in una somma di infiniti si possono trascurare gli infiniti di ordine
inferiore; in una somma di infinitesimi si possono trascurare gli infinitesimi di

*} ordine superiore.

. ° Se a,, & una successione infinita e a, ~ kn® con k € R, o > 0, si dice che la
parte principale di a, € kn®.

Se b,, & una successione infinitesima e b,, ~ —a con ke€eR,a >0, si dice che

la parte principale di b, & i
n(x

Trovare le parti principali delle successioni

o= VAT BT b= 2

ap ~by, = an —by, —0
Qp ~ by = ap+ep~bytep
an—b, >0 = a,~b,

O~ by = € ~ ebn

<l [ & [EE
= = = [E

an ~ by, = (an)* ~ (b,)" per ogni a € R
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- dimostrare che
i (a) 3, & monotona crescente;
; (b) Sp & superiormente limitata: s, < 2 per ogni n.
111;{1 ( T — n) E | Dedurre che s,, converge e che il suo limite & 2.
T—+00 i
o ' Sia {a,} una successione con termine generale sempre positivo e supponiamo
Poiché n? +n ~n? e vVn2+n~n, 2 che, almeno definitivamente, sia
ViZ¥n—-n~n—n= : | a
2 +n—n~n—-n=20 - | Tl o<1 )
1l limite & 0. § ) 0 "
| ) - Dimostrare che a, — U.
il g &% 11 limite della successione | | ‘ . .
| | v 1 3 g» Utilizzando il risultato dell’esercizio precedente dimostrare il seguente:
= B 1 sin2n)” | ;
i | Criterio del rapporto — Sia {an }* una successione con termine generale sempre

: positivo, tale che

n——+oco A

non esiste perché la successione {sin2n} non ha limite.

g ‘ gllom an — 0.

.

1 ﬁv Confrontare le successioni a” e n® (con a > 1 e @ > 0) e le successioni a”
t . (a>1) e nl, utilizzando il criterio del rapporto dell’esercizio precedente.

N

‘ é‘f? Controllare che l1a “relazione di asintotico” & una relazione di equivalenza, cioé
| verifica le proprietd riflessiva, simmetrica e transitiva. = a1 . o .

| prop ifl s #§ Utilizzando il principio di sostituzione(™ confrontare le successioni log, n e
. nf (cona>1lef>0).

Successioni per ricorrenza — Una successione pud essere definita con un procedi-
mento ricorsivo: si assegna il valore ag di partenza (valore iniziale); si da una legge
(di ricorrenza) che permette di ricavare a,11 una volta noto a,. Il procedimento
di calcolo per una successione di questo tipo & illustrato in figura.

J

legge di ricorrenza |——— Gl

o

(n)! ¢ infinitesima.

s -
: ﬂ» Verificare che la successione a,, =

# Dimostrare il seguente:

Teorema di de I'Hospital per successioni infinitesime® — Siano {a.} e {bn}
‘due successioni infinitesime tali che

{bn} ¢ (definitivamente) strettamente decrescente,

3 An—-1 — Gn
n—+too b1 — by

= L, allora

lim

n
n—+co by,

=L

#% Controllare che le successioni per ricorrenza

{CLQZ]. {bo=
On = ¢ On—1 bp=n-by1

coincidono con le successioni a, = ¢" e b, = nl.

Dopo aver mostrato che la successione

noq
=3

k=n

P . .
#% Data la successione per ricorrenza

n t N . o P s .
amte:)rfma a.na.lqgo.pl'lo essere dimostrato anche per successioni infinite, con I’ipotesi che
€ le successioni siano strettamente crescenti.
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¢ infinitesima, utilizzando P'esercizio precedente calcolare

lim na,
n—+00

Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

@ [d]

an ~ —2n% — —00

@ [1]
Si pud scrivere — 4ln
n2

@ [4]

Per ogni § € R si ha (l+%> —él.

— 0 (essendo Inn infinito di ordine inferiore a n?).

an & definitivamente uguale a n.

an & illimitata ma non & divergente.

(o]

Il primo termine & mﬁn{esuno, il secondo tende a 3

Z—" — 5, quindi an ~ 5bn. an e by, sono infinite dello stesso ordine.
n

Esercizi

) .
1, - - - N
@ an =1 — = & crescente e limitata; b, non & né monotona né limitata; c, & decrescente

e limitata; d, non & monotona ed & limitata.

% Gn € Cn, sono infinitesime, b, & infinita; dn,, — 1, quindi non & né infinita né infinitesima.

1. Successioni
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@ (In n)* ¥n n’lnn nt2"

@ » +o ®O0E (1+%)”=[(1+;15)"T/”a60=1

e an & divergente, b, converge a 0.

M n{nt1) che converge & l

iché 1424 --- = nnT2
Poiché 14+2+---+n 2(n2+1) 5

,sihac, =

2
—/n ; n
@ o R

')
e =In(1+e") ~Ine" =l 1t =In (e +1) -0

@ siha »

ar, & infinitesima per a < 4.

@ siha
bn
n+bn =an (1‘,1’*) ~ Qp
On

dato che il fattore tra parentesi tende a 1.

@ ar, &-infinita, b, € infinitesima. Si ha

5 7 / 7
an = y n4(1+F+F>=n4/33 1+%+F"‘n4/3

2 1 2

bp=——rst—— v~
" Vi n/n2v nl/2
La parte principale di a, & n*/, la parte principale di b, & —— 5.
nt/
Vero o falso?
Falso. Prendere, per esempio, an =n+1, by = 1.
Falso. Prendere a, € b, come nell’esempio precedente e ¢, = —n.

Falso. Prendere, per esempio, an = 1/n% e by = 1/n.

Falso. Prendere, per esempio, an, =n+1, by = n.

VvV VYV

Vero. Se %—3 — 1, allora anche % = (Z—:)a — 1.
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\i ,
\ Trovare I'errore da dimostrare per n > ng = 0. Ora, poiché s; = V3 e so = 1si ha s1 > s9, percid p (0)
i ¢ vera. Supponendo poi sn > sn—1 (ipotesi di ricorrenza) si ha
@ Non si possono sostituire termini asintotici in una somma in cui le parti principali si
i elidono! 245, >24 51 = V2438, > /24801
I 11 limite si calcola usando un “vecchio trucco”: si moltiplica e divide per v/n? +n+n. ossia
B Si ricava
i bl \/‘i— (’—n2+n—n)(/_—n2+n+n)_n2+n_n2_ n Snt+1 > Sp
. | n24+n—n= S rnin S Jniintn Jaiintn E quindi vero‘cl’Le Sn > Sn—1 per ogni n, e cioé che s, & monotona crescente.
. . . o (b) Ora p (n) & enunciato “s, > 2, da dimostrare sempre per n > ng = 0. p(0) & vera,
Raccogliendo n a denominatore e semplificando come indicato sotto / infatti: 50 = 1 < 2. Supponendo poi s, < 2 (ipotesi di ricorrenza), si ha
i n 1
! .t - 1 24 sn <4 = VIFs, <2
B w2 (14 ) +n /14241 ossin |
| n n i
i L
; g M si vede che il limite & 1/2. Snt1 < 2
Rl s . . .
I N R R . R N E quindi vero che s, < 2 per ogni‘n.
f &35 | vero che la successione {sin2n} non ha limite, ma basta osservare che sin2n & Da () e (b) segue che il limite di . s . _ s . :
1 t‘ ‘\ compreso tra —1 e 1, quindi (a) e (b) seg il limite di s, esiste finito: sia nll.’f_’oo sn = 1. Dall’uguaglianza

3+sin2n > 2 $n = /2 F 5n—1 facendo tendere n a +oo, si ottiene
=

i i
it I=v21l=1=2

da cui (3 +sin2n)" > 2" e infine

I i - 1 1 # Per semplicitd, supponiamo che la (1) sia valida per ogni n. Si hanno le disuguaglianze i

| 0 o557 S5 : ‘

N = (3 +sin2n)™ T 27 B, B, B, m o, ‘

/ i 11 termine generale di a, & compreso tra 0 e 1/2", quindi a, — 0. a0 T : az — Qn—1

1% \ P che possono essere riscritte nella forma

i ' a1 < qao, .
Ulteriori esercizi - 2 :

™ a2 <ga1 < ¢ ao,

et
49 TP . . a ) < 3
! \ | % Propriet riflessiva: an ~ an, nfatti — =1 a3 £q0z2 S ¢ ao,
I n
| . b
| proprietd simmetrica: s€ an ~ by allora b, ~ an, infatti se l;ﬁ — 1 anche — — 1
B n n

. b, an < gan-1 < ¢"ao,

“ " proprietd transitiva: se an ~ by € bn ~ ¢n, allora a, ~ cn, infatti se b" —1le o —1
I n n
H allora
| . . o
i Gn _ On b_n =1 Dalla\ disuguaglianza a. < ¢"ao, per il criterio del confronto, si ha che a, — 0, infatti
," il | cn b cCn ‘ €ssa € una successione a termini positivi, maggiorata da una successione infinitesima
i %@Pra viha ‘ (¢" — 0 dato che 0 < g < 1).
i € an Sl La dir\uostrazione rivela anche che la convergenza a 0 di {a.} & molto rapida, in quanto
| R 3 {an} & maggiorata da una successione geometrica.
‘ a1 =g -ap=4q a2 =q -0 =¢ ag=4qg-a2=4¢q,... Ant1
B \\“\; 45 =q-an-1=q" * Se vale la (2), Z & definitivamente pili piccolo di L+¢, con & > 0 “piccolo”. Scegliamo
1 ) E in me .n N . —
| M | Per b, si ha odo che risulti L 4+ & < 1. Esiste 7 tale che
il ! ot o,
| bi=1-bo=1 by=2-b1=2 by=3-b=6,... : o <Lte<l
1 . . . . .
| 1 by =1-bn1=n! per ogni n > 7. Poniamo L + & = g e ci riportiamo all’esercizio precedente.
: f | Entrambe le affermazioni si dimostrano applicando il principio di induzione. . _ fbi .
| | . Posto r, = —, si ha
1 i (a) Qui p (n) & Penunciato “s, & monotona crescente”, che scriviamo nella forma sintetica @
IS . ; Tntl a” (n+1)* 1/n+1\* 1
R o lim = tm 22D oy L _1 ‘
Ii : ‘i o o E b0 Tm | noteon® antl nll,]fm a ( n ) a <1 |
‘ |
! i \
\ |
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quindi per il criterio del rapporto

Posto rn, = ——', si ha
. . "t i
lim = lim = 2 _=0(<1)
n—+oo Tn n—+00 (’n + 1)’ a™ 'n.—>+oo n+1
quindi per il criterio del rapporto
an

2 —o

n—-4oo T

Si ricava quindi che n® & infinito di ordine inferiore a @™ che & infinito di ordine inferiore

anl
33:%5 Dobbiamo calcolare
log, n
. " 3
nBIiloo nﬁ ( )
Abbiamo dimostrato che
(]
lim — =

per il principio di sostituzione si ha anche

o
. x
lim — =0
n—+oo a¥n
dove z,, & una qualsiasi successione divergente a +00.
Prendiamo z, = log, n, si ottiene

a
im 10821
n—-+oo n
da cui ponendo 8 = 1/« si ricava immediatamente la (3).

%ﬁ% Si applica il criterio del rapporto dell’esercizio 5. Si ha
ani1 _ (1Y @) (n+1)

—

1
an @@+ ()’ 2@n+1) 4

quindi a,, ¢ infinitesima.
% Dimostriamolo per L numero reale (con L = oo, la dimostrazione & analoga). Per n
grande si ha

An—1 —
L—'€<~b—1:_—bn'<L+S

da cui, poiché b,, decresce e quindi bp—1 —bn >0
(L—=€)(bp—1—bn) < tn-1—0an < (L+¢€)(bp—1— br)
e anche
(L —€) (bn — bnt1) < an — @ng1 < (L+€) (bn — bpt1)
(L —€) (bnt1 — bnt2) < Gna1 — ans2 < (L+€) (bry1 — bnt2)

(L — &) (brtk—1 — bntk) < Gngr—1 — Otk < (L4 €) (brtr—1 — bntr)
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Sommando membro a membro, si ricava
(L —¢) (bn — brtk) < @n — Gtk < (L+6€) (bn — buyr)

ossia

An — Antk
bn - bn+k

Fissato n e facendo tendere k a oo, ricordando che a,, e b, sono infinitesime, si ricava
che

L-e< <L+e

Loe<® cpye
bn

ossia
lim 2 =]
n—st00 b
# Siha
1 ' 1
1 1
anp = + . . = —
ey T <
quindi {an} & infinitesima.
Si ha poi
1 _ 1 B 1
lim n=1—0n lim (n-1)% (@n)* (@n-1)? 1
n—+o0 1 _ = n—-+oco 1 - 5
n—1 n n(n—1)
quindi
. Qn . 1
) lim 2% = L ==
™ n—+oo 1/’!1 n—»ﬂf}oo ne 2
2. SERIE

Studiamo il carattere delle serie

(@) Zn3—?:23+4 () fl_nn_n () ;i [(*%)H—I—%J :

(a) E una serie a termini positivi: si puo applicare il criterio di confronto asinto-
tico (= BPS, pag. 111). Poiché

n+3 1

_nre !
n®—n24+4  n? |

+oco
la serie ha lo stesso carattere di Z % (= BPS, pag. 111, esempio 3.5),
n

4. n=1 :
quindi converge. i
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(b) Si pud applicare il criterio del confronto (= BPS, pag. 111): dato che In particolare Z

Inn 1 : =0
7 Tn %
: n La serie
Foo 1
e Z - diverge (= BPS, pag. 110, esempio 3.2), possiamo affermare che I w1
n=1 Z (41) ]7
oo —~ nn
anche Z h1_n diverge
l =1 ' % a termini di segno alternato. Pensiamo al criterio di Leibniz (= BPS, pag.114).
() Studiamo separatamente il carattere delle serie ! La serie converge perché le ipotesi del clriterio sono verificate, in quanto la suc-
oo 1\" cessione dei moduli dei termini a,, = on & decrescente e infinitesima. La serie
2(5) X B
_ . n=1 n=1 i non converge assolutamente, perché la serie Z Ty, diverge | +— > -
La prima, geometrica di ragione —1/3 converge (=> BPS, pag. 109), la se- ; * n=2
conda, armonica generalizzata con a = 1/2 diverge (= BPS, pag. 112), quindi
la serie diverge (vedi (6)).
S
i B La serie IS
! ‘ , i" cosn i ) N
i ;/ . N )
: ‘ / — nd € Lasomma della serie ; (5) & |
: ¢ a termini di segno non definitivamente costante. Per studiarne il carattere E 5 ’ @ 2. @ 1o
ricorriamo al criterio di convergenza assoluta (= BPS, pag. 113). Possiamo 3 |
affermare che la serie converge assolutamente, in quanto converge la serie (a |
1
termini positivi) Z = Jeo | perché maggiorata dalla serie Z e (lcosn| < 1). @, La serie Z 1
+
n=1 n=0
% La serie E converge @ & irregolare & armonica @ diverge a 4-00
— z€R 4 nl n<100 =
— n! . . i = _ La serie a
n=0 ; é Sia a, {n_2 n>101. ngln
converge per ogni z. Per z = 0 & banalmente convergente (la somma & 1). .

@ diverge

dipende da n

@ converge

@ € irregolare

Se £ > 0 & a termini positivi e la sua convergenza pud essere dimostrata
applicando il criterio del rapporto (= BPS, pag. 113), infatti

"t pl z
(n+1)! z¢ ntl

@ La serie Z 1517, +47

nn+ 5%
@ converge

@ & irregolare

—0 perogniz>0

diverge IZJ:I & geometrica

Per 2 < 0 i termini presi in valore assoluto coincidono con i termini corri-
spondenti con z > 0, percid la serie & assolutamente convergente. La (4),
quindi, converge per ogni z.

La (4) & detta serie esponenziale perche la sua somma & la funzione esponen—

ziale (= BPS, pag. 233), vale ciod

“+o0

+oo _:
. sinn
@ La serie E —
n
n=1
IE a termini

di segno
alternato

IZl irregolare divergente

Izl convergente
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\

H La serie Z —
n=0 +1
Izl converge I__b—| ¢ irregolare

diverge @ converge
assolutamente

&5 Verificare che la serie

(e ) ®)

n=1

diverge.

@3 Studiare il carattere delle serie

+oo —n +o0 +o0

n+e Inn—4/n _

@ Ygam O LT @Y
n= n=1 n=0
+0oo +o00 n
arctann (-1
d - P e
@) nZ:O n2+1 () ;n2+95inn

Una particella partlta dal punto 4y = (1,0) si muove lungo la traiettoria
Ag, A1, As,... Ay,... indicata in figura (i segmenti AgA;, AsAs ... sono
perpendlcolan alla bisettrice).

¢

Ay
Ay
A
0 X 1
Ay A, A, A,

Quanto & lunga la spezzata A,, A;, Az, As? Quanto & lunga la spezzata
completa?

@ Dire per quali valori del parametro a € IR la serie

S

n=0

converge e in caso affermativo calcolarne la somma.
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o Determinare per quali valori di z la serie

o n
~n+l
converge.
(6 Sia
an+1
=(-D" R
an = (—1) it a€
+o0
(a) Determinare per quali valori di a la serie Z a, converge.
n=0

+o0 400 n
(b) Pera =1, determinare il cagattere di Z an e di Z Sp, dove s, = Za,k.

n=0 n=0
(n+2)*
© Slaa"_n2+2n a €RR.
' +o0
(a) Determinare al variare di g il carattere di a, e di Z Q.
n=1
“+oo
(b) Per a = 0 calcolare la somma di  _ an.
n=1
-
1
€ Dimostrare che E — <2
o Considerare le serie
—+oo “+oo n+1l
1 1 1)
@ Ym O Yo )Z
n=1 n=0 """

che hanno somma rispettivamente 72/6, e e In2. Servendosi d'un computer,
calcolarne le ridotte 20-esime. Valutare la differenza tra esse e la somma
esatta e calcolare 1’errore relativo.

“+o0
Una serie E a, & convergente ed ha somma S se a, — S.
n=1

P

+c0
Una serie E a,, & convergente se e solo se a, — 0.

n=1

P I
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Il
! e :
| J]“\ _
| too +oo N s . . s .
i . La (6) puo essere estesa alle serie divergenti, escluso il caso in cui i due addendi
| ig Z Gn € Z @y, hanno lo stesso carattere. | a secondo membro divergono ad infiniti diversi e ciod una situazione del tipo
‘\ n=1 n=100 ' (400) + (—00) . Negli altri casi la (6) si pud leggere in questi termini: se una
+oo +oo i i ’
o . . : delle due serie a secondo membro diverge e I’altra converge o se entrambe
B Se Z |an| diverge allora Z an diverge. divergono allo stesso infinito, allora anche la serie a primo membro diverge.
n=1 n=1
i - 13
5 ‘ ﬁ Dimostrare che, per le serie convergenti, vale che
l; i +co “+o0
Il Z cas =c) as (proprieta di omogeneitd) (7
L s=0 5=0
1—14+1—-14+1—1+-.. ' dove ¢ & un numero reale.
. La (7) pud essere estesa alle serie divergenti. In tal caso la proprieta pud i
| che si puo scrivere . essere enunciata in questi termini: se ¢ # 0, le serie di termini generali a,, e
!’} (1)0 + (ﬁl)l +(=1)%+ (_1)3 I i ¢- a, hanno lo stesso carattere.
i '
; ;Fp’l & una serie geometrica con ragione ¢ = —1, quindi ha come somma ! , ' @ Dimostrare il criterio del confronto e dedurre il criterio di confronto asintotico
. , . ’ I-¢" (= BPS, pag. 111), per le serie a termini positivi.
] cioe vale 'uguaglianza :
{ 114114114 = 1 _1 ﬁ Determinare al variare del parametro a > 0 il carattere della serie
R T1-(-1) 2 ) i
‘ . . . ‘ X ran+2\"
@B La somma dell’esempio precedente si calcola cosi . Z ( 3 1)
A B — n +
I-D+1-1)+@A—-1)+---=0 ‘ =l
vale 0 vale 0 vale 0 ﬁ Siano C,, e T, rispettivamente una successione di cerchi ed una successione di
@B La serie triangoli equilateri tali che T} ha lato a e C; & inscritto in T3, T,, & inscritto
+o00
Too 1 N 1 in C,_; e C, e inscritto in T},. Calcolare Z area (Cy,) .
=S \l+n 1-n n=l
o t . - . . . .
diverge, in quanto il suo termine generale & somma dei termini generali di ﬁ Quale condizione deve soddisfare la successione {an} affinché la serie
due serie divergenti.
¥ +o0
‘ Z (@nt1 — an)
n=0
- converga? Qual & la somma in questo caso?
4} Provare la divergenza della serie armonica utilizzando il risultato dell’eserci-
zio 1 (pag. 54). )
+o0 +oo i
%"‘% Dimostrare che se Zas e st convergono, allora converge anche la serie
5=0 5=0 Test a risposta multipla
+o0 .
Z (as +bs) e vale y Le risposte esatte sono
5=0 - .
oo +oo Joo // a 0 .
Z (as + bs) = Z as + Z b, (proprieta additiva) (6) / Attenzione all’indice iniziale! La somma & 1 __ 1= 2
s=0 s=0 s=0 : 1-2/5 3
L
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@

Si applica il criterio di confronto asintotico:

Vi i1

n+l n Va
+co
quindi la serie ha lo stesso carattere di Z 1 che diverge.
1 v
n=

[a] B

1 .
@ ¢ definitivamente uguale a = e la serie E 5 converge.
n

[a]

+00
. 5n4+4" - 4" . . . (_)"
Si ha Tanise ~ La serie ha lo stesso carattere della serie gieome'fnca ; B

(ma non & una serie geometrica).

sinn

Si ha ’ poe

La successione a, =

1 . .
< —. La serie converge per il criterio di convergenza assoluta.
n .

¢ infinitesima e decrescente. La serie converge per il

5
vn+1

criterio di Leibniz.

Esercizi

Si tratta di una serie telescopica (= BPS, pag. 110), infatti per le proprieta dei logaritmi
si pud scrivere

ln(1+ l) =lnn+:l =ln(n+1)—Inn
n n
La ridotta n-esima della (5) &
Sn =log2 —logl+log3—log2+---+log(n+1)—logn=Ilog(n+1)

Dato che S, =log (n + 1) — +o0, la serie (5) diverge.

(a) Diverge: ha lo stesso carattere della serie armonica, infatti

nt+e™ 11

2n2+3 2 n

+oo 1

(b) Converge: ha lo stesso carattere della serie Zl PNy
=

-/ _ 1 1

T 5 ndyn

, che converge; infatti

lnn—\/ﬁN

5nt—1 . 5nt

(© 8s-08- 8991
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(c) Converge. Si pud applicare il criterio del rapporto che da

an entl  pioo 5 P 1

Gty _ (04D 1 (n+1)1°"% !
n

Oppure il criterio di confronto, tenendo presente che definitivamente e~™ < n~% anche
con o molto grande, per esempio o = 102. Si trova allora,

0 00, — 1
10en < 100, 102=_2
n
+oo
. 1
e la serie E — converge.
n
n=1

(d) Converge. Per il criterio di confronto, tenendo presente che arctann < g, si ha

arctann w1

n?+1 2n2
»
+oo

(e) Converge assolutamente, perché la serie dei moduli Z W;sﬂ converge (il

n=1
termine generale & asintotico a 1/n”). La serie & a termini di segno alternato: si potrebbe
pensare al criterio di Leibniz, ma provare la monotonia della successione —_
2
. .. . n? 4+ 9sinn
non & cosi immediato.

ol

Si ha AOA1 = ?,-A‘IAZ = (

lunga

| £(8)+(2)

2 3
) , AAs = (?) . La spezzata Ao, A, Ap, As &

2 2 2

La spezzata completa & lunga

+o00 \/g n \/5
S (9) -7l

n=1

N . i 2+4a 5
E una serie geometrica di ragione 1= perché converga occorre che
—-a

| 2+ al <1

l1-a

Cio accade se a < —1. In questo caso, la somma della serie & —— ! .
2 ’ 2a+1

,

1l termine generale ¢ infinitesimo se e solo se || < 1, quindi per |z| > 1 la serie non
pud convergere. Se z = 0 tutti i termini sono nulli, la serie banalmente converge. Se
z > 0 la sua convergenza pud essere studiata applicando il criterio del rapporto; si ha

an+1_x"+1_n+1_m n+1
an  n+2 2" nt2
Sicuramente la serie converge per 0 < z < 1. Per < 0 i termini presi in valore assoluto

coincidono con i termini corrispondenti con z > 0, percid la serie & assolutamente
convergente. Si ha dunque convergenza assoluta per |z| < 1.

— T
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‘ ’ ! Rimane da studiare il comportamento per z = ~1 e = 1. Per tali valori si ottengono 20 1
- rispettivamente, le serie i N ~ 276
; %{ ; ) { @ s ottiene Zl — = 1.5062, /6 = 1.6449
| i +oo n +oo . n=
s | Coyer . Fo ! " |
Lo ) i et : /6~ n2
; la prima. delle quali converge (per il criterio di Leibniz), la seconda diverge. { Errore relativo = _71'276;1 &2.9649 x 1072
i Riassumendo, la serie data converge per —1 < z < 1. :
; 20
o » (b) 1 o 2.7183, e~ 2.7183.
| % . . . : n!
b i @0 (a) La serie converge solo per a = 0, negli altri casi il termine generale non & infinitesimo, n=0 : ; i
1 }l‘ +o0 oo , oo Approssimando alla quarta cifra decimale i due valori coincidono.
| | (b) an = =nre irregolare. sn}=1{1,0,1,0,1,... di ! 20 yntl
7\ ! g ; {sn}=1{1,0,1,0, h Zosn iverge a +00. (©) Z ﬁi— ~ 0.66877, In2 ~ 0. 69315
h n=1
i i y B . - 20 _1\nt1
" ” ﬁ%&- (a) Si ba . ; Y me2- (i
n
f +oo per a>2 ‘ Errore relativo = —"—T—;2— ~ 3.5167 x 1072
i _ 1
L M @ =—0 1 per a=2
il
; ‘4 ot per a<2
! | Vero o falso?
1 o too
P intoti - ; -
“‘ er il criterio di confronto asintotico (con una serie armonica generalizzata), Za" ﬁv Falso. A S tende la successione {s,} delle somme parziali.
h | H converge se e solo se 2 —a > 1 e ciot se a < 1. (Diverge per a > 1). " oo :
; ‘ (b) Poiché & Falso. Se la serie Zan converge, allora a, — 0. Non vale I'inverso. Per esempio, la
i n=1
f“” 1 1 (1 1 ) serie armonica diverge anche se il suo termine generale & infinitesimo.
it 2 2 -
[ w2 2in n+2 @ Vero. 1l carattere di una serie non cambia se si sopprime o si altera un numero finito
Il si ha di termini.
I
J ] | n n +oo0 400 +o00
i , 1" -1)"
““ l Sp = akx = % Z (% _ k_iz) — \) . @f Falso. Per esempio Z ( n) converge, mentre la serie Z (—TLL = Z % diverge.
‘ | k=1 k=1 n=1 n=1 n=1
| i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1k =—(1~—+——~+-~—-~-+ -— ——‘)=
U I 2 3 2 4 3 5 n—1 n+l n n+2 ,
‘ il 1 1 1 1 3 Trovare I'errore
| “lelo Lo .3
a 22T Ryl T2/ T
i =
a serie geometrica converge se e solo se |g] < 1. La serie —1)™ & irregolare.
Ll @ Lo seri etri 1 1. La, seri 1)™ & irregol

| @ Siha =

’
' . @ La proprieta associativa vale solo per le serie régolari.

n —_ —
| i 1 1 _ = 1 = 1 ; Se una serie converge, comunque se ne associno i termini allora si ottiene una serie con
‘ =1+) S=1l4Yy o <1y ' i
k2 k2 kt1)2 "= Ek+1) la medesima somma.
‘ k=1 k=2 k=1 k=1 L’esempio mostra che se una serie & irregolare si pud, associando opportunamente i

termini, ottenere una serie convergente.

|
] |
| | . . Foo : 11 lett, i iando i termini in modo differente, a ott 1.
H i per cui, passando al limite per 7 — +oo e ricordando che Z 1 1 (seriodi ettore p.r0v1, associando i termini in modo differente, a ottenere come somma,
‘i ‘ i il (n+1); /o @ Le due serie
b +o00 {
| Mengoli), si ricava che Z —12- <2. \ = +i 1
n . e
1+n l1—n

|
i i
]‘ 1 n=1

n=2 n=2
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sono divergenti rispettivamente a 0o e a —co: non si pud applicare la (6). Poiché
L1 2
1+4n 1-n 1-n?

la serie data si pud scrivere
+
S
1—n2
n=2
che converge per il criterio di confronto asintotico e la proprieta (7), in quanto

1
1—n2~_2.ﬁ

Ulteriori esercizi

% Occorre ricordare che®

n
(1 + l) <e
n
e, quindi, “passando” ai logaritmi (con base e > 1)
I\"™ 1
ln(1+—) =nln(1+—) <lne=1
n n
Da questa disuguaglianza, si ricava, dividendo per n,
In (1 + l) <1
n n
5

La serie armonica risulta maggiorante della serie

), che, come visto nell’esercizio 1,
diverge.

% La proprieta si prova scrivendo le ridotte n-esime e constatando che sono uguali. Esse
sono, rispettivamente, h

(@o +bo) + (a1 + b1) + - - - + (an + bn)

(ao+ar+---+an)+ (bo+br+---+by)

uguali per le proprietd associativa e commutativa della somma. Si calcola poi il limite/// '

per n — +o00, tenendo presente il teorema sul limite della somma.

{@ Le ridotte n-esime dei due termini sono

cag +ca1 + -+ can

clao+a1+---+an)

uguali per la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma. Come piiﬁla, si
passa poi al limite. '
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* Supponiamo, per semplicitd, che la disuguaglianza 0 < a, < b, valga per ogni n e
sommiamo un po’ di termini consecutivi (corrispondenti) delle due serie: tali somme
ereditano la disuguaglianza. Risulta, dunque,

0<ap <o 0<ap+ai <bo+b 0<ap+ai+as <bg+bs+be
0<Laot+ar+az+--an<bo+br+by+---bn
Dette An e By, le ridotte n-esime delle due serie, si ha

0<A,<B, perogn n

Ora, se la serie maggiorante converge, anche la serie minorante converge; infatti, se
By, converge, per il teorema di confronto delle successioni, anche A, converge. Se la
minorante diverge, per analoghi motivi, anche la maggiorante diverge.

Dal criterio di confronto si deduce immediatamente il criterio di confronto asintotico.

Infatti la relazione a, ~ b, significa che In 1, quindi, per esempio, risulta definiti-

b’"
vamente
bl -
2 " bn
da cui 1
§bn < an < 2b,
+oo
Z as & contemporaneamente minorante e maggiorante delle serie di termini generali
+oo

s=1
1/2by, € 2b,, che hanno lo stesso carattere della serie Z bs (proprieta di omogeneita).

) s=1

n
@ Posto a, = ((31”1 f) , si ha a, > 0 per ogni n. Si puo applicare il criterio della radice
n ;

(= BPS, pag. 112). Si ha

an+2 a
lim /"= lim ==
qllilldi se n—+400 n n—-+oo 3n + 1 3
0<a<3 laserie converge
a >3 la serie diverge

Per a = 3 si ha

3n+ 2) " ( 1 )" s
= ={14+-——
on <3n+1 tari) T
il termine generale non @ infinitesimo, quindi la serie, essendo a termini positivi, diverge

a +o00.

& 1l raggio di C1 & un terzo dell’altezza di T} ed il raggio di Cn & la metd del raggio di

n—1. ‘
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{ g FUNZIONL. LIMITI E
La successione r,, dei raggi dei cerchi & definita da { CONTINUIT A

i |
i . \/?_>a N
L =2
6

i 1

1:‘ Tn = Ern—l
o . L N {
B Si ha quindi 7, = —= (—)
1 L i quindi r, 3olg) © !

i
i ! ' area (C,) = 712 = %az (711)

. per cui 1. FUNZIONI

L = = " 11 ;
b Cn) = 12(_) T2l 1 7
|| | ;mﬁ( ) 23'1 1) T3%31-11”9° ;

L‘ i #¢ Siha #8 Calcoliamo il dominio naturale delle funzioni

‘ - J@=Y22 )=

8n = Z (ar41 — k) = ans1 —ao z+1 In (2z — 22?)
] i « L k=0 Per f deve essere
! iu_mi:) ,{gg‘}mc;m:rglei: Ize t:l :!,)10 se {an} converge. La somma, della serie in questo caso & z+1#0 z#-1
e z+3>0 z>-3

I 1l dominio naturale di f & [=3,—1) U (—1, +00).
: Per g deve essere

1 2z — 22 >0 O<z<?2
;‘ {1n(2x—x2)7é0 {m;él
L 11 dominio naturale di g & (0,1) U (1,2).

o ) # Tracciamo il grafico delle funzioni

(a) f@)=2°-1]  (b) g(z) =3logy [z +1]

(a) Siparte dal grafico di y = 2* (linea tratteggiata), si trasla di un’unita verso il
basso, ottenendo il grafico di y = 2° — 1 (linea punteggiata), quindi si ribalta
al di sopra dell’asse x la parte di grafico che si trova al di sotto.

Y ’ Y




.
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(b) Si parte dal grafico di 4 = log, |z| (linea tratteggiata), ottenuto “completan-
do” il grafico di y = log, « con Paggiunta del ramo simmetrico rispetto all’asse
y, si trasla di un’unitd verso destra ottenendo il grafico di y = log, |z + 1
(linea punteggiata), quindi si “dilata” moltiplicando tutte le ordinate per 3.

Y

£l Tracciamo il grafico della funzione
f(z)=sinz +cosz
Si puo scrivere (= BPS, pag. 139)
— 3 <sinz n cosz) — V25 n ™
f(z) —\/§ 73 in (m 4)

Si tratta di una vibrazione elementare di ampiezza /2, periodo 27, e faie g

Y
' Af | 1
[RISEREN e R t
V / ( A
] e 1 S
H 4 1 i
— 2 /|0 2n * S 4w T
/I N, /'
4 N -
[ gb-—memmm > -

| Risolviamo le disequazioni

(a) coshz > 2 (b) 3(tanz)* —1<0
(a) Siha

2
2 >

che & equivalente a

e —4e*+1>0

(© 88-08- 8991 1. Punzions 67

che ha come soluzioni gli z € IR tali che

m<1n(2—\/?_>) o x>1n(2+\/§)

(b) La disequazione & equivalente a v
3 3
-
che come mostra il grafico in (—g, g) ha S :
come soluzioni gli z tali che 2 ,
12

=5 f ;
2 % S .
_r <z< T 5
6 -6 73
Le soluzioni su tutto ’asse rsale sono
——<z< = keZ
. . z2 — 52 |
€ 1l dominio naturale della funzione f (z)=In 1 e
-z

[a] (~o0,0) 8] @5 (—c0,4) [ (—c0,0)u(4,5)

& Il dominio naturale della funzione f (z) = /1 —log, (x + 3) &
[a (0,+00) 75y (-3,0] (-3,3] [d] (-3, +c0)

Y

¢ il grafico di f (z) =

C@ |=* — 3z + 2| @ |2* + 8z +2 22+ 3]z +2 @ |&* + 8z + 2

—~

H Y Y
/
@ Se il graficodiy = f (z) & , allora
/\ ¢ il grafico di Y L 0 z

la]ly=—1() [WDy = 7 () y =1 () [d] y=1f @)
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‘é‘;t? Il grafico della funzione f (z) = (z + 1)%e

[a] 2]

& 1 grafico della funzione f (z) =2 —e~% &

@39 Il numero di soluzioni reali dell’equazione ¢z = %m —3e

[a] 2 [2] 4 0 [d]1

f@ Le soluzioni della disequazione e~3% + 22 < 3 forntano un insieme del tipo
[a] (~o0,a] (8] [b,+o0) fo, 8] [d](~c0,aluip,+o0)

4» L'insieme dei punti 2 € R per cui Inz < 2z — 22 & del tipo

[a] (0,a [5] b, +00) (~00,0a] [ d ] (~00,a]Ufb,+00)
<> Siano f (z) = 2% g(z) = ¥z +1; la funzione composta h (@) ="r(9(m) &
definita da
@ h(z)=V/z? —1—/1/ @ h(z)=23 ¥z +1 non esiste E hzy=z+1
- 3z
@& Sia f(g(z)) = 63:—_5; allora f e g sono assegnate dalle formule

[ar@=e= ] s=_2, f@) = 222 @) =

z
-5 g(z)=e> g(z)=e" g(z)=

e

e3z -5
& Sia [ (@) = 1+In(z—4), allora f~(z) = |

1 - P
[a] 1+In(z—4) [b] e 44 et 41
@ Il massimo valore assunto dalla funzione f(z) =

[-13,20] &
(5] 20 0

@fnoné

\_ invertibile

13 — x‘hqxell’intervallo

[a] 13 [d] 2001

/

/

L

i
/i
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Se la funzione y = f(z) ha un punto di massimo in z = 7, quale tra le
seguenti funzioni ha un punto di minimo in z = 7?

(o] f@

(0] fa-7) [c] 77 () [d] 7+ ()

o Calcolare il dominio naturale delle seguenti funzioni
f@=eVaFl  g@) =y1- V-1

Tracciare il grafico delle funzidni

2
Z

2%

@)= =

z—1
1 . L . .
Sia f(z) = 1+ =, z > 0. Scrivere la funzione inversa di f e la funzione

composta f2 = f o f.

Scrivere le iterate n-esime della funzione
-1 z<0

o-{

z>0

Risolvere, per via algebrica e grafica, le seguenti disequazioni

(8 Vz+3>1+=z (b) Vz+5<z—1

Risolvere le disequazioni

(a) tanhzx > % (b) sin (2z) —sinz < 0

Controllare che la funzione f (z) = sin 27z & periodica di periodo p = 1. Come
la si deve modificare per farle fare 3 oscillazioni complete nell’intervallo [0,1],
anziché una?

Dimostrare che se f e g sono crescenti anche f + g e f o g sono crescenti.
Che cosa si pud dire nel caso di funzioni decrescenti o di una crescente e
Paltra decrescente?

Dimostrare che la somma, il prodotto e il quoziente di funzioni pari & una
funzione pari. Che cosa si pud dire nel caso di funzioni dispari o di una pari
e una dispari? )
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@ Quali tra le seguenti funzioni sono monotone? Quali sono pari o dispari? .

f@)=lh(1-2) g(@)=2z+2 hiz)=e™—¢g
k($)=51% j(z)= %-cosgiﬁ l(z) = ==
&0 Verificare che equazione
#+r—-a=0
ha un’unica soluzione per ogni a € R.
i"%ﬁ Tracciare (a mano) il graﬁco delle seguenti funzioni.
f@=lz-1-1  g@) =-(z+2?° h(z) = e~le-1l

k(z) = -1 @) =z-1 l(z) = |In (1 - 2z)|

-
(@ —2)°

Controllare il risultato utilizzando un computer.

o

& Tracciare nell'intervallo [—r, 7] il grafico delle funzioni N

f(z)=3cosz g (z) ="cos 3z
h(z) = max {sinz,cosz} & (z) = _max sint
&) Tracciare il grafico delle funzion;
(a) f(z), dispari, periodica di periodo 2, tale che
f@=1 ze(1)
(b) g (=), pari, periodica di periodo 4, tale che g (z) =z, z e [0,2].

% Effetto ,zoén — II grafico della funzione y==kf ( ) ¢ un ingrandimento

del grafico di f di scala k (> 1).
Utilizzando il computer tracciare il grafico della funzione

¢

f(z) =sinz z € [—m, 7

Ottenere quindi degli ingrandimenti del grafico con scala 2, 3, 5.

f» Sia f:R — R. Allora v o
(a) se f & pari non & invertibile h
(b) se f & dispari & invertibile
(c) se f & strettamente crescente & invertibile

1. Punzioni 71
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(d) se f & invertibile allora & strettamente monotona

(e) se f & decrescente allora f o f & crescente.

p Sia A CIR; la funzione indicatrice (o caratteristica) di A & definita da
1 z€A

XA(x):{o s¢A

allora

(a) x4 () = xa (2)
- Xa () + x5 (z) = xaus ()
x4 (®) - x5 (z) = XanB (z)
X4 (%) + x5 (%) - xan5 () = xauB (2)

AAA
o

E=E
H

@ Le funzioni

f(z)=1n2f1 e g@)=ln(z+1)—ln(z—1)

sono uguali, infatti per le proprieta dei logaritmi

1”’”rl In(z+1) -In(z—1)
z—1
&» Le funzioni
z? — 3z +2 z? — 3z +2
f(x):sv 9(17)=7‘3T

hanno lo stesso dominio, che si ricava risolvendo la disequazione
2
z¢— 3z + 2
— >0

33—z
Si ottiene I'insieme (—o0, 1] U [2, 3)
@® La disequazione
sinz > cosx
¢ equivalente a,
tanz > 1

(si dividono entrambi i membri per cos z), che ha come soluzioni gli z € R
tali che

g+kw<x<g+k7r keZ
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4
azé% Tracciare (col computer) i grafici di alcune funzioni potenza .
. % y = Az® >0 A>0 0
by 0 in scala normale e in scala logaritmica. Verificare che in scala logaritmica i Come risulta dal grafico. 1,4
o grafico della potenza diventa il grafico di una retta, y . Y=3T o
i 1 i 2 . . . . . . . . =
1 ; #¥ Tracciare (col computer) i grafici di alcune funzioni esponenziali y=vz '
| y = Ae*® A>0 4 //— :
i . . . . . . . ' @ “
; In scala normale e in scala semilogaritmica. Verificare che in scala semiloga. o
ritmica il grafico dell’esponenziale divents, il grafico di una retta.
o “ ¥ Verificare che la funzione ‘ _3
Rati ORI ‘
Al ) =
el e TER\Q ¢ [ di le in
i s . . . . . - PNIPIN reale
‘1‘ ] ¢ invertibile, ma non esiste alcun intervallo in cui & monotona. Come risulta dal grafico, 11nS1ez;1el delle ;olm;oqlteOSStS% Iizulz}e;?ieenzi ;I"ZSZ gty
‘ 5 L . —_ . i ale la parabola y = 3 — 2 si tr
| | ! #k Punti fissi — Sia f :]a,b] = R; un punto z* si chiama punto fisso di f se & corrispondenza del quale la p.
il 1l soluzione dell’equazione ]
flz)== i J
‘ Verificare che se z* & punto fisso per f & anche punto fisso per f? (iterata :
“}f g seconda di f). E vera anche I'affermazione inversa? i
il f
i . . ‘ @
i Test a risposta multipla j /
|
U“ i /{‘ Le risposte esatte sono ™ I
% -
| A 4 ! @ EI SN i reale in
"" i . 2% 5z ¢ Come risulta dal grafico, insieme delle solu2101211 ¢ dato dalla I')lageafiltrzfsey e
i i - Si ricava. ris6lvendo la disequazione Tz >0 [ corrispondenza del quale la parabola y = 2z — z° si trova sopra il log

i y=lhz
: i .

| \h Si ricava risolvendo il sistema ¢ ~ +3>0 // |
1 logs(x+3) <1 J

“1“ ' & E ~ ‘ /

Q f---
L)
8

| \ |
{0 f’ig\‘ | y
| . s | . J
I | ’j i\\’//@ Lo .
} : [ I grafici delle funzioni E, @ e sono rispettivamente

I ’ ’ ’ e

1 \ i La funzione in EI & g(f ().

y=2z —x?
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¢ monotona quindi invertibile. L’inversa si trova risolve
ndo

l+ln(z—4) =y
e scambiando z con y. La funzione in E & L

7 = V@) £ @),
@ [a]

20 & il massimo del dominio, 0 & il punto di massimo della funzione.

[a]

Le altre hanno come punto di massimo rispettivamente 14, 7e7.

Esercizi

11 dominio di f & tutto IR.
11 dominio di g & [—\/5, \/5]: lo si trova ponendo

1-Vz2-1>0
dacui V22 ~1>1 = 2-1>1...
11 dominio di 4 & (—oo, 0) U (0,1): lo si trova risovendo la disequazione
2

z
i >0
1l grafico di f & un’iperbole con asintoti paralleli agli assi, infatti si pud scrivere
2 -~
=24 2
fay=2+ -2

Il grafico di f si ottiene traslando il grafico della funzione y

= 2/z di due unitd verso
lalto e di un’ufiitd verso destra.

1. FPunzionsi 75
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I gr

si ottlene I baltando simmetricamente rispetto all’asse z la parte

t 11 ]. te del
afico di g
g[‘&ﬁCO di

f che si trova a sinistra della retta = = 1.

1_ biando z con y si trova
. Risolvendo 1 + ol Y e scaml

1
-1 —
7 (z) = z—1
1 z si trova
Gostituendo 1+ z a
2z +1
2 -
@)= z+1

Si ha, se 2 <0
. fz(-’l&)'—:_l fs(z):—l...

sez >0 9
2 3(z)=—...
fly=z f z
e quindi 1 z<0
dispari
ney p 1 20 per n pari ef”(m)={z >0 PETAEP
ff (@)= z x>0 T

@ Le soluzioni sono: (a) —3 <z <1, (b) x> 4.

" Y (b)

@ (a) La disequazione equivale a
e® —e ” S 1
et +e® 2
a sua volta equivalente a
2(e —1) > +1
e >3
1 .
T > 5 In3
(b) Essendo sin 2 = 2sin z cos z, la disequazione pud essere riscritta

sinz (2cosz —1) <0
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L. 3 = —z+a.
le funzioni f (z) = z° e g (x)
i N diante confronto grafico tra le i
Lo sipuo mlc;sgt?;ecﬁlrie hanno un unico punto di intersezione.
if } Per ognl @
il
i 2cosz—~1>0
} s
; i % o 4 _ 4
: [ Data la periodicita di 27 delle funzioni ci si pud limitare all’intervallo (—r, 7). In tale 1- -2 y=-o+
i intervallo, come mostrano i grafici, si ha : _
i i . y=—z+1
i ! SINT >0 per O<g<q . y=-—z—2
il 1 ™ ™ '
- ‘w c05£>§ per —§<£<§ .
i B 1 Le soluzioni dells disequazione, in (==, 7], si leggono dallo schema, .
| . i i in figura.
‘ Il : afici sono riportati in
Il ’ _r K . ter K v
I -7 3 0 3 i y ) h(z)
i “/ : P KD T fiz) e
1 ‘ | h . i : 1 sing
1 | ; : : : : 2cos z "+ z
1 + - ¥ - | ~ \ 0 = o
o
“ li ‘{r In R, sono gli # tali che ' -
ilklk i :
b f‘ —73—T+2k7r<2:<2k7r 0 FHUT<z<mi%r kez
) y
A Y
i 1] H %ggg f(m+1)=sin27r(z+1):sin(27rz+27r)=sin27ra:=f(m) v
| l La funzione richiesta & f (3z) = sin 67z
| , i@
; . PR . ) . ki
jh %@ Se per ogni coppia z1, z2 si ha che @) =)
o
’ // n<Zm=>f@)< @) e g(m)< g (z2) S A NG z ) T |o ¢
-si’ha anche .—/‘/ Y
L ” F@)+g(@1) < @) +g (z2) e flg(z1)) < f(g (z2)) :

s\ . . . 4
Se f & crescente e g decrescente (o viceversa) non si pud dire nulla delle somma mentre [}

: J‘i H T1<T2=g(21) 2 g(22) = f(g(21)) > f(g(z2)) /
i

e quindi la funzione composta & decrescente. Inoltre, si dimostra che una funzione

’ somma di funzioni decrescenti & decrescente e una funzione composta di funzioni de-
! crescenti ¢ crescente.
|

|

, @ se1(-2)= £@) e g(-2) = g() anche (J49)(~2) = f(~a) +g(~2) = f () +

’ 9(z)=(f+g) (z), ecc. La somma di funzioni dispari & dispari, mentre il prodottdl oil
quoziente di due funzioni dispari & pari. I prodotto o il quoziente di una funzione pari -

e una dispari & una funzione dispari; nulla si puo dire riguardo la somma, /

I ] '/

j @ f & decrescente, g & crescente o dispari, A & decrescente, % e | sono pari e non monotane,

J ¢ dispari e non monotona,
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(e) Vero (si veda 'esercizio 8).

Ly @

(b) Falso. Se z € AN B, xa (z) + x5 (z) = 2, mentre xaus (z) = 1.

k(x)

Falso. Se, per esempio, 1 ¢ A e 2 € A, xa (2) =1, mentre x4 (2)=0.

(¢) Vero. Sez € ANB, allora xa(z) =1, xa(x) =1exans(z)=1.5¢ex ¢ AN B,
allora x4ns (z) = 0, e x4 (¢) = 0 0 x5 (x) = 0; percid xa (z) - x5 (z) = 0.
(@) Vero. Per controllare, distinguere i casiz € A\ B,z € B\ A,z € ANB.

Trovare |'errore

@& L funzioni non sono uguali perché non hanno lo stesso dominio. Il dominio di f &
(=00, —1)U(L, +00), quello di g & (1, +00) . Dove entrambe sono definite coincidono, ma
il dominio di g & strettamente contenuto in quello di f. Si dice che f & un prolungamento
di g e che g & una restrizione di f-

| f & effettivamente definita in (—oo, 1]U[2,3); ma il dominio di g & IR\ {3}. La radice
e di indice dispari & definita anche se il radicando & negativo. Per determinare il dominio
i k : di g basta porre la condizione = # 3 (denominatore diverso da 0).

I grafici sono

@ 1 passaggio @ lecito solo se cosz > 0. Le soluzioni della disequazione si potrebbero
ottenere dai due sistemi

cosx >0 cosz <0
e
tanz > 1 tanz < 1

a cui vanno anche aggiunte le soluzioni z = g+k7r (k € Z), che si “perdono” dividendo

| per CosT.
| K
—— y=cCosZT -—=-- y=snz
— =~ 3 -~ 5
Si ! I NTAT 010 S 4 K
1 nota che “in, 3 \>/ . AN - z
grandendo” il grafico, questo assomiglia sempre pilt a quello di - % T ~--7 i’r et

O di una retta. '

i

Vero o falso? \ i
\ i
Le soluzioni della disequazione perd si ottengono pili facilmente mediante confronto

N :
! a : . ) s A
& (a) Vero. Una funzione pari non & mai biunivoca, / grafico e sono gli « reali tali che

(b) Falso. Per esempi =g ’ T 51
- pio f(z) = ita, i N T o1
(z) = sinz definita in IR & dispari ma non & invertibile, 7 +hkr <z < 1 + k7 keZ

( TO.
) S C 3 1,22
c) Vero 1a | e s(rettamenie rescente. Per o i coppia x , T2 del dominio di f

Se 21 < z3 allora f(:z;l) < P
o . . Z
iniettiva e perci & invertibilef( 2), quindi se o1 7 2 allora Fx) # f(za); fo
(d) Falso. Per esempio Ulteriori esercizi
i
i - <0
I fla) = { e >0 ! #k 1 grafici rappresentano la funzione y = 81/z in scala normale e in scala logaritmica™.
i “‘ ¢ invertibile ma non & monotona. B r ~~~~~~~~~~~~~~~~~
}” i MLa base dei logaritmi & 10.
il
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’ * Ge z* & punto fisso di f, allora

2wy _ ) = f (@) ="
) )= =) B
i pud di he z* & punto
& fisso anche per f2. Analogamente, si pud dimostrare cl
quindi d etfeuilet?terate fF(k>2)dif - . 1 "
50 o per ™ 72 non & detto che lo sia anche per f; per esempio f () = 2
* & punto fisso per f* n ; i @=g
S fissi ¢ = %1, mentre la sua iterata seconda f*(z) = = ha come p
unti fissi ¢ = £1,
Pk o 50 100 150 200 = 0 ; 00 S

utti 1 numeri reali.

In scala logaritmica, sull’asse delle ascisse si collocano i valori di X — log z mentre sulle =
ordinate trovano posto i valori di ¥ = logy. In questa scala, il grafico della funzione
Potenza diventa una retta. Cid si vede Passando ai logaritmi nella, relazione (con Jg
variabili originali) y = Az®, ottenendo cosi

2. LIMITI
logy =log A+ alog

[ ‘,“‘ € poi sostituendo ¥V = logy, X = log z. L’equazione risultante &
I i

e = = P € € as {e]70)
a 0t0 O onta.
en asin
Le rette Yy lex 0 sono rispettivam € as t zzont

. i inio della fun-
| 4 n i limiti agli estremi del dominio
Ll ‘h Y=aXtloga - Calcoliamo il dominio naturale e i limiti ag
: I f f i 3%": I grafici rappresentano la funzione Y =5e/% in scala normale e in scala semilogarit- 7 . zione _ 1/
1 Eins ‘J\ i mica. : fla)=e
I 1l J ‘/ y log y 11 dominio & (—o0,0) U (0,+00) . Si ha
i , . — Nt
it lm f(@)=1"  lm f(@)=0
H | © L —00 =
i I . i z)=1"%
[l Jm f@)=to0  lm 1
1

verticale per f. Il grafico di f &

i —
i /’ In scala semilogaritmica, sull’asse delle ascisse si collocano i valori dj g mentre sulle !
| ordinate trovano posto i valori di ¥V = logy. Usando gli stessi calcoli dellesercizio ;
!’ Precedente, si vede che il grafico dell’esponenziale Y = Ae™ i trasforma in quello della,

’ retta di equazione ¥ — az + log A.

¢ f & invertibile poiché & iniettiva, Infatti presi z; e T2 (diversi tra loro), se sono entrambi
! razionali, si ha

I = f (@) £ f (22) = 2 \

.. . PR : /
Se sono entrambj irrazionali, si ha, -

0 1= f (1) # f (%2) = —z, ‘ Calcoliamo s .
- . s . - . . i — €

’ / S€ 8010 uno razionale e Paltro Irrazionale ancora le loro mmagini sono diverse, perché lim r-e

i razionali hanno immagine razionale e gli irrazionali hanno immagine irrazionale, z—+o0 22 4+ 3Inz

f non & monotona su alcun intervallo, infatti in ogni intervallo esistono infiniti punti

i e
. n caso particolar
i . N . N . N e . . 3 L. \ . isto per le successioni (Che sono u p
! corrispondenti a numeri razional; ed infiniti punti corrispondenti a numerj irrazionali, . Analogamente a quanto visto p
! Der cui sicuramente esiste una coppia (di razionali) z1,z, tali che A\

N\ di funzioni) si ha, per z — +oo,
Jf * TL<m: e f(21)< f(zs) » y

|

I ’w € una coppia (di irrazionali) y,, Y2 tali che
| .
I

3 _ oo v
T~ —€ e_—>—00

o 23z o

Vi<w e f(y1)> f(y)
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i i Ogni infinito esponenziale

infinito potenza ¢ di ordine
i somma di infiniti s; PO8sONO

e di ordine superiore a ognj nfinito potenzq e ogn;
superiore rispetio a ogni infinito logaritmico. I, ung
trascurare gli infingti ds ordine inferiore.
Verifichiamo che perz — 0

x2+x~z

Anche per le funzioni vale 'osservazione fatta per le successioni
pag. 104): un tipico modo per mostrare che, per z — ¢, f (z) ~ 9 (z) consiste
nello scrivere f (1) = ¢ () h () con h (z) — 1. Nel nostro caso si ha 224 3 —

zr+1l)ex+1=1. Dunque, per z — 0, 22 & “trascurabile” rispetto a z.
| ! In una somma di i

nfinitesimi si possono trascurare gli infinstesimi di ordine sy-

(= BPs,

| periore.
ar Calcoliamo
,; ‘; | . tanz
i ‘ ‘J i lim
[M W ToT L — T
i i Col cambio di variabile = BPS, pag. 158) y = 2 — 7 da T — 7, sitrae y —s
i W i Yy
\{' W‘f’ e si ha
AR i
RN lim 0T _ lim tan(y\q-yr) = lim tany = Smy _
akE TITE =T y=0 oy =0y ¥—=0ycosy
i ‘ Calcoliamo
| M sinz + 2

| =0 3z + 23 cos
} 1” Sappiamo che (= BPS, pag. 160),
E/J scurabile” rispetto a sin z, cosl com
f Dunque, per z — 0,

per z — 0, sinz ~ z, quindi 22 & “rs.
e 7°cosz & “trascurabile” rispetto a 3z.

l ‘, N sinz + 22 sing 1
‘ T - =
Jl‘ | 3z + z3 cos 3z 3
22
]W ‘ Determiniamo gli asintoti dells funzione f (z) = <% +13.
|} X —
i i
U

1l dominio di f & (—oo, 1)U (1, +o00). Si ha
i EETif(x) = oo

La retta z = 1 & asintot
obliquo. Dato che

i = |

/
/

0 verticale per f e potrebbe esserci anche un asintoto *

N 222 43 5
18 = =27 +2
:\3 f(=) z—1 vt +:17—1
1 ¢ \
";j 5 0 4 \\
is{)w -1 per x — o0 .

\ \
il w Pasintoto obliquo esiste ed ha equazione y = 2z + 2.
|

2. Limiti 83
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D v #4 allora lim f () =
)=13 =4, reav]

@ non esiste 4

1 ] . R
& Sof():0+00) >R oo lm f (E) = 3 allora. Tim, f (¢)

é3 @é+oo
[:ajéo
1z

© lim(1+32) \

2l L
YT _

O lm s

(o] 4o el

¢ lim o .

D els e

inferi —o0?
ioni ¢ l'infini i ordine inferiore, per x —
@ Tra le seguenti funzioni qual & 'infinito di

f@)= 1y° (@+1)™

. o
itesi i i ore, per x — 077
i ioni e l'i esimo di ordine superiore,
( @ Tra le seguenti funzioni qual & U'infinit

fl=)= . o
@ 7 @ II% sinz @

@ Sla‘no J (1) sin 217 g (.’L') z ]Ilﬁnlbeslml per z 07 qua’le aﬁerlllazlo!le €

[d] 3

pud non
esistere

(2] —oo [d] o

3/z —

B

vera? e @ f e gnonsono
- ¢ | f & di ordine bili

f e g sono @ fl@)~g @) _superiore a g confrontabili

dello stesso

ordine

Qllale tra le Seg‘lentl fUJ 171011 presen! a come asintoto Obhq\l() la retta Y=

per z — +oo? f(z) = sinx
T +sinT

+
Ex-{—lnm @ e+ @m ’

@ Pe q alelIa e seguenti Nnziomni vale a ela.zu)n ’ Tr) ~ X~ pPer $—‘)0.
T QU 1 g fll 1 ]. T e ()

4 _ .3
et [Bleow  [ess (@
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@ I]. fi 0 iBHB fu]ﬂzl‘o]’]e f T 232 z.3 1:4 in un l.]']tDrnO dl‘ T 0 glcolare 1 limiti
granc ( ) 3 €
N
o C

i .

i 2 -

e a |

- | @ ' 2z + 3e”

it i c : . 2 . . 3 z
; ‘: o ¥ 7{T‘ 7XL 1 . (a) llg}) (z+2z*)Inz (b) Jim PRy (c) Jim e + 1€
| ; i N 2
I ‘ @ tim z (e -1) (o) lim Inz () lim 2REEZ

!
i ‘ "
: &, s-lg—1 a0 (sinz)’ + 22
G .
s €, In un mtorno di 0, il . . In (1 -+ 3$2) \/E -2 . A . . 1
» il grafico di f (z) = 1 (g) lm ——r 3y Y (b) lim =~ (i) lim sinz-cos

@ F @ Siano
fl ehiro [7] e
i zln (1+22) el v z -z
1 = -
L [elm+8)  [@]ma-w f@) =g I@=
Tracciare i grafici delle funzioni f e g e delle funzioni composte

@ Seil grafico di  — i
rafico y—f(x)munintornodia:=0é R o

i , , allora,
| \ .
| i @ Dimostrare che, per £ — +00, la funzione
¢ il grafico di v
i }J/ \ ! ) f(z) =In (3e* + 4z — 5)
| .
W,’ < ) @ ’ i ha come asintoto obliquo la retta di equazione y = 2z +In3.
=lIn

‘[ Yy f(z) @y=f(1 y=(f . i

| x) () @ y=ef@ @ Determinare il carattere delle serie

| ” ' ™1 1 o422

‘ (a ——sin — b) In{ —-—~
I i DI P v
i . i
J\
‘ {f“ i - ‘ € La velocitd v (¢) di un corpo di massa m che cade nell’aria, se si assume la
HJ il @ Calcolare i limiti 7 forza di attrito proporzionale alla velocitd, & regolata dalla legge
i N
il 1 3 v (t) = % (1 - e_%t)

1“ a0+ et %15 (¢) Lim In (tan x)% : dove g & l’accelerazione di gravita e h un coefficiente d’attrito. Se, invece, si
1 i @=m/2 assume la forza di attrito proporzionale al quadrato della velocita, la velocita
! i !“‘ s%»i‘ Per le funzioni ‘ del corpo risulta .

i [mg [gh
(a) f(.r):x2+l 1 ’ v(t)= Thgtanh %t
i z (b)g("")=ﬁ (©) A(z) =1n—%&_ - . T

| i !f determinare il d z Z-1 In entrambi i casi, trovare come varia la velocita nei primi istanti di caduta

it € 1l dominio e (ossia determinare il comportamento asintotico di v (t) per t — 0) e su quale

valore si “stabilizza” (ossia calcolare il limite per ¢ — +00).
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@ Per z — 0 i ha

T+ 227 — 458~ g3
3z —5z% 4 23 ~ g3
quindi

. T4 222 — 43
lim

=4
=0 3z — 52 + 73

€& Siha

; Z+sing
lim 22777
Z—+co x
X . T+sging sinz  sing
infatti =~ "% _ ¢ smz o
z z

Per la funzione

f (@) = Va3 =42

(a) studiare il comportamento in un intorno dei punti di intersezione con ’asse
x;

(b) controllare che esiste un asintoto obliquo e scriverne I’e

quazione;
{c) tracciare un probabile grafico.

Verificare che lim

. T .
Sl — non esiste.
z—0+ T

Siano £, g [a,+0) 5 R positive. Dimostrare che se

lim \f (=)

ZT—+o0 g (z)

allora, per z abbastanza, grande, f (z) > ¢ (z).
E vera Pimplicazione inversa?

=[>1

Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

I fz) =4 fa)y=3
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. R N .
ite ste necessar Al nche non esistere.
S jmite esk iamente € 3, ma puo al
R
e 1

2

= 1/x e ci si riconduce al limite notevole
Si pone ¥ =

y
a
lim 1+ 7> =e®
y—roo Y

(= BPS, pag. 162, formula (6.3)).

¢ [

3

3,
m3+ﬁ~£=m—+-oo.
—00, ————

Per ¢ — ’

z2 + e* 2

0 : Y
3lnzx
3/z _ g3lne/T ¢ n -0
= z
N
1’infinito di ordine superiore & .

@ [4]

L’infinitesimo di ordine inferiore

@ E sin 2z

2.
Perz — 0 = ——z——>

& 4]

- » e )
Per tutte le funzioni si puo scrivere T x4+ oz per r — “+o0
ultima si puo scrivere f (.E) =z+o0 (])

& []

1na st ma di infinitesimi si possono trascurare quelh di ordine s uperiore.
In una som:

@ [q] |

2
Perz — 0 = f(z)~ 22"

@ [b] 3

Perz — 0 = :z:ln(1+:c2)~z.

® [

— ") — +00.
f(z)—0 = Inf(z) > —coese (w)—>+oo=>lnf(1,) e}
Infatti se f (z f f

ma solo per
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I
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Esercizi () 0. Infatti per £ — —co

Y+l af?

: @ ( ) ( 1 ( )2 5 NS + 1 = = pr
. & (a) —oo; (b) =; (¢) (tanz)? — +0o0 per cui In(tan z)* — 400
o ’ ) nenziale & infinita di ordine superiore alla potenza (= BPS, pagg. 164-165).
. ‘ edl eipfé i pone 1/z =y e si giunge al limite notevole
@ (2) 1l dominio di £ & (—00,0) U (0,+00). i ha , (d 1. 1
! lim =1
| | . X y—=0 Y
Eol Il}f_nmf (@) =400 h%l f(@)= -0 |
& . . ‘ BPS, pag. 162, formula'(6:5) . o
" l | : L Ji%h f(z) =400 . ETM f(z) =400 Ef)}l Si pone z — 1 = y e si giunge al limite notevole
B 1
i I 1 grafico di £ & dato in figura. , | lim In{l+y) 1
I (b) 11 dominio di g & (0, DU(1,+00). Siha ; y—0 Y
1 | . - . - ) BPS, pag. 162, formula (6.4)).
B zl—]>-u|31+ 9(z) =0 wl—lglf 9() = ~co : E?Per z—0, b
) 2
i Ipo@@=too  lm g@)=o* 4 tmots | tns 1
| z—1 z->+oo ‘ (sinz)® + 22 2
! B 11 grafico di g & dato in figura. .
I (¢) I dominio di h & (~oo,0) U (1, +oo). Si ha (g) Per & — 0,
In(1+32%) 322 3
| lim h(z) =0~ lim h(z) = —co . (e —1) 222 2
| z——co z—0—
. _ . s
A @) =voo  lm h() =0 (= BPS, pag. 163, tabella (6.8)). . en
i h) 1 (si pud moltiplicare numeratore e denominatore per /z + 2).
g | 1 grafico di h & dato in figura. ( 1 . Uy v
| | : (i) 0; per il criterio di confronto (= BPS, pag. 157) dato che |cos z| =5
| : v o
| flz) 0 <sinz < |cos ;) <sing
il
‘J' esinz — 0 per z — 0.
b ‘
gl e
| | ° I grafici di f e g sono
% y 4 @
e o(z
‘ il I3) T . _/ I
[ / ' 1 1
| s T P dh
I\ ! 2{ 0 z 0 £
\ -2,
il A\ /s I
‘ \ )
| ‘ %}3 (2) 0. Siha, per z — o+ |
[ | |
n ($+z2)lnz~x1na:=1n% ' I
' il \\ ' e ” it i 2 te. Si ha inoltre
] e il logaritmo & infinito di ordine inferiore alla Ppotenza (= BPS, pagg. 164-165). \ h(z) = —— & definita in IR ed & decrescente.
| (b) Per z — —o0, . e 19 .
ik lim f(z)=1 lim f(z)=0
| J - - 2z + 3e° 2z _ g : 20 z—0
i z+v—z z
I
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Un “probabile grafico” di 4 &

2. Limiti 91
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nel secondo caso

mg [gh,
pert — 0 U(t)"’\/_;f' m =gt

]
pert — +oo v (t) — e

E(z) = e7/+2) & definita in (=00,~2) U (~2,+00) e in ciascuno di tali intervallj §

’
ed ovare l'errore
decrescente.® Si ha inoltre Tr

lim g(z) = 1 lim g(z)=0 @ 11 limite & stato calcolato come se fosse  — +o00. Per z — 0 si ha
T——00 e T——2— {
1 ; g2t 42’ ~ o
Ii = 1i ==
i (z) = +oo oo g () G ; 3z — 522 + 2° ~ 3z
Un “probabile grafico” di k & ‘
quindi

.z 22° — 428 :1
I 5Pt 3

i i er .
come facilmente si verifica semplificando numeratore e denominatore p

@& 2% 1, maper z — 0! Per z — 400, si ha
x

0< sinz ‘ < i
z
Cerchiamo di scrivere f (z) come somma, di un polinomio di primo grado + un infini- sinz
tesimo (per z — 400). TI polinomio di primo grado da Pequazione dell’asintoto. Sj quindi, per il criterio di confronto, — —Ve
ha
_ 22 =\ _ 22 4 5 . . z+sinz -1
4 5
=2 +1In3+1 ( —_ 5
Z+1In3+In l—i-3z 32 .
4 5 Ulteriori esercizi
eln(1+———) — 0 per  — 400,
8z 3= \\ 1. P 0,siha f(z) ~ —Va?
6 i i Passez neipuntiz =0exz =1. Perz — 0, s ’
{f% Entrambe le serie convergono per il criterio di confronto asintotico, infatti si ha \ @ La funzione f interseca l'as g

er ¢ — 1, si ha f(z) ~ ¥z —1. Per z — +oo, si ha f(z) ~ z, quindi eventuale
ssintoto ob,liquo ha equazione y = z + g, dove (= BPS, pag. 127)

g= lim (m—x)

x—-00

—l—siulwi e In n” 42 —111(1-{- : ) 5
vioonT s n?+1) " n2¥1) "~ 5z
Nel primo caso si ha,

Dato che (= BPS, pag. 163, formule (6.8))

\ ’ 3 1 1 1)——*1‘
\ %/;3'_—1;2—9,':1: 1—;—1 "’Zg(_g 3

Pasintoto obliquo ha equazione y = z — 3

pert—0 v(t)~%~7—2—t=gt

pert — 400 U(t)‘)%
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[

e
! Il grafico di f & il seguente.

a8t
e

Basta osservare che le due successioni

B
" Yo = 2n+1
sono positive e infinitesime, ma,
7 (1> = sinnr =0
) =sinnr =
2 e Cnt
(277,—1—1)_5111_\2 =1

Sono successioni costanti e diverse tra loro per cui la definizione di limite (=> BPS,
pag. 124) non & soddisfatta,.

3@2% Comunque preso ¢ > 0, si ha, per z abbastanza grande,

L’affermazione inversa & falsa. Per esempiosihaz+1>z e

S
lm 21, !
T—+o00 T }
3. CONTINUITA )
%g Le funzioni . .
f(z)=[z] (parte intera di z)

9(x) =z - [z (mantissa di z)

l—a<M<l+a
9(x)

Sceltoetalechel—a>1, si ha, f
/@) : }
m>l—s>1 = f(@)>g(x) ~;—

1

3. Continuita 93

. A N . . denga di o intero. T1
- infiniti punti di discontinuitd a salto .m COY.USPOH inte
altm;nlr;gh pu11)1ti & 1 per f, —1 per g. In tali punti entrambe le funzioni sono
salto

continue dalla destra.

flz) 9(z)
2 — .
— 1| ] d
"o vy dverd
~_3-2-1] 1 2 3 = “3-2-1]p1 2 3 <

Verifichiamo che la funzione ,
’ f(z) = 2*In|z|
& prolungabile con continuitd in x = 0. Infatti si ha
lir% 2?In|z| =0
ossia il limite per x — 0 esiste finito. La funzione

z#0

=0

Fo={p "

& continua su tutto IR. Per z # 0 & continua in quapto prodotto di fun—
zioni elementari (tutte le funzioni elementari sono continue nel loro dominio
naturale).

. o . (3
Calcoliamo (armati di calcolatrice tascabile) col metodo di dicotomia(® la
soluzione dell’equazione

fx)y=2""-2=0

che coincide con 1’ascissa del pﬁnto di intersezione dei grafici di g(z) =27% ¢
di h(z) = z.

9(z) M) -

ol 1 z

Come si vede dalla figura, la soluzione & unica e si trova tra 0 e 1.
Siha f(0)=1>0e f(1)=2"1-1=10,5<0.

®Si veda 1a dimostrazione del teorema degli zeri (= BPS, pag. 154).
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Successivamente:
f(1/2) =272 —1/2~0, 20711 > 0 = ci restringiamo a [1/2,1]
f(3/4) =27%%_3/4~ —0, 1554 < 0 = ci restringiamo a [1/2,3/4]
f(5/8)=27%/% —5/8~0,0, 2342 > 0 = ci restringiamo a (5/8,3/4]
f(11/16) = 271/16 — 11 /16 ~ —6, 6571 x 1072 < 0 = ci restr
[5/8,11/16]

f(21/32) = 27232 _ 91/39% ~ —2 1725 x 102 < 0 = restringiamo 5
[5/8,21/32]

[ (41/64) = 2741/64 _ 41 /64 ~ k8, 001 x 10~% > 0.

Arrestandoci alla sesta iterazione, possiamo affermare che lo zero z sj trova
tra 41/64 ~ 0, 64063 ¢ 21/32 ~ 0, 65625

0, 64063 < z < 0, 65625

ossia z=0,6... con la seconda cifra incerta tra 4 e 5.

S54+z z#0

& —
& r@={t" 270

¢ continua in z = 0

@ 88-08- 8997

ngiamo

3. Continuita 95

o Verificare che le funzioni

-1/x?

f@) =g © 9@=e

sono prolungabili con continuitd in z = 0.

o Verificare che la funzione

fz)= arctani

non & prolungabile con continuita in = = 0.
y
4 e Determinare per quale valore del parametro reale a la funzione

f(m):{a:—l-a 0<z<1

4—z 1<x<3
verifica le ipotesi del teorema di Weierstrass nell’intervallo [0,3]. Determi-
nare, se esistono, il minimo e il massimo di f.

E solo per a =5

2
@ Siaf(z)=z- 5 T€ [0,2]. Quale tra le seguenti affermazioni & corretta?

lz’ 11 massimo
difel,il
minimo non
esiste

IE solo per a =0
\

IZ, 1l massimo
di fe2il
minimo 0

per nessun

valore di a

11 massimo

difé%,il

minimo 0

per ogni

valore di o

@ II massimo

di fé& %, il
minimo non

esiste

@ Sia f () = 22 — 4z + 2, definita in A = (0,6]; allora f in A

E ha minimo e

massimo

@ non ha minimo non ha massimo non ha né

5 . a1 . .
€ Se f:IR — R & invertibile allora necessariamente

@ f & continua
E degli zeri

[a] @45

@ f & monotona

\%‘% Sia f(z):[0,7] - R, f(z) = vz + 2; f non verifica le ipotesi del teorema

di Weierstrass

€» La funzione f(z) =2z — 5\/Z ha uno zero nell’intervallo

6,7)

@ dei valori

intermedi

(o] .6

£ & limitata

minimo né
massimo

13) £ 1)

E nessuna delle

altre risposte
/

[

(@] @s |

© Dopo aver verificato che a funzione f () = 27 —13z ha uno zero # = ¢ nell’in-
tervallo [6,7], applicare due volte I’algoritmo di dicotomia per determinare
un intervallo di ampiezza 1/4 a cui appartiene c.

Se f & continua in (a,b), allora & limitata.

e

[<] [
[=] [=]

Se f & illimitata in [a, b], allora ha almeno un punto di discon-
tinuita.

Se f & continua in [a,b], f(a) = 3 e f(b) = 5, allora 'equa-
zione f (z) = 4 ha almeno una soluzione.

b
b
b

[<]
]

R

%% Dimostrare che se f : [a,b] — IR & continua e invertibile allora ¢ strettamente
monotona.

*} Sia f: R — IR, tale che
flz+y)=f(z)+ f(y) per ogni

z,y € R

Mostrare che




(
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(a) f(rz) =rf(z) per ognir e
poi per r razionale);

(b) se f & continua in 2 = 0 allora & continua in IR;

(c) se f & continua allora f (z) =az cona = f(1).

- Sia f : IR — IR, tale che
fls+t)=Ff(s)-f (0 per ogni s, € R

Mostrare che se f & continua (non costante)
a > 0 (mostrarlo prima per r =0, r intero, po

£k Sia f : [a, b] — [a,b] continua. Dimostrare
[a, 8], ossia I'equazione

allora f(z) = o® per qualche
i per r razionale).

che f ammette un punto fisso in

fl@)==
ha almeno una soluzione z* € [a, B].
ik Sia f : [a,b] — [a, b] continua e {s,} una successione definita per ricorrenza®
da
{ Snt1 = f (sn)
So € [a,b] assegnato
Dimostrare che se s,, — 1, allora [ & punto fisso di I

~

Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

# [

liII(l)f(Z):f(O) seesolosea=5

Q, z € R (mostrarlo prima per 7 =0, r inteyy :

Minimo e massimo devono esistere per il teorema di Weiers
essendo f continua nell’intervallo chiuso e limitato [0, 2].

@ [

1l minimo e il massimo di f sono —2 e 14. Anche se f & definita in un intervallo non
chiuso il massimo e il minimo esistono.

@ :
f & invertibile se e solo se & biunivoca e quindi se z; # Za,
® [4]

[ & continug in [0, 7], ma f (0) =v2 e f(7) = 3 sono entrambi positivi. '

trass (= BPS, pag. 156),

allora f () # f (z2)

& N ////;—»
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tinua e f(6) = 12— 5v6 < 0, f (7) = 14 — 5v/7 > 0, quindi soddisfa le ipotesi
& contin | -
ge? teorema degli zeri.

'. Si ha

2
]ij=0 e lime/* =0
z—0 In |z| z—0

I limiti esistono finiti, quindi entrambe le funzioni sono prolungabili con cont.mmta in
mif
=0.

T

‘ Si ha

: L_.m fan + = 2
H — = — 1m arc -=35
mli’él arctan p 3 P )

indi il limite per £ — 0 non esiste. La funzione non & prolungabile con ‘contlmuta. in
quine
z=0.

¢ definita nell’intervallo chiuso e limitato [0, 3]. Se & contjnua, Yeriﬁ.ca le 1potei1}de3
1]: rema di Weierstrass (= BPS, pag. 156). Sicuramente f & continua in [0, 3]\ {1} e
€0
& continua anche in =1 se

F() = lim f(z)= lm f(z)
Cid accade per
14a=3 = a=2

1l minimo di f & f(3) = 1, il massimo & f (1) = 3.

i =— =2"-13-7=37

Siha f(6) =2%—13-6 =—14, f(7) ‘ A
. Dato ch(e f(6.5) =2%% —13.6.5 = 6.0097 il punto c & compreso tra 6 e 6.5. Si ha poi

£(6.25) = i)~ 13-6.25 = —5. 1407 quindi ¢ € (6.25,6.5)

Vero o falso?

P Fuso. Pud, per esempio, essere hnbl_ § (2) = +oo.
@

> Vero, per il teorema di Weierstrass (= BPS, pag. 156).

} Vero, per il teorema dei valori intermedi (= BPS, pag. 156).
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Ulteriori esercizi

Se f non fosse strettamente monotona esisterebbero tre punti z; < 3y < Z3 tali

per esempio, f(z1) < f(z,) e F(z2) > f(zs). Ma allora, per il teorems dei
intermedi, tra T1 € T2 etrax; e 23 si possono trovare due punti in cui f assume
uguale, contraddicendo Pinvertibility di I

(2) Ponendo y=0 nell’equazione, si ha, per ogni z

F@)=f+0)=7@)+5(0)
da cui f(0) = 0.
Perr=p (naturale), si ha, usando ripetutamente Pequazione,
fne)=f(z+ - +2)= T) 4 =
) =1 ) =f(=z) f(z) =nf (z)
n volte 7 volte

Perr=_p (intero negativo), si ha, con Y=z e —nz al posto di ¢

f((=n) z) + f(nz) = f(~nz +nz) = f0) =0
-quindi

F(n) - 2) = —f (nz) = —ny (z)

1
Per r = = 5i ha
n

1011 (3) < (1)

! (190) = %f(x)

n

quindi

m . .
Per p = = (razionale), finalmente, si ha
n

1 1
H32) =1 (- (32)) =7 (2e) =m0
(b) Si deve provare che per ogni z
lim f (2 + 1) = £ (z)
Dato che f (z + hy=f(x)+f (h) e, per lipotesi di continuitd in 0
lim f () = £ (0) = 0

si ha ~

W3R = I (£ @)+ £ W) = £ &) # Jim £ () = £ (0
(c) Per il punto (a) per ogni r razionale si ha
FO)=Fr-D)=rf(1l)=ar

con a = f(1). \
Sianoz € R e {rn} una successione di razionali che tende 3 z. Se fe continua, si ha

f($)=f(

n;

lim 'rn)= lm f(r,)= lm Q- T, =ag
S foo n—-+o00

n—-4oo

Valori
Valore'

E
L
#
)

i
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i ha

E ituto s
e FO)=F0+0)=f(0)-f(0)

= 0) = 0, si ricaverebbe f (s) -f@)=f(s)=0
per oul f (0)1;%?:(@’5(2211; &éllsfflef(:sz(;r{).( ]Elscludendo questo caso si ha f(0) = 1.

i 57 C! " .
per ¢ t = —s, si ricava
Ponendo t = —5,

FO)=Ff(s=—8)=f(s) - f(~-s) =1
i f & diversa da 0 per ogni s. Essendo continua, ha segno costante e dato che
1;43(?))01;1 1f>e 0,2 f(s) > 0 per ogni s.
Posto f (1) =a >0, si ha s
F@Q=fA+D=FO)-fW)=a* @ =/2+1)=1(2)

er induzione,
"7 f(n)=a" perogni ncN
Essendo poi f (n) - f (—n) = 1, si ricava
1 1 —-n
— = — =g
I =5 =

Per calcolare f sui razionali si osserva che

e=r@=1(Grztr3) =PRI
) S ——

7 volte
quindi, .f (1/n) = a/™. Tnoltre . .
1(2) <1 (rdee ) - -
——e—

n

Infine, siano x € R e {7x 1ma successione razionali e tende a z. HEssendo f
di ch d
d }
{

continua, si ha
. 9 = lim o™ =a"
= lim T
f(;];) = f( lim Tn) " f( ")

* Consideriamo la funzione
g(@)=f(@@)—=
g & continua in [a, b], inoltre
9@ =f(@-a>0 gb)=F(b)-b<0 |
& . Negli
Se f (a) = a, allora a & punto fisso per f; se f (b) = b, allora b & punto fisso per f
altri casi si ha
gla)>0 e gb)<o0

i i i almeno un
uindi g verifica le ipotesi del teorema degli zeri. Per tale teorema esiste
gunto z* € (a,b) in cui g si annulla, vale ciog

g =Ff@")-z"=0

i . ia ¢ punto fisso per f.
z* dunque & soluzione dell’equazione f (z) = =, ossia & pu ’
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k5“ Per la continuitad di f si ha

ngrfm f(sa)=f (ngl}rlw sn) =f(
Dalla relazione di ricorrenza, poiché Sn+1 — I, si ha
Sn+1 = f (Sn)
Lol
IL=f@

e cioe | ¢ punto fisso di f.

CALCOLO
DIFFERENZIALE (1)

B Verifichiamo che per ogni z # 0, si ha

DERIVATE

Calcoliamo le derivate delle, funzioni l
f@) =2z +42° g(z) = Ve®
1
k(z) = ﬁi—w h(z) = (Inz)*
Applicando le proprieta di linearita (= BPS, pag. 179, formule (2.1) e (2.4)),
si ha
'(z) = D(2z) + D(42®) = 2D(z) + 4D(z®) = 2+ 4(32°) = 2+ 1227
Applicando la regola di derivazione di un prodotto (= BPS, pag. 179, for-
mula (2.2)), si ha
g (2) =D (Vz)e® + vVzD (") = 5\1/—58“” +Vze®

Applicando la regola di derivazione di un quoziente (= BPS, pag. 179, formula
(2.3)), si ha
D(ogz) -z —logz-D(x) 1-logz

2 a2

K (z)=

La funzione z = h (z) si ottiene come composizione delle due funzioni z = yt

e y = Inz. Poiché D(y*) = 4y® ¢ D (Inz) = %, per la regola della catena
(= BPS, pag. 180, formula (2.6)), si ha
dz _dz dy _

1 1
/ _ —_—= — . = 3—: ]Il 3Z
W (@) dz dy d=z jly x 4(nz) x

D (lne]) = 3
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11 risultato, gia noto per x > 0, si dimostra anche per z < 0, apPhCandol
regola della catena a

1 1

Dln(-z)] = — - (-1) = =

In(-a)) = = (1) =
Calcoliamo Pelasticitd (= BPS, pag. 184) di una funzione esponenziale,

flz) = Ae™® A >0, areale, x reale
Si ha »
7
Es(z)= mj; ((f; = Aae*® A:ax =az

Le funzioni esponenziali hanno elasticita lineare.

. Studiamo la derivabilita della funzione g
1 r<0
f@={1-2* 0<z<1

Inz x>1

f & sicuramente continua e derivabile in tutto il suo dominio, esclusi i punti
di “raccordo”: z =0 e z = 1. Si controlla subito che f & continua in z =0e
z = 1; infatti

lim f(z)= lim f(z)=f(0)=1 lim f(z)= lim f(z)=f(1)=0
z—0~ z—0+ r—1" z—1t

Per  diverso da questi valori, & facile anche calcolare la derivata

0 <0
ffiz)=4 -2z 0<z<1
1z z>1

Poiché f & continua, per stabilire la derivabilita in 0 e 1 calcoliamo i limiti
sinistro e destro di f’ in questi punti. Si trova

lim f'(2)=0  lim f'(z)=0

z—0—
lm (@) =—2 lm f(z)=1
z—=1~ z—1t

Possiamo dedurre che f & derivabile in 0 ma non in 1M,  ~

¢ 1l rapporto incrementale della funzione f (z) = 22 + z + 1 relativo al punto

zg = 5 e all’incremento h &

[a] (h+—5)2+ﬂ Bk [d] h+11

h

(I)Questo risultato, estremamente intuitivo, & dimostrato nella sezione 2 (es. 7, pag. 124).
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1 1 —_—
i — = relativo al punto zo =1
11 rapporto incrementale della funzione f(z) - rela

e all’incremento he

Bl 1
@Hl (2] h ld] -5

h

ia f ()= 3¢’ ot 3, allora f' (1) =
o af e} [
5 c|3
[alo (o] 5
NB s (N —
i Funzi = (sinz)’ & [' (@) =
La derivata della funzione fz)=( 5
OE'] 5 inz)! 5cosx - (sinz)* @ 5 (cos z)* (cos )
S.
0 La derivata della funzione f (z) = tanhz & f(z)=

1
@ v @ _r E 1+ (tanh x)* @ !(cosh o)
(sinh )’

- (cosh x)*
La retta tangente al grafico di f (z) =1
ha equazione y =

3
[a] go+n3 [b] 2 +m3 c] 2z+mws3 o413
I

i i = € te al grafico di y = Inx per m =
@ La retta di equazione y = m2 € tangen
Ak o). L 0

Zzé

n (2z + 3) nel punto di ascissa = 0

@ Lelasticita della funzione f (z) = z3e

@2@'+3 @3w+2 E31‘2+262w 61
& L'elasticita della funzione f(z)= 5e2/4 & uguale a 1 per T =

ol B s @

@3’ La derivata logaritmica della funzione f (z) =z*+3z &

o+ 3 @ &2—}_@ ln(cc2+3x) @ln(2m+3')

2%+ 3z

Calcolare le derivate delle funzioni f(z)=

(a) (z+2°)Inz (b) %x—z (¢) e (sinz + cos z) (d) (tan z)°

1—z
1+x

) In (2) arctan—lag (h) cosh(3z +2) G z°
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@@ Scegliendo opportunamente i valori dei parametri a e b raccordare le funziom

fi@m)=—-2?+az+b z<0
fa(z) =e" 20

in modo che il raccordo risulti una funzione continua e derivabile.

Sia y = f (z) una funzione derivabile in un intorno del punto zg =1 e giy

=3  f)=-2

Calcolare le derivate delle funzioni

9@ = @) h@)=

nel punto zy = 1.

@ Sia

f(z) =€ +a?

verificare che f & invertibile e, detta g (z) la sua funzione-inversa, calcolare
g 1).

&) Verificare che

Inz<a2?—2
€3 Studiare la derivabilita delle funzioni potenza f (z) =2*inz = 0.
&5 Verificare che Uelasticita d’un prodotto ¢é la somma delle elasticits.

% Dimostrare che la derivata di una, funzione pari & una funzione dispari e
viceversa.

funzione periodica di periodo 7.

@ Calcolare per quale valore di ¢ € IR, si ha

% Calcolare la derivata di
y=f(z) :ln(x—f—\/l+m2)

f () & la funzione inversa di g (y) = sinh y; verificare il fisultato precedente,
applicando la regola di derivazione della funzione inversa.

|
/

Dimostrare che la derivata di una funzione periodica di periodo 7' & una
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- : — i ’ ione
Controllare che le funzioni y = sinz e y = cosz verificano I'equazio

y' +y=0

Se una funzione & derivabile, allora & continua.
Se una funzione & continua, allora & derivabile.

La funzione f(x) = ¥z non & derivabile in z = 0, pertanto
non esiste retta tangente al grafico di f in z =0.

© ¢ 1 (z) = sin f (v) allora W () = cos / (a).
Sia
© 224+2 <0
f(m):{cosz z=>0
Dato che
2z z <0

—sinz >0

#@={
Ilir(r]lff'(:c)=0e wl_iglﬂLf(I):O

f & derivabileinz =0e¢ f'(z) =0.
& La derivata della funzione g (z) = In|f ()
/ fr@)/f(=) sef(z)>0
O={ 1w =t <o

e

ﬂ Determinare, al variare di k € IR, il numero di soluzioni (reali) delle equazioni
(a) €@ = (z+k)* (b) nz = kv
ﬁ Studiare la derivabilitd in z = 0, della funzione
.1
z*sin— x>0
f@) = z
0 z<0

Verificare che, per o = 2, f & derivabile ma la derivata di f non & continua

inz=0.
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Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

[4]

Si ha

fG+R)—f(5) _ (h+5° +h+6-31
- =

7 =h+11

@ [4] " -
Siha .

fA+R)—f(1) 1 1 1
O (L)

i3m2+z+3_ z2 -1

iz Z 3 p , che in z =1 & uguale a 0. -
Si applica la regola della catena con f (y) = 3° e y = sinz:
Adf Ay _ 4 osr = 5(sina)t
Iy dz 5y cosz = 5.(sinz)” cosz
Si ha tanhz = sinh e its
= oshp © Percid
d sinhz _ (coshz)” — (siznhac)2 _ 1 _—1- (tanhz)?
dz coshz (coshz) (cosh z)

/@é
L’egua,zione dellazretta ey = f(0)z+ f(0). Siha f(0) =1n3, ed essendo f'(z) =
2
_— 4 ==, I i & = -
%13 (V)] 3 L’equazione & dunque y 37 +In3.

.

Deve essere Inz = mx e Hlnx = m, da cui si ricava m = 1 elnz = 1. Il punto di
x

tangenza ez =eem= —.
¢ \

2 _2x 32
3z°e™ + 2z 31:3+2$ \

(z) 1322 )
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¢ (-]

Lrelasticita di £ nel generico punto = & E () = %

Esercizi
. (a) Applicando la regola di derivazione del prodotto di due funzioni, si ottiene

i(ar:—!—a:%)lnz=1nc::+2sz:lnz—$—1+:1:

dz
(b) Applicando la regola di derivazione del quoziente di due funzioni, si ottiene
d =z _ 1- z?
dzl+22  (14a2)

(c) Applicando la regola di derivazione del prodotto di due funzioni e la regola della
catena per calcolare la derivata di ™7, si ottiene

ad—e'“ (sinz 4 cosz) = —e ™ (sinz + cosz) + e (cosz — sinz) = —2e “sinz
z
(d) Per la regola della catena, si ha

% (tanz)® =3 (tan z)* (1 + (ta.nm)2)

(e} Applicando la regola della catena e la regola di derivazione del quoziente di due
funzioni, si ha

d In 11—z 2

dz  1+z (z-1)(1+=)

(f) Per la regola della catena, si ha
9 ctan = — 1 (_i) -
dz z 1+1/22\ z2)  1+a?
(g) Per la regola della catena, si ha
% cosh(3z + 2) = 3sinh(3z + 2)

(h) Occorre ricordare V'identita a = €™ (a > 0), quindi si applica la regola della catena
e si ottiene

d LT = ie(lnm)/z VR 1-Inz

dz dz 2

’ Sia

_ fl(w) z<0
f("”)‘{fz(a:) 230
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&30

f & continua e derivabile in R\ {0}. Perché f sia continua anche in z = 0 deve essere
im f(z)= lim f(z)=f(0)
0~ z—0+

ossia b= 1.
Perché f sia anche derivabile deve essere

lim f'(z) = lm f (=)
=0~ z—0+
Dato che

v _J —2z+4+a z<0 \
,«ff (z)_{e’ z>0

deve essere a = 1. Si ricava quindi che f & continua e derivabile in z = 0 se e solo se
a=1
b=1

gd@=2f (@) f(2)=g¢ (1) =12, -
B (z)=f (z)ef® = n' 1) =—2¢°

Si ha

f & invertibile perché strettamente monotona (& somma di funzioni crescenti) e si ha
f' (z) = 2€* + 322
Poiché si verifica facilmente che f (0) = 1, risulta g(1) =0e (= BPS, pag. 185)

’ 1 1
9(1)=m‘:§

La verifica puo essere fatta mediante confronto grafico.

Y

9(@) =2* —z

Le curve di equazione f (z) =Inz e g (z) = 2® — z , si intersecano nel punto di ascissa
z = 1. Il calcolo delle derivate permette di verificare che in tale punto le due curve sono
tangenti. Si ha
F@=1 ¢@=2-1
z

einz=1 (

FO=g@=1

N
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. Iniziamo a calcolare il limite destro del rapporto incrementale. Si ha
iz

- 400 O0<axl
ﬁmw [ 1 a=1

= limJr =
h—0+ h h—0 0 a>1

ioni i 4(0) solo se o > 1.
e, per le funzioni potenza esiste f:,_( ) s
ﬁf;ilcliﬂi)lziel limite sinistro (se f & definita in IR) & analogo.

Si ba
¢ f(@)g@) _ @)y +i@g = _

By (z) =2 f@)gl@) f(@)g(=)
N

. Si ha, se f & pari

' (can)y = _tim TOZTE2) - ponendo y = —2)

= lim L—y);]ﬂo_) = (essendo f pari)

y—2o -y + Zo
— lim _f(y) — f (z0) S (z0)
y—To Yy—Zo .,

i di e di i, f' & pari.
quindi f’ & dispari. Analogamente si dimostra che se f & dispari, f' & p

@ sin
— + T) _
f oo+ T)= W—}ia:l—;li—’l‘ f,(zi_';:o(m_oT— = (ponendo z =y +7T)
g T@ED @t D) f(y):in(m) = f (z0)

y—T0 Yy —Zo YT Yy

T
Essendo zo arbitrario, si ha ' (z +T) = f’ (z) che mostra la periodicita di f.

’ Scriviamo
flath)—fl@=h _1 (f(w+h}1—f(z) +f(w)—£(w—h)>

ah a

. ” .
Dato che entrambi i termini tra parentesi tendono a f' (z), si ha

i@ fe--f@) _ 1,
%i%-(l;(f(””*h; flo) [ - ) ~2f' ()

Dunque il limite & f’ (z) per a = 2.

. Direttamente, si ha

fl(ﬂc)—_—%ln(m—{- 1+$z) -

1
1 2z _

1 =
_m+\/1+:1;2( +2\/1+:1;2) 1+ 22
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Applicando la regola di derivazione della funzione inversa, dato che
g’ (y) = coshy = /1 + (sinh y)?
si ha
1 1 1
F@)= e = =
9@ 1+ (sinhy)? Vita
Se y=sinz, si ha y' = cosz e y” = —sinz, quindi
yll + y —_ O
Analogamente per y = cosz.
Vero o falso?
N

2> Vero (= BPS, pag. 177).

‘ZW Falso. Per esempio, la funzione f (z) = || & continua e non derivabile (inz=0),

1. Derivate 111

@ 28-08- 8991

S

Come mostra il grafico, I’equazioné ha
3 soluzioni se k < 2 —1In4
2 soluzioni se k=2 —1n4
1 soluzione se k > 2 —1n4
(b) Ancora conviene determinare la curva della famiglia y = k+/z tangente alla curva
di equazione y = Inz. Deve essere

B

Falso. In z = 0 il grafico della funzione f(z) = ¢z ha come tangente la retta di
equazione z = 0, anche se non & ivi derivabile.

Trovare I'errore

@& Applicando la regola della catena si trova b’ (z) = f’ (%) cos f (z) .

# [ non & derivabile in # = 0 perché non & continua, Infatti

lim f(z)=2 mentre lim f(z)=1
z—0~ z—0+

@89 La derivata di g@)=n|f(z)| & ¢ (z) = F' (z) (st veda l'esempio 2 di pag. 101).
f(z)

Ulteriori esercizi

¢ (a) Conviene, prima di tutto, determinare la parabola della famiglia y = (z+k)? tan-
gente alla curva di equazione y = €. Deve essere

{ (z+k)=e"
2(z+k)=¢e"

si ottiene z = 2 — k, da cui

e F=4 = k=2_In4

kvZ =Ilnz r=e’
L
_2\/5411 ,e,’— o
y -7 oemi T
i ’/’
/” -
. =
- -
” -
ke = - 1
- '
s 1
/< ! z
o\|/1 ¢

Come mostra il grafico, 'equazione ha

1 soluzione se k<0
2
2 soluzioni seQ<k< "
2
1 soluzione se k= =
. 2
nessuna soluzione se k > A

‘& La derivata sinistra di f & uguale a 0. Occorre verificare l’esisteﬁza della derivata destra,
as : ;
qﬁin?l?z;colare il limite destro del rapporto incrementale. Si ha
1
h*sin - 1
I =fO _ oy B _ i heleind
’ lim ——t—"——= = lim % L 7
h—0+ h h—0t h—0
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Applicando la regola di derivazione della funzione inversa, dato che.

9" (y) = coshy = 1/1 + (sinhy)?

ey L 1 _ 1
f(m)_g’(y) V1+ (sinhy)?  VI+a2

%ﬁ Sey=sinz,sihay =coszey” = —sinz, quindi

si ha

yu+y=0

Analogamente per y = cosz.

Vero o falso?

B Vero (= BPS, pag. 177).
?ﬁ Falso. Per esempio, la funzione f (z) = |z| & continua e non derivabile (inz=0).
E& Falso. In z = 0 il grafico della funzione f(z) = {/Z ha come tangente Ia retta di

equazione x = 0, anche se non & ivi derivabile.

Trovare I'errore

@ » Applicando la regola della catena si trova ' (z) = f (@) cos f (z) .

@2 f non ¢ derivabile in z = 0 perché non & continua. Infatti

lim f(z)=2  mentre lim f(z)=1
T—0— z—0+
- . _ 87 _ f’ (il)) : ) : s
La derivata di g (z) = In|f (z)| & ¢ (z) = D) (si veda P’esempio 2 di pag. 101).

Ulteriori esercizi /

{
3:% (a) Conviene, prima di tutto, determinare la parabola della famiglia y = (z + k)? tan-

gente alla curva di equazione y = ®. Deve essere /
(x4 k)P =e" (\
2(x+ k) =e”

si ottiene ¢ = 2 — k, da cui

€ F=d = b=92_In4

(© s8-05- 8991
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Come mostra il grafico, equazione ha
3 soluzioni se k < 2 —1n4
2 soluzioni se k=2 —In4

1 soluzione se k > 2 —In4

s va
(b) Ancora conviene determinare la curva della famiglia y = k+/z tangente alla cur
di equazione y = Inxz. Deve essere

kyz=Inz = e?
k _1 =122
2/ z’ e -7
y - e
-7 e -
- z '
’ - '
. |
L '
T
0| /1 e?
Come mostra il grafico, 'equazione ha
1 soluzione se k<0
2
2 soluzioni se <k < z
2
1 soluzione se k= "

2
nessuna soluzione se k > -

’t La derivata sinistra di f & ugualea 0. Occorre verificare U'esistenza della derivata destra,
quindi calcolare il limite destro del rapporto incrementale. Si ha
h®sin — 1
- 0 s h _ 1 a=1 . -
lim 1 (h) f()= lim lim A sin

ho0+ R hoot h h—0+
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Tale limite esiste ed & uguale a 0 se e solo se o > 1. Dunque f & derivabile se e solo g -

Ponendo A’(r) = 0, si ricava
a>1.

2V
Per & = 2 si ha 47‘-7-_T_Z=0
.1 1
f/($):{2a:smg—cos; z>0 da cui

0 z<0 drrd —2V =0

e xlirrt)l+ f’ (z) non esiste. Dunque f' non & continua in z = 0. + infie il valore cercato ’
* _ 3 v
T Vor @
T “atti ttima” & quella che
2. APPLICAZIONI DEL CALCOLO DIFFERENZIALE g Invitiamo il lettore a controllare anche che la lattina ottim q

ha il diametro di base uguale all’altezza (2r = h).

Calcoliamo il massimo e il migimo globali della funzione

2
. I dirigenti della fabbrica di birra Schiumador si accorgono che le loro lattine flz)= av1-a?
costano troppo. Dovendo conservare la forma cilindrica, il materiale adottato
e il volume (33 cl), decidono di agire sulle dimensioni cercando, in particolare,
di minimizzare la superficie totale della lattina, Il problema &: come scegliere
altezza e raggio di base in modo che la superficie totale sia minima, tenendo
il volume costante? Siano V il volume della lattina, & la sua altezza ed r i

i - inua® nellintervallo [0,1]. Dato
i te essi esistono perché f € continua'” : llo [0,1]. D
S;lcu}a(lgf n: f (1) = 0, mentre per z € (0,1) la funzione & posllg)va,.ﬂ mmgng
gief 20 (x =0exz =1 sono punti di minimo). I punti'® di massim

appartengono all'intervallo aperto (0,1). In tali punti f* deve essere uguale

il teorema di Fermat. Si ha
raggio di base. Rammentiamo che a0 per1 _ - 192
i "(z) = VI =22 + — s (—22) = ——=
V=ah? =L Fe)=vi-a+ i Vi-a?
i S r . : i
i Il . . = . esto unico punto stazionario |
i ‘1 | L’area della superficie totale della lattina & pertanto e quindi f' () = 0in (0, 1) solo per z = 1/ \/2_ Qu. s £ (1 \/5) =1/2. 3’
3 (i 2V & sicuramente il punto di massimo. Il massimo di f & f
i ‘ _ 2 =2y 27
| A(r) 27y + 2whr 27r? + " v
1 f area dei cerchi di base  area laterale Y
1 S
i Osserviamo che i due termini della somma, sono in competizione tra loro: [T :
l‘ | valori piceoli di 7 producono biccola area di base, ma grande area laterale.
i o ’ Il contrario avviene per valori grandi di r, cosicché la superficie totale risulta
i | Al molto grande sia per valori di r prossimi a 0, che per valori di » molto grandi.
| w : Ci si aspetta cosi per la funzione A (r) un andamento tipo quello riportato in ; 5 ] T
i b ’ figura e quindi Vesistenza di un r* che la minimizzi. } W2

/ f'(x) = (z* + 2z — 8)e” ’ (

4 [

‘ I\ | A 2 = ita e derivabile in IR; vediamo
il / ideri la funzione f(z) = (z*—8)e” definita e derival R; ved
‘ / Seorllfzd;gz;?;iae/o minimi( locali. Cerchiamo anzitutto i punti stazionarl
| | / : annullando la derivata di f. Si ha
: ‘ f ’ H i :
n v o I *

i i = ici i ionari di f.
\ | Tale derivata si annulla in z = —4einz = 2&"1}1}61 Ili)l}gﬁ Osrt:Zelg : sempfe
i i i i i J . . . i .
1l metodo per determinare r* ce lo fornisce il teorema di Fermat (3\BPS.‘ Per stabilirne la natura, analizziamo il segno
) pag. 189): calcoliamo la derivata della funzione A ¢ Ia, uguagliamo a 0. Si ha ‘
) __2V i (2;1;{:“ . mc:lz;re il teorema di Weierstrass! o )
A (7‘) =4mr — CY (3)Si?§;amente un punto esiste. A priori non si pud dire se ne esiste uno solo.
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ositivo indi risulta ini ’ i il tri
gz T f gu\lndl ‘1:1§uh‘a ininfluente. D’altra parte, sappiamo che il trinomj,
z € positivo se # < —4 o se £ > 2, mentre & negativo tra —4 ¢ 9
La seguente tabella riassume le conclusioni che si possono trarre. )

< —4 —4<zr<2 z>2
F + - +
! / N /
1l punto z = —4 & di massimo locale, mentre z = 2 & di minimo locale.
@;«‘i Calcoliamo ‘
lim z%Inz a>0
z—0+

e . Inz
Riscriviamolo come lim —-. Le funzioni f(#) =Inz e g(z) = 2 tendono

. . z—0t ™% —
rlspettlva.n}ente & —00 € & +00, per z — 0F. Inoltre, sono differenziabili in
(0,+00), ¢'(z) = ~az~*" non si annulla in (0,+c0), e si ha

. F(=) z 1
m ——2~ = i — X = —
z—0+ g’($) :EI—IPI[I)1+ —qp—o—1 - zli,l(l]l"' axa =0 (essendo > O)

Essendo verificate tutte le ipotesi del teorema di de PHospi
ospital
pag. 203), si conclude che se o > 0, _ pital (= BPS,

lim z%lnz =0

z—0+ i
& Calcoliamo 1li ! 1 i s
= S = m (differenza, di infiniti).

Riscriviamolo come lim M
. ] ) e=0t zln(l1+1x)
Viamo innanzitutto il comportamento del denominatore: si ha, per z — 0,

In(l+z)~z

(rapporto di infinitesimi). Osser-

e quindi

zln(1+z) ~ 22 /

A lﬁ)umeratore l'approssimazione In (1 4 z) ~  non basta in quanto |si trove-
rebbe \
\

In(l+z)—z~0(!)
che non ha senso. /

Occorre sviluppare In (1 + z) in modo da avere In (1+2z)— 2z ~ potenza di =

di grado maggiore di 1. Applicando la formula di Maclauri =
’ urin B .
224), per z — 0, si trova ( PS, pag

2
1n(1+x):m_%+()(m2)
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e quindi si ha
2
In(l4+z)—z~ —%

In conclusione

In(l4+z)—z —w2/2=_1
a0+ zln(l1+a)  so0t a2 2

B Verifichiamo che ’equazione

224r—-1=0

. . % 1 T N
ammette un’unica soluzione z* € (5, 1) e che tale soluzione pud essere

approssimata applicando il metodo di Newton (= BPS, pag. 219).

Tra i teoremi che assicurano lesistenza di una soluzione di un’equazione
f(z) = 0 in un certo intervallo, ricordiamo quello degli zeri. ‘Per z_ippli—
care tale teorema occorre sincerarsi che f sia continua, calcolare i valori di f
agli estremi dell’intervallo e controllare che abbiano segno opposto. Se poi f
3 strettamente monotona la soluzione & unica.

Poniamo f (z) =%°+x —1,si ha

1)--ieo

f & continua perché somma di funzioni elementari, quindi D’esistenza di almeno

F)=1>0

una radice z* nell’intervallo %, 1) & assicurata. La radice z* & unica perché
f & strettamente crescente, infatti si ha

f'(x) = 3z +1 > 0 per ogni x
Per calcolare un’approssimazione col metodo di Newton controlliamo il segno
di f//

1

f'(z)=6zx>0perz € 5,1

Sono verificate le ipotesi di applicabilith del metodo di Newton: la successione

definita per ricorrenza
To = 1
f (@)
[ (zn)
converge per difetto alla radice z*. Si noti che abbiamo scelto zo = 1 poiché
in tale punto f e f” hanno segno concorde.

T4l = Tn —
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Il . (\‘ . v ‘
i NI Possiamo calcolare esplicitamente le prime iterazioni. Si ha ¢ dopo il punto di massimo). Se i calcoli non confermeranno questo, vuol dire
| | fQ@) 1 3 che da qualche parte ¢’ qualcosa che non va.
| m=1- O 1= 1= 1707 » La derivata prima di f &
|
o | f @)= (B-a)e
| I} - § B 2 N § B /16 - @ ~0.68 i t to, come previsto un punto
1 1 G/ 4 4316 86 0 o si annulla per z = 0 ex = 3.. Abbiamo r_ova o, pd. un. pupto
| | gtazionario in z = 0 e ci aspettiamo che z = 3.513 punto di massimo. P
| | 59 f(59/86) maggior sicurezza controlliamo anche il segno di f’. Si ha che f' & positiva
| 3786 f(59/86) ~ 082 per T > 3. Riportiamo il risultato nello schema

Pl 86  f/(59/86)

‘ Tracciamo il grafico delle funzioni
[ %
i <0 0<z<3 T >
{ “‘; 2 z)= S = _:L‘— -
I @) f@)=a%e™  (b) g(@) = - 7 ) - i
(a) La prima cosa da fare (accuratamente!) & determinare il dominio di f. ‘Q,ui f z 4 >

non ci sono problemi: il dominio & IR. —~
Valutiamo ora il comportamento all’infinito: si ha '
Come previsto, il punto z = 0 risulta punto di flesso a tangente orizzontale

3 il
i _ . . z 8 N > € ancora piu
Lm f(2) 00 mlﬂ“m fz) = zllgloo = ot . : ¢ il punto z = 3 punto di massimo locale per f. Volend(; f:;ser ela comfas—
L licits ) . . . ’ precisi, calcoliamo anche la derivata seconda di f, per studiarn
a semplicita dell’espressione analitica ci permette anche di dedurre imme- ! sitd,/ cc;ncavité. Si trova -

diatamente che
(@) = (6~ 6z+1%) e

f(z)>0perz>0
che si annulla per z =0 e x = 3 =% V3, i previsti punti di flesso per f. Un

f(z) <Operz <0 grafico qualitativo di f & il seguente.

g fsiannulla,in:c:OepermﬂOsihaf(x)N:r;s.
A questo punto conviene fermarci per tracciare un grafico coerente con le
2 y

b informazioni ottenute sino a questo momento. Cid pud far risparmiare molto
L tempo successivamente.
Pl
| i :
\‘! ' . -
I E

bl ) |
‘ ’ ~
“ Re ~~~ |

/‘ ’ T e— \\
1 {\ h 7o . \
g ,
] | “!‘“ [ (b) Per determinare il dominio dj g, osserviamo che In male c.leﬁmto Pler T >00é

" - . . . . . er Cul nz —
| / ( Trovandosi poi a denominatore, occorre gllmu}a.re i valori p |
‘ i Y - . re
il / \ ciod £ = 1. Il dominio di g, dunqgue, si puo scrive: l
i
i ‘ | ci 0,00 (1,409
| i 1 aspettiamo un massimo per z > 0 e, probabilmente, nessun estremo per ) o orare: oot & — OF
La scrittura mette in evidenza i limiti che occorre considerare: D R

i z < 0; in piit un flesso a tangente orizzontale in z = 0 e altri due flessi (prima
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0. 805, y
z— 1% 2 — +00. Siha il grafico si avvicina a & = 0 con tangente sempre pilt orizzontale. Un grafico l
) qualitativo di g & il seguente. ;
lim g(z) =0~ lim g(z) = —c0 ‘
z—0+ z—1— N v
lim g(z) = li = g I
z—1— g ( ) +oo z—»ufoo 9 (x) oo : X
. |
Ilimiti per z — 1% segnalano la presenza di un asintoto verticale di equazione |
= 1 Non possono esistere asintoti obliqui, essendo il comportamente d o f I
g all'infinito® “sublineare”. Vediamo quali informazioni si ricavano fing 3 : !
questo punto da ungrafico parziale. i
y : . .
|\ o|\'1 ’
] ' :
IS |
P "
[
(0] \ |'1 T

! " 0 La funzione f (#) = ze~® ha un punto di massimo in =

1 2 1
| (a2 Lo} el -
Ci aspettiamo un punto di minimo per & > 1. Poiché per £ — +00, g — 4-00 . P
meno velocemente di z, ci aspettiamo una funzione concava, e quindi un flesso .. € 1 minimo della funzione f (z) =3zInz e
per z > 1. Va valutato bene il comportamento di g per z — 0. Calcoliamo

1 _3 -3
la derivata prima di g: @ 0 @ e e @

7 (@) Inz—1 ; 9 Se f : (2,5) — IR ha un punto di massimo in zo = 3, allora
r) = —— \ .
! 2 3 .
| (n2)  [udmenas [laguess  [c)mm=3  [d]fdee o
f ‘ Essa si annulla per z = ¢ ed & positiva per z > e. 3 inz =38 ha un punto g"m eSts'mla
i uguale a 0 a tangenza isconti
i ! s orizzontale
i O0<z<1 l<z<e z>e 1 2 —z s
i i g _ _ " ‘ @ La funzione f (z) = (z® +2)e " & @
! h P ¢ | ba due punti ha un punto
T i i g \ N o T E crescente @ decrescente ctavionari di massimo

. i ; funzione f(z) = Inz con
Il punto = e & il previsto punto di minimo locale per g. La derivata se- @ 1l polinomio di Taylor di secondo grado per la funz f(=z)

| ‘“’ 3 conda di g ) ‘ centro nel punto zo =1 ;é To(x) = -1 @ 22 3
e / : 2 z 1 ez - t+2z—-3
| o) o2 (\ D-2e B2 B 2o
il 2 e ‘ L
i si annulla per = = €2, che & il previsto punto di fesso per g. Si nota anche © lim, (m B F) -
| i‘ che g” & negativa per = > ¢2. Infine, poiché (’/ ’ o ¢ 1 @ 0
- - C | +oo -
i | |sm 1 ’ . lnw b 1 \ ' lzl 0 @ 6
. o ()= lim T <o \
L o 70t (Inz) € Sia f(z) = sinhz — zcoshz; per z — 0, f (z) ~ .
W " s a? E
I e 2 -Z 3
i i | @y tende all'infinito meno velocemente di una funzione lineare. E a® @ 6 3 @ ’
1
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& I punti di flesso della funzione f (z) = z* — 223 + 7z — 5 sono

2
La funzi =lnz—
a funzione f(z) =Inz s

@ decrescente e

$§‘§ Siano f(0) = 1, f/(0) = —1, f(0) = 2; 1 grafico di f in un intorno d;
z = 0 pud essere

o)

crescente e crescente e @ decrescente ¢

Una funzione f : [0,1] — IR ha grafico
puo essere il grafico della sua derivata?

obafy

Determinare le soluzioni dell’equazione

. Quale tra i seguenti

203 — 322 — 122 +7=0

rappresenta il costo totale di produzione d’una certa merce, in funzione della
quantitd prodotta z. Scrivere V’espressione del costo medio

Calcolarne il punto di minimo e tracciare un grafico qualitativo di g.
Calcolare poi Uelasticita di f e controllare che nel punto di minimo di g
Pelasticita di f & uguale a 1.

2. Applicazioni del calcolo differenziale 121

(© s3-08- 8991

o Supponiamo che il valore d’un oggetto varii nel tempo z > 0 secondo la
formula ‘
V (z) = hate™®"
con h,a,b > 0. Calcolare 'epoca di massimo valore. Scelti per i tre Rarametri
i va,lo’ri h = 10000, ¢ = 2, b = 1, rappresentare graficamente la funzione V.

) o Supponiamo che la funzione

i ita d’ ione i ione del tempo (z (t) = numero
descriva la crescita d’una popolazione in fur_1z10ne .
medio di individui al tempo t). Tracciare il grafico della.funzmne z (t) per
t > 0. Per quale valore di £ si ha il massimo tasso di crescita ' (t)?
@ Determinare il minimo e il massimo della funzione
f(z) = (cosz)* +sinz
nellintervallo [—m, 7).

@ Data la funzione
224+1 <0

CcoST << —
f(il’:)= 3T
3m — 2% 9327

dopo averne disegnato il grafico, determinare gli eventuali punti

(a) di massimo o minimo locale;
(b) di flesso;
- (c) stazionari, ciod in cui f'(z) = 0;

- (d) in cui f* (z) =0

X 0 Verificare che la funzione
f(z) =zsinz — cos2z .

ha un punto stazionario in z = 0 e determinarne la natura.

Calcolare

9 z+3 8
i T2 8
z—0 T .
0 Verificare che la successione L
n = n-+sinn

& monotona decrescente. Sfruttare il risultato per dimostrare la convergenza
della serie ‘
+oo (_1)11

>

n+sinn
n=1
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& Scrivere il polinomio di Maclaurin di secondo grado,

zione
fz)=e*vVi¥az

che approssima, la

izb Calcolare i limiti

. 2
sinz —xzcosz e” +2cosx—3
Z_Temhe 9

zsin z3

(a) lim (b) lim

z—0  x2tang z—0

Sia 3
f(z)=2ab (e“c — sin (rz))
quanto vale £V (0)?
&9 Lloscillazione di una pallina fissata all’estremith di una m
muoversi su una retta & descritta dalla funzione

@ (t) = Acos (wt)e™*

con A, k, w costanti positive. Linearizzando Pespressione, approssimare g ()

per ¢t — 0. L’approssimazione ottenuta & per eccesso o per difetto?

%ﬁr’; Verificare che I’equazione
o' +42® +622 —1=0

nell'intervallo [~1,0] ammette un'unica soluzione. Verificare che tale so-
luzione puo essere calcolata con approssimazione applicando il metodo di ‘

Newton. Calcolare le prime due iterate.

Tracciare il grafico della funzione )
_(z-1)
fa)=2

Senza eseguire ulteriori calcoli, dal grafico di f dedurre il grafico di

g9(z) = {/f(z) \

’ |
dal grafico di g dedurre il grafico di \

h(z) =g (z)
Controllare il risultato al computer.

@ Tracciare i grafici delle funzioni, calcolando esattamente eventuali punti di

massimo o minimo locale ed eventuali punti di flesso.

|z% — z — 2|

- () g@=2i/(nje])* () h@)=(o—2)e

i Effetto Doppler relativistico — Se la sorgente e il ricevitore di un’onda si
allontanano con velocitd relativa v e 'onda & emessa con frequenza v, la
frequenza ricevuta &

@) f@)=

NiEryr

v(v) = 1+v/c

© 88-08. 8og;

olla e libera gj ‘
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dove ¢ & la velocita della luce. Tracciare il grafico della funzione v = v (v)
nZl dominio fisicamente ammissibile |v| < c. |
Tracciare al variare del parametro a € IR i grafici delle funzioni

(a) f(z)= 2% —az (b) g(z) = e (c) h(z) ==2"Inzx

—

p Sia f : IR — IR, derivabile; allora
(a) per ogni = € R esiste y € (z,z + 1) tale che
V) =f+1)—-f(=z)

se lim f'(z) =0, f ha un asintoto orizzontale;
Z—+00

g

se f ha un asintoto orizzontale, m]__l)l_"r_loo f(z)=0.
Sia f : A C R — IR, derivabile; allora

se &g & punto di massimo, f (zo) = 0;

se f'(xz¢) = 0 allora zo & punto di estremo per f;
(e)
P Sia f: R — IR, due volte derivabile; allora

(a) se f" (z0) =0, zo & punto di flesso;
(b) se f & strettamente éonvessa, f" (z) > 0 per ogni z.

se f'(z) > 0 per ogni z € A, f & crescente;

se f' si annulla in infiniti punti, f non puo essere strettamente
crescente;

se Zo & punto di flesso per f, allora & punto di estremo per f'.

& Calcoliamo o4 sing -

lim
T—+00 T

che si presenta nella forma 2 Per il teorema di de I’Hospital si ha
00

sinz .
lim zAsmz o (1 + cosz)
z—+00 z z—+too

T +sinz
T

non esiste.

i i anche lim
Dato che zgrfw(l + cosz) non esiste, Hm
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@ Calcoliamo -

. xT—sinz
lim ————

z—0 3

che si presenta nella forma, g Si ha

globale per f.

Mostrare che la funzione

sinz
Dato che S22 _, 1, per z — 0, si ha
T

i Dimostrare che se f & convessa e f/

T —sinz 1 sinz 1

z3 z? r xz?

f(z) =2+ zcosz

¢ definitivamente crescente, per z — +00.

Tracciare il grafico della funzione

f(x) = arcsin 2z — 22

f ammette massimo e minimo?

#% Verificare che, per ogni coppia di numeri reali a, b, si ha

s

f@)=m(1+z+2%) 2

Sia f : [a,b] — IR, derivabile. Dimostrare che se zq & punto di massimo, allora

Jsina —sinb| < |a — b|

%t Dare, per £ — 0, una stima asintotica delle funzioni

f' (o) (z —20) <0

mentre se ¢ ¢ punto di minimo, allora

F(zo) (x—x0) >0

#% Dimostrare il seguente microteorema.

Sia f continua in x = ¢ dalla destra e derivabile in un intorno destro di c (c
escluso) ed esista finito limJr f'(x) =1, allora f & derivabile dalla destra in c €
T—C

fi0=1.

Un enunciato analogo vale alla sinistra di c.

Dedurre che se f ¢ continua in c e se i limiti destro e sinistro della derivata son
finiti e uguali, f risulta derivabile in c.

(o) = 0 allora zy & punto di minimg

g () = sin (z%) — (sinz)?

.
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Sia f derivabile. Usando 'esercizio precedente, dimostrare che la sua derlv?;)a
l . Y Ve . . N . . -1
a non pud avere né discontinuitd a salto, né discontinuita eliminabilit®’.

prim: )
o Funzione di Langevin — Tracciare, per y > 0, il grafico della funzione

1 1 )

— m - —_— -

L(y) 0\ ta nhy g
dove myo & una costante positiva. Questa funzione entra nella descrizione dei
fenomeni di polarizzazione magnetica per orientamento.

N
’ i i antita dotta g sia dato dalla
totale d’un bene, in funzione della quax.ltlt'a pro -
. Elﬁ(z)isgfw C=71),q e7 [a, 8], con f differenziabile e convessa. Dn.nogtl:are
che, se nel punto go Pelasticita di f & uguale a uno, allora qg & punto di minimo
K
f@

per la funzione Cj; = PN

est a risposta multipla

Le risposte esatte sono

(@)= (1-22)e™

si annulla in z = % ed & positiva a sinistra, negativa a destra del pu/nto.

¢ \
f(z)=3(nz+1)
si annulla in = = 1/e, che & punto di minimo, in quanto
F'(1/e)=3e>0
1l minimo di f & f (1/e) = —3/e.

y .
A
3 Un possibile grafico di f, per esempio & / \

o) | 2 3 5 z

& ] ’

Si ha diw (x2 +2) e ¥ = (290 —z? - 2) e™® < 0 per ogni z.

*YUn punto ¢ si dice punto di discontinuith eliminabile per una funzione f se

lim f(e)= lim f(z)=1 (finito) # f (¢)
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h’ ® [4]

¢ tracciamone il grafico. 5i ha

+ 1l ! 7 1 7" 1 . ]IEI f (SC) =T ‘
" b Dato chef(a:):gyf (m)zap,m ha s ) ‘
i lim f(z)=+o0
. =0 Fm=1 ;= e 2)
| il d 1 f(z) =62 —6z—12=6(z+1)(z—
A i polinomio di Taylor & isuardo al crescere e decrescere
I' . i (z—1)2 z2 3 11 seguo di f ¢ le conclusioni che se ne possono trarre rigu
| : To(z)=2—1— T =t 2z — 3 di f sono riportati nella tabella !
i J z>2
" &
i A _ +
s i Si ha, per z — 0, applicande Ie formule di Maclaurin f + %
2 N
o z® ~ 24 2cosz 332‘2+2(1‘$2/2+$4/24+0($4)) 1 f /
N —_— — —_ = . P
by 2(1— 1/2 4 : = 2 & punto di minimo
“ . 7= eose) T/ el il to z = —1 & punto di massimo locale per f, il punto z ep
| pun = .
iR locale per f. Si ha poi
@ - © f(-)=14 f(2=-13
Sia 2 — 0. Applicando Ie formule di Maclaurin, si trova L ¢
i itati i f & il seguente.
| sixlz—zcoshz—x+z—3+o(x3)—a: 1+£+O(m2) _a i Un grafico qualitativo di f & il segu
B 6 2 3 ; f

{; E i --114

@) =12(z*- ) . _

si annulla per z = 0, z =1 e in un introrno di questi punti cambia segno.

/% ® [q]

il 1l dominio di f & (o, ~+00). Si ha

| I 5 :
d Flay=24 2 >0
“‘\ (z) ¢ (@+1)?
‘ “ per ogni z > 0;
!‘ Flay=—Lt_ 4 AN
l z  (z+1)3 — B
| i per ogni z > 0. ,
I ‘ joni reali distinte.
4 . = 0 ha tre soluzioni reali dis
‘3 {*@? E . L’equazione 22> — 3z° — 12¢ +7 =0 ha
i Dato che #/(0) < 0 e f” (0) > 0, f & localmente decrescente e convessa.
| ‘b
o @ e o wt
! ’ e . e : 9@ =76t 5" =
[ Dal grafico di f si deduce che la derivata & prima Ppositiva poi negativa, e si annulla in ;
LI corrispondenza del punto dj massimo. Essendo f concava, f’ & decrescente e dove il 1 400 £>0
grafico di f ha tangente verticale la derivata & infinita. ’

9@ =105"2

g (@) =0 per o=200
Esercizi

1
g// (x) = __8020 g" (200) = %0 >0
% Consideriamo la funzione ) z

; minimo & & = 200,
os s 1mo € T
Fl@)=22°—32% _ 195 47 percid il punto di min
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\}1
Dato che ]
Calcoliamo poi le derivate prima e seconda e ne studiamo il segno
lim g (z) = + : _
o) =too  lim g(a)=-+oo , 80000e”* i¢
un grafico qualitativo di g & il seguente. ®= (1+8e z)2 per ogni
g T " 8 e—zt _ e—t
2" (t) = 80000——— = =0 er t =1n8
® (118t P
z’ (t) >0 pert <In8
Un grafico qualitativo di f & il seguente ’
i z
10000 —-—-—-—c— o m e
S s e
0 200 -
Per Pelasticita si ha che :
' 1
B0 =2 (2, 1y (F a0 :
f(@) 50 * 50/ {100 + 55 400 ;
e, quindi, F; (200) = 1. :
Ol n8 t
Si ha
- _ i Il massimo tasso di crescita z’ (t) si ha in corrispondenza a t = In8, che & punto di
V' (@) = he ™z (a - br) =0 per z= % \ flesso per f. '
V’(-'E)>0 per z:ﬂ .
b ; ° f & continua su un intervallo chiuso e limitato, quindi, per il teorema di Weierstrass,

ammette minimo e massimo; f & derivabile, quindi, punti di minimo o massimo possono
essere o gli estremi dell’intervallo o, per il teorema di Fermat, punti in cui f' si annulla.
Calcoliamo il valore di f agli estremi dell'intervallo [—m, 7):

La fur zione V cresce per T €Cresct 7 - re
cres T < decresce per z L epoca di massimo val
b’ b > 7 0

dell’oggetto & z = %

er i valori assegnati dei parametri, si ottiene z = 2. Dato che femy=f(m=1
V(©)=o0 11'1_(1_1 Vz)=0 . Calcoliamo poi f' e determiniamone gli zeri:
z—+o00
f/(z) = —2sinz - cos + cos = cosz(1 — 2sinzx)

un grafico qualitativo di V & il seguente.
f' si annulla per

V,
5000 - ! m:j&g z:% m:%ﬂ'
Calcoliamo il valore di f nei punti stazionari e confrontiamo i valori trovati: :
T ™ 5 T 5 5
—_ ) == — == — =1 — = =
f( 2) ! f(s) 1 f(z) f(ﬁ”) 1
( Il minimo di f & —1, il massimo & g
0 2
@ i € sina
Y . L ! 2z z<0
%,, Controlliamo prima. il comportamento in ¢ — 0 e per t — +o0. . : 0<z< an
10000 ! F(2) = sinz <5
20)=——  lim z()=1 31
9 Lo = 10000 4 —92 z> 5
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® s imi i cio i urale, I'idea & di
f di considerare la successione an, limitandoci cioé a n intero nat ,
ece 1 ¢
Imr,lsiderare “n reale” ossia la funzione
co .
f@)=——, o21
z +sinz

i i i ri ilire che.
o modo possiamo utilizzare il calcolo differenziale. Se si riesce a stab X

I de, f' non cambia segno, f sard monotona e la corrispondente a, subira la
per © grande,
rte. Dato che
stessa SO I |t coss
Fe)=- (z +sinz)® ~

€1 ) S 3 € € restrizione
1 T 1) per cul anche la succ SS10NE An, che & una t
s,
ni z > 1 f & decrescente, che I
P og

. ; : i ibniz, i i itesima e decrescente.
L s;erie converge per il criterio di Le1bmz, in quanto a, € infinit
a

, ool yeri j WV = = 2z rispettivamente.
Si puod poi verificare che f’ (0) = 0, mentre dato che il grafico presenta un punto angoloso . Usiamo gli sviluppi di Maclaurin per etevITscont=3ces

i é t—0,8— 0. Per z — 0, si ha
Fine 5” ron ® defnte Cid & lecito perché per z — 0, anche ¢ — 0,

9
2 e3”=1+3x+§$2+o(m2)
z <0
19 2
f”() —cosz 0<$<32_7" /——_1+2x:1+z—§x +0(z)

)= | |

° i 7 quindi il polinomio di di Maclaurin di secondo grado che approssima f &
2

2
Py(z)=1+4x+ Tz
/" non 2 definitain z = 0 e in z = Sy,

. Applicando le formule di Maclaurin, si ottiene
(a) Il punto = 7 & punto di minimo locale; il punto z = gﬂ' ¢ punto di massimo

. sinz—zcosz 1 infatti, per z — 0,
locale. i ®) I = ans 3 ’
(b) Il punto z = 0 & punto di flesso a tangente orizzontale; il punto x = 3 ¢ punto di 3
flesso.

z2 2 3
sinw—mcosx:x—x—-)—o(zs)‘:c(l——i——ko(z )) ~3

6
(c) f’ si annulla in z = 0 (punto di flesso) e in z =

(d) f" si annulla in z = g epers > .

7 (punto di minimo locale).

3
22 tans ~

2
* +2cosx—~3 _ T . . ;5 0,
‘5:,5? Calcoliamo f(z) e verifichiamo che si annulla in z = 0; infatti si ha (b) lin}] £ -;sin z3 12 infatti, per & —

F'(z) =sinz + zcosa + 2sin 2z

fl(oy=o

2 4 a
z! 4 4L 0$4>—3~~m
e”2+2cosm-3=1+m2+7+o($)+2 1 2+24+ ( ) D

Calcoliamo poi f* (z)

. 3 4
rsinxT ~ T

J"(@) =2cosz — zsinz + 4cos 2
Poiché f”(0) = 6 > 0, concludiamo che z —

i in, si 5 rrestandosi al sesto ordine
0 & punto di minimo locale forte per f. ' Utilizzando le formule di Maclaurin, si trova per z — 0, a

(perché?),

Si pud applicare il teorema di de I'Hospital (= BPS, pag. 202). Dato che

6
em3=1+w3+%+o(m6)

%(HZ)M:(z+2)z+2((z+2)1n(m+2)+¢+3) sin (%) = o” - = +0(2°)

si ha

. . . ‘ente
Nello sviluppo di Maclaurin della funzione f il termine di grado 11 ha coefficien
1.1 2

27673

lim
z—0

=8ln2+12

(;C + 2)m+3 -8
?
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. %Y (0)
Essendo tale coefficiente anche uguale a BT si ha

(- 7490 = 21y

H
|
' Linearizzare per ¢ — 0 significa approssimare z — z (t) con un poli io di pri
‘ } 2 i = polinomio dj
i grado in t. Si ha, per # —s 0, Primo
i 2
Rt _ LA 2
e F=1 kt+ 5% + 0 (17)

w? 2 2
?os(wt) =1- 71& +o(t )
L’approssimazione al primo ordine ¢ pertanto

z(t)mA(l—kt)

! Per capire se Papprossimazione & per difetto o per eccesso approssimiamo al second’or-
j L dine: si ha, per t — 0,
i i 2 2
| T(O) = A1 —kt)4 B =@
G quindi approssimazione & per difetto se k < w,
s approssimare al terz’ordine, Si ha, per ¢t — 0

£ +0(t?)
ber eccesso se k > w. Se k = w, occorre
“kt _ B B, 3
o ¢Sk St - 2 1o (%)
B, 3
cos(kt):l——?i +0(t)
i e quindi

‘ B s 3
ki z(t):A(l—kt)+?t +o(£%)

I r[‘ L’approssimazione & ancora per difetto.

Posto f (z) = 2% 4+ 423 + 622 _ 1, si ha
0 fED=2 fo)=-1

| ’ Dato ch.e J & continua, per il teorema degli zeri, & assicurata Iesistenza di almeno
una radice dell’equazione nell’intervallo (~1,0). Tale radice z* & unica perché in tale
| | : Intervallo f & strettamente decrescente, infatti si ha

F (@) =42® + 122 4 194 — 4y (=® +3z + 3)
che in (-1,0) & negativa. Si ha poi

I f' (@) =122 + 245+ 12 = 12 (z+1)2
I H; i che in (—1,0) & positiva.

i Sono verificate le ipotesi di
Per ricorrenza,

applicabilita del metodo di Newton: la successione definita,

To = -1
! _ f(fvn)
i . TS )

; converge per difetto alla radice z*, Si noti che abbiamo scelto zg
|

O ] i > = —1 (anche se
" (=1) = 0) perché £(0) e £ (0) hanno segno discorde.
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Siha ) 1 1116 2T o ye014...
== r2=T5 7 —7/2 56

|
ivendo ‘ |
. Scrivent - l
fay= el 2

perbole avente per asintotile rette c =0ey=z—2,

) come grafico un’ ; : = z—2 all'iperbole di equazione
si vede (.:h(ilg cl);:?;enere S%rmmando la retta di equazione y = z—2 all'ipe
infattisip .

34 iché i i di x = 1 risulta
' & gl: finita per z # 0 e si annulla in ¢ = 1. Poiché in un intorno
J;(f;) i 0, z =1 & punto di minimo locale. . .
~ i ;= che sono punti stazionari.
fl@)=1- o annulla per z =1,

2 5 o di z.
" () = —5 ha lo stesso segn _
j‘ & concaf/a per @ < 0 e convessa per z > 0. Il punto =
grafico di f ¢ il seguente.

—1 & di massimo locale. 11

!

: & lo stesso dominio e gli
Dato che la funzione ¢/- & definita in R ed & crescente, g ha ) dove

i & 0 ivabile in
tessi punti di massimo e minimo locale di f; g non & perd derival
stessi
ide.
presenta una cuspl N
Si ha inoltre, per  — :I:oo,. g (3;1) \
noti la presenza di due punti di flesso). g

¥z. Un grafico qualitativo di g & il seguente (st

:

T
'
'
«
1
'

x
-10 1
i ’ 1 punto z = —1
h & definita (oltre che in ¢ = 0) in z = 1, interseca T’asse z nel p
non &

nto di massimo locale per isulta positiva dove g € escente, negativa dove g e
d 1 local P (]) e risult P 1) ds g € Cr y g
(pu m




.
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decrescente. h ha due punti di massimo Iocale

che corrispondono aj punti di flegg, d
9. Un grafico qualitativo di A & il seguente.

(a) Si considera la funzione

2
-z —2 1 2
=—=1-1_%
fi(@) z2 z z2
11 grafico di f si ottiene dal grafico di f; ribaltando al di
parti che si trovano al di sotto.

sopra dell’asse delle ascisse le
11 dominio di f; & (~00,0) U (0, +o0);

fi(x)=0perz=—1ecz—=29

Studiamo il comportamento di f agli estremi del dominio: per z — 0% A () -
eper T — oo, fi (z) — 1.

—~00
f1 ha come asintoto verticale la retta = 0 e come asintoto orizzontale la retta y=1
Calcoliamo le derivate prima e seconda e i punti in cui esse si annullano

, 1 4
fi@)=—+ e
fiz)=0 per r = —4
” 2 12
fi(z) = ey
A (@) =0 per T = —6
f1 ha un punto di massimo localein z = —4 (si pud controllare che (-4 = < 0)
€ un punto di flesso in z = —6. Un grafico qualitativo di f &1l seguente.
Ve
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* dispari. infatti
i pud he g & dispari, infat
jiodige (— 0,400) . Si pud osservare ¢
inio di g & (—o0,0) U (0,
(b) i domi

g(—2) = —={/(n|-2))* = =}/ (0 |z)’ = ~g (@)

-ndi limitiamo lo studio all'intervallo (0, +00); si ha
quindi

g(z)=0 perz=1
~+o00.
+ — 0%; per & — 400, g {(z) — 1
perl zh:rgo 7egs’(sizliamuo il segno della derivata prima
0.
o , _3lnz+2 241
g0 = 3{/(lnzx)

—2/3
g (z)y=0perz=e 2/

—2/3
q'(m)>0per0<z<e2/ ozx>1
’ S

1 0 = t e, i = / ¢ punto di massimo
to T 1 & punto di minimo local 2, il punto z e P
pun E

locale. . 1%, ¢ (&) — *oo. . —
e 04(—11' 7 (E) ;1)0+§1c1>’701;;3gri:e_t>end’e ad avere tangente verticale e pre:

Il grafico di g vici

cuspide in & = 1.

Si ha poi -

ey

g’ (z) =0per z = e?

= . 0 iv f seguente.
punto T € € punto dl 1esso. n grafic quahtatl o di e 1
\1 1/ to di fl 1 gt 1

g

. . "
(c) Tl dominio di k & (—00,0) U (0, +0c0). Si ha fam’lmen e
h(z)=0 perz=2
Studiamo il comportamento di & agli estremi del domml(jr: .
per #—0 h(z)——occ per z—0 h(z) —

& asi ticale per h.
la retta = 0 & asintoto ver per. .
z;;licando le formula di Maclaurin si trova:

per ¢ — too h(z) = (z—2) (1—%+o(i)) =z—3+0(1)

la retta y = x — 3 & asintoto obliquo per h.
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Calcoliamo e studiamo il segno della derivata prima; si ha
’ _ 1 —1/z 2

h(x)—x—ze (a; +a:—2)

F(z)=0perz=—2ez=1

B (z)>0perz<-—2ez>1

h ha un punto di massimo locale in z = —2, un punto di minimo locale inr=1,

Calcoliamo e determiniamo gli zeri della derivata seconda:

1 —1/z
B (z) = v /: (52— 2)
7 2
h (ﬂr):Opcrng

h ha un punto di flesso in  — g Un grafico qualitativo di A & il seguente.

Consideriamo, per semplicita,

V1—22 1—-wv
1) 14w 1+v <v<l N

11 grafico di v W) =wf ( Z) si ottiene dal grafico di J “cambiando unita di misura”.
Si ha

lim f () = 400 lim £ (v) =0

la retta z = —1 & asintoto verticale per f.
Calcoliamo la derivata, prima; si ha

foy=—ZL fl4e_ 1
1+v)?*V1-v (1+v) /(i-o7)

Poiché f’ & negativa, £ & decrescente. Calcoliamo il limite dj J' per v — 1 per vedere
con quale tangente il grafico di f si avvicina al punto (1,0); dato che

lim £ (v) = —o0
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na al punto (1,0) con tangente verticale.

i ici : X
fs .fwv calcolare anche la derivata seconda:
Possiamo 1—2v

f” (’U) = a+ ‘U) /_(1 — 1)2)3

Si ha 1
ff(v)=0 perv =g

1 .
er cui il punto v = = & punto di flesso. .
I[)} grafico qualitativo di f (e anche di v) & il seguente.
n

: f
|
!
. %
|
|
1 - -
c
1l punto di flesso pervev=g.
(a) Dominio: IR.
& dispari.
e =0 sea <0
f(w):Oper{m:o,m=:t\/a sea>0

Per  — oo, f(z) — too.
Si ha

f'(2)=3"-2a

z=0 sea=0

f’(a:):O per z:i”gg— sea>0

P f € € f < —4 [ =—. d
er a < 0 & strettamente crescente; per a > 0, cresce per = 3 ecresce
=Y

2a .
2a = —4/ = & punto di
{ / = 7 = —4/
per — —23£<$< %Eecresceper:c> 3.Ilpu.uo:c 3
) 2a

i =4/ 8 to di minimo locale.
massimo locale, il punto z = 3 & pun

Si ha poi
7' (@) =6z
Fid (z): Operz=0

=0¢ to di flesso.
f & concava per z < 0 e convessa per .a:.> 0. Il punto ¢ = 0 ¢ pun
"1 grafici, al variare di a, sono riportati in figura.
y
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a=210-1

(b) Dominio: IR.
g & pari e positiva per ogni z.
Sea=0sihag(z)=1.

Perzﬂioo’g(x)_){()‘* sea <0
. +oo sea>0
Si ha

g (z) = 2aze®™”

g (z)=0perz=0
Per a < 0, f & crescente i
pora <! per z < 0 e decrescente per z > 0; il punto z = 0 & punto di
Per a > 0, f & decrescent i
ae >0 f ite per < 0 e crescente per z > 0; il punto z = 0 & punto
Si ha poi

2

g" (z) = 2ae™® (1 + 211:1:2) ,

[ 1
¢'(@=0per { =% ~3, %ea<0

z=0 sea=0

Per a < 0 il grafico di f presenta due punti di flesso in z = +4/ i pera>0, fe&
convessa. 2’ 7
I grafici, al variare di a, sono riportati in figura.

o \
(¢) Dominio: (0,400).

Per a = 0, si ottiene h (z) = Inz.
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Per ogni a, h si annulla per z = 1.
—c0 sea<0 0t sea<0

Perz — 07 h— perac—>+oo,h—>{

0- sea>0 400 sea>0
Si ha
B (z)=2*""(alnz+1)
K (z) —Operz=e * sea#0
Per a < 0, h & crescente per T < e 1/% ¢ decrescente per z > e~ /% il punto z = e~ le
& punto di massimo.
Per @ > 0, h & decrescente per £ < e “/® e crescente per z > e~/%; il punto

z = e /% & punto di minimo.
Si ha poi

R’ (z) = 2°72 ((a2 - a) Inz + 2a — 1)
h" (z) =0 perz = Q(I*%)/(“z ) sea#0,a#1
Per a = 1, h & strettamente convessa; per a # 0,1, h ha un punto di flesso in

= e(l—Ea)/az—a_

I grafici, al variare di a, sono riportati in figura.

Vero o falso?

a@ (a) Vera: si dimostra applicando il teorema di Lagrange a f nell'intervallo [z,z + 1j.
flat) —f@) _p
(z+1)—z ')
per un opportuno y € (z,z +1). .

1
(b) Falsa: come controesempio si pud considerare f (z) = Inz. Infatti f(z)= 27 0
per £ — +00, ma f non ha asintoto orizzontale.

i 2
sinx
. Per z — 00,

(c) Falsa: come controesempio si pud considerare flz)y =
f(z) — 0 e quindi la retta y = 0 & asintoto orizzontale, mentre

2
f' (z) = 2cosz” — 512:

non ammette limite per z — +o0.
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b= (a) Falsa: sia, per esempio, f (#) =2in A=[0,1]; z =1 & punto di massimo, ma,

f' (1) # 0. Naturalmente il punto di minimo non & interno all'intervallo, ma coincide
con un estremo.

(b) Falsa: come controesempio si pud considerare f(@=2%Ff(0)=0,maz=0 non
€ punto di estremo.

(c) Falsa. E vera se ci si limita ad un intervallo ma, in generale & falsa. Basta prendere
una funzione definita in intervalli disgiunti su ciascuno dei quali & crescente, mgy

: Co N . . -1 .
in quello di sinistra ha valori pitt grandi. Per esempio, f(z) = ry nell’insieme

1
A = (—00,0) U (0,+0c0). Siha che f'(z) = o & positiva per ogni z € A, ma f
non & crescente su tutto A, infatti

FED=1>F)= -1

(d) Falsa: come controesempio si pud considerare f(z) ==z +sinz. Si ha
f(x)=1+cosz >0
per ogni z. f & crescente strettamente ma f (x) = 0 negli infiniti punti
z=(14+2k)w keZ
(e) Vero: se zo & punto di flesso, f’ & crescente (risp. decrescente) in un intorno sinistro
di zo e decrescente (risp. crescente) in un intorno destro. Ne segue che xo & punto
di massimo (risp. minimo) per f’.

3> (a) Falsa: come controesempio si pud considerare fl@)=2* f"(0)=0,maz=0
non & punto di flesso per £ (& punto di minimo).

(b) Falsa: come controesempio si pud considerare ancora [ (z) = z*, che & strettamente
convessa ma f (z) = 12z si annulla in z = 0.

Trovare I'errore

Non si pud applicare il teorema: non ne sono verificate le ipotesi, proprio perché
im (1 + cosx) non esiste; tuttavia, si ha immediatamente
T— 400

. T +sinz . z
lim ———~ = lim Z=1
z—+00o Z z—+o00 T

in quanto sinz, che oscilla tra —1 e 1, & “trascurabile” rispetto a z, per z — +oo.

@25 Non si pud isolare un fattore allinterno di una forma di indecisione e farne il limite

R . sinz N .
separatamente dal resto. Volendo usare il limite lim ——r — 1, si dovrebbe scrivere:
z—=0 T

per z — 0, 51$ =1+0(1), quindi

z—sinz 1 1 o(1)
T e reWm =

11 passaggio (corretto) non permette di trarre alcuna conclusione, in quanto non si
. . I a0l
hanno informazioni sufficienti per calcolare il limite di #
T
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1l limite si pud calcolare, per esempio, applicando il teorema di de 'Hospital.

T —sing . 1—cosz . sinz _ 1
lim 5 = lim — = lim =

0 T z—0  3z2 z—0 6z 6

Ulteriori esercizi

i1+ Se f & convessa, il grafico di f non ha punti al di sotto della retta tangente n.el punto
: (x0, f (%0)) , che, essendo zo punto stazionario, & la retta y = f (zo) . Cid significa che,
per ogni z,

f(z) > f(=0)
e, quindi, zo & punto di minimo globale per f.

Essendo N

f () =2z — zsinz + cos

si ha

lim f'(z)= lm z(2—sinz)+cosz =-+o0
z—+co T—+o00

Quindi f/, per il teorema della permanenza del segno, & definitivamente positiva e percio
,

f & definitivamente crescente.

Come prima cosa, determiniamo il dominio di f.

Per la realta della radice deve essere

2z — 2% >0

= 0<z<L2

Dato che la funzione arcsin & definita in [—1,1] deve essere

—1<+/2z—22<1
ossia
2z —22 >0 {0§m§2
2 —22 <1 (z-1)%*>0
11 dominio di f & [0,2].

Agli estremi del dominio f si annulla. i
f & continua in [0,2] e derivabile in (0,1) U (1,2) e si ha

/ 1 . 1
fiz) = . 2z — a?) 22z — 22
_l-x 1

Tlz—1] Vor 22

F' & positiva in (0, 1) e negativa in (1,2). ) _ - N .
Il punto z = 1 & un punto angoloso per f, infatti (vedi I'esercizio 7, pag. 124):

f-m=lim f@@)=1 f+@=lm flz)=-1

(2-22)=

z#0,1,2

Si ha anche
lim f'(z) = 400 lim f'(z) = —o0
z—0t T2

Agli estremi del dominio, il grafico di f presenta tangente verticale.
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Essendo continua su un in:_ervallo chiuso e limitato, f ammette massimo e minimo.
Il massimo di f & f(1) = PL il minimo di f & f(0) = f(2) = 0.

&t Per valutare la differenza sin a*-sin b, applichiamo il teorema di Lagrange alla funzione

f (z) = sinz nell’intervallo [b, a] (su ; i ragi
i pponendo a > b; anal i
Si deduce che esiste ¢ € (b, a)7 tale che ' cgmente slragiona se b > o)

sing —sinb

=cosc
a—>b
e quindi

’sina—sinb

- |=|cosc|§1

da cui
lsing —sinb| < |a — b|
che & vera anche per a = b.

i8¢ Usiamo la formula di Maclaurin per In (1+1t) cont =z +2? e per sint con t = 2% ¢
t = z. Si trova '

(a; + x2)2 22
2

. af z8 2 4
@) =2 —FJrO(xG)—(x—F—i-o(zs)) ~2

fl@=z+3"—

3@} Dimostriamo I’affermazione nel caso che zo sia punto di massimo. Se zo € (a,b), per il
teorema: di Fermat f’ (zo) = 0, quindi Paffermazione & vera.
Supponiamo che zo = a, allora per ogni z > a si ha f (z) < a per cui il rapporto

f@)—a

¢ <0, essendo il numeratore < 0 e il denominatore i i
s < > 0. Risulta allor:
della permanenza del segno ore, per il teorema

. f@-a
lim &0 —— = ff
fim —= == f'(9) <0
e quindi
fla)(x—a)<0
Analogamente si ragiona se zg = b. :

é@ Dimostriamo che

fle+h) = £ _
h

(o= Jm, = lim f'(a) (1)
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Per il teorema di Lagrange applicato a f nell'intervallo [c, c+A], il rapporto incrementale
[fle+h)=F()]/h risulta uguale alla derivata di f in un opportuno punto ¢, € (¢, ct+h):

f(c-‘l_h})l_f(c) =fl(ch)

Se h — 0% il primo membro tende a f} (c). D’altra parte, essendo cp intrappolato tra
cec+h,sihachec, —c' e
lim f'(cs) = lim f'(z)
h—0t z—ct
poiché esiste lim, .+ f'(z). La (1) & dunque vera.

Analoga & la dimostrazione per il limite sinistro.
Ovviamente, se f & continua in c e se i limiti destro e sinistro della derivata sono finiti e
uguali, f risulta derivabile in quanto derivata sinistra e derivata destra esistono e sono
uguali tra loro.
Sia f derivabile in un intorno di ¢ e supponiamo per assurdo che f’ abbia un punto di

discontinuita a salto in z = c, cio‘?

lim fll@)y=1%# lim+ fl@) =12
Essendo f derivabile & ovviamente continua. Per la (1) dell’esercizio precedente, si ha
fL(e) # ()

contro lipotesi che f sia derivabile in ¢; f' non pud dunque avere punti di discontinuita
p

a salto.
Se, invece, il limite per x — c di f' esiste finito, allora, sempre per il microteorema

dell’esercizio precedente, tale limite definisce f' nel punto ¢, cosicché £ risulta continua
in ¢ e si perviene arcora ad una contraddizione.

ﬁ Consideriamo la funzione

y>0

_ 1 1\  y—tanhy
L(y) =mo (tanhy y) =0T fanhy

L & positiva, poiché, come mostra il confronto grafico, y > tanhy per y > 0.

ol y

Calcoliamo i limiti di L per y tendente a 0 e a +-o0. Il limite
. y—tanhy
lim L2229
yinﬂ ytanhy

si presenta nella forma di indecisone 0 e pud essere calcolato applicando il teorema
di de I'Hospital. Conviene perd prima semplificarlo ricordando che per y — 0 si ha
tanhy ~ y. Consideriamo quindi
lim ¥
y—0 Y
e proviamo a calcolare il limite del rapporto delle derivate
1— . 2 2 _
m 1/ (coshy) - lim (coshy) 21
y—0 2y (coshy)

— tanhy
2

;1_.0 2y
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2
Tale limite & 0 poiché (cosh i1~ y?, quindi anche

lim Y0200y _
y—0 Y
Per y & tanhy — 1.

Calcoliamo L'. Si ha

1 1 (sinhy)? — ¢2
L(y)=mo [~ = | = o S0 — 9
® 0 ( (sinh y)2 y? 0 2 (sinh y)?
L’ & positiva poiché, come mostra il confronto grafico, sinhy > y per y >0, quindi [, §
crescente. 4

z z=ginh y

o

Y

Si pud calcolare il limite di L’ per y — 0 per vedere con

quale tangente il grafico di L s
avvicina all’origine. Conviene applicare le formule di

Maclaurin. Dato che, per y — 0,

o
sinhy =y + 3 +o(y3)

si ha
y® : 2
(sinhy)® = (y +5to (yg)) =y’ + g?f +o(y?)
per cui si ricava che per y — 0

y2+§y4+o(y4)—y2

L(y) =mo 7 — g
Un grafico qualitativo di L & il seguente.
L
my, T T e e e
o] Yy

i:& Essendo f convessa, per ogni ¢ € [a, ] si ha(®

fg) > fl)+f' (90) (¢ — qo0)

(© 8808 809

© 8595 8991

2. Applicazioni del calcolo differenziale 145

qof' (@) _ : ’ - _f@, da cui sostituendo f'(go) con
Poiché By (o) = Ty = =1 siha f(@) = =/

ﬂ@l si ottiene
do )
H@me®+i%l@—%)
da culi si ricava

(g - flgw)
¢ T @

1oy

Cid mostra che go & punto di minimo per la funzione Cir (q) = q




CALCOLO INTEGRALE

1. PRIMITIVE

% Scriviamo una primitivat!) della funzione
3
f(x)=a7+5\/——5 z>0
Per la proprieta di linearita (=> BPS, pag. 248, formula (4.1)), si ha

./f(a:)dz:/zdx+5/ﬁdx—3/%dm:

x? 2 4

= — — /2— =
5 +53x 3lnx
1

= 5:1:2 +%v:ﬁ3 —3lnzx

Bl Calcoliamo una primitiva della funzione
z3+4
z-—1

flz) =
Dividendo il numeratore per il denominatore, si ottiene

5
— 2 A
fl@)== +x+1+m_1

Si ha, quindi,

2 x?
/f(w)da::—g—+7+z+5ln|w—1l

famiglia di primitive di f, anche per indicare una sola primitiva.
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Non avendo specificato in che intervallo stiamo cercando una primitiva di f,
consideriamo il valore assoluto nell’argomento del logaritmo. La formuls
scritta & valida in entrambi gli intervalli (—oo,1) e (1, -00).

z+1
d
/z2+1 v

- Calcoliamo

Si puo scrivere
g+1 1 % 1

2201 27241 2241

quindi si ha

z4+1 1 9
/xz—“dx = Eln (£ + 1) + arctanz

Calcoliamo una primitiva di h(z) = ze*. Applichiamo la formula di integra-
zione per parti (= BPS, pag. 252, formula (4.7)), prendendo z come fattore
finito'ed e® come fattore differenziale, si ha

/xemdx = ze® — /e”d:c =ze® — &

E se, invece, avessimo scelto e® come fattore finito e z come fattore differen-
ziale? Non avremmo combinato nulla: infatti, avremmo scritto un secondo
integrale piti complicato di quello di partenza

/xedm~?e —/—2—6 dz

Per la scelta tra fattore finito e fattore differenziale, conviene pensare, nel
caso entrambi i fattori abbiano una primitiva elementare, a quale dei due
ha la derivata pili semplice (in modo da semplificare l'integrale che compare
nella formula a destra).

Calcoliamo una primitiva della funzione

f(z) = cos vz

Si pud applicare il metodo di integrazione per sostituzione (= BPS, pag. 249,
formula (4.2)). Postot =4 (z) = /7, sihaz = ¢ () = 12, £ > 0, do = 2t dt.
Si ottiene quindi

/cos\/Eda: = /cost~2tdtL =

W
e integrando per parti, scegliendo cost come fattore differenziale,

= Z(tsint—/sintdt)

= 2(tsint + cost)|,_ - =
t=vF =V

=2 (Vzsiny/z + cos /z)
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ﬁ Calcoliamo
1
—d
/ YOS

La frazione ! si pud pensare ottenuta sommando due frazioni del tipo
z(2-

Az e B/ (2 —x) con A, B costanti da determinare. Cerchiamo A, B in modo
che identicamente si abbia

A B 1
z 2-z z(2-2)
ossia
A@2-2)+Bz=(-A+B)z+24=1
Deve essere \
—~A+B=0
{ 24=1
e (:iuindi A = B = 1/2. Otteniamo, cosl
1 |
dr d—$+/ dz zllnlxl—ﬁln|2—m| E
J z(2—12) 2z 2(2—z) 2
@ Scriviamo la primitiva della funzione
1
f@)= g

il cui grafico passa per il punto (0,0). La famiglia di primitive di f si ricava

1
applicando il metodo di sostituzione, ponendo e® = t. Sihaz =Int,dz = ;dt
e quindi

11 11 )dt
/f(w)dx:/wrl?dttzez_/(t t+1
=lnt—ln(t—l—l)—{—khzem=z—ln(e”+l)+k

Imponendo il passaggio per (0, 0) si ricava k = In2. La primitiva cercata e

g(@)=—In(e® +1)+2+n2

t=e®

keR

e

€» Una primitiva della funzione f (z) = el =g g(x) =

\zl el—2e El 61;22 ._.2—:2—1 @ —2e17%®

€>» Quale tra le seguenti funzioni non & primitiva di f (z) =sin2z? g(z) = .

E _%2_“" @ — (cosz)? 2cos 2T ) @ (sinx)z
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; . A imiti er il punto a fianco
4% Una primitiva di f (z) = ze®" che soddisfa la condizione fO)=1leg(z)= Per le seguenti funzioni scrivere la primitiva che passa p p
2 indicato
22 e 1 : =2 In(z +2
| of D5+l e @ 0o g
! i
: € Quale trale seguenti funzioni & primitiva di f (z) = e=*°? ¢ (z) = (b) f ()= Vit 0,0
i g2 2 1
‘ _g? e . _ i ificare
i W E e @ T Ton @ Ejzzzgzngieﬂe . © Calcolare una primitiva g (z) della funzione f (x) = zIn (1 + m2> e verific
J

o . - lim ) = —+00.
7 L'insieme delle primitive della funzione f (z) = zsin2z & g (z) = che P9 (=)

i | IZI -zco2—52z+0 @ sin2& — ism%_ @ %20052z+c

‘ zcos2z + ¢ i
ST cos2z + ¢

I S 2

i A . . . i
] [ i éﬁ} Una primitiva della funzione ¥ (z) = \/% eg(z)= #% Scrivere una formula ricorsiva per il calcolo dell’integrale

‘ -z

vl . _ o "dx ceR
| [a] vite [b] —vI—2% arcsin z [d] —%ln(l—zz) Ina = /m (Inz)" dz

o i la ricorsiva per il calcolo di
@ Una primitiva della funzione f (z) =signz in [-1,1] & 4 Scrivere una formu

|
| " ‘
: jh‘ | E || @ z z |z @ nessuna delle : I = /(sina:) dz |

precedenti ' :
¥
i !
|
! |
| TR .
| ‘ _— Test a risposta multipla
i “ 1 &3 Calcolare una primitiva delle funzioni fz)= Le risposte esatte sono . |
}[ (a) T+2 (b) z+3 © z2 (@ 1 L 4 41
b 2z —3 2z +1)2 2 —1 Z2+25+5 d e )=__(*_el—2m):elf2w
Il dz 2e2 dx 2
i ! | ;g”:ﬁ\ 1 : s <« »
| ) & Calcolare i seguenti integrali “quasi immediati ) @ .
(a) / zVz? + 1de (b) / (c) / /1 — 1 (d) / e 4 (2 cos 2z) = 4sin 2z. Invitiamo il lettore a verificare che altre le funzioni differiscono
3
zlne \/— (ez + 3) per una costante.
éﬁﬁk Calcolare i seguenti integrali di funzioni razionali fratte @
(a) / z+3 43 ( ) / © / (@ . La primitive di f si possono scrivere nella forma
3 2 o*
(z+1)3 z(2? + 2) +2) 22(z +3) -!-3) x2+x4 g(z):%+k
¢» Utilizzando la formula di integrazione per parti, calcolare una rimitiva di . . i otti =_.

| @ f(z) = arctanz e di g () = ar%:sin z. per ’ . con k costante reale. Imponendo il passaggio per (0,1) si oftiene k = 5
i ’: | Scrivere la famiglia delle primitive della funzione fz)= %, applicando . @ El]
L HEN x —z2 [T TR 7.
: | E ‘ tutti e tre i metodi d’integrazione. . La, funzione f (z) = e~ non ha “primitive elementari
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&
Si applica la formula d’integrazione i i ; .
ziale, grazione per parti, scegliendo sin 2z come fattor differey.

(c) Scriviamo

z? 1 1/ 1 1 )
z2—1_1+z2—1_1+5(z—1_a¢+1

3 Integrando si trova

o
| . 1
| i /:rsm2:cda:=~§xc052$+1/c052zd:v=...

z?dz 1. |z—1
—z4+ln
,/z2—1 73 ‘z+1

=]

(d) Osserviamo che il denominatore ha radici complesse. Scriviamo

d
| z s .
i i P (—V 1- wz) = ﬁ Invitiamo il lettore a calcolare le altre derivate. z-—1 _ l 20+2 2
’ 2212215 2z°+2z+5 w2+25+5

in modo da avere

@
=]

: : . R . 2z + 2 _ 2 !
i La funzione in[ a |ha come derivata £ in [~1,0) e in (0, 1] main = 0 non & derivabile, f Fra s =t ) |
Il secondo termine ha come primit$va un’arcotangente, che si ottiene scrivendo il deno-
‘ minatore nella forma 14 (...)?. Infatti
Esercizi 2
2+ 2%+ 5= (x+1)2+4=4[1+ (”“2’1)
‘ i : &) Si tratta di funzioni razionali e ) . o
. % SCOmpOSiZillj ne.nzlom razionali fratte; le primitive si calcolano applicando il metodo di e quindi
(a) Prima si scrive b 2de - 1/2de 5 = arctan z+1 ‘ |
e z2+22+5 1+ ((z+1)/2) 2 i
z 7 .
2£~3_§(1+2x_3> Si ha infine
e poi si integra, ottenendo ! ==l 41 2 — arctan =1~ +1
| ’ /a:2+2z+5dx 2ln(w +2z+5) arctan —
| z+ 2 1 / 7 1 7
n R P dz+/ o) = Lot Tinjes -
it / 2z-3 2 ( 2z -3 a:) 2 + 4 Inf2z —3| e Basta “vedere” la derivata di una funzione composta. Altrimenti applicare il metodo
I dato che di sostituzione.
"i g ‘ ‘] i / 7 T / 9 . 71 - ' (a) Si pud scrivere
A ] == ——dr = — In |22 —
"‘ | i 2z —3 2 2z — 3 2 ’ /m m2+1d$=%/2$($2+1)1/2dm:
| | (b) Scriviamo
iy !! d
‘ ‘ | z+3 A . B . (dato che d—m(z2+1) = 2z)
f (22+1)2 7 @z+1)? " 2x+1 _ L2 vz 1 -
“[ da cui =53 (z2+1) =3 (z2+1)
I z+3=A+2Bx+B=2Bz+ A+ B (= BPS, pag. 250). Oppure si pud porre vz2 +1 =t; si ha
Affinché I'identita sia corretta occorre che 2+1=1 2z de = 2tdt
{A+B:3 {A=5/2 e si ottiene
i 2B=1 B=1/2
i / 2 153 1 3
i : 2 = == — 4 /(z®+1
gl Abbiamo percid zy/2? + 1dz 2dt jp 3t 3 (z2 +1)
i <l ' =
o . “
: +3 5 dz 1 dz d 1
— " de=2 __uax L _ a 1
2z +1)2 2/(21_,_1)2 +2 il (b) Dato che dxlnz I,mha

5

i — 1 dz 1/z
ol =-——— 4+ -Inf2c+1 - -
i T Tie+p? TalnlRe+l /wlnz /lmdm In|lna|
|
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(= BPS, pag. 250).
(¢) Si pud porre /z =1t, si ha

e si ottiene

= 2arcsint|,_ - =2 arcsin v/z
=3

/ﬁjf—_wz./\/%

(d) Si pud scrivere

e®dz @ -

(dato che diav (e +3) = €%)

_ (e®+3)7% _ 1

) _2(em+3)2

(= BPS, pag. 250). Oppure si pud porre e” + 3 = ¢; si ha e*dz =dt e si ottiene

eds [ dt
(ee+3)3 |

Si applica il metodo di scomposizione, seguendo gli esempi del testo (= BPS, pagg. 276-
278).
(a) Dato che

1 - 1
2% lt=e 13 2(e® + 3)°

t=e® 43

43 1 2

E+1P (z+1)? (@+1p

si ha
z+3 1 1

/(z+1)3 = Te 1 (z+1)°

(b) Scriviamo

1 _A Bz+C
2(z2+2)  z 12+2

da cui
1=Az® +24+ Bz® + Cz = (A+ B)z®> + Cz + 24

Affinché I'identita sia corretta occorre che

1 1
A== == =
3 B 3 =0

Abbiamo percid

dzx _1 1 2
/w(a,& 2 51n[9:| - Zln(m +2)
(c) Scriviamo

1 __4A.B_C
r2(z+3) 22 =z  z+3

(© 88-08- 8991

1. Primitive 155

da cui
1=A(z+3)+B(z* +3z) + Ca® = (B+C)z’ + (A+3B)z + 34

Affinché Pidentita sia corretta occorre che

1 1 1
A=3 B=-5 C=j

Abbiamo percid

dz 1 1 1
/m_—gg—gln|z|+§lnlz+3l

(d) Dato che
1 142f-22 _ 1 1
2+z¢ z2(1+22) 22 1+a?
si ha b
—1—dz=—l—arctana:
z? 4zt z

@ Si ha, scegliendo in entrambi gli integrali g () = 1 come fattore differenziale,

zdx
/ arctan zdz = z arctanx — /

$2+1=

= zarctanz — %ln (m2+1)

/arcsinzd:z: = garcsinz — / _wd:b_ =
: i
= garcsing + % / (—2z) (1- zz)_lﬂ dz =

i

zarcsinz + /1 — z?

@ Applicando il metodo d’integrazione per scomposizione (dopo aver sommato e sottratto
1 al numeratore), si ottiene

T o z+1-1 _ 1 =
/«md“‘ md””‘/(””“:/r_ﬂ)d =
:%(«/($+1))3—2\/(z+1)+k keR

Applicando il metodo d’integrazione per sostituzione (vz +1 = t), si ottiene lo stesso
risultato, infatti si ha

z=t2—1 dr=2tdt

TP e o[t
/ z+1dm 2/(t 1) dt - 2(3 t) -
:%(\/(m+1))3—2w/(z+1)+k keR
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Applicando il metodo d’integrazione per parti, con fattore differenziale ¢ (2) = ~1\
VEET

si ottiene un risultato apparentemente diverso

/\/;xﬁd‘”=21'\/m—§\/(x+l)3+h heR

Invitiamo il lettore a controllare che i due risultati coincidono.

(a) La famiglia di primitive di f si ricava apphcando la formula di integrazione per

parti, scegliendo come fattore differenziale g (z) = =. Siha
In(z + 2) 1
—_— l ————dz =
/ dz = n(z+2)+ c@tD z

scomponendo

1 1 1 1

- —iln(z+2)+ Moz +2)+k kR
Imponendo il passaggio per (1,0) si trova k = gln 3.
(b) Posto t = m, si ha /T =% — 1 e successivamente

e=(#-1)" de=at(P-1)at

Sostituendo, si ha

/mdxz /4t2(t2~1)<u i

Imponendo il passaggio per lorigine si trova k = %

Si applica la formula d’integrazione per parti, con g (z) = z come fattore differenziale;

si ha
(i )m b (£2) (Lo (),
x2 =3 n P ' 211} 21 p x =
1.2 2% +1
=35 ln( s ) ln(z )
Si ha poi
2
liﬂ—n l[xQIH (z +1)+In(£ -I»l)} +o00

1. Primitive
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Ulterioti esereizi

@@ ge @ = —1 si ha immediatamente
: | .
de _ (nz)"™ +k keR
x n-+1

Se a # —1, integrando per parti, si ottiene

.m(H—l " Ca -n(nz)*" lda: =
In:a+1(1nz) ol e ( p

= ————xa+1 (In2)" - /w“ (In -’L‘)n_l dx
- a+1 a+1

da cui la formula
z° (Inz)” n

I
gt1 a+1 !

In=

Si ha

Io=/dx=m+k kelR
Ilzfcoszdz:—sinm+k keR

Per n > 2 si pud scrivere
- - . n—2¢. 2
I,= / (sinz)" 2 (sinz)® dz = / (sinz)""*dz — / (sinz)" ™" (cosz)” dw
n =
Seriviamo il secondo integrale nella forma

/ (sinz)" 2 - cosz - cos xdx

e notiamo che h (z) = (sin z)""2 . cosx ha come primitiva

parti tenendo h (z) come fattore differenziale. Si trova

n—1

. n—1
%—. Integriamo per
n—

_ (sinz)"”" -cosz (smz) B (* sinz)dz =
/ (sin z)" % - cosz - coszdx = —1

_ (sinzm)"™" -cosw )" - cos .

—nT1 /(smx) dz

Si ricava, quindi,

(sing)* ™" -cosz 1y
ln=In—2' n—1 ) nfln
da cui B
n—1 (sinz)"”" - cosT
In=— Iz

N .
i e n & pari
Si noti come la formula di ricorrenza permetta di calcolare I, conoscendo Io s p

e conoscendo [1 se n & dispari.
Invitiamo il lettore a dimostrare una formula analoga per il calcolo di

/ (cosz)™ dz
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i, Calcoliamo

B

/ (z + 3)sinzdz
0

Usando la formula d’integrazione per parti V
. parti (= BPS, pag. 252 i
sinz come fattore differenziale v & “ecgliendo

/0(m—(—3)sin¢dz=[—(a:+3)cos:c]g+/ coszdz =
0

=7T+3+3+[Sin$]g=6+7r

8 3
/ eVedx
0

Applichiamo la formula di cambiamento di variabile (=> BPS

, bag. 249, for-
mula_, (43)), ponendo t = ¥z (invertibile); si ricava x = * (derivabile corn
continuitd), dz = 3t2dt e quindi si ha

8 2 2
/0 e¥edz :/ et - 3t2dt = [3¢%]2 — 6/ tefdt =
0 0

=12¢* — 6 [te! —et}ﬁ —6e2—6

. Calcoliamo

& Calcoliamo I'area (ombreggiata in figura) della figura piana compresa tra il
grafico della funzione f (z) = 22 — z, I’asse z e la retta z = 2.

Y

Tale area ¢ data da

2 1
poiché

-2 0<z<1
oz 1<x<2

HOERH

© 88-05- g,
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Si ha
2 2310 28 227)?
area = Tﬂﬁ[?‘ﬂl‘
1 1.8 , 1. 1_,
2 3 3 3 2

[§ Calcoliamo ’ares della regione piana limitata compresa tra il grafico della
funzioni f (z) = Yz e g(x) = % I grafici delle due funzioni, riportati in
figura, si intersecano nei punti (0,0) e (1,1) e per z € (0,1), f (z) > g ().

Y _z
y_27x
I
|
h |
B : =3z
1
: !
o 1 2 @
= _. . a
‘ /
|

I’area & data allora da

1
g L _[3ym _ _T7_
/0(\/5 2_m)doc [4\/:7+z+21n(7; 2)} 1 2In2

1

0

e In generale, area delle regione piana limitata compresa tra i grafici di due
funzioni f e g integrabili in un intervallo [a,d] le rette z = a e z = be
data da

[15@-9@ias

B Calcoliamo la lunghezza della curva di equazione f (z) = coshz, z € [0,d].
Si ha (= BPS, pag. 256), essendo f' (z) =sinhx

a . a
lunghezza = / 4/ 1+ (sinh z)de = / coshzdz =sinha
0 0

! [ Calcoliamo il volume del solido ottenuto per rotazione del trapezoide indivi-
I duato dalla funzione f (z) = Inz, « € [1,¢€]. Si ha (= BPS, pag. 257)

volume :7r/ (lnx)zdw:w([x(lnxf]i-—Z/ mlnmdm) =
1 1

=7 {9: ((lnm)2 - 2lnm+2)} =7(e—2)

e
1
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@ Calcolare P’area della regione piana delimitata dalle curve di equazione
y=—z—2z+lezy+2=0.

Calcolare il valor medio della funzione f (z) = sin/z nell'intervallo [0,4] .

Calcolare il volume del solido ottenuto per rotazione attorno all’asse x del

@ Calcolare la, lunghezza. della curva di equazione f (z) =Inz, x € [l, \/§] .

2
: 1
I @ 0 lzl ' % @ % trapezoide individuato dalla funzione f (z) = Pk €[L,2].

%} / 23dz =1 pera= Sia .1
il [a] o (6] +1 [c] +v2 [d] v2 f(m):(m+1)3

o

| | 5 Posto
4> Sia f continua. Se /a f (x)dz = 0, allora necessariamente O = / f(z)dz
0
AR E f(z)=0 @ a=b a=-befe @ nessuna delle .
‘ ar dispari altre risposte ; determinare il carattere di Z ap.- '
i) - B i —0
It AIR "3‘3‘ Una sbarra & posta sull’intervallo (0, 1) dell’asse x. Se la densita della sbarra i . "
1o ¢ p(z) =z + 1, il baricentro della sbarra ha ascissa z, = i @ Sia f (z) = et b ol k £ ol
h 2 5 5 1 ; ia f (z) = 357 Dopo aver calco ato / x)dzx, calcolare
|l L] 3 o] 6 9 [d] 3 , +1
LI
I

i i ‘: e .

}' - & 81? f" continua in [0,1] e tale che f(0) = f(1) = e, /(1) = m, allora k~>+oo/ f(z)dz
| /0 of" (z)de =

| i

‘i IEI T Izl T+e e E T+ 2e

b
L’integrale [ f(z)dz rappresenta geometricamente Parea del-

k4
<]
=]

la figura piarc{a compresa tra il grafico di f I’asse delle ascisse
elerettez =aez=".

g% Calcolare gli integrali

i ™2 cosx 1 [
! ()/ m(].nw—kl)dx (b)/o mdz (C)/o-’tvl—xzdz )

<]
(=]

b
Se a > b, 'integrale / f(z)dz & un numero negativo.

. .
Se f & discontinua, I'integrale / f(z)dz non esiste.
a

| Calcolare lo spostamento subito da un punto che si muove lungo una retta
| ‘ A con velocithd v = v (t) = 2t — 3, nell’intervallo di tempo [1,3].

[<]
(=]

b b
Gli integrali / flz)dz e / f(y)dy danno valori diversi.

v v vV
[
[=]

(<]
[=]

nell’intervallo [3, 5] .

t
&4 Calcolare 'area del tr ide individ: i = - E @ @
& apezoide individuato dalla funzione f (z) = /z —z —2 E Se f & pari e a > 0, allora f(z)dz = 2/ flz)dz .
—a 0




162 Capitolo 5. Calcolo integrale (© 88-08. 8901

B[V [F]

Se f & periodica di periodo T, allora per ogni ¢ € IR sj ha,

[ t@aa= [ @

@P L'integrale di f(z) = l/z tra —lelég

—1/z esiha ‘
1 BL
/ —de—[——z} =—1-1=-2
1T L2

@ L'integrale di f (z) = 1/z tra —1 ¢ 1 & 0; infatti f & una funzione dispari e
Pintervallo d’integrazione & simmetrico rispetto a 0.

& —2; infatti una primitiva di f 3

## Calcolare il valor medio della funzione f(z) = arctan !
Z—

[0,2] e [2,3].
Esiste un punto ¢; € [0,2] tale che f (c;) risulti uguale al valor medio di f

in tale intervallo? Esiste un punto ¢, € [2, 3] tale che f (cz) risulti uguale al
valor medio di f in tale intervallo?

1 negli intervalli

ahe
%t Sia

1
o (1+3?)
dopo aver dimostrato la formula
2n—1 1
n = —In o
Ina 2n + 2n
calcolare I.

#% Dimostrare che, se f & continua in [a,8], f(z) > O per ogni € [a,b] e

b
/ f (z)dz =0, allora f (z) = 0 per ogni z € [a, b].
## Dimostrare il seguente

Teorema della media ponderata — Siano f ,g: [a,b] — IR continue e g positiva
in ; allora esiste ¢ € [a, b] tale che

[1@e@a=r@ [s0@

@ 88-08- 8991
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Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

¢ [

x/2 1. w2 1 (Tx 1
/O cos (Tz)dx = [? sin (73:)] . = 7 sin (?) =-z

¢ []

1 [ 1l e 2
vngf_ﬂ/zcos(x)dz_ W[smx]kw/z pm

& 4

. a
Si ricava dall’equazione x> 1.

& [4]

Con ’esempio

T
/ sinzdz =0
0

Si vede facilmente che le risposte E EI sono false.

! 2
&

. 1
Tp = l/ zp(z)dz e m = massa = / p (z)dz, per cui si ha
m J, 0

. J0 —
- 1
/ (z+1)dz
)

® [4]

Integrando per parti si ha infatti

0

1 1
/ of" (@) dz = [of @] - /0 F (@) de = £ (1) - £ (1) + £ 0)




164 Capitolo 5. Calcolo integrale

© 8s-0s. 8993

Esercizi

@

{1 Gli integrali si calcolano applicando la formula di cambiamento di variabile.

(a) Si pone Inz = ¢, da cui
z=¢ dz = e'dt

esex=1,sihat=0esez =e,sihat=1. Percid

¢ Inz g
— 2% = L @=1-—
/1 :c(lnz'+1)d$ _/; t+1dt In2

(b) Si pone sinz = ¢, da cui, differenziando, si trova cos zdz =dt;sex=0,sihat=g
esexr= 3 si ha t = 1. Percid

2
2 cosa

1
1
—dz= | ——dz=2vV3-+2
s Vemz 12 /;Mt+2

(c) Sipone 1 —2? =t; si ha —2zdz =dt e ¢ varia tra 1 ¢ 0.

1 0 1
/w 1—m2da::fl/ ﬁdt:l[\/t_"] =1
A 2/, 31V9], =3

Si ha
3(3)—3(1):/3(2t—3)dt= [ —38t]> =2

La funzione & positiva in [3,4), negativa in (4, 5]; ’area del trapezoide &

[ 1@ [ r@u=[fE-2 ]

5
2\/—3 CL‘2 :l
—|zVzd3 - —+2z| =
3 3 {3 2

4 -

35 10
_?—Z\f—?\/g

Le due curve sono rispettivamente una parabola con vertice (—1,2) e un’iperbole equi-
latera avente come asintoti gli assi. Le due curve si intersecano in tre punti di ascisse

—2, —1 e 1. L’area delle regione regione piana delimitata dalle curve, ombreggiata in
figura &

Y

y=—a22—-2z + 1

i definiti 165
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-1 2 5
/ (—m2—21+1+‘)d1‘:——21n2
i T 3

@ Si ha (= BPS, pag. 245)
1 [t
fur = —/ sin/zdz =
4 Jo

(sostituendo /T = ¢, « = t*, dz = 2tdt, con ¢ che varia tra 0 e 2)

2
= 1 tsintdt =
2 Jo
»
@ Si ha

V3 V3 /1 x2
/ «/1+l2dz=/ i+
0 z 0 z

Poniamo 1+ 22 = ¢t si trova z* = t* — 1, 2z dz = 2t dt con t che varia tra V2e2
Si ha

sin2
[~tcost +sint]y = —5— —oos2

N =

2 2 _ 172 1. 2v/2+3
t _ 1 f_l] =2-v24+-m¥ 2
/ﬂ——t2~1dt—[t+21nt+1 Vs 2 3

Ly _
]1—24

2
1
volume =7'l‘/1 gdz:ﬁ[—ﬁ

‘f@«} Si ha

1 2 |
=)= (z+1)? @+1)° |
|
per cui una primitiva di f & !
1 1
-
9@ z+1 (z+1)°
i
° i
n
1 1 1 1 |
==t =St |
ani[ :n+1+(;c+1)2 o n+l  (n+1)? \
Dato che
1
Qn ~ ——
n

la serie diverge.
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@93 Ponendo e® = t, si trova

k4

Fl_e® * 1 t 1
A @:ﬁﬁz—[ ?@:ﬁﬁ"[ (F-ar1-myr) #-
€
[lnt——lnt—l—l) arctant] =
1
=lln—2’E —zm:tane"“—&-lln2+I
2 e 41 2 4
e quindi

£ k 1
k11»+oo/ 2z+1dz_1n\/———

Vero o falso?

i

Falso. E vero se f & non negativa, altrimenti & una “somma algebrica” di aree,

quelle sopra l'asse z prese con segno positivo e quelle sotto con segno negativo (Vech
esempio 3).

0
Falso. Per esempio: / (-)dz =1.
1

. . 1 0<z<1
Falso. Per esempio, la funzione f (z) = - & i
(=) 9 l<z<2 & integrabile e
2
[ 1@as=3
0

b
Falso. La variabile di integrazione & “muta’”: / f (z)dz & un numero che dipende
solo da f, daa e dab. ¢

Vero. Si pud infatti scrivere

/_Zf(x)da;: :f(m)dz+/0af(z)dz

Ora, ponendo z = —s, si hadz = —ds e

/if(a:)drz::-/auf(—s) d3=/0af(s)ds

dato che f(—s) = f(s).

Vero. Ponendo z4+a = s, sihadz = ds e per z = 0 si ha s = a, per ¢ = T si ha
s == a + T; percio, per la formula di cambiamento di variabile,

/OTf(n:)dz=/:+Tf(s)ds

2. Integrali definiti 167
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Trovare I'errore

Che il risultato sia sbaghato ¢ evidente: l'integrale di una funzione positiva non pud
essere negativol Qual &, comunque, l'errore commesso? Si & applicata una formula
senza, verificarne le ipotesi di applicabilita: f non & mtegrabﬂe perché non & limitata.
Non lo & nemmeno in senso generalizzato (vedi la prossima sezione).

@ E vero che se f & integrabile e dispari, per ogni a > 0, si ha

/jaf(z)dzz

La nostra f (z) = 1/ perd non & mtegra.blle perché non & limitata. Non lo & nemmeno
in senso generalizzato (vedi la prossima sezione).

Ulteriori esercizi

#i 1 grafico di f & y

1 valor medio di f in [0,2] & farz = 0, poiché f & dispari rispetto alla retta z = 1. Il
valor medio di f in [2,3] &

3
1
fM2=/
2 -1

= ( integrando per parti)

= [a:axctan Ly + zdz
- “1l,7 ), P omr2
=3a.rcta.n%—g+[ m —2z+2)+arctan(m—1)]
1,1, 5 =
—Zarctan§+51 371
Non esiste alcun punto c; tale che f (c1) = =0, in quanto f non si annulla mai.
Esiste, invece, un punto cz tale che f (c2) = f M2, perche f & continua in [2,3] (= BPS,

pag. 244).

% Scriviamo “meglio” lintegrale

fl z2dz
" e Lz

I /1 dz /1 (1+a:2—3:2)dm
n+l = ) (1+$2)n+1 - o (1+$2)"+1 =
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Calcoliamo l’ultlmo integrale per parti, scrivendo z* = & - , tenendo come fattor diffe.

renziale W e osservando che questa ¢ la derivata di — m Si ottiene
/}.&_ S U L
o (14221 2n- (I+23)"|  2n *
da cui
. 1 1. 2n-1 1
In+17[n+W—%In—T.In+W
Si ha, poi

Y oda T
I = ——  —Jarctanz]} = =
1 ./o. Tre? [arctan z]; i
1 T 1
Sh4s=242

3 .1 3 1
= =% _3,,1_ 3.1
s /0 (1+x2) St TR

s .
i3 Se, per assurdo, in un punto ¢ € [a,b] fosse f(c) > 0, allora, per il teorema dells
permanenza del segno, esisterebbe un intorno (¢ — 4, ¢+ §) in cui, per esempio, f (z) >

f()

N =

e quindi sarebbe (essendo f non negativa)

/f(z)dw/ f(a:)dz>/ 5

che contraddice I'ipotesi.

(C)dz =6f(c)>0

. R : . . R .
aﬁ% Se f & continua in [a, b] per il teorema di Weierstrass ammette minimo e massimo; siano

S
Jé%i“b f(z)

M= max f(z)
e si ha, per ogni z € [a, b]
m< fz)< M
Poiché g & positiva, per ogni z € [a, b] si pud scrivere
mg (z) < f (z) g (z) < Mg (z)

e per la proprietd di monotonia dell’integrale, si ricava
b b b
m/ywhﬁff@M@MSM/Q@M

b
da cui, essendo / g (z)dz > 0,

b
/f@M@Nw
""—<M

g(z)dz

a

(0 88-08- 8991 8. Integrali genefalizzati 169

b

/ f(z)g(z)dz

“f————— & compreso tra il minimo e il massimo di f, quindi, per
[ s@as

a
la proprieta dei valori intermedi per le funzioni continue, & un valore assunto da f, ossia
esiste ¢ in [a, b] tale che f(c) = \. Immediatamente si ricava

b
/f@ﬂ@m

/:g(x)dz

1l numero A =

b b
— i@ = /f@ﬁwm#@/gmm

3. INTEGRALI GENERALIZZATI

Calcoliamo / _—

Una primitiva di f(z) =
pag. 259)

1-6
5 — — 72 T _ _ — 2 —
m | (—vVi=7)da }13%( J1-(1-96) +1) 1

\/% ¢ g(z) = —VI—4a2 e si ha (= BPS,

percio

=

Verifichiamo che

diverge a +oc0 sea>1

converge a 1 sea<l1

1 . .
Infatti f(x) = — & continua e percio integrabile in (e,1) per ogni € > 0; nel

caso a # 1 si ha .
—-+00 a>1
1 1
lm [ 27" de= lim ;——(1-€""%) =
EiIél+ ¢ = lim ;— ( ) 1

mentre se a =1,
li 'l dz = lim l[lo ]k lim loge o0
im - = = — =

x e—01 & € e—0T g -




170 Capitolo 5. Calcolo integrale © s8-08. .
1

400

. Calcoliamo e~ **dz, a > 0.

0
La funzione f(x) = e™** & continua su tutto ’asse reale e quindi Ppossiamg
integrarla su un intervallo [0, k]. Si ha (= BPS, pag. 262)

k k —ak
. _ . 1 . e ™ 1
lim e *dz= lim |—=e **| = lim |- + ) = l
k—+c0 Jo k—+oco o 0 k—4o00 ls] [ o

+o0
e, quindi, / e *dr = 1 (a>0)
0 87

—+oo

L
ze™® 24z,

5
e

Calcoliamo /

—00
La funzione integranda & continua su tutto I’asse reale, se i due integrali 5
destra convergono, possiamo scrivere (= BPS, pag. 263)

+o0 0 +oo
/ ze2dg =/ ze 2dg +/ e~ 24z
oo —o 0

s e 2. oo
Una primitiva di ze™* /2 & —e~%" /2

R R

¢ pertanto

h——o0

——+00

00 2 k
—2?/23,. _ 1 _ 22| K22 —
/0 ze dz khm [ e ]0—( e —|—1)—+1
Essendo f (z) = ze~""/? integrabile e dispari, si conclude che
+o0
/ ze 2z = 0
logz

i Verifichiamo che f (z) = —=- & integrabile in [1,+00) (= BPS, pag. 264,
formula. (6.6)). f & continua in (0, +00), quindi & integrabile in ogni intervallo
[1,k] (k > 1). Per z > 1 si ha, per esempio, logz < /z, quindi

logz  +/z 1

2 2 p3/2

1
v ¢ integrabile in [1,+4oc0), per il criterio del
confronto (= BPS, pag. 266), ¢ integrabile anche f.

Poiché la funzione g(z) =

T+e ®
2+ Inzx
e continua e 2 + Inz # 0 in [1,+00) basta studiare I'andamento a +oo €
usare il criterio di confronto asintotico (= BPS, pag. 266).

B Verifichiamo che f(z) = non & integrabile in [1,4+00). Poiché f >0

1 . 1
Per £ — 400, f(z) ~ - quindi essendo g(z) = - bon integrabile anche f

non lo &.

(©) sa-08- 8991 8. Integrali generalizzati 171

sinz
ﬂ f&) = e
intervallo [1, k] (k > 1) ma non & definitivamente di segno costante. Proviamo
a considerare |f(z)|; si ha

¢ integrabile in [1,+00). f & continua e integrabile in ogni

Poiché | f| & integrabile per il criterio di confronto, essendo maggiorata da una
funzione integrabile, si deduce che f & integrabile per il criterio di convergenza
assoluta (= BPS, pag. 266).

¢ [

converge
assolutamente

-.c diverge a : converge

+00

@ diverge a
—00

¢ [ 5=-

@ V2 @ 2v/2 diverge a @ -2V2
+o0

—+00
€ Sia f: [a,+00) — R, continua. L’integrale / f (z)dz sicuramente non

a

f non ammette @ nessuna delle

limite altre risposte

converge se, per r — 400,

[a] f@) —o0 (6] @) —3

+0 ¢ 4 2sinzx
o [Ttz
T T3+ 2/T
E converge @ diverge a +oco

@ dipende da z

oscilla

€ Calcolare i seguenti integrali

—+00 1
@ [ serp®

. .
(c) / zle%dz
0

—+00 1 d
® [ wte

“+o00 ez d
@ [ e




e e i

1 172 Capitolo 5. Calcolo integrale © 88-08- 8gg;

/ (© 88-08- 8991 8. Integrali generalizzati 173

&5 Calcolare i seguenti integrali

+o00
@ Calcoliamo / —dz. Possiamo scrivere
! A

JaRE (a) /1/2 dz (b) / cosS T
| 0o V1-2z s1no: o /Jm L /lidw+/+mid$_
: 0 0o z° 1

mcx
%};‘ Stabilire se i seguenti integrali convergono (senza provare a calcolarli) ‘ = 1 + 1 =0 !

n e Vz+3 x+3

1 VIS g b
10Es () 1 z+2lnzx e ()/ h11
i ‘ 3 \/:—I:—
1 ——d d —d
f (C)/oez—N” ()/0 o

p . . . i} Stabilire per quali valori del parametro reale a esistono finiti gli integrali
& Stabilire se i seguenti integrali convergono, applicando la definizione, . h

%
!
|
} ) l-a a-1
l
|
|
?
|
l

+00 1n |1 — 2 . ptoo t
12 oo () l-g Idz ) arc ailwdx
(a) / 1 () / _dz o ze e 2l
T 2 z(ng) ﬁ» Dimostrare il seguente criterio di confronto di una serie con un integrale
generalizzato.
| Calcolare ’area della regione illimitata di piano compresa tra il grafico della Sia f : [1,+00) — IR decrescente e infinitesima, per £ — +co; posto a, =
il funzione f (z) =In(z + 1), la retta z = —1 e l’asse z. f(n), (n>1), allora
“} &3 Dopo aver tracciato il grafico di oo . +00
gl a, converge se e solo se z)dx esiste finito
' “‘> ' R g l d st it
;i 1'; fz) =2%" n=1 1
il , o . .
,(l‘j calcolare I'area della regione illimitata di piano compresa tra il grafico della # Applicando il criterio di confronto con un integrale generahzzato studiare il
i M? funzione e il semiasse positivo delle ascisse. :
R Je carattere delle serie
L “+o0
1
i nz::z n(lnn)®
] “i Sia
ERll %
: H Calcoliamo ( -1)°
i : ) f aeR
| [ @ = ey
|1 oo 1+ 22 ’ . stabilire per quali valori del parametro a esistono finiti gli integrali generaliz-
| Dato che la fu dadd R - + +
ato che la funzione integranda ¢ dis ari,/ dz = 0 per ogni k& > 0 e oo . bt
e ) ) o T IR [i@a  [Tiwe [T
f b e percio ) e 1
| +E op $f Mostrare che la funzione
(e lim dz =0
!i i k—+oo J_p 1+ x2 f@) = sinx
L z
| : quindi anche ) . o . ) ) ) :
E : T P ) )
1 A & integrabile in [0, +00) , ma non & assolutamente integrabile, ossia che
| TERE ‘oo 2z ] +oo o 400 |
Il 2 dz=0 : sinz | |smm}d di
o 1ta? r A z converge, mentre A z diverge.
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4% Mostrare che la funzione
f (z) = sin {z?)

¢ integrabile in (—o0, +00).

Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

@ []

1

Infatti, essendo g (z) = —2v/2 — z una primitiva di f(z) = , si ha
1
lim Y _ jim [-2v3T3) = lim (~2+2V2F) = +oo
k——oco J, Q-1 k—o—oo LI SRS

Infatti (vedi l'esercizio 1)
. A P
lim
k—2 o 2—x

= lim [-2v2 =5 'g=113312(—\/2—k+2\/§) =22

Se f(z) — 3 per £ — 400, per z grande, per esempio, si ha
[ (@) >2

e una funzione costante (# 0) non ¢ integrabile in un intorno di +oo.
Si noti che una funzione puo essere integrabile anche se non ha limite (vedi I’esercizio
6 di pag. 174).

La funzione integranda & continua in (1,+o00); basta studiare l'integrabilitd in un
intorno di 4oco. Poiché, per  — +oo

z+2sing 1
23+ 2/x  z?

che & integrabile, 'integrale generalizzato converge.

Esercizi

% +eo 1 d I z 1k
(a)/1 m $_k->u-l]—loo|i]nm+1]1:1n2

+oo 1 +co 1 .
b — dz =2 4z =2 1 _
( )/_co 2 +1 z /0 p +1d:l; kllliloo [arctanz]y = 7

@ 88-08- 8991
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+oo &
(c) / z?e ®dz = lim [—:cze'm —2ze " — Ze_m] 0 =2
b ko-too

=—In
e 2 e—1

+oo k k
e 1 . 1 t—l] 1. e+1
= lim —dt = Zln— 1
(d) ‘/1 e2r — ldm kL«Foo‘/; 12 — ldt kl{I-II-lm [2 In t4+1

12-e 4.

. , 1/2—e _
(a) lim Wirsrr = 5141’1(1’5r [—\/1 — 2z}, =1

e—0t Jq

T cosx 34/ =l
®) / Voma "= [av (sin) ] =0

. P z+3 1 .. .
(a) Diverge, perché per x — +o0, %21; ~ ﬁ’ che non ¢ integrabile.
(b) Diverge, perché per  — 1, si halnz ~ z — 1 e quindi

‘z4+3 4
Inx z—1

che non & integrabile.
(c) Converge, perché per x — 0, si ha e® — 1 ~ z e quindi

VE oL
et -1 /z

che & integrabile.
(d) Converge, perché, essendo z® +5 < 1 si ha

e -
8 +5 =
che & integrabile in [0, 4-00).
(a) Lm e _ lim [In|lnz)]*? = —oo
e—ot J,  zlnz  e—ot €

k k

. dz . 1 _ 1
(b) kl{rfm/z z(lnz)? kll»I«{l}oo [ 11132‘]2 " In2
Si ha

0
a,rea=—/ ln(a:+1)d:c=—linb[(z+1)ln(av+1)—a:](_]_H_E:l
N e— E

f & definita in TR ed & dispari. f & positiva per z > 0, negativa per z < 0 e f(0) = 0.
1i =0
Jim f(2)

quindi la retta y = 0 & asintoto orizzontale per f.
Determiniamo i punti stazionari di f risolvendo 'equazione

F(2) = 2% (3-24%) =0
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. 3
che ha le soluzioni z = 0, i\/; . Dalle precedenti informazioni possiamo ricavare che

il punto z = 0 & punto di flesso a tangente orizzontale, mentre i punti z = :t\/g sono
2

rispettivamente di massimo e minimo.
Per completezza determiniamo altri eventuali punti di flesso risolvendo 'equazione

I (z) = 22°€" -’ (‘3 -7+ 23:4) =0

Si trovano le soluzioni z = 0, +/3, ﬁ:\/g , che sono i punti di flesso.

Un grafico qualitativo di f & il seguente
Yy

s

L’area richiesta & data da
Foo 2 k 2
/ z2e! ™ dz = lim 22! ™ de
o k—+oo [y
Integrando per parti prendendo g(z) = zel™®

2
elx:

come fattor differenziale, dato che

1-2?

—2ze , si ha

k k k
/ 2 dr = [—iwzelﬁ”?] +/ zel ™ dg =
0 2 0 o

1, .21k 1 _
[ = (e )

dz

per cui

. 1.2 1-k2 €
=1 —=(k “ ==
area lew( 3 (k +1) e + 2) 3

Trovare I'errore

@i 11 passaggio sarebbe lecito se si fosse prima verificato che l'integrale esiste, ma

5
. 2z .
kBTOO/g 1+w2dz:k£:r-loc [ln (1+x2)]§ = oo

e cosi
0

lim i

koo |, 14 xzdI = kli»lfoo [tn (1+ 12)]0% =-®

3. Integrali generalizzati 177
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Dato che i limiti sono infiniti di segno opposto, I'integrale generalizzato non esiste.
1
& L’integrale non converge, perché / converge solo per a < 1 (vedi esempio 2, pag. 169),
0

+oo0
mentre / : converge solo per o > 1 (= BPS, pag. 264).
1

Ulteriori esercizi
In |1 - m2i
%} (a) Sia f (x) = ———; [ & continua in (0,1) U (1,+00) . Occorre controllare I’anda-
T
mento di f in un intorno di 0, 1 e +o0.
Per z — 0, essendo In |1 — :102\ ~ —z2siha f(z) ~ ——15; f & integrabile in un intorno
o
di0seesolosea—2<1ecioda<'3.
Perz — 1, f(z) =In(1+z)ln|l —z| ~In2In|l —z| ; f & integrabile perché infinita
di ordine inferiore a qualsiasi potenza di

Lzl
2 2 o 2lnz ., . .
Per z — +00, ln|1 —z | ~1Inz? = 2Ilnz e quindi f(z) ~ —a f & integrabile in un
intorno di +oco se e solo se a > 1.
+9 In |1 — 27|

In conclusione l'integrale dz converge se e solo se 1 < a < 3.

0
(b) Sia g (z) = %ﬁl—w; g & continua in (—o0,0) U (0, +o0). Occorre controllare I'an-

damento di g per ¢ — 0¥ e per ¢ — =oo. Dato che g & dispari, basta controllare
I'andamento per z — 07 e per z — +o0.

; g & integrabile in un intorno (destro)

Per z — 01, arctanz ~ z e quindi g (z) ~

di 0 se e solo se a < 2.

Per £ — +o0, arctanz — T e quindi g (z) ~ L; ¢ integrabile in un intorno di +o0
2 2ze g &

J;a—l

se e solo se a > 1.

In conclusione P'integrale /

—oo

+° arctan

-I—la— dz converge se e solo se 1 < a < 2.
x
ézﬂ Dalla figura si vede che, fissato un intero k > 2, l'area tra il grafico di f e l'asse z

k
<= / I (z)dz) & maggiore della somma delle aree dei rettangoli inscritti (ombreggiati),
1

Y
ayl--

ﬂ2 [ A

Azl 4.
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| k
‘ uguale a Z an, e minore della somma delle aree dei rettangoli circoscritti, uguale g
| =2
k-1 "
Z arn. In conclusione, si ha, per k& > 2,
n=1
k k k-1
o< / f@de< an
n=2 N n=1

Se si passa al limite per £ — o0, per il teorema di confronto dei limiti, si ottiene

+o0 +o00 +oo
Zang/ J(@)dz <) an
n=2 1 n=1

‘ e perciod I'integrale e la serie condividono il carattere: o convergono entrambi o divergono

i entrambi.
| =
| Per esercizio 2, basta studiare / ———dz.
i , z(lnx)
i Si ha
. oy In(lnk) — In(In2) sea=1
I /.7 sz k)" )= o#1
: ‘r‘ —a+1 —a+1
‘ per cui
; k 1 400 sea<l
Sl 1‘ — —a+1
R ijoo/E z(lnm)“dx n2)7*7 sea>1

a-1

Come P’integrale, la serie converge se e solo se a > 1, diverge negli altri casi.

¢ Tra 1 ed e e anche in z = e la funzione & continua e quindi occorre controllare 'anda-

. . . 1
i mento solo in un intorno di 1. Per z — 1, f (z) ~ (——W, integrabile in un intorno
i T —
| e
i di z =1 se e solose2—a < 1ossia a> 1. Si deduce che
1

f converge se e solo se

a>1.
Anche tra e e +o0 la funzione & continua e quindi occorre controllare ’andamento solo

in un intorno di 4+oco. Per x — 400, f(z) ~ 5; f & integrabile in un intorno

z!=e (Inx)

oo
di +00 se e solo se 1 —a > 1 cioé @ < 0. Si deduce che / f converge se e solo se
e

'l a<0.
Poiché

| —+oo e +oo
[ = [
1 1 e

e i due integrali convergono per valori di a che appartengono a intervalli disgiunti(a > 1

i e a < 0), si conclude che /

1

+oo

f non converge per alcun valore di a.
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sin

/2
% Basta considerare l'integrale da ;—r a 400, dato che per z — 0, - 1, quindi / I
0

esiste. Si ha, integrando per parti con fattor differenziale sin z,
k. k k
sinz cos T cos T
/ T g = [— ] - / s—dz =
w2 T z d=/2 x2 ¥
k
cosk cos T
== - / 5—de
k Jap2 T

¢ passando al limite per k — +oo, si ottiene
too . +00
z cos T
/ sinz / LI
/2 z /2 z

%
|cosz| 1
z2 s z2

Poiché

I'integrale converge, per il criterio di convergenza assoluta.

—+o0 .
sin | . . . .
Per mostrare che / -I—ldz diverge, osserviamo che per ogni n > 1 si ha
0

™ |sin x| "< ¥ ising|
/ —dz = Z/ ——dzx
° T P

. 1 1 o
Su un intervallo del tipo (k — 1) 7 < z < km, si ha s > T © percid

km

kT ising] 1 2
/ ———dm>—/ |sin:1:1d:c:k—
(k=1 % KT Jh—1yn 4

nw o . "
2 1
|szldz 52 1
0 T ™

In conclusione

quindi, poiché la serie armonica diverge,

" |sin x| 2v1
lim Z dz = lim — — = +00
n—+co 0 x n—-+oo T lc k

iﬁg Basta considerare, per esempio, V'integrale da 1 a +oo7 p!?rché la‘ funzione integranda &
pari e sicuramente integrabile in [0, 1], in quanto ivi continua. Si ha

+o0 k
/ sin (a:2) dz = lim / sin (z2) dz
1 koo Jy

Ponendo z? =t si ha
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Successivamente, integrando per parti, tenendo sin ¢ come fattore differenziale, si troy,,

2 2
/k Sintdt— __cost k 1 K costdt_
L 2Vt E], 4), VB
_cos (k%) cost 1/’€2 cost
1

% T2 1

Si ha dunque, passando al limite per k& — +o0,

+oo +oo

. 2 cosl 1 cost
sin{z”)de = — — = ——dt

/1 ( ) 2 4 1 Vi3

L’integrale a destra converge in quanto

|cost| 1
VB T VE
. 1 ..
e la funzione g (t) = —= & integrabile in un intorno di +oco.

A /tS
L’esempio mostra che una funzione per essere integrabile in un intorno di +co non deve
necessariamente essere infinitesima.

Invitiamo il lettore a controllare che anche la funzione g (z) = cos (332) & integrabile su
(=00, 4+00) .

FUNZIONI DEFINITE DA INTEGRALI

Determiniamo I’espressione analitica e tracciamo il grafico della funzione

F(;z:):/oxf(t)dt

dove

Il grafico di f &

Se z € [0,1]
)
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L2

Se x € (1,2], per la proprieta additiva dell’integrale,
T 1 T 1 1
/ f(t)dt:/ tdt+/ di=tiz_1-0-1
0 ) 1 2 2

z%/2 0<z<1
z-1/2 1<z<2

quindi

F(a:):{

1l grafico di F ¢ il seguente

) R
8

Notiamo che, essendo f continua in [0, 1], F risulta derivabile.

Tracciamo il grafico della funzione
P = [ Vear
0

La funzione integranda f(z) = ze~* non ha una primitiva elementare e,
quindi, non siamo in grado di ricavare per F’ un’espressione analitica elemen-
tare, come nell’esempio precedente. Tuttavia f(z) & definita e continua su
tutto IR, quindi sappiamo che la funzione F' & definita in IR e derivabile per
ogni z € IR e, per il secondo teorema fondamentale del calcolo integrale (=
BPS, pag. 269), siamo in grado di scrivere

F'(z) = {ze™™

Avendo la derivata di F, possiamo studiarne la monotonia e determinarne
eventuali punti di massimo o minimo locale. Dato che

F'(z)=0 perz=0

F'(z) <0 perz<0
F'(z)>0 perx;O

la funzione F risulta decrescente in (—oo, 0), crescente in (0,+c0) e in z =0
ha un punto di minimo. Possiamo ricavare il valore di F’ nel punto di minimo:

F(0) = /00 VieTtdt =0

Notiamo che questo & I'unico valore di F' “calcolabile elementarmente”. Cal-
coliamo anche la derivata seconda di F per studiarne il segno, dedurre le
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zone di convessita/concavitd e determinare eventuali punti di fless

per z # 0 0; si ha,

-z

F' (z) = 1 3z€

Va2
F"(z)=0 perz=
F'(x)>0 perz <z (z#£0)

F"(z) <0 perz>

W= W=

. 1 . 1
F' & percid convessa in (—oo, 5) , concava, in <§,+oo) e ha un punto dj

flessoin ¢ = =.

Grafici compatibili con le informazioni sin qui ottenute pOSsono essere

] : o] —

Ci rimangono da calcolare i limiti agli estremi del dominio di F, che sicura-
mente esistono, dato che F' & monotona. Per quanto riguarda il limite per
T — —00, deve per forza essere

lim F(z) =400
T——00

mentre il limite per 2 — +oo potrebbe essere +00 o un numero k > 0.
Osserviamo che, per definizione di integrale generalizzato, se

lim %e —tdt
0

z—+00

esiste finito, esso coincide con l'integrale
+oo
/ Vte~tde
0

Cerchiamo dunque di capire se la funzione f(z) = ¥/7e~2 & integrabile in
(0,400) . Possiamo applicare il criterio di confronto. Per z grande, per esem-
pio, & \>
1
PR )
e .
e quindi

f(z) = Vze™™ <

Z5/3

o A
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che & integrabile in un intorno di +oco. Deduciamo che

lim F(z)=k

z—+00

e quindi F' ha un asintoto orizzontale. Un grafico qualitativo di F' & quello
della figura. di destra.

B

T
& Laderivata di F (z) = /0 [tdtinz =08 f(z) =
@ non esiste IE‘ 0 . -1 @ 1

0
€ La derivata di F (z) = / efdte f(z) =

-z

& 3
3 —g3 x
[a] & e [d] —

& SiaF(z)= ) f(t)dt; allora F' (z) =

[a] f@-f(-2)  [b] f@+1(-2) f@ -7 (-2 [d]f@+f ()

& Siaf(z)= e=="; il grafico di F (z) = /U f(@)dt vicinoaz =08

& @/‘\“\

T t
@ La funzione F' (z) = / ;e—th & definita nell’intervallo
: L i—

[a] 1,2) (5] (~o0,2] (2, +00) (~00,2)

Z ginx

%%5} La funzione F (z) = /1 - dt, per £ — +o0,

E non ha limite EI tende a 400

ha un asintoto @ non si pud

orizzontale ’ dire nulla
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Data la funzione

1 <0
sinz >0

OB

scrivere I’espressione analitica e tracciare il grafico della funzione
F@)= [ 1o
F & continua? E derivabile su tutto IR?
Controllare che la funzione
' Tt

F(z) = /O gt

¢ invertibile. Detta G (z) la sua funzione inversa, calcolare G’ (0).

Scrivere il polinomio di Maclaurin di terzo grado che approssima la funzione
- 2
F(z) = / ePdt
0

Calcolare il limite

/ sin (t2) d¢
lim<£

z—0 1-3

Siano a, b derivabili e f continua in IR; scrivere una formula per la derivata
della funzione

a(e)
W@:A F@ar

€ successivamente per

b(z)
P () = f@)dt

a(z)

—

Se f & positiva su tutto IR, allora F (z) = / f(t)dt & una
0

funzione strettamente crescente.
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@ 88-08- 8991

Se f & derivabile e f' & positiva su tutto IR, allora

p [ [F]

T
F(z)= /0 f (t)dt & una funzione convessa.

Se f & pari, allora F (z) = / f (t)dt & pari.
0

P
a(z) )

Se a (x) & pari, allora F (z) = / f (#)dt & pari.
0

p [ [F

a(z) .
Se a(z) & dispari, allora F (z) = / f (£)dt & dispari.
0

po [ [F]

N

E

& Sia f(x) = :ce—i- Tz la derivata della funzione F' (z) = /; fydat=e

e’

z+1

-1

Fl(z)=f@)-f0)=

T

3
@t
€& La derivata della funzione F (z) = / eVidt & F' (z) = €.
0

Dimostrare che se f & integrabile in [a,b] e F (z) = / f (¢)dt, per ogni

z,y € [a,b] si ha che esiste un numero k >0 tale che

|F (z) ~ F ()| < klz -yl M)
Dedurre che F & continua in tutto [a, b].
¢ Sia
1
1 (@)= z?lnz’

determinare il dominio delle funzioni
F(;;;):/ F(0)dt G(@:/ () dt
1/2 2

Tracciare un grafico qualitativo della funzione
T et—1
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Controllare che la funzione

F(z) = ﬂ By

ammette asintoto obliquo per z — +o0.

Sia

F(m):/o S g

mostrare che F' (z) > 0 per ogni z > 0.

Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

Essendo f (t) = |t| continua (anche in ¢ = 0), la funzione F' & derivabile in ogni punto
e la sua derivata &¢ F' (z) = |z|. Per cui F' (0) = 0.

]

Si ha

0 3 —xz 3
/ e’ dt:—/ e Vdt =
—z 4]

per cui I (z) = &

o]

Per la proprieta additiva, si pud scrivere

x
(ponendo t = —s) = / e**ds
0

F(z):/ f(t)dt:/zf(t)dt— _zf(t)dt
~z 0 0

Ora, ponendo ¢ = —s, si ha \

_Ef(t)dt=—/ozf(—s) ds )

0
e percid
F(z)= : dt = : d : —s)ds
@=[ soa= [roas [ raa
@)+ f(~=).

La derivata & F' (z) =

(© 88-08- 8991 4. Funzioni definite da integrali 187

& [4] SR

1l grafico di f (z) = e~ vicino 2 0 &

o| z

Dove f cresce, F' & convessa; dove f decresce, F' & concava. Quando f cresce fino a 0,
dove ha un punto di massimo, di conseguenza F' in 0 ha un punto di flesso ed & prima
convessa, poi concava.

® [4]

La funzione integranda f (t) =

¢
° 3 ¢ definita in (—o0,2) U (2,+00), ed essendo

per t - 2, risulta non integrabile in un intorno di 2. L’intervallo di

f ~

1ntegraz1one non pud contenere il punto T = 2 e percid deve essere x < 2.

fx)= g & integrabile all’infinito per cui
z

lim F(z)=

z—+o0

/ gdt
0

¢ finito. F' ha percid un asintoto orizzontale.

Esercizi

%&j} nga.ﬁcodifé

Si ha
/ dt - <0
F@=q"" .
1+/ gsintdt >0
0
ossia
1 <0
Fa=1%" TS
2—cosz x>0

1l grafico di F' &




188

Capitolo 5. Calcolo integrale © 88-08_ g
-08- 899

2
L

F & continua per ogni z € IR, ma non & derivabile in £ = 0 dove presenta un punto
angoloso.

La funzione integranda f (z) = ¢ definita e continua su tutto R, quindi 1y

e!!}
. N . . . :L‘2 + 3
funzione F' & derivabile per ogni z € IR e, per il secondo teorema fondamentale, si ha,

z

F =€—'
@ =053

Dgtlo che F’ risulta positiva per ogni z € R, F' & strettamente crescente, quindi inver-
tibile.
Per la regola di derivazione della funzione inversa risulta

1
4 —
“O=reo
0
e dato che F'(0) = / f ()dt = 0, anche G (0) = 0. Si ha dunque
0

¢ o) = ——F,l(o) =3

Ricordiamo che il polinomio cercato &

F(z)=F(0)+F (0)c + %F ©)a*+ %F ©0)®

Occorre, dunque, calcolare le derivate prima, seconda e terza di F in # = 0. Per il
secondo teorema fondamentale, si ha

F'(z) = e
e quindi F” (0) = 1. Si ha poi

F' (z)= —2ge™
F" (z) = 2™ + 4z

0
da cui F' (0) =0 e F'" (0) = —2. Dato che F' (0) = / et = 0, si ha )
. 0
3
Py(z)=z— 2:3—

Dato che la funzione f (z) = sin (:cz) ¢ definita e continua in IR, la funzione integrale
T

F(m):/ﬂ

sin (tz)dt & derivabile con derivata F' (z) = sin (:1:2) Si pud pensare di

rr——
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utilizzare il teorema di de "Hospital per il calcolo del limite. Osserviamo subito che il
R 0. . .
limite si presenta nella forma > infatti
T 0
lim / sin () dt = / sin () dt=0 e lima®=0
z—0 0 0 z—0
Proviamo a calcolare il limite del rapporto delle derivate; si ha

. sin (72) 1
i‘il}] 322 3

Sono verificate le ipotesi del teorema di de 'Hospital e quindi

® e
/0 sin (t )dt s sin (12)

1
lim = lim =3
2—0 z3 z—0 3z? 3

1Y
@% La funzione

a(x)
¥ (z) = / f@)de
0
& composta di due funzioni
y
z—y=a(z) e F(y):/ f()de
0

Si pud percio scrivere

¥ (z) = F (a(z))
Applicando la regola della catena e ricordando che, per il secondo teorema fondamen-
tale, F' (y) = f (v), si ricava

\I,’(w):g_EA%7

- B0l @=feE)dE

Per la funzione @ basta scrivere
b(x) a(x)
@(z):/ f(t)dt—/ f(t)de
0 0

e si ricava

@' (2) = f (0 (@)V (2) ~ f (a(2))d’ (2)

Vero o falso?

T2
EI%?- Vero. Infatti se 1 < z2 , dato che f & positiva si ha / f (t)dt > 0 e quindi
Tl
To T Lo xq
F (z2) :/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt>/ ft)dt=F (z1)
) 0 @y 0

B> Vero. Dato che F'/ (z) = f' (x) e se F” & positiva I & convessa.
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d %9 Falso. Se f & pari, allora F & dispari. Infatti Tenendo fisso y e facendo tendere = a y, dalla (1) si deduce che quando z —y
P = |F () - F ()| =0
(- = o fyde= (ponendo t = —s) 1 ossia F (x) — F (y) che & la definizione di continuita in y.
! o f(oyds = . . 4 @ f & definita in (0,1) U (1, +00) e in tale insieme & continua; risulta quindi integrabile in
1100 o 5)ds = (dato che f & pari) ogni intervallo chiuso contenuto in (0,1) o in (1,+00). Al dominio di F appartengono
b = sicuramente tutti gli # € (0,1) e analogamente al dominio di G appartengono sicura- |
; ’;i = / f(s)ds=—F (z) mente tutti gl T € (1,4-00) . Chiediamoci ora se al dominio di I appartengono anche !
11 0 gli estremi dell'intervallo z =0e z = 1.
J \1 Analogamente se f & dispari, allora F & pari. Dire che_ z = 0 appartiene al dominio di F equivale a dire che converge Vintegrale
1 i - ) (generalizzato) :
: | @  Vero. Se a(z) & pari, allora (- Py
i s /a(_ﬂ e || s
11 RN —z) = t)dt = t)dt=F
i ‘ 0 £ ,/0 r® @) ma tale integrale non converge poiché, per esempio, vicino a 0,
11EN \ L
:‘ 5 Falso. Per esempio: a(z) = z & dispari, ma » |1n—m|_ > e
Hi = 22 e
115k ' F(-’c)=/ t+1)dt=Z+z 1 1
. non & né pari né di i ’ mglﬂm' >
ispari.
3 ' che non & integrabile in un intorno di z = 0; quindi z = 0 non appartiene al dominio
della funzione F.
Trovare I'errore Per z — 1, si ha
’ 1
, f@y~ =
Per il secondo teorema fondamentale, la derivata di F' & ig &
11 ’ erivata di F'(z) & f (z) , ossia & Per il criterio di confronto asintotico, f non & integrabile in un intorno di z =1, quindi
- ! ! e”
| Fl(z)= — I'integrale t)dt non converge. Il punto z = 1 non pud percid appartenere al
4 z+1 12
|
| z? 2 dominio di F e cid esclude che vi possano appartenere anche i punti z > 1, perché se
N 2D La funzione F (z) = eViar e : Vi 3 -
L A & composta da F'(z) = A e"'dt e 2 = z°; la derivata, z>1, / f (£)dt non esiste. Il dominio di F' & pertanto Iintervallo (0,1).
calcolata con la regola della catena & F' (z) = 3z%e” (vedi I'esercizio 5). 1/12
1 Anche f (t)dt non converge, quindi il punto z = 1 e neppure i punti < 1 possono
J 2
| L. appartenere al dominio di G, che pertanto & I'intervallo (1, 4+00) .
Ulteriori esercizi % Poni
[ 3@ Poniamo
1’ I L . ¢
I {i ‘ L: Se f & integrabile in [a, b] deve essere limitata. Sia allora f(z) = _ -1
. 3/x2(z—2)
Al k= sup |f(z) i )
i1l z€la,b] ) f & definita e continua nell’insieme (—o0,0) U (0,2) U (2,+00) .
i . . X ¥ z T _ 1~ kY
j Z | Sla;.y un punto guahmque in [a, B] . Si ha, per la proprieta additiva dell’integrale rispetto Perz =0, ¢" —1~zecosl
! all’intervallo d’integrazione, f (@) 1 Y50
i )~ ———T —
1 ] I T Yy T \3/?
1 F@)-Fy)= / f(t)dt - / f®ydt= / @) dt Pertanto f & prolungabile con continuita in z = 0.
| 1A 1 o a y Per z — 27,
il e per le proprietd di monotonia 21 1
! i e’ —
: - . . @)~ St o — 00 @
i 4 Jzr—2
i / fle)dt g/ |f (®)| dt gk/ dt| = k|z — y| Vi Ve
| v y y ma anche se non & limitata, in un intorno di = = 2 & integrabile in senso generalizzato.
Ll
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Il dominio di F' pertanto & tutto IR, in quanto per ogni = reale, l'integrale f: ha valore
finito, anche quando 'intervallo di integrazione contiene 0 e 2. Per il secondo teorem
fondamentale, si ha 2

e’ —1
—_— 0,2
F@)=1¢ $/z2(z—2) 270,
0 z=0

e risulta F'(z) >0perz<0oz>21 puntivm = 0 e £ = 2 sono rispettivamente
di massimo e minimo locale; in particolare, per il limite (2) nel punto z = 2 ¢’ una
cuspide.

Studiamo il comportamento di f all’infinito, per dedurre quello di F.

Per z — —o0, f(z) ~ = che & infinitesima ma non & integrabile.

X
Per:c—>+oo7f(x)~e__)+oo.

I limiti di F per £ — =00 non sono finiti.
Un grafico qualitativo di F' & il seguente

La funzione integranda f (z) = e*/ a? per z — +oo tende a 1, quindi F (z) — +co e
dato che F' (z) = f (z),

lim F'(z)=1

z2—+oc0

La F Pub avere asintoto obliquo con coefficiente angolare 1. Per averne conferma occorre
stabilire se ligl (F (x) — ) esiste finito. Si ha
Y

lim (F(z)—z)= lim /el/tzdt—/ dt—1) =
z—400 T—+0c0 1 1

= lim (61/*2 - 1) dt—1
1

z—400

11 limite esiste finito perché la funzione f (z) = e/ 2 _1e integrabile in un intorno di
+o00. Infatti, per z — 400, si ha

1/z? 1
e -1~ =
che & integrabile.
: Dato che, per z > 0,
F(2) = sinz

T
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ha lo stesso segno di sinz, F risulta crescente negli intervalli dove sinz > 0 e cioé in
(2nmr, (2n+ 1) ™) e decrescente negli intervalli ((2n +1)7,2(n+1)m), n € IN. I punti
z = 2nr risultano percid punti di minimo locale. Per verificare che F'(x) > 0 per
z > 0 basta controllare i valori di ' nei punti di minimo. Iniziamo a controllare che

F(2m) > 0. Siha

" gint " sint 2" sint
Fm= | SRig [ S0y, [ iy
0 t 0 i kd t

Ora, dei due integrali a destra, il primo & positivo, il secondo & negativo: per mostrare
che F (2r) > 0, basta mostrare che

T sint > _sint
—dt > —dt 3)
o ¢t « t

1
Si ha, essendo sint > 0 in (0,7) e % > pt
o 1 [
/ %dt > = sintdt = 1
o t T Jo T
. . 1 1
Analogamente, essendo sint < 0 in (m,27) e <

27 . 27
—sint 1 . 1
/7r — di < ;/ﬂ (—sint)dt = -
quindi la (3) & vera.

Per dimostrare che F.(2nm) > 0 per ogni n > 1, si pud procedere per induzione: ab-
biamo dimostrato ’'affermazione per n = 1, supponiamo vera l'affermazione per n e la
dimostriamo per 7+ 1. Dimostriamo ciog che se F (2nx) > 0 anche F (2(n+1)7) > 0.

Si ha

2(n+1)7 .
F(2(n+1)1r)=/ %l—tdt=
4]

onw . onmtw . oanmt2m .
t
:/ s1ntdt+/ sin dt+/ smtdt
o t 2 i 5 t
—_—

T NI+
=F(2nm)>0
e percid basta mostrare che

2nmwdT . 2nw427 .
—gint
sint dat> / sin at
2 t 2 t

nm N+

Ora, ragionando come sopra,

@n+l)w . (2n+1)w
sint 1 1
—dt > int dt = ————
/m t @n+ ) / S Gn+)w

2nw
2(n+1)m . 2(n+1)m
/ Zsint gy < —1—/ (—sint)dt = ——
(2n+1)= t @n+1)m (@n+1)7 (@en+1)m

quindi F' (2 (n + 1) 7) > 0. Per il principio d’induzione F (2nm) > 0 per ogni n > 1.
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1. EQUAZIONI ALLE DIFFERENZE

% Cerchiamo la soluzione del}’equazione alle differenze lineare del primo ordine
1
Tptl = éxn + 1 (1)
che verifica la condizione iniziale

110:1

Ricordiamo che le soluzioni di un’equazione lineare non omogenea 8i possono ot-
tenere sommando alle soluzioni dell’equazione omogenea associata una soluzione
particolare dell’equazione non omogenea.
Quindi, per prima cosa, cerchiamo la soluzione generale dell’equazione omo-
genea associata

o

1
Sn41 = Esn

Questa, come si verifica facilmente, & data dalla formula

s —c(l "
" U\2
dove ¢ = sg. Infatti si ha

—13 —13— l23 —13— 123
51—20 32—21— 5 0 83—22— 2 0«

Dato che il “termine noto” dell’equazione completa & una costante, cerchiamo
poi, come soluzione particolare dell’equagione completa, una successione co-
stante u, = k. Se u, = k anche up1 =k e, sostituendo nella (1), si ricava

k:%k—Fl = k=2




La soluzione generale della (1) & dunque Ce.nrchiam?7 poi ?na so.luzione dell’eq{lazione non omogenea. Dato che il “Iter—
| . mine noto” dell’equazione completa & una costante, pensiamo come soluzione
T particolare dell’equazione completa a una successione costante u, = k. Se
Tp=C¢C +2 ceR 2) ¢ .
2 Un, = k anche Un41 = k € upy2 = k e sostituendo nella (3), si ricava
Per determinare la soluzione particolare che verifica la condizione iniziale N 1
assegnata dobbiamo determinare la costante c. Per far questo sostituiamo i 6k+5k+k=3 = k= 1

! H valore 0 nella (2); si ha La soluzione generale della (3) & dunque

| Tp=1=c+2 = c=-1

i 196 Capitolo 6. Equazioni alle differenze @© 88-08- 8gg; ] (0) 88-08- 8991 1. Equazioni alle differenze 197
|
|
i

B 1" n\" 1 R
! La soluzione cercata & n=c|\~3z|] tal-3) 7 &t
i x n
Tn =2— <1> Notiamo che per n — +o0, &, — 1/4, quindi la soluzione particolare u,, = 1/4
i ) 2 & soluzione di equilibrio globalmente asintoticamente stabile.
3 i . - 9
:‘ﬁl Dato che (1/2)" — 0, si ha % Scriviamo la soluzione dell’equazione alle differenze
i . _ :
i ‘;1 nk{fw Ty, =2 a;,\H_z + 4z, =0
| | M . s . == = .
“} come si pud anche osservare sul diagramma. di fase. che verifica le condizioni iniziali
I Y To = 1 T = 2
‘ ' Si tratta di un’equazione lineare omogenea del second’ordine. L’equazione
/ caratteristica
18 ! | A 4+4=0
1 / ha due radici complésse A = *£24, il modulo e l’argomeﬁto delle quali sono
flz)==z+1 ! . i
2 ; rispettivamente
i l ks
‘ 5 - — 4
) o 5 1 z p=2 e =% 5
I

. . ) . . quindi otteniamo la soluzione generale (= BPS, pag. 330, formula (2.4))
b La soluzione particolare u, = 2 rappresenta il regime permanente, in altri

3 | termini & soluzione di equilibrio globalmente asintoticamente stabile. Zn = €127 cOS (gn) + 2" sin (gn> (4)

ivi ione generale dell’equazione alle differenze . . . . . .
Scriviamo la soluzione g a con ¢; e ¢y costanti reali. Per determinare la soluzione particolare che verifica

} 6Zpto + BLpt1 + Tn =3 (3) le condizioni iniziali assegnate dobbiamo determinare le costanti ¢; e cy. Per
: ‘y\: Si tratta di un’equazione lineare non omogenea del second’ordine. Come far questo sostituiamo i valori 0 e 1 nella (4); si ha
& i j‘l prima cosa determiniamo le soluzioni dell’equazione omogenea associata zo=c =1 a=1
1 : 62p12 +52np1+2, =0 {:,313262:2 = {02:1
i L’equazione caratteristica La soluzione cercata &
6A’+5X+1=0 T, =2" (cos (gn) + sin (—gn))
ha le radici 1 1 §@ Studiamo il carattere della successione per ricorrenza
)‘:_§ © A:_ﬁ {sn+1:3~6_5"
quindi (= BPS, pag. 330, formula (2.4)) la soluzione generale dell’equazione so=a

omogenea &

La funzione generatrice della successione &

b 0" 1\"
Zn = C1 —g + co —5 ci,c2 €R f(x):,?,—e*z
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f, come mostra il grafico, ha due punti fissi o <0 e B(2<B<3).

Dato che f'(z) = e %, si ha
ffley>1 o0<f (A<l

Dunque (= BPS, pag. 335) a & punto fisso instabile (repulsore), B & punto
fisso localmente asintoticamente stabile (attrattore). .
La successione s, se a < a & decrescente e tende a —oo, se & <a< £ e
crescente e tende a 3, se a > & decrescente e tende a [3. Ovv1an}ente se
a=aoa=p, s, & costante. La figura mostra che il bacino d’attrazione (=
BPS, pag. 335) del punto 3 & (a, +00). E

Calcoliamo, utilizzando il metodo delle approssimazioni successive, le solu-
zioni dell’equazione

cosx—z =20

Ogni equazione del tipo f(z) = 0 si pud ricondurre alla ricerca di punti
fissi per la funzione g (z) = f (z) + = (= BPS, pag. 336) . Nel nostro caso
cerchiamo i punti fissi di

g(z) =cosz

Tl grafico mostra che esiste un unico punto fisso z*.
y

/‘

g(x) =cos x

. . N N 1 Ve
(MGe 1a funzione generatrice & crescente, la succesione per ricorrenza © monotona (vedi I'e

sercizio 3, pag. 201).
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Costruiamo la successione per ricorrenza

Tpy1 = COS Ty

To=a
Se il punto z* & di equilibrio asintoticamente stabile per g, ed a appartiene
al bacino d’attrazione di z*, la successione converge a z*.
Per controllare che z* sia punto di equilibrio asintoticamente stabile, valu-
tiamo la derivata di g. Dato che ¢’ (z) = —sinz, si ha

lg' (%) =sinz* < 1

quindi z* & di equilibrio asintoticamente stabile. Il bacino d’attrazione® di
z* ¢ tutto R, quindi per ogni a la successione converge a xz*. Si pud prendere,
per esempio, a = 1: la successione per ricorrenza

{ éﬂn+1 =COoSZ,
Xy = 1
converge a z*. Si possono calcolare i valori

x, = cos1 ~0.5403 zo ~ 0.85755 z20. 65429,

xs ~ 0. 79348 x5 ~ 0.70137 ze ~ 0.76396. ..

Fare esperimento con una calcolatrice tascabile.

N . . Sp41 =8, — 1
@ La successione per ricorrenza 4
So =

E converge a 4 EI diverge a —oco diverge a +o0o & irregolare

Sn+1 = —Sn
Sg = 4

EI converge a 4 IZI diverge a —co diverge a +oo @ ¢ irregolare

@ Una soluzione dell’equazione alle differenze z,, 12 — 3zp11 + 21, =08 2, =

[a] n [5] & (o]« [a] =

&> Quale tra le seguenti successioni non & soluzione dell’equazione alle differenze
Tn+2 — 3£lfn+1 + 2$n =07

[a] (o] 242 [c] 2 [d]s

‘éi% La successione per ricorrenza, {

8i veda I'esercizio 9 a pag. 203.
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Scrivere la soluzione generale delle seguenti equazioni alle differenze lineari
del prim’ordine

8,
Sn+1 = —? Spt+1 = —2s, +1
Nei due casi discutere il carattere di s,.

Utilizzando un diagramma a gradino stabilire il carattere della successione
per ricorrenza

{ Sp+1 = 2Sn -1
3023

Scrivere la soluzione generale delle seguenti equazioni alle differenze lineari
del second’ordine

2Lpy2 — 3%Tngr +Tn =0 Znyo +Tn =0 Tnyo — 4T +4z, =1

Scrivere la soluzione dell’equazione alle differenze
Tpt2 — 5ﬂ}n+1 + 61711 =0

che soddisfa le condizioni zo =0 e z; = 1.

Calcolare i punti di equilibrio stabile per I'equazione alle differenze

A
Tpgr = % (xn'+ —) A>0

n

La relazione indicata pud servire per calcolare velocemente radici quadrate.

Utilizzando I’esercizio precedente calcolare /7 con tre cifre decimali esatte.

Determinare i punti di equilibrio dell’equazione (logistica discreta)

Topgr = Tpn+a(M —z,) a,M>0

Discutere la loro stabilita.

Nel cuore, leccitazione generata da un normale pacemaker negli atrii, passa
ai ventricoli causando contrazione del cuore e l'invio di sangue agli altri or-
gani. L’eccitazione deve passare attraverso il nodo atrio-ventricolare, che
connette elettricamente atrii e ventricoli. Il problema seguente & basato su
un modello matematico per la conduzione atrio-ventricolare nei mammiferi®.
Assumiamo che i tempi (in millisecondi) di conduzione atrio-ventricolare sod-
disfino la seguente legge di ricorrenza )
375

Tir1 = ;t—_—go + 100 z; > 90

(®)Simson e altri, American Journal of Phisiology, 1981.
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(a) Determinare i punti fissi e studiarne la stabilita.

(b) Analizzare al computer il comportamento asintotico della soluzione che veri-
fica la condizione iniziale zg = 150.

La seguente equazione alle differenze & stata proposta come modello di evo-
luzione per la densitd di popolazione di insetti in anni successivi

Tepa = f (z1) = e

dove o, 3 sono parametri positivie z; > 0. Pera=ee f=1/3,
(a) tracciare il grafico di f;

(b) determinare i punti di equilibrio e studiarne la stabilita.

Verificare se si puo calcolare, u§ando il metodo delle approssimazioni succes-
sive, la radice dell’equazione

z+Inz=0

?;ff Determinare una soluzione particolare per 1’equazione

1
Tptl = =Tn + b,

2
nei casi

b,=n e b,=2"

#& Dimostrare che la soluzione generale dell’equazione alle differenze
ATpyo + 0Tpe1 + Ty = Uy (5)
puod scriversi come
Ty = Yn + 2n (6)

ove ¥, ne & una soluzione particolare e z,, & la soluzione generale dell’equazione
omogenea associata

Zpyg + bZpi1 + 2, /=0 (7)
%‘f}% Sia
{ Tny1 = [ (Tn)
zo (assegnato)

con f : [a,b] — [a,b] crescente. Dimostrare che se z; > o, allora z, & cre-
scente e che se z; < xg, allora z,, & decrescente. In ogni caso, quindi, z, &
monotona.
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& Sia
{ Tpnt1 = f ("En)
zo (assegnato)

con f : [a,b] — [a,b] crescente e continua. Dimostrare che se £1 > zg ed
esiste un punto fisso di f maggiore di zg allora z,, & limitata. Se poi z* & il
primo punto fisso di f alla destra di zo, allora z,, converge a z* (per difetto).

aé‘% Sia
{ Sny1 = f (sn)
8o (assegnato)

con f : [a,b] — [a,b] continua e decrescente. Dimostrare che
(a) la successione®

_ f2
Tpi1 = f (mn)

To = So
coincide con s3, e la successione

{ Ynt1 = F2 (yn)
Yo = 81
coincide con Sg541;
(b) le successioni z, € y, sono monotone; in particolare ,, = sa, € crescente se e
solo se ¥y, = San4+1 € decrescente e viceversa.
(¢) xn — " se e solo se y, — ¥* con z* = [ (y*) e y* = f (z).
s, =l ERseesolosel =z =y".

4% Studiare, al variare di @ > 0, il comportamento asintotico della successione
per ricorrenza,

Sg=4a
2
Spyl = ———
T s,
5;% Nello studio delle reti neurali® si incontra la seguente equazione alle diffe-
renze
ALy,

Tny1 = f(z0) = 15 o

con a e [§ parametri positivi e z,, > 0.

(a) Determinare al variare di o e 8 i punti di equilibrio, la loro stabilita e se la
dinamica in un intorno dei punti fissi & monotona o oscillatoria.

(b) Nel caso @ = 3 = 1, tracciare il diagramma di fase e studiare il comporta-
mento asintotico di .

(c) Esprimere z,, in funzione di zo (> 0 generico) e verificare il risultato ottenuto
in (b).

@ Ricordiamo che il simbolo f? indica f o f, ossia l'iterata seconda di f.
()Glass e Pasternack, Journal of math. biology, 1978.
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Sia Zn11 = f(zn) con f : [a,b] — [a,b] differenziabile. Dimostrare che se
esiste un numero k € (0,1) tale che

[f'(z)] <k, perogniz € [a,b]

allora per 'equazione Z,+1 = f (z,) esiste un unico punto di equilibrio ed
esso & globalmente asintoticamente stabile.

é’% Utilizzare il risultato dell’esercizio precedente per dimostrare che nell’esempio
5 a pag. 198 il bacino di attrazione ¢ tutto R.

# Sia f : [a,b] — [a,b], derivabile con derivata continua e sia z* un punto fisso

~ per f, dimostrare che

(a) se |f'(z*)| < 1, allora z* & attrattore;

(b) se |f' (z*)] > 1, allora z* & repulsore.

Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

& o]

Siha 8, =4—n— —o0.

@ [4] :

Siha {sn} = {4,—4,4,—4,4,—4,...}.

@
L’equazione caratteristica &

AN 4+30+2=0

che ha le radici A = 1 e A = 2, quindi due soluzioni particolari dell’equazione sono
un =1 e vy, = 2" e tutte le soluzioni possono essere scritte nella forma

ZTn = c1 + 22" ci,e2 €R

® [a]

Vedi il test precedente.

Esercizi

@ Per la prima si ha (= BPS, pag. 326, formula (15))

Sn=¢C (—— %) ceR
sn — 0, per qualunque c.
Per la seconda si ha (= BPS, pag. 327, formula (1.7))

sn=c(—2)"+% ceR

1. . .
Sec=0, sn = 3¢ costante, altrimenti oscilla.
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@ Sn — +00, come mostra il diagramma.

%@’F

Y

flz)y=2z -1

Per la prima l’equazione caratteristica &
23 —8A+1=0
1 N
che ha le soluzioni A; = 5 A2 = 1. La soluzione generale &

e
2 2

Per la seconda ’equazione caratteristica &

zn=01( Cl,CZG]R

NM+1=0
che ha le radici A = +4, di modulo unitario e argomento :i:g. La soluzione generale &
(= BPS, pag. 331, formula (2.5))
Tn=c1 sinng + ¢z cosng ci,c2 € R

Per la terza, iniziamo a trovare la soluzione dell’equazione omogenea associata
Znt2 — 42Znp1 + 42, =0
L’equazione caratteristica &
N —4r+4=0

che possiede la sola soluzione A = 2. La soluzione generale dell’equazione omogenea &
(= BPS, pag. 331, formula (2.6))
zn = (€1 + can) 27 e, €R

Determiniamo quindi una soluzione particolare dell’equazione completa. Una succes-
sione u, = k (costante) pud essere soluzione, se

k—4k+4k =1
Si ricava k = 1. La soluzione generale dell’equazione completa & quindi

!Bn=(01+02n)2n+1 ci,e2 €R

(©) 88-08- 8991
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@ L’equazione caratteristica &

N —5A+6=0
e ha le due soluzioni A\; = 2 e A2 = 3. Pertanto la soluzione generale dell’equazione &
ZTn =c12" + 23" c1,C2 ceR

per determinare la soluzione particolare occorre risolvere il sistema

c1+ca=0
2¢1 +3c2=1
che ha soluzione
c1=-—1 =1

La soluzione particolare cercata per Pequazione alle differenze &
[§

Ty =-2" 43"

Si ha zny1 = f(2n) con f(z) = % (’I‘ + %) I punti fissi di f, soluzioni dell’equazione
=1 )
2 T

z=2VA

Dato che f'(z) = % (1 - Az) e f’ (:i:\/A) = 0, entrambi i punti sono di equilibrio
x
localmente asintoticamente stabile.

s0n0

i, . . . . . .
f@ia Consideriamo, per esempio, la successione definita per ricorrenza

1 7
{ Tnt1 = 3 (wn+ E)

:Co:4

f)=2(c+ 1)
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Per quanto visto nell’esercizio precedente e come mostra il diagramma di fase, tale
successione converge (per eccesso) a /7. Si ha

1 7N 23 1 7
£E1—§(4+Z)~§——-2A875 L2—§(2.875+m)_2.6549
z —1<2 6549 + —" )~2 6458 —1(2 6458+L)~2 6458
ST g\~ 2.6549) ~ ‘T o\ 2.6458) — “ 7

Gia alla terza iterazione si hanno tre cifre decimali esatte.

I punti di equilibrio, soluzioni dell’equazione
z+az(M—z)==z
sono
=0 e z=M
Posto f(x) =z +ax (M —z), si ha f' (z) =1+ aM — 2az, da cui
fO=1+aM f(M)=1—aM

1l punto £ = 0 non & di equilibrio stabile perché f' (0) > 1. Il punto z = M & di
equilibrio asintoticamente stabile se

[1—-aM|<1
cioé se
aM <2
(a) La funzione generatrice &
375
= 100 90
F@)=_—5+ z>
Determiniamone i punti fissi risolvendo Pequazione
375
100 =
z — 90 + ¥

L’equazione & equivalente a

z? — 190z + 8625 = 0
che ha le soluzioni

rz=115 e =75

di cui solo la prima & accettabile. Calcoliamo f' per studiare la stabilita del punto fisso.
Si ha

() = —— 300
(=)= (z—90)2
(<]
' 375 3
F15) = 535 =3

Dato che |f’ (115)| < 1, il punto di equilibrio & asintoticamente stabile.

(b) La soluzione che verifica la condizione iniziale o = 150, come mostra il diagramma
di fase, per t — 400, converge a 115.
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v |
|
[
[ .
: : _ 315
000 - — - —- |_ __1:____________1(?;)_z,90+100
: :
P X )
—Z— ! :L
0 90 115 150 z

@ (a) Per tracciare il grafico di
f@)=ae' =2
in [0, +00), iniziamo con lo studio del comportamento agli estremi del dominio. Si ha

FO=0 e lm f(e)=0"

Si vede facilmente che f & positiva in (0, +00). Calcoliamo f' e determiniamone gli zeri.
Si ha
f (@)= (1 _ $3) JRESAIE
fx)y=0 perz=1
per cui £ =1 & punto di massimo.
Y

13
fle) =23

U SEPUORUPIPR PP NV

3
0 V3

(b) I punti fissi di f si ricavano risolvendo I’equazione

1-z3/3

zre =

€ sono
z=0 e z=+3
Dato che
FOy=e>1 e f(VB)=-2<-1

entrambi i punti sono di equilibrio instabile.
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L’equazione & equivalente a
z=—Inz
e la sua soluzione z* € (0,1) & il punto fisso della funzione g (z) = —Inx (vedi grafico).
Yy

z* z

g@) =~z

Si potrebbe pensare di costruire una successione per ricorrenza

Snt1 = —Insn
So=a > 0

Purtroppo tale succesione non converge a z* (a meno che a = z*) perché z*, per la
funzione g, & punto di equilibrio instabile, infatti

o' ()| =

L’equazione data &, perd, equivalente a

1,
i

L
po

e ==z

quindi £* & punto fisso anche per la funzione h(z) = e * (inversa di g) e per la funzione
h & di equilibrio stabile, infatti

| ()| =
Si trova (= BPS, pag. 337)

—z*

=e <1

—z*
—e

z* ~ 0.5671

Ulteriori esercizi

?ﬁff Nel primo caso si pud cercare una soluzione particolare della forma
un, = an+b

con a e b parametri reali. Se un = an+b, Unt1 =@ (n+1) +b e sostituendo nell’equa-~
zione si ottiene

1 a b
a(n+1)+b=§(an+b)+'n = (5—1)'n,+-a+§‘0
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Si ricavano a = 2, b = —4. Una soluzione particolare & quindi
Up =2n—4
Nel secondo caso si pud cercare una soluzione particolare della forma
U, = a2"
con g parametro reale. Se up = a2", Unt+1 = a2™*! = 202" e sostituendo nell’equazione
si ottiene

a2™ 2
202" = — e = =
a2 5 +2 = a 3

Una soluzione particolare & quindi
2n+1

un =3

. S
%@?ﬁ Sia yn una soluzione particolare della (5), z. una generica soluzione dell’equazione
omogenea (7) € Zn, = Yn + 2n. Sommando termine a termine la (5) e la (7), si ottiene
a (Ynt2 + Znt2) 0 Ynt1 + 2ng1) + ¢ (Un + 20) = un +0

quindi anche z,, & soluzione della (5).

Viceversa, proviamo che la (6) fornisce tutte le soluzioni della (5). Osserviamo che la
(6) pud essere riscritta come

Ln — Yn = Zn

per cui proviamo che la differenza tra due soluzioni qualunque di (6) risolve la (7). Siano
Zy, € Yn, soluzioni di (5), si ha

aTn+2 + bTni1 + CTrn = Un
aYnt2 + WYni1 + CYn = Un
da cui sottraendo termine a termine si ricava
a(Tniz — Yny2) + 0 (@nt1 — Ynt1) +¢(@n —yn) =0
e quindi Z,, — Yn & soluzione di (7).

% Dobbiamo dimostrare che, per ogni n > 1, la proprieta

p(n): T2 Tp

& vera. Per ipotesi, p (n) & vera per n = 1. Dimostriamo che p (n) = p(n + 1). Supposta
vera p (n), poiché per ipotesi f & crescente, si ha anche

f(zn) 2 f (zn-1)

ossia
B

Tn+l 2 Tn
quindi & vera anche p (n + 1). Per il principio di induzione p (n) & vera per ogni n > 1,
ciog z, & crescente.

Analogamente si dimostra che se z1 < zo allora z, & decrescente. In ogni caso Zn &
monetona, quindi regolare.

% Sia z* punto fisso di f e zo < z*. Dobbiamo dimostrare che, per ogni n > 0, la proprieta

p(n): z, < *

& vera. Per ipotesi, p (n) & vera per n = 0. Dimostriamo che p (n) = p (n + 1). Supposta
vera p (n), poiché per ipotesi f & crescente, si ha anche

Ent1 = f (2n) < f(27) =27
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quindi & vera anche p (n + 1). Per il principio di induzione p (n) & vera per ogni n > 0,
ciod zn & limitata.
Dato che x, & crescente ¢ limitata, converge e, se z* ¢ il primo punto fisso di f alla
destra di zg, allora

*
Tn — X

Analogamente si dimostra che se 1 < zo ed esiste un punto fisso di f minore di zq
allora z, & limitata, in particolare se z* & il primo punto fisso di f alla sinistra di zo,
allora ,, converge a z* (per eccesso).

5 (a) Si ha

w1 = f% (z0) = £ (f (s0)) = [ (51) = 52
w2 =f2(z1) = F(f(s2)) =f(s3) = 3a

Tngr = 2 (xn) = f (f (520)) = [ (82n41) = S2n42
Analogamente per yn.
(b) Dato che f2 & crescente®, zn e yn sono monotone. Se T, = s2n & crescente, ossia
se son < Sanq2 allora, poiché f decresce, si ha
Sant1 = f(s2n) > f (S2n+2) = S2n+3

e quindi g, = S2n+1 decresce. Gli altri casi sono analoghi.
(c) Se Tn = 52, — «* (punto fisso di £?) allora

Yn = Sant1 = f (520) — [ (z7)
per la continuitd di f.
Se yn = Sani1 — y* (punto fisso di f?) allora

Zn = s2n = f(s2n-1) = f (y*)

per la continuita di f. Dunque z* = f (y*) e y* = (z).

Se, in particolare, f2 ha gli stessi punti fissi” di f deve essere z* = y*.

Se z* = y* =l allora s2n, — I, S2n+1 — | € quindi s, — I. Viceversa se s, — [ allora
anche z, = san — | € yn = Sant1 — |, quindiz® =y* =1

La funzione generatrice della successione &

2
@ =15
Iniziamo col determinare i punti fissi di f, soluzioni dell’equazione
a2
1+z
che & equivalente a
22 +2-2=0
I punti fissi sono
z=-2 e z=1

(®)Ricordiamo che se f & decrescente fo f & crescente (vedi cap. 3, sez. 1, esercizio 8, pag. 69).
(DRicordiamo che se un punto z* & punto fisso per una funzione f, lo & anche per tutte le
sue iterate. Non vale I'inverso (vedi cap. 3, sez. 1, esercizio 4, pag. 72).
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Poiché
2
P =2y
(14 x)?
si ha
! ! 1
FED=-2 ¢ f)=—;
Dato che
lF-2[>1 e [f(f<1
il punto = —2 & di equilibrio instabile, mentre il punto z = 1 & di equilibrio asintoti-

camente stabile.

Per a = 1 la successione & costante; per ogni a > 0 (a # 1) la successione s, — 1
con andamento oscillatorio. Verifichiamolo, per esempio, per a € (0,1). Per l'esercizio
precedente le successioni sz, € S2n41 Sono monotone e quindi regolari; in particolare se
s0 € (0,1), s2n & crescente e san41*& decrescente.

Si ha poi che

2 _2+2z
1+2/(1+z) 3+=z
ha gli stessi punti fissi di f, in quanto Pequazione

242z

34z

FPl)=ff@)=

€ equivalente a
P 4+z-2=0

Dunque s2, — 1 € san41 — 1 e per 'esercizio precedente anche s, — 1. Analogo & il
caso a > 1.

L’andamento di s, &€ mostrato nel seguente diagramma.

Yy
2
! _ 2
! flz) = 1oz
) a 1 z
(a) I punti di equilibrio, soluzioni dell’equazione
azr
o= 1) = 1o
sono
z=0
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e,sea# 1,
o= a—1
B
Dato che
, a
)= ———
£ @)= G
si ha

7 _ ’ s fa=1Y _ l
fO=a f ( 5 ) ==
. g . . a-—1
Percid, se 0 < a < 1, il punto z = 0 & di equilibrio stabile, mentre il punto £ = ——

& di equilibrio instabile; se o > 1, il punto z = 0 & di equilibrio instabile, mentre il
-1

punto = = ¢ & di equilibrio stabile. Se a = 1, I'unico punto fisso & x = 0 e dato che

f(0) =1, in base alla teoria, non si pud dire nulla. )
La dinamica in un intorno dei punti fissi & monotona, infatti f' & positiva per ogni z > 0
e quindi f & crescente (vedi 'esercizio 3, pag. 201).

(b) Per o = B =1 il diagramma di fase &

Y
14— mm == .
— fl@) = 5
%) ZO z
Si vede che per ogni o > 0 la successione zn, — 0.
(c) Sia
Tn
T =
n+41 1 +$n
Zg > 0
Si ba
Zo Zo
_ o 14z %o — 1+ 2z0 _ To
$1;1+.’E0 m2-1+_z0_f1+2:1:o T3 1+ Zo 1+ 3zo
1+ zo 1+ 2z
si ricava
T = 22
L 1 + nxo

che per ogni z¢ > 0 converge a 0.

Come mostrato in gura la bisettrice interseca il grafico di f esattamente in un punto
z*, che risulta pertanto I'unico punto di equilibrio.
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Y
alb---
I
5 a * b z

Infatti f ha almeno un punto fisso(®; facciamo vedere che & unico: se ce ne fossero due
z* e T, si avrebbe, applicando il teorema del valor medio di Lagrange e tenendo conto
del fatto che |f/| < k, v

0<le” —%| = |f (@) = F@)| = | ()| l&" —T < klz" ~ 7]

che essendo k < 1 implica [z* —Z| =0 e cioé z* =7.
Dimostriamo che ogni altra soluzione z, dell’equazione

Tn41 = f (Zn) ®

converge a x* e quindi che z* & attrattore globale. Valutiamo la distanza tra z. e z*;
dalla (8) e dal fatto che f (z*) = " si ha

|zn — 2" = |f (Tn-1) = f (=")]

Usando ancora il teorema del valor medio di Lagrange e il fatto che |f'| < k, possiamo
scrivere

If @nct) = £ @) = |F (cn) (@nr —27)

<k|Tn-1— "
da cui
| — ¥ < k|Tn_1 — 27|
Rifacendo gli stessi calcoli per valutare |zn—1 — x*| si troverebbe
|Zn — 2*| < kln-1 — &*| < k* |zn—2 — 7]
Procedendo ancora in questo modo si arriva a
|£n — 2*| < k|- — 2| <K |zn_2 — 2| < - < k" |20 — 27|

Essendo k < 1 si conclude che |zn —z*| — 0, ossia z, — z*, indipendentemente dal
valore iniziale zo.

% Infatti, si ha, considerando g sull’intervallo [0,1] ,-
g:[0,1] = [0,1]

Ig' (ac)l =|-sinz|<sinl <1

Quindi se a € [0,1], la successione z, — z*. D’altra parte, se a ¢ [0, 1] allora o
z1 € [0,1] 0 z2 € [0,1] e si ritorna al caso precedente.

sez. 3, esercizio 4, pag. 96).
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%" (a) Se | (z*)] < 1, per il teorema della permanenza del segno, si ha, in un intorno
I=[z"-4z"+4 diz",

|[# @) <p<1

Poiché f (I) C I (il lettore lo dimostri!), per l’esercmo precedente, z* & attrattore.
(b) Se | (&*)] > 1, si ba, in un intorno I di ",

I @|=p>1
e quindi se o € I, si ha, applicando il teorema del valor medio,
|21 — 2*| = |f (o) — £(z*)| = | £ ()] - |20 —z"| 2 plwo — &

se anche z1 € I, con lo stesso ragionamento, si trova

. ALGEBRA LINEARE

lz2 — 27| > p* |20 — 27|
e, procedendo a questo modo, dopo un numero finito di passi si esce da I. Cioe z* &

. 1Y
repulsore. 1. VETTORI IN IR?2 E IR3. RETTE E PIANI

4
i B¥ Controlliamo che il vettore® | —10 | & combinazione lineare dei due vettori
| 8 :
: 1 0
—2 | e | —1 | con coefficienti rispettivi 4 e 2. Si ha infatti
3 -2
1 0 4
41 -2 |)+2|-1)=|-10
3 -2 8
T
1 Controlliamo che ogni vettore p = | y | di R® pud essere scritto come
‘ z
combinazione lineare dei vettori fondamentali
1 0 0
i=|{o0 j=11 k=10
0 0 1
Si ha infatti
T 0 0
=[0)+]y|+|0]|=zi+yjt+zk
0 0 z

M1In questa sezione useremo indifferentemente per i vettori la scrittura in riga o in colonna.
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- Calcoliamo il prodotto scalare e il prodotto vettore dei vettori

1 -2
a= 2 b= 0
-2 1

Per il prodotto scalare (= BPS, pag. 40, formula (1.10)) risulta
a-b=1-(-2)+2-0+(-2)-1=-4

Un modo per calcolare il prodotto vettore (= BPS, pag. 42, formula (1.13))

di due vettori di IR>consiste nel calcolare il determinante® formale di una

matrice costituita nel modo seguente: nella prima riga trovano posto i versori

i, j e k, nella seconda e terza riga le componenti dei vettori assegnati. Nel

nostro caso si ha

i j k
c=aAb= 1 2 2=
2 0 1
2 -2 1 -2 12 :
Z‘O 1l1+‘_2 1}J+\72 0(k:21+3j+4k:3

Si puo verificare che il vettore c & ortogonale sia ad a che a b.
c-a=246-8=0, c-b=-4+4=0

% Calcoliamo il prodotto misto dei vettori

1 0 4
a=1| -2 b= -1 c=1| -1
3 -2 8

Tale prodotto coincide col determinante della matrice le cui righe o colonne
siano le componenti dei tre vettori. Nel nostro caso

1 -2 3 1 0 4
4 -1 8 3 -2 8

Se a = (1,2,3) i vettori p = (z,y,2) = ta = t(1,2,3), t € R hanno compo-
nenti

=t
y=2t A 1)
z=3t

e descrivono, al variare di ¢ in IR, la retta in R? che passa per lorigine e per
il punto a. Le equazioni (1) sono le equazioni parametriche della retta.

(@8i vedano, per il calcolo dei determinanti, gli esempi della prossima sezione. In questo
caso, per il calcolo del determinante, % comodo utilizzare il teorema di Laplace (= BPS,

pag. 64), sviluppando secondo la prima riga.
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La retta parallela che passa per il punto b = (2, —1,0) si ottiene sommando
b a p e ha equazione vettoriale

(z,y,2) = (2,-1,0) + t(1,2,3) telR

ed equazioni parametriche

r=2+1
y=—-14+2t teR
z=3t

- Scriviamo Pequazione della retta che passa per i punti a = (1,2,3) e b =
(—=1,1,-1). La direzione della retta ¢ individuata, per esempio, dal vettore®
a—b = (2,1,4). Come nell’eserripio precedente si possono scrivere ’equazione
vettoriale

(z,4,2) = (1,2,3) + t(2,1,4) teR

e le equazioni parametriche

r=1+4+2t
y=2-+t teR
z=3+4t

Nella scrittura precedente si & messo in evidenza il passaggio per a. Mettendo
in evidenza il passaggio per b, si possono scrivere 'equazione vettoriale

(z,y,2) = (-1,1,-1) + s (2,1,4) seR

e le equazioni parametriche

z=—-1+4+2s

y=1+s selR

z=—-1+4s
In generale 'equazione della retta per due punti a e b puo essere scritta nella
forma

p=a+t(b—a)=(1-t)a+tb teR (2)
z
b-a

I punti del segmento che congiunge a e b si ottengono assegnando a ¢ valori
compresi tra 0 e 1.

@0 anche dal vettore b — a.
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I vettori (di IR?) ortogonali a un vettore assegnato (diverso dal vettore nullo)
" gtanmo su di uno stesso piano passante per l'origine. 11 piano per lorigine
perpendicolare al vettore n = (2,3, —1) ha equazione

p-n=0
dove p = (z,y, 2) indica il generico vettore appartenente al piano. Esplici-
tando i calcoli, si ha
(z,y,2)-(2,3,-1) =0
22 +3y—2=0
11 piano passante per il punto a = (3,2,5) e perpendicolare al vettore n ha
equazione

(p—2a) n=0 ©)
ossia
(z—3,y—2,z—5)-(2,3,-1)=0
224+3y—2z—T7=0

-1
Siano a = g eb= 1 | sono due punti dello spazio R2. L’insieme
2 3
dei vettori
x 0 -1
Y =C 1 + ¢ 1 Cc1,C2 € R (4)
z 2 3

ossia delle combinazioni lineari di a e b, identifica il piano passante per 1’0-.
rigine e per i punti a e b. Scrivendo la (4) componente per componente si
trovano le equazioni parametriche del piano:

Tr = — C2

y= a+ ¢ c,eeR

z=2¢c1 + 3ca
Ricavando ¢, dalla prima equazione, ¢; dalla seconda e sostituendo nella terza,
si ottiene ’equazione cartesiana

z=—x+2y

Un altro modo per scrivere equazione del piano passante per l’origine. e per
i punti a e b & quello di scrivere un vettore n perper.ld.lcolare al piano e
ricondursi quindi a scrivere 'equazione del piano per Porigine perpendlcqlare
al vettore n, come nell’esempio precedente. Un vettore ortogonale al piano
&, per esempio,

n=aAb
per cui 'equazione cercata &

p-aAb=0 (5)
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Utilizzando la formula (5) si ricava

T y oz
0 1 2(=0 = z-2+2z=0

-1 1 3
Scriviamo 1’equazione del piano che passa per il punto ¢ = (2, —1, 3), parallelo
al piano di equazione z — 2y + z = 0. e =

Un vettore ortogonale al piano &, per esemp\io, n - (1,-2, i)s 1l piano paral-
lelo a £ — 2y + z = 0 & quindi ortogonale a n-Petto p = (z,y, 2) il generico
vettore del piano incognito, 'equazione di quest’ultimo &
’ (p—c) n=0
Esplicitando i calcoli, si trova
1Y
(z—-2)-2(y+1)+(2—3)=0
T—2y+z="7

Scriviamo ’equazione del piano che passa per tre punti assegnati: siano

1 0 2
a= 2 b= 1 c=|4
-2 -1 1

Scrivere ’equazione del piano passante per tre punti assegnati & un pochino
pilt laborioso. Possiamo procedere cosi: troviamo un vettore n» perpendi-
colare al piano, come prodotto vettoriale di due paralleli al piano. Questi
ultimi si trovano come differenza dei vettori dati: per esempio b—aec—a
sono paralleli al piano cercato. Un vettore n perpendicolare al piano e,
allora, il prodotto vettore

(b—a)A(c—a)
Si ha
i j K
n=(b—a)A(c—a)=|-1 -1 1|=-5i+4j—-k
1 2 3

A questo punto possiamo scrivere I’equazione del piano passante per a e
perpendicolare a n, applicando la formula (3),

—5(z-1)+4(y—-2)—(z+2)= 0
S5r —4dy+2=-5

Oppure, direttamente, si scrive

(p—a)-(b-ajA(c—a)=0 (6)
ossia
r—1 y—2 z4+2
-1 -1 1 |=0 = -5(—1)+4(y—2)—(2+2)=0
. 1 2 3
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Un altro modo per scrivere 'equazione del piano passante per tre punti &
quello di considerare la generica equazione di un piano
ar+byt+ecz=d
e determinarne i parametri a,b,c e d “imponendo il passaggio” per i tre
punti dati. Nel nostro esempio si deve risolvere il sistema(®
a+2b—2c=d
b— ¢c=d
20+4b+ c=d
11 lettore verifichi che la quaterna
a=>5 b=-4 c=1 d= -5
& soluzione del sistema.

N. B.: naturalmente la procedura funziona fintantoché i tre punti non sono
allineati. Se lo fossero, esisterebbero infiniti piani passanti per i tre punti.

I valori a e 8 € IR tali che a(1,0) + 8(1,-1) = (1,2)

5
lz‘ sono infiniti @ non esistono sono a =1, JE[/SOHO a=3,

B=-2 - B=—

‘> Un vettore perpendicolare alla retta di equazione g + % =1le
(o] @3) (-2,3) (-3,2) [d] (3,2

Se a, b, ¢ sono vettori di IR?, la scrittura a-bAc

N
E significa m significa indica un Izl non ha alcun

(a-b)Ac " Ta-(bAc) vettore significato

Tl modulo del vettore v = (0,—3,4) & _ yd
nf b7 ,)

I vettori (1,—1,—2), (—2,a,4) sono linearmente indipendenti f)ér

a#2 nessun ogni a a=2

valore di a

i 71 prodotto misto dei vettori x = (0,1,2), y = (5,8,—5t) e 2= (0, 1,3) &
IEI 5 un vettore T @ 8

() Questo & un sistema omogeneo formato da 3 equazioni in 4 incognite, che ha, come vedremo
nella sezione 7.3, infinite soluzioni.
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Le rette di equazione (z,y,2) = t(1,2,3), t € R e (z,y,2) = (0,1,2) +

s(1,1,1), s € R, sono
@ ortogonali

EI parallele /6 incidenti sghembe

La retta di equazione (z,y,2) = #(1,2,31), t € R, & parallela al piano di
equazione

|z| a::|—2y+3z =0

o et . y A
. Lt 20D

N 7

i.3m72y—z:0 z+y—z=0 Iz\ nessuna delle

altre risposte

}Jn vettore parallelo al piano di equazione 3z +4y —z=2¢

’{//(—4,3,0) [6] ©1,1) (3,4,2) [d] 3,4,-1)

» L’equazione del piano che passa{ per i punti (0,0,0), (0,1,1) e (1,3,0) &
[a] 3z+y—2=0  [b] a+y+2-3=0 Pel se—y+z=0 [d]z—3y+32=0

Siano a = (0,1,—1) e n = (1,0,1) 'equazione del piano passante per a e
perpendicolare a n &
) @ z+y+z=0

@5 Scrivere le equazioni delle rette passanti per i punti
(a) (1,2,1) e (3,2,3)
(b) (1,2,3) e (1,2,-5)
(c) (0,-1,-1)e(1,2,3)

Scrivere ’equazione della retta passante per il punto (1,2,3) e
(a) parallela alla retta r di equazione (z,y,2) = (14,3 —1t,2t), t € R;
(b) perpéndicolare al piano di equazione z —y + 22 = 0.

Le rette di equazione

z=1+4+1 T =.28
y=24+3t telR y=2—s s€R
z=4t z=—-3s

hanno punti in comune?

fﬁ;} Scrivere 'equazioni dei piani passanti per i punti
()@= (-1,21),b=(1,2,3) ec=(3,2,3)
(b) a=(1,1,3), b=(2,2,1) e c = (3,3,-5)
(c) a=(0,1,-1), b= (4,2,1)ec= (3,1,0)
(d) a=(1,2,3),b=(0,1,2) ec=(2,3,4)
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Scrivere I'equazione del piano passante per il punto (1,2,3) e
(a) parallelo al piano 7 di equazione z —y + 2z =0;

(b) perpendicolare alla retta di equazione (z,9,2) = (1+t,2—-t,t),teR.

{{g La retta e il piano rispettivamente di equazioni

r=14+1
y=2 teR 3c+2y—2z=3
z=443t

hanno punti in comune?
€5 Datiivettoria=(a,2,1),b=(a,-1-2),a€R,
(a) determinare per quali valori di a sono ortogonali;

(b) per a =1 calcolare I’angolo formato dai due vettori.

@ Dopo aver verificato che i tre vettori

1 0 0
1 1 0
1 1 1

sono linearmente indipendenti, provare che ogni altro vettore x € R? pud
essere scritto come loro combinazione lineare. In altri termini i tre vettori
costituiscono una base di R3.

@?’j Calcolare il volume del parallelepipedo costruito sui vettori

a=(0,-1,3) b=(1,1,-2) c=(2,-3,1)

Stabilire se i seguenti vettori sono linearmente indipendenti

a=(0,—4,3) b=(2,1,-2) c=(-2,3,-1)

Siano

e

a=(0,-4,3) b=(21,-2)

calcolare il modulo del prodotto vettore a A b.

€ Trovare la proiezione del punto p = (0,1, 1) nel piano z +2y + 2z = 3.

1. Vettori in R?> e R®. Rette e piani 223

(©) 88-08- 8991

Se un insieme di vettori contiene il vettore nullo, questi sono
sicuramente linearmente dipendenti.

Dato un insieme di vettori linearmente dipendenti & possibile
scrivere ciascuno di essi come combinazione lineare degli altri.

Due vettori non nulli di IR® sono sempre linearmente indipen-
denti.

Quattro vettori di R sono sempre linearmente dipendenti.

Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

@ [4]

=1
Si ricava risolvendo il sistema { a+h

—B=2

1 vettori perpendicolari a una retta di equazione az + by + ¢ = 0 hanno la forma ¢ (a,b)

con t € R. Nel nostro caso a = -, b= % e con t = 6, si ottiene (3,2). Si pud anche

scrivere equazione della retta nella forma
3z+2y—6=0

da cui @ = 3 e b = 2, direttamente.

@ [

Indica il prodotto misto che & un numero. (a-b)Ac non ha senso in quanto a- b é&un
numero e ¢ & un vettore.

Siha |v|=v/0+9+16=5

Solo per a = 2 i vettori sono uno “multiplo” dell’altro.

® ¢ @

Si ha
o 1 2
X-yAz=1|5 8 —5|=-5
0o 1 3

i .
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o]

Non sono né parallele né perpendicolari, in quanto i vettori direzionali (1,2, 3)e(1,1,1)
non lo sono. Per controllare se vi sono punti in comune si controlla se esistono s e ¢

tali che
t=3s8
2t=1+4+s
Ht=2+s

Si trova t = s = 1. Percid le due rette hanno in comune il punto (1,2,3).

Non solo & parallela, ma giace sul piano, in quanto il punto corrente sulla retta
(z,y,2) = (¢,2t,3t) soddisfa 'equazione del piano per ogni ¢t € R: si ha infatti
t + 2t — 3t = 0. Si noti che il piano in l:a:l & perpendicolare alla retta, in quanto
il vettore direzionele della retta (1,2, 3) ¢ perpendicolare al piano.

» [
1l vettore (3,4,—1) & perpendicolare al piano. Un vettore & paralleo al piano se &

ortogonale al vettore (3,4, —1). In questo caso lo & solo il vettore (—4,3,0), in quanto
il loro prodotto scalare & nullo:

(3,4,-1)- (~4,3,0) = —12+12+0=0

W

Si ricava come nell’esempio 8:

—=o R

Yy oz
11
30

ar @

Si ricava come nell’esempio 7, applicando la formula (3).

Esercizi

(a) Applicando la formula (2), scegliendo come vettore direzionale

(37 2, 3) — (1,2, 1)= (1,0, 1)

si ottiene I’equazione parametrica
(z,y,2) = (1,2,1) +(1,0,1) ¢ teR
ossia
r=1+1
y=2
z=1+1
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Si deduce che la retta giace nel piano z = z e nel piano y = 2, quindi ¢ intersezione di
questi piani.

(b) Applicando la formula (2), scegliendo come vettore direzionale

(1,2,3) — (1,2,-5) = (0,0,8)
si ottiene 'equazione parametrica

(z,y,2) = (1,2,3) + (0,0, 8¢t) teR
che pud anche essere scritta nella forma
(z,9,2) = (1,2,9) seR

Si vede facilmente che la retta & intersezione dei planiz=1ey=2.
(¢) Applicando la (2), scegliendo come vettore direzionale

(1,2,3) — (0,-1,-1) = (1, 3,4)
si ricava

(z,y,2) = (0,1, —1) + £ (1,3,4) = (¢, 3t — 1,4t — 1) teR

(a) Scriviamo l’equazione della retta r nella forma
(m,y,z)=(1,3,0)+(1,71,2)t teR

che mette in evidenza il vettore direzionale (1,—1,2). La retta parallela a r passante
per il punto (1, 2, 3) ha equazione

(z,y,2) =(1,2,3)+ (1,-1,2)t = (1 +¢,2—£,3+2t) teR

ossia
r=1+1
y=2—-1t
z=3+2t

(b) Un vettore normale al piano & (1,—1,2) e questo deve essere parallelo ad ogni
vettore direzionale di una retta ortogonale al piano. Nel nostro caso la retta richiesta
coincide con quella determinata al punto (a).

No, perché il sistema

1+ t= 2s
243t= 2-—s
4t=-3s

& impossibile.

(a) I tre punti hanno la seconda coordinata uguale a 2 e percid individuano il piano di
equazione y = 2.

(b) I tre punti hanno le prime due coordinate coincidenti e percid individuano il piano
di equazione y = z.

(c) Applicando la (6), si ottiene

z y—1 z+1

4 1 2
3 0 1

=z+2y—32=5
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(d) Applicando la (6), si ottiene
r—1 y—2 z-—-3
-1 -1 —1}{=0 = 0=0
1 1 1
Nessun piano si ottiene dalla formula. I tre punti sono allineati perché i due vettori
b-a=(-1,-1,—-1) ec—a= (1,1,1) sono paralleli, quindi essi giacciono sulla retta
di equazione
(mvyaz)=(1’273)+t(151’1) teR
Esistono infiniti piani passanti per i tre punti.
@ (a) Un vettore ortogonale al piano = & (1,—1,1), quindi 'equazione richiesta &

,ﬁ&:&\
@

e,
xﬂ%}‘

(z—1,y—2,2—-3)-(1,-1,1)=0
r—y+z2=2
(b) Un vettore paralleo alla retta, e quindi ortogonale al piano, & (1, -1, 1). Si ottiene
ancora il piano di equazione z —y + z = 2.
Si, infiniti. La retta appartiene al piano, infatti
3(1+t)+4—(4+3t)=3
¢ un’identita.
(a) I vettori sono ortogonali se il loro prodotto scalare & nullo, cioé se
?—4=0 = a==2 :
(b) Si ha

dacui a= gw.

Si prova facilmente che 1'unica combinazione lineare dei tre vettori che da il vettore
nullo & quella con coefficienti tutti nulli, infatti il sistema

c1 =0

c+e2 =0

ci+catez3=0

ha solo la soluziene ¢; = ¢z = c3 = 0. Cid implica che i vettori sono linearmente
indipendenti. Per ogni altro vettore x di IR® poniamo

() () () ()

che porta a scrivere il sistema

a =1
a+b = T2
a+btc=um3
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da cui si ricava
a=x
b=z — 21
C=2T3 — X2

Si puod dunque scrivere

()= (1) () e 3
x=|z2 | =21 | 1]+ (z2—21) 1>+(za—ﬂ72) (0)
3 1 1 1

*{g% 11 volume del parallelepipedo individuato dai vettori concide col valore assoluto del loro
prodotto misto. Dato che

0 -1 3
a-bAc=|1 1 -2{=-10
W2 -3 1
il volume cercato & 10.
i No. Infatti, come facilmente si verifica, risulta ¢ = —a — b.

Ricordiamo che

laAb|=a|-|b| sinc

dove « & l'angolo formato dai due vettori. Possiamo calcolare cos o utilizzando la

formula cos @ = 22 Dato che
[a] - o]
a-b=-10, |a|=5, [b|=3
si ha
cosa = _2
T3
da cui
sina=4/1— 4_ ﬁ
- 9 3
e
|a/\b[:5~3-§:5\/5
Verifichiamo il risultato, calcolando direttamente il prodotto vettore
i j k
aAb=|0 -4 3|=5i+6j+8k
2 1 -2

si ha quindi

laAb] =25 +36+64="5V5

@ Scriviamo 1’equazione della retta r passante per p e perpendicolare al piano.

=1
y=1+2t teR
z=-14+1
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11 punto richiesto & il punto di intersezione di r col piano stesso

1
t+2(1+2) - 14+t=0 = t=—¢

12 7
Hpuntod {—2, 2 —1).
P“noe( 63 6)

Vero o falso?

Vero. Il vettore nullo pud essere sempre scritto come combinazione lineare degli altri
vettori: basta prendere i coefficienti tutti nulli.

2’»“ Falso. Dato un insieme di vettori linearmente dipendenti, ne esiste almeno uno che &

possibile scrivere come combinazione lineare dei rimanenti. Cid non significa che sia
possibile scrivere ciascuno di essi come combinazione lineare degli altri. Per esempio,

T e oo

sono linearmente dipendenti, dato che

(4)--(%) ()

1l primo vettore pud essere scritto come combinazione lineare degli altri due; tuttavia
non esiste alcuna combinazione lineare dei primi due che dia il terzo vettore (perché?).

3> Falso. Due vettori sono linearmente dipendenti se hanno le componenti proporzionali,
ossia se sono uno “multiplo” dell’altro, per esempio i vettori

a=(2,-1,3) e b=(-6,3,-9)(=—-3a)
sono linearmente dipendenti.

}lb Vero. In IR® non si possono trovare piti di 3 vettori linearmente indipendenti.

2. MATRICL. VETTORI IN IR?

e Il determinante di una matrice quadrata & uguale a zero se e solo se le righe
(le colonne) della matrice sono linearmente dipendenti.

e Il rango di una matrice rappresenta il massimo numero di righe (o colonne)
linearmente indipendenti.
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Consideriamo le due matrici dello stesso tipo®

(3 4 -3 (0 -2 4
A‘(—l 0 6) eB_(5 -3 —6)

La loro somma si ottiene addizionando gli elementi corrispondenti

e (310008 GE-( 2 Y)

Consideriamo la matrice

(3 2 -1
A= (—5 6 0)
Il prodotto di un numero per tna matrice si ottiene moltiplicando ogni ele-
mento della matrice per il numero stesso; il prodotto —3A &

= (L 38 -8 00)

Consideriamo le due matrici

(3 4 -3 (0 -2
A= (—1 0 6) e B= (5 73>
Poiché il numero di colonne di A (tre) & diverso dal numero di righe di B
(due) non & definito il prodotto AB, mentre & definito il prodotto BA. La

matrice BA ha due righe e tre colonne e i suoi elementi si ottengono come
prodotto scalare delle righe di B per le colonne di A.

BA;(0-3+(—2)-(—1) 0-4+(=2)-0 0-(-3)+(=2)-6\ _
5-3+(=3)-(=1) 5-4+(=3)-0 5-(—3)+(—3)-6)_

_(2 0 —12
T \18 20 -33

Calcoliamo i determinanti delle matrici

1 2 3
A:<;l i) B= 3 2 1
-1 -1 0
Si ha
4 1
det A = 9 4 =4-4—-1-2=6

Ricordiamo che il determinante di una matrice di ordine due ha il significato
geometrico di area con segno del parallelogramma individuato dai vettori riga
{0 colonna) che accostati formano la matrice.

5) Qs - . -
®gi possono sommare tra loro solo matrici aventi lo stesso numero di righe e lo stesso numero
di colonne! :
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0

Per il calcolo di det B si pud utilizzare, per esempio, la regola di Sarrus (=
BPS, pag. 65). Si ha

detB=0-9-24+6+1+0=-4

Ricordiamo che il determinante di una matrice di ordine tre ha il signifi-
cato geometrico di volume con segno dell’esaedro individuato dai vettori che
accostati formano la matrice.

Calcoliamo il determinante della matrice

2 3 -1 0
1 2 1 4
A=l 09 0 -3 5
3 1 0 1

applicando il teorema, di Laplace (= BPS, pag. 64). Moltiplicando gli elementi
della terza riga(®) per i rispettivi complementi algebrici, si ottiene

2 3 0 2 3 -1
detA=-3|-1 2 4/ -5|-1 2 1| =
3 1 1 3 1 0

(applicando ancora il teorema di Laplace)

2 4 -1 4 3 -1 2 -1\

=23 - ) -5 Gfp al-14 TA))-
=-3-35—-5-14=-175

Calcoliamo il rango della matrice

1 0o 0 2
A=12 1 -3 3
1 -1 3 3

(®)Perché proprio la terza riga? Il motivo dovrebbe essere evidente: conviene scegliere la riga
o la colonna in cui vi sono piu termini nulli.

Anche per il calcolo dei successivi determinanti d’ordine 3, la scelta cade, rispettivamente,
sulla prima e sulla terza riga.
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utilizzando I'algoritmo di Kronecker (= BPS, pag. 74). Iniziamo con l’osser-
vare che il rango di A & almeno 2, in quanto il minore

10
2 1

& diverso da zero. Calcoliamo i minori di ordine 3, che si ottengono orlando
il minore trovato. Poiché entrambi i minori

1 0 0 1 0 2
2 1 -3 e 2 1 3
1 -1 3 1 -1 3

sono nulli, si conclude che il rango di A & 2.

Calcoliamo I'inversa della matrice

a=(i 3

Si ha det (A) = —5 # 0, quindi A & invertibile. La matrice dei complementi
algebrici degli elementi di A &

. [ 3 —4
x=(3 1)

e la sua trasposta &

per cui
()= (3

al = (12,0,13,0) a’=(2,0,4,1) a® = (4,0,—-3,-4)

vettori di IR*. Controlliamo che essi sono linearmente dipendenti. Infatti il
rango della matrice che si ottiene sovrapponendoli

120 13 0
A=12 0 4 1
4 0 -3 -4

Siano

& 2, perché, per esempio, il minore ? ?’ = 13 & diverso da 0, mentre i
12 13 0

minori di ordine 3 sono nulli (basta verificare che | 2 4 1| =0). Solo
4 -3 -4

due, quindi, tra i vettori dati sono linearmente indipendenti. Il sottospazio
generato da a',a? a® ha dimensione 2 e una sua base & costituita da una
qualsiasi coppia dei vettori dati, perché i vettori non sono “paralleli”.
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4» 11 massimo numero di vettori linermente indipendenti tra (3,2,7), (1,5,1),

(0,0,3) e (0,3,1) & ;.
[a] 1 [b]2 ) [d] 4
&» Siano A = (é :? _g) , X e y vettori tali che y = Ax, allorax ey

appartengono rispettivamente a

[a] B2 e R Fome e B .
7 =
1 a).. s
w«;& La matrice A = 0 1/°¢ invertibile
E solo per a=1 @ per ogni &

&> Lo spazio generato dai vettori (1,2,0,0) e (0,3,4,5) ha dlmensmne
[a]1 (2] [c]s

%%‘55;"* Quale tra i seguenti vettori non puo essere scritto come combmaz1one lineare

dia=(7,-4,1,0) e b=(=51,0,2)?
[c] (-7,4,-1,0 (0,0,0,0)

[a] @-312 !(1,0, 4,8)

"fg% Quale tra i seguenti insiemi & sottospazio di R2? L’insieme degli (z,y) tali

che
[a] z+2y=0 (0] s+2y+3=0 [c]a+2>0 [d] zty?=0

., . e . . . . -3 N .
ﬁ’;} Quale tra i seguenti insiemi non & sottospazio di IR°? L’insieme degli (z,v, 2)

tali che
T=y=12z Iz‘ Pinsieme

@ z+2y=0
vuoto

@ entrambi a IR3

entrambi a IR?

l__d] per ogni o

tranne ¢ =1

. per nessun

valore di o

IE z+2y+32=10

pe .
@47 Siano

(3

Calcolare i prodotti AB e BA.

£ Verificare a matrice

(8

non & invertibile (ossia non possiede inversa), applicando la definizione.
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Calcolare I’area del parallelogramma, individuato dai vettori (1,2) e (3, —1).

I vettori (1,2) e (0,3) formano una base di IR??

1 2 3
Calcolare I'inversa della matrice A = 3 2 1
-1 -1 0
Dati i vettori
k 4 -2
1 k 1
0 1 1
determinare quanti sono linearmmente indipendenti, al variare del parametro

ke R.

2
Calcolare il rango della matrice A = (Z _} _(Z ) al variare del parame-

tro a € R.

Determinare la dimensione dello spazio generato dai vettori

1 a 0 )
1_ -1 2 0 3 _ 1 4 _ 3
=l o) T4 =2 27| 2
1 2 0 —a

al variare del parametro a € IR. Indicarne una possibile base.

Il determinante della somma A + B di due matrici A ¢ B

quadrate di ordine n & uguale allla somma dei determinanti di
AeB.

-2 4
4

R Il determinante del prodotto AB di due matrici A e B qua-
drate di ordine n & uguale al prodotto dei determinanti di A

e B.

oy
L4

Siano A e B matrici quadrate di ordlne n. Se AB # BA,
allora det (AB) # det (BA).

Un sottospazio di IR® di dimensione 2 & rappresentato geome-
tricamente da un piano.

Un sottospazio di IR? di dimensione 1 & rappresentato geome-
tricamente da una retta.

o
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Un sottospazio di IR? di dimensione 0 & 'insieme vuoto.

#% Verificare che I'insieme
L={(x,y72) cR®:z—y+z=0}
& un sottospazio di R® e determinarne una base.

#% Dati k vettori x*,%x7,... ,xF di R", indichiamo con X 11n31egle formato da
tutte le loro combinazioni lineari, ciod insieme degli x € IR", che possono

k N . . n
essere scritti nella forma x = 3 ¢,x°. Provare che X & un sottospazio di R".
s=1

#% Controllare che se A & una matrice quadrata di ordine e « & un numero reale

det (@A) = o™ det (A)

Test a risposta multipla

Le risposte esatte sono

@
Infatti il rango della matrice che si ottiene sovrapponendo i vettori & 3, perché per
esempio il minore

1 51
00 3|=-9
0 31

& diverso da zero.

@ [

det A =1 # 0 per ogni c.

& [t

Perché i vettori sono linearmente indipendenti.
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2]

La matrice che si ottiene accostando i vettori a, b e (1,0, 4, 8)

7 -4 1 0
-5 1 0 2
1 0 4 8

ha rango 3: per esempio & diverso da zero il minore

—4 1 0
1 0 2|=24
0 4 8

Gli altri vettori si possono ottenere come combinazione lineare di a e b: quello in Izl

& la somma dei due vettori a e b, quello in & T'opposto di a e il vettore nullo &
sempre combinazione lineare di qualsiasi coppia di vettori.

® [ ;
Infatti 4+ 2y = 0 & I'equazione di una retta passante per 'origine ed & il sottospazio
generato, per esempio, dal vettore (2, —1) . L’insieme in non & un sottospazio perché

non contiene il vettore nullo. L’insieme in che & rappresentato geometricamente
da un semipiano non & un sottospazio, perché non contiene 'opposto di ogni vettore.

Per esempio contiene (—1,1) ma non (1, —1). Lo stesso vale per l'insieme in Iz‘ che &
rappresentato geometricamente da una parabola.

@ [4]

Infatti il vettore nullo (da solo) & sottospazio, ma non l’insieme vuoto. |z| e l_T‘J
sono equazioni di piani passanti per lorigine e pertanto sono sottospazi bidimensionali

di R3. & I'equazione di una retta passante per l'origine e pertanto & sottospazio
unidimensionale di R®.

Esercizi

% Si ha
_(2-2 6-6\_{(0 0
AB_(4—4 12—12)_(0 U)
(2412 4424 \ _ 14 28
BA_(—I—G —2—12>_(—7 *14.)

L’esempio mostra che il prodotto tra matrici, oltre a non essere commutativo, non
verifica la legge di annullamento del prodotto.

@ Se A fosse invertibile esisterebbe una matrice B = (z g) tale che

(86 8)-( 1)

Ma l'uguaglianza & impossibile: moltiplicando la seconda riga di B per la seconda
colonna di A si dovrebbe ottenere 1, ma in realtd risulta 0 (# 1). '
Osserviamo che il determinante di A & uguale a 0.
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@ Siha

1T 2\ iy o.a
det(3 A1>717( 1)—2-3=-7

quindi l’area & uguale a 7.
Si, perché sono linermente indipendenti.

1! determinante & —4, quindi A & invertibile. Sostituendo gli elementi con i loro com-

plementi algebrici, si ottiene
1 -1 -1
A*=(-3 3 -1
-4 8 —4

1 -3 —4
AYT=[-1 3 8
-1 -1 —4
Dividendo per |A|, si ha

1( 1 -3 —4 (—1/4 3/4 1)
Alt=—Zl -1 3 8|= 1/4 -3/4 -2
4\-1 -1 —4) 174 1/4 1

11 determinante della matrice che si ottiene accostando i vettori &

La trasposta di A* &

k4 -2
1 k 1|=K —-k-6
0 1 1

e si annulla per k=30 k= —2.
Per k # 3 e k # —2 i tre vettori sono, dunque, linearmente indipendenti.
Per k = 3 0 k = —2 ci sono due vettori linearmente indipendenti, perché il rango di A

ottenuto eliminando la prima riga e la seconda colonna &

S o D 11
& 2; infatti il minore l 0 1

diverso da 0.

Il rango di A & 2 se almeno uno tra i minori

2 1 1 a
a -1 -1 —4
& diverso da zero. I minori sj annullano rispettivamente per o = —2 e a = £2.

Tlrango di A ¢ 2 pera # —2,ed & 1 per a = —2.

Tl determinante della matrice ottenuta accostando i vettori & diverso da 0 per a # 2,
quindi per a # 2 i vettori sono linermente indipendenti, generano IR* e ne costituiscono
una base. Per a = 2 la matrice &

n R OoN
OoON-HO

1
-1
0
1
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e il suo rango & 2, infatti

12| _
-1 0[‘27&0

e tutti i minori di ordine 3 che si ottengono orlandolo hanno determinante nullo.
Lo spazio generato dai vettori ha dimensione 2 e una possibile base & costituita, per
esempio, da a* e a®.

Vero o failso?

>

B>

Falso. Per esempio

10\ _
det(o 1)_1
€ )
10 10\ _
det(o 1)+det<0 1>—2
10 10\ _ 2 0) _
as (3 9)+ (6 1)) = (3 2) -4
Vero. Per il teorema di Binet (= BPS, pag. 65).

Falso. Infatti si ha
det (AB) = det (A) det (B) = det (B) det (4) = det (BA)

mentre

Vero.
Vero.

Falso. Un sottospazio di dimensione 0 & costituito dal solo vettore nullo.

Ulteriori esercizi

¢ Siano u = (z1,y1,21) e v = (22,2, 22) due clementi di L, si deve verificare che anche

w = aut + v = (az1 + BT2, ay1 + Bya, 021 + Pz2) € L. Si ha
r1—y1+21=0 —y2+22=0

moltiplicando la prima uguaglianza per «, la seconda per § e sommando membro a
membro si ottiene

alzr—y+z1)+ 0@ —ya+22)=0
da cui
(0 + Ba2) — (ay1 + Pyz) + (21 + B22) =0

per cui w € L. La dimensione di L & 2. Infatti L & un sottospazio proprio di R®
(per esempio il vettore (1,0,0) non appartiene a L) e in L esiste una coppia di vettori
linearmente indipendenti; per esemplo

(1,1,0) e (170,—1)

Tali vettori costituiscono una base di L.




238 Capitolo 7. Algebra lineare (© 88-08- 8991

% Occorre dimostrare che per ogni X,y € X e per ogni o, 8 € IR anche ax+ 8y € X, ossia
& ancora una combinazione lineare dei k vettori dati.
Prendiamo due vettori dell’insieme X

Si pud scrivere

% k k
ax + By = achxs + ﬂz ax® = Z (ocs + Bes) x°
s=1

s=1 s=1

k

quindi ax + By & combinazione lineare di x', x?,...,x" con coefficienti acs + ¢;.

Si pud scrivere, indicando con I la matrice identita di ordine n

a 0 0
0 «a 0
aA=alA=| . . ES
0 (] PR
e quindi, per il teorema di Binet,
a 0 --- 0
0 a -+ 0
det(cA)=det | . . . . | det (A) =" det (A)
00 o

3. SISTEMI LINEARI

Sistemi equivalenti — Due sistemi si dicono equivalenti se hanno tutte e
sole le medesime soluzioni. Dato un sistema, per passare ad uno equivalente
si possono eseguire, eventualmente piu volte, le seguenti quattro operazioni:
a) cambiare ’ordine delle equazioni,

b) moltiplicare tutti i termini di un’equazione per una stessa costante non
nulla,

c) sommare a un’equazione una combinazione lineare delle altre,

d) togliere dal sistema equazioni che siano combinazioni lineari delle altre.

e Metodo di riduzione — Permette di trasformare un sistema dato in uno

equivalente, di risoluzione (quasi) immediata. Usando le operazioni che per-

mettono di passare a sistemi equivalenti, possiamo ridurre un sistema in forma
triangolare (il procedimento & illustrato negli esempi 3 e 4).
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Bl Consideriamo il sistema

{3m+2y=5
z— y=0

N

che pud essere scritto in forma matriciale

DE)-6)

1l determinante della matrice dei suoi coefficienti &

3 2

1 |=-8-2=-5#0

quindi per il teorema di Cramer (= BPS, pag. 73) ha un’unica soluzione. I va-
lori delle due incognite (ricavati con la regola di Cramer) che ne costituiscono
la sola soluzione sono

‘5 ZI ‘3 5‘
0 -1 -5 10 -5
=m0 YT 2S5
1 -1 1 -1
P2 Cosideriamo il sistema Ax = b con
1 0 3 1
o 2 3 0
A=lo 1 -2 b=19
5 -2 4 3

11 rango di A & 3, come facilmente si verifica calcolando il minore formato
dalle prime tre righe

1 0 3
0 2 3|=-T#0
0 1 -2
1l rango di (A|b) invece & 4, poiché
1 0 3 1
o 2 3 of_
det(AD)=|g | _p o|=147#0

5 -2 4 3

Per il teorema di Rouché-Capelli (== BPS, pag. 73) il sistema Ax = b &
impossibile. :

Risolviamo il sistema

z+ y+ z= 1
2¢+ 3y —4z = -3
3z —4dy+5z2=-2
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col metodo di riduzione. Possiamo, in un primo passaggio, lasciare fissa la
prima equazione ed eliminare z dalle altre due. Per esempio, sostituiamo alla
seconda equazione la differenza tra essa e il doppio della prima (II-2 I) e alla
terza la differenza tra essa e il triplo della prima (III-3I). Si ha

z+ y+ z= 1 1
y—6z2=-5 II—-21
—Ty+2z=-5 III-3I
A questo punto, lasciamo fisse le prime due equazioni e cerchiameo di eliminare

y dalla terza. Si pud sommare alla terza equazione la seconda moltiplicata
per 7, ottenendo

z+y+ z= 1 1
y— 6z=-5 1II
— 40z =—40 TII47II
equivalente a
z4+y+ z= 1
y—6z=-5
z= 1
In questo modo il sistema & ridotto informa triangolare. Sostituendo il valore

trovato per z nella seconda equazione, si ricava il valore di y e, successiva-
mente, dalla prima si ricava z. Il sistema ammette, dunque, I'unica soluzione

r=1
y=1
z=1
Risolviamo il sistema
x4+ y—2z=2
3z+3y+2=2
z+by—2=6

Teniamo fissa la prima equazione e nella seconda e nella terza eliminiamo z,
sostituendo alla seconda equazione la somma delle prime due e alla terza la
differenza tra la terza e la prima, otteniamo

x4+ y—z=2 1

2z + 4y =4 II+1

2z + 4y =4 III-I

che, poiché le ultime due equazioni coincidono, & equivalente a

{—z—l— y—z=2
T+ 2y =2
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Nell'ultima equazione sono rimaste due incognite. Possiamo scegliere per y
un valore qualsiasi k£ € R. In funzione di tale scelta x e z risultano univoca-
mente determinati.

r=2-2k
y=k keR
z=3k—4

Il sistema ammette, quindi, infinite soluzioni, dipendenti dal parametro k.

Q%ﬁ‘ Sia A una matrice di tipo(” 3 x 2, tale che il sistema Ax = b abbia un'unica
.soluzione; allora se 7 e r’ soro rispettivamente i ranghi di A e (A|b)

Er:l,r’:Z @1-:7"=3 f'lr:r':Z r=r’=1

ﬁ%} Il sistema Ax =0, con A = (1 1)

2 2
N
E & impossibile @ ha un’unica % | ha infinite @ha esattamente

soluzione « 7 ™ goluzioni 2 soluzioni

Siano A = (g’ 2) eb= (_33> , allora il sistema Ax =b

IZ[ & impossibile EI ha un’unica ha infinite ha un’unica
per a = —3 soluzione per soluzioni per ~7 " soluzione per
ogui a a=3 a# 13

4> Sia A una matrice avente rango 5, se il sistema Ax = b & impossibile, allora

il rango di (A|b) &
non si pud

[a]s [b]>6 [c]s
dire

'¢p Sia A una matrice quadrata di ordine 7 con det (A) = 0. Se b & un vettore

di R7, allora il sistema Ax =b

@ ha un’unica I_T_l pud avere zero o ha infinite IE_I & impossibile
soluzione per infinite soluzioni, soluzioni per per ogni b
ogni b dipende da b ogni b

3 5 1 z 1
*@ Il sistema | -2 0 2 Y 3

-3 5 —1 z 0
E ¢ impossibile IE ha un’unica ha infinite ha esattamente

soluzione soluzioni 3 soluzioni
7 .
™ Tre righe e due colonne.

I
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la matrice dei coefficienti ha rango 2, quindi una delle equa-
zioni del sistema, per esempio la terza, & superflua. Il sistemsa,
& equivalente a

9 0 { z— y+2z2=-3
1 . o
xt=|3 x2=11 B3=14 22 +2y—4z= 6
4 0 6
: 1
sono linearmente indipendenti, scrivere il vettore e* = | 0 | come combina- L
‘ 0
zione lineare di x*, x2 e x°. 3% Sia A una matrice di tipo m x n. Dimostrare che Pinsieme delle soluzioni del

sisterna Ax = 0 & un sottospazio di IR".

Determinare i parametri a, b, ¢,d in modo tale che il piano di equazione

Sia x° una soluzione del sisfema Ax = b. Dimostrare che tutte le altre

ar +by+cz=d ’ i soluzioni possono essere scritte nella forma

passi per i punti (0,2,2), (-1,1,1) e (1,4,-1). x=x04z %
Stabilire se i seguenti sistemi hanno soluzioni e, in caso affermativo, deter- dove z & soluzione del sistema omogeneo associato Ax =0.
minarle. - .. .
45 Siano dati i vettori
—z+2y—32=0 z+y— z+ t=0
(a) . _ . (b o 0 -2
2z —4y+6z2=5 r—y+2z-2t=2 . L )
. x =|3 7z = 1
20 +3y— z2=0 20 +y—z+4=5 5 0
(€ 3e+dy+22=0 (d) THy+z =1 Sapendo che x! & soluzione del sistema Ax = b (b # 0) e z* & soluzione del
—z+2y+32=0 z+ 2z— t=1 sistema omogeneo associato Az = 0, scrivere
. . 1 di soluzioni dei " (a) un altro vettore z% # 0 soluzione del sistema omogeneo Az = 0;
D.e;cerrpmare, al variare del parametro, il numero di soluzioni dei seguenti (b) un altro vettore x2 soluzione del sistema Ax — b.
sistemi.
1 a 2 . 1 k+4 3\ /o 3%k ' #% Sapendo che i vettori
@ (a9 0)(y]=[-a (b) 4k():4 ‘ ) .
00 1) \z 0 2 1)\ 2 <=3 2= |4
4 5

sono soluzioni di uno stesso sistema lineare Ax = b (b # 0), scrivere

(a) una soluzione del sistema omogeneo associato Az = 0;

) : ] (b) un’altra soluzione del sistema Ax = b.
e Sia A una matrice di tipo 6 x 5, avente rango massimo, allora i .

il sistema Ax = b & sempre impossibile.

5«‘3@ .Sia.A una matrice di til?o 6 ?<.7, aver%te. rango massimo, allora
il sistema Ax = b non & mai impossibile.

;%“ Nel sistema, ! Test a risposta multipla

z— y+2z2=-3 Le risposte esatte sono

—2r+2—4dz= 6 @

z+2y— z= 5 I ranghi devono essere uguali tra loro e uguali al numero delle incognite, e ciod 2.
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11 sistema { zt 22=0

& ovviamente equivalente a 1 + z2 = 0. Le soluzioni sono
221 + 222 =0

percid i vettori della forma &k (_11> ,keR.

[4]

Per il teorema di Cramer, il sistema ha un’unica soluzione se det A # 0 e cid accade
se e solo se a # %3. Per a = 3 & impossibile e per a = —3 ha infinite soluzioni.

Se il sistema & impossibile, il rango di (A|b) & uguale al rango di A + 1: aggiungendo
una colonna il rango pud al massimo aumentare di un’unita.

(o]

Per il teorema di Cramer, il sistema non pud avere un’unica soluzione. Se il rango di
A & uguale al rango di (A|b) il sistema ha infinite soluzioni, altrimenti & impossibile.

[a]

11 rango della matrice dei coefficienti & 2, mentre quello della matrice completa & 3.

Esercizi

1 vettori sono linearmente indipendenti perché il determinante della matrice A che si
ottiene accostandoli & diverso da 0, infatti

120
31 4|=2
4 0 6

Per scrivere e come combinazione lineare di x!, x% e x°, si devono determinare tre
numeri reali a, b e c tali che

ax' +bx* 4+ x® =€
Si deve quindi risolvere il sistema
a+2b =1
3a+ b+4c=0
4q + 6c=0

si ottiene L
a=" 3/2
b=—1/2

c=—l5

ég:; La generica equazione di un piano & az + by + cz = d. Occorre determinare i parametri
a,b,c e d risolvendo il sistema .
2b+2c=d
—a+ b+ c=d
a+4b— c=d
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1l sistema (omogeneo) ha infinite soluzioni, che possono, per esempio, essere scritte
nella forma

a=—5k b=4k c=k d =10k keR
Si ottiene il piano di equzizione

—br+4y+2=10

(a) La matrice dei coefficienti ha rango 1, la matrice completa ha rango 2: il sistema &
impossibile.
(b) La matrice dei coefficienti e la matrice completa hanno rango 2. Poiché le incognite
sono 4, il sistema ammette infinite soluzioni dipendenti da due parametri; scegliendo
come parametri z e t le soluzioni possono essere scritte
h—k 3k —3h

=1+ 5 Y= 5
(c) 11 determinanate della matrice dei coefficienti & diverso da zero: il sistema ha un’u-
nica soluzione. Essendo omogerteo, 'unica soluzione & la soluzione nulla.
(d) La matrice dei coefficienti e la matrice completa hanno rango 3. Poiché le incognite
sono 4, il sistema ha infinite soluzioni dipendenti da un parametro; scegliendo come
parametro t le soluzioni possono essere scritte

1 z=k t=h khelR

5—3k k-3 5k —3
T=—g— Y= F= t=k keR
(a) Si ha
1 a 2
a 9 0|=9-a>=0
001

per a = £3. Per a # +3 la matrice dei coefficienti ha determinante diverso da 0, quindi
il sistema ha un’unica soluzione. Per a = +3 la matrice dei coefficienti ha rango 2 e la
matrice completa ha rango 3, quindi il sistema & impossibile.

(b) I minori di ordine 2 della matrice dei coefficienti si annullano per k = 2. Per k # 2
la matrice dei coefficienti ha rango 2 e la matrice completa ha rango 3, infatti

E+4 3 3k
4 k 4|=-4k*+16k—16=—-4(k—-2)°
2 1 2

si annulla per k = 2. Quindi il sistema & impossibile. Per & = 2 entrambe le matrici
. hanno rango 1, il sistema & possibile e poiché le incognite sono 2 ammette infinite
soluzioni.

Vero o falso?

%ﬁ Falso. Il rango di (A|b) pud essere 5 o 6 e il sistema potrebbe anche avere soluzioni.
t@*’ Vero. Tl rango di (A|b) & per forza 6 (uguale al rango di A).

N

@' Falso. E vero che la matrice dei coefficienti ha rango 2 e un’equazione & superflua,
ma, non si pud “buttar via” un’equazione a caso. Si possono eliminare la prima o la
seconda che sono equivalenti, ma non la terza.
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Ulteriori esercizi : 4. FUNZIONI LINEARI

% Chiamiamo N l'insieme delle soluzioni del sistema e dimostriamo che A & sottospazio
| di R™. 8e® N = {0} I’affermazione & evidente, altrimenti occorre mostrare che se x* e

x2 appartengono a A e a e 3 sono numeri reali, anche ax® + 8x? € V. Poiché Ax' =0 . | % Consideriamo la funzione f : IR? — IR? cosi definita
e Ax? = 0, moltiplicando la prima uguaglianza per « e la seconda per 3, sommando f Y-
| membro a membro e applicando la proprieta distributiva, si ha { u= 2x-—2
} O=an1+,3Ax2=A(oex1+,8x2) v=—2+ Y
" . 1 2 e determiniamone immagine e nucleo. f & una funzione lineare che pud anche
ossia ax' + Bx° € N. .
. essere scritta nella forma
@ Controlliamo che, se x° & una soluzione del sistema, ossia se Ax® = b, ogni vettore u 9 _9 z
della forma (7) & soluzione. Si ha, infatti, essendo Az =0 (v) =f(z,y) = ( 1 1) (y)
Ax=A(x0-+z)=Axo+Az:b+0:b .. . . P . . .
. L’insieme immagine (= BPS, pag. 80) di f & il sottospazio generato dai vettori
Viceversa, ogni x soluzione del sistema pud essere scritta nella forma (7). Infatti, da f . . . . 1 2
Ax = b e Ax® = b, sottraendo membro a membro e applicando la proprietd distribu- ! immagine della base canonica. f trasforma il vettore 0 nel vettore -1
tiva, si ottiene 0 9 .
i e il vettore nel vettore . Poiché i due vettori individuano la stessa
Ax—AxO:A(x~x°)=b—b=0 : (1) ( 1)
' retta, essa costituisce 'immagine di f, che & I'insieme dei vettori
quindi x — x° & soluzione del sistema omogeneo e posto x — x° = z, si ricava la (7). :
. ! -2 !
~§§*’;3§ (a) Ogni multiplo di z; & soluzione del sistema Az = 0; per esempio, ‘[ k 1 keR L
| - | N . e . . .
! 22 =95t = [11 ’ In forma cartesiana, 'immagine di f & la retta nel piano d’arrivo uv di equa-
0 zione u = —2v.
] y v
1 (b) Soluzione di Ax = b &, per esempio,
I y=g
N ) ) ) —9 u=—2v
| X =x 4z = 4 i
] 5 Ly | N !
\‘ " 1 | i
i % (a) La differenza . . ) ‘ ‘ : 2
| t
\! -1 ‘ 0 ! v -2 o | u
{ z=x*—x'= 1 ; :
| : 1 : P :
fi & soluzione del sistema Az = 0. ‘

L (b) Un’altra soluzione di Ax = b &, per esempio, 11 nucleo (= BPS, pag. 80) di f, che & il sottospazio costituito dalla controim-

‘ _1 : magini del vettore nullo, si ricava risolvendo il sistema
! 2 _

‘\] X=X +z-( g) { 2z —2y=0

| —z4+ y=0

I

In forma cartesiana, & la retta nel piano zy di equazione z = y. Pud anche
i essere scritta in forma vettoriale

t T 1

1 pEmmmesmmesesaee =k kelR
‘ (®Ricordiamo che il vettore nullo da solo costituisce un sottospazio di R™. Y 1

1

f

\
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Consideriamo la funzione f : R* — IR? raﬁpresentata dalla matrice

a3 2)

si tratta di una trasformazione biunivoca da R? in sé, in quanto il determi-
nante di A & diverso da 0:

det (A) =-3

EI] valore assoluto del determinante di A ha un importante significato geome-
Ztrico: rappresenta il fattore di dilatazione delle aree sotto la trasformazione f.
La funzione f trasforma il quadrato di lato unitario individuato dai vettori
“fondamentali nel parallelogramma indicato in figura, la cui area coincide col

modulo del determinante della matrice associata a f.

xz
y=—z+1 %

Ogni trasformazione lineare del piano in sé trasforma rette in rette: per esem-

pio, la retta di equazione y = —z + 1 & trasformata nella retta di equazione
v=—u+3.
Si controlla facilmente che le rette y = z e y = —z sono trasformate in sé.

Tali rette sono autospazi associati alla matrice A; in altri termini i loro punti
sono gli autovettori di A. Lo verifichiamo calcolando prima gli autovalori. Cio
equivale a cercare per quali valori di a il sistema Az = az ammette infinite
soluzioni. Az = az si pud riscrivere nella forma Az—az = 0, e poi nella forma,
(A —al)z = 0. Tale sistema (lineare omogeneo) ammette infinite soluzioni
se e solo se det (A — aI) = 0. Dato che

l—-a 2 2 ’
det (A —al) = 2 1-a =(1-a)-4=0d>-2a-3=0
per a = —1 e a = 3, gli autovalori di A sono
-1 3
Cerchiamo gli autovettori associati a a = —1. Poniamo z = (;) 1l sistema

(A +TI)z = 0 si pud scrivere esplicitamente come

{2m+2y=0
20 +2y=0

(©) 88-08- 8991
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Le soluzioni del sistema sono date da

T k 1
(3)=(k)-#(1)  kem
Gli autovettori associati all’autovalore a = —1 sono i vettori della forma

k _} con k reale non nullo.

Analogamente si ricavano gli autovettori associati a a = 3. Si ottengono i

vettori della forma & (1) con k reale non nullo.

1

Sia f : IR* — IR3, lineare e supponiamo di sapere che

1 0
fle)=12 fe*)=|-1 f(e®) =f(e?) —f(e')
0 3

%

(e, e?, e® indicano i vettori della base canonica di R?). Da queste informa-
zioni ricostruiamo la funzione f.
Infatti si ha subito che
-1
f (63) =1l -3
3

e allora si pud scrivere la matrice A che rappresenta f in R® rispetto alla
base canonica

1 0 -1
A=12 -1 -3
0 3 3
Si puo scrivere quindi
U 1 0 -1 z
v | =f(z,y,2)=12 -1 -3 y
w 0 3 3 z

La matrice A ha rango 2 (non c’e’ bisogno di calcolarlo!l: perché?). L’'imma-
gine di f ha dimensione 2 ed i vettori f (e') e f (€?) ne costituiscono una base,
di conseguenza la dimensione del nucleo & 1 (= BPS, pag. 81, formula (5.1)).
Geometricamente l'insieme immagine di f coincide con il piano che passa per
Porigine e per i punti f (e!) e f (e2), di equazione w = 6u — 3v.
Il nucleo ¢ linsieme delle soluzioni del sistema

1 0 -1 z\ 0

2 -1 -3 y|=10

0o 3 3 z 0

ed & 'insieme dei vettori ortogonali alle righe della matrice A. Tale sistema,

equivalente a
{mfzzo
y+2z=0
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ha come soluzioni i vettori

T 1
y =k -1 kelR
z 1

che costituiscono una retta passante per l'origine.

Calcoliamo autovalori e autovettori della matrice

3 00
A={1 3 0
! 0 0 2

Si ha
det(A— M) =(3-N)°(2-X) =0

per A\1=X=3eX3=2.
In corrispondenza all’autovalore 3 (di molteplicita 2), il sistema Ax = Ax

diventa
0=0
;=0
—xz3=0
0
che ha come soluzione i vettori della forma | k£ |, £ € IR. Abbiamo, quindi,
0

un autospazio di dimensione 1. L’autovalore 3 non & regolare.
In corrispondenza all’autovalore 2 (regolare), il sistema Ax = Ax diventa

xr = 0
X + g = 0
0=0
0
che ha come soluzione i vettori della forma | 0 |, h € IR.
h

@ Sia f : IR — IR® una funzione lineare. La matrice che rappresenta f &

@ di tipo 7 x 8 ' di tipo 8 x 7 quadrata @ non si pud

dire
€ Quale tra le seguenti funzioni & lineare?

E f(:ﬂ,y)=<§> I_T_l Fl@y) =z +9? f(a:,y)=-’c—y+2 f(w,y)=(2)

(©) 88-08- 8991 4. Funzioni lineari 251

@ Quale tra le seguenti funzioni non & lineare?

Ef(m)=(2“;) [b] r@va=  [e]f@uwzn= [d]f@y =

z4+2y—z T-y+2%-1 z+1
z—2z y—2
€ La funzione f (z,y) = ( m _2'— 2y ) & lineare
ax® —y
@ solo per a =3 @ per nessun solo per a =0 E per ogni
valore di a valore di a

@ Sia f : lR*— R®; se la dimensione del nucleo di f & 1, allora

lzl la dimensione @ la dimensione f & suriettiva @ f & iniettiva

dell’immagine dell’immagine
difes3 di f &M

@ Sia f : IR"— IR"; se il nucleo di f & costituito dal solo vettore nullo, quale
affermazione & falsa?

I_EI f & iniettiva IZI la matrice f & suriettiva @ f & invertibile
associata a f ha
determinante 0

€ Siaf:R>— IR lineare e tale che f (x') = f (x?) # (g) , con x! # x2. Le
dimensioni dell’immagine e del nucleo di f sono rispettivamente

[a]2e0 [b]2e2 [c]oe2 [d]1e1

@ Quale tra i seguenti vettori non appartiene allo spazio immagine della fun-

3 0
zione lineare associata alla matrice A= | -1 -3 |?
0 2

=3 wH) =l 2¢

@ Quale tra i seguenti vettori appartiene al nucleo della funzione lineare asso-

ciata alla matrice A = (3 0 _4)?

0 -1 0
4 -3 C (0 1
<l (3) ol ) @)
3 4 4 1
a 0 3
@ Siaf: R*—=MR3*e A= (3 1 7] la matrice che la rappresenta. f &
0 09

invertibile se e solo se

[a]a=0 [6] a=3 [c]azo [d] a#9
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Gli autovalori della matrice (g g) sono

[a]oe7 [6]5e7 [cloeo [d]7e9

3 5

@ non ha @ ha autovalori ha come @ ha autovalori

autovalori reali reali distinti autovalore 0 reali coincidenti

{gy La matrice (_5 3)

%’% Descrivere ’insieme immagine e il nucleo delle seguenti'funzioni lineari

(a) fR*>R,

(b) £ {R)— %)

(c) f:R* — IR,

(d) £:R® - R

Cf):f(z,y,z):(; _i, | ?)(

@ Siamof:R*—>R’eg: IR® — IR* lineari e siano

1 -2 3 3
A=|1 0 -1 0
0 -1 0 1

e AT le matrici che le rappresentano. Stabilire se f e g sono iniettive e se
sono suriettive.
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@& Siaf: R* — IR® lineare, tale che

1 0
o) ()
3 -1

F) =1 +2f() () =—f()
(e1, e?, 3, e* indicano i vettori della base canonica di R*). Scrivere la matrice
A associata a f e calcolare le dimensioni dell'immagine e del nucleo di f.

Sia f : R® — IR? lineare e sia

1 -3 0
A=1{2 -1 k
' 1 k 2

la matrice che la rappresenta.
(a) Dire per quali valori di & & invertibile.
(b) Determinare, al variare di k& € IR, il numero di controimmagini del vettore
3
b= 2
-1

o,

i

3

=
o
L

Siano f : IR? — IR? lineare e

o= (1) #=(3) et =(3) vere-(3)

Scrivere la matrice che rappresenta f (rispetto alla base canonica).

i

¥ Descrivere le trasformazioni del piano xy in sé, rappresentate dalle matrici

A3 B=(03) e=(0 )

indicando, in particolare, eventuali “rette fisse”. Calcolare poi gli autovalori
delle matrici. - :

%3‘@ Determinare autovalori e autovettori delle matrici
2 1 2 —4
() 2

Descrivere le trasformazioni dello spazio zyz in sé, rappresentate dalle matrici

1 0 O 0 -1 0
A=10 1 O B=|1 0 ©0
0 0 -1 0 0 1

indicando, in particolare, eventuali “rette fisse” ed eventuali “piani fissi”.
Calcolare poi gli autovalori delle matrici.
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@ Determinare autovalori e autovettori delle matrici

1 3 -2 1 0 0
A=|0 2 4 B={2 1 -2
0o 1 2 3 2 1

Stabilire se le matrici sono diagonalizzabili, indicando, in caso affermativo,
una matrice che le diagonalizzi.

Costruire una matrice Q ortogonale (cios tale che QT = Q1) che diagonalizzi

la matrice
' 2 1
a-(13)

Una matrice quadrata & singolare® se e solo se ha come au-
tovalore 0.

» v [F]
& [ [F]

Una, matrice con elementi reali non puo avere autovalori com-
plessi.

Una matrice di ordine 3 ha almeno un autovalore reale.

B V] [E]
o v [F]

Una matrice con autovalori reali distinti & diagonalizzabile.

##% Sia A una matrice quadrata di ordine 2
a b
A=(2 )
Dimostrare che, detti A\; e A i suoi autovalori, si ha

)\1+/\2=a+d e )\1-/\2=ad—bc:det(A)

11 risultato pud essere generalizzato.
Se A = (a;;) & una matrice quadrata di ordine n con autovalori A,..., A, €

tr(A) = En: a;; (traccia di A), si ha
i=1

tr(A) = i)w e det(A)= ﬁ)\i
i=1 =1
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$#% Calcolare autovalori e autovettori della matrice

1 2 3 45
1 2 3 4 5
A=]1 2 3 4 5
1 2 3 45
1 2 3 45
%i% Sia x = (21,... ,,) un vettore di R" e sia A = (;z;) ; calcolare autovalori

e autovettori di A.

Test a risposta mulitipla '

Le risposte esatte sono

@ []

Infatti si pud serivere f(z,y) = (? é) (Z) . Le funzioni in [Zl e in sono
lineari affini.
Lo si verifica, per esempio, calcolando I'immagine di (g) , che & (_é) e non, come

dovrebbe, il vettore nullo.

@ []

Per eliminare il termine quadratico.

& [

La somma delle dimensioni del nucleo e dell'immagine deve essere 4 (uguale alla di-
mensione dello spazio di partenza).

® [

1l nucleo ha dimensione 0 e quindi l'immagine ha dimensione 7. Il rango della matrice A
associata a f & 7 e quindi det (A) # 0.

@ (4

. - L 1 2 . .
La dimensioni del nucleo (che contiene il vettore non nullo x* — x*) e dell'immagine
(che contiene il vettore non nullo £ (xl)) non possono essere 0 e la loro somma deve
essere 2.
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& [

Non & combinazione lineare delle colonne di A, infatti

3 0 0
-1 -3 0|=-9+0
0 2 1

11 vettore nullo appartiene sempre all’immagine di una funzione lineare. I vettori in

EI ein @ sono immagini, rispettivamente, di (_(1)) e ((2)> .

I vettori del nucleo sono ortogonali alle righe di A e si ricavano dal sistema
3z — 42 =0
—y =0

4
Possono essere scritti nella forma (0) t,teR.
3

& 2]

f & invertibile se e solo se il determinante della matrice che la rapppresenta & diverso
da 0; cid accade per « # 0. .

Per una matrice triangolare, gli autovalori concidono con gli elementi della diagonale
principale.

Gli autovalori si ricavano dall’equazione
B5-2’+9=0 = X=5%3i

sono complessi coniugati.

Esercizi

{;% (a) L’immagine di f & tutto IR, il nucleo & il piano di equazione
2z —y—32=0

formato dai vettori ortogonali al vettore (2, —1,—3).
2

(b) L’immagine di f & la retta passante per Porigine e per il punto (3) ; il nucleo &
4

{0} (contiene solo il numero 0).

(c) L’immagine di f & il piano di equazione 3u — 2v — 5w = 0, il nucleo & {0} (contiene

solo il vettore nullo).

(d) L’immagine di f & tutto IR?, il nucleo si ottiene dal sistema

r—3y+2z=0
3z+ y+ z=0
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=1
Si trova la retta di equazione parametrica { y= ¢t t€R.
z2=2t

Il rango di A & 3, quindi I'insieme immagine di f coincide con IR®: f & suriettiva. La
dimensione del nucleo & 4 — 3 = 1, quindi f non & iniettiva.

Essendo il rango di AT uguale al rango di A, I'immagine di g ha dimensione 3. I
nucleo & costituito dal solo vettore nullo: g & iniettiva e non & suriettiva.

Si ha

‘ 1 0 1 -1
A={2 2 6 -6
3 -1 1 —1

L’immagine e il nucleo di f hahno entrambi dimensione 2.

(a) £ & invertibile se e solo se det A & diverso da 0. Si ha

1 -3 0
detA =12 -1 k|=—k"—3k+10
1 k2

che si annulla per £k =2 o k = —5, per cui f & invertibile se e solo k # 2 e k # —5.

(b) Determinare’il numero di controimmagini di b equivale a determinare il numero
di soluzioni del sistema lineare Ax = b. Per k # 2 e k # —5 il vettore b ha un’unica
controimmagine

x=A"'b

Per k = —5 il rango di A & 2 e quello di (A|b) & 3, quindi b non ha controimmagini.
Per k = 2 sia rango di A ¢ 2 che quello di (A|b) sono uguali a 2, quindi b ha infinite
controimmagini.

.
e

Sia A la matrice che rappresenta f. Devono valere le relazioni
Aa' =b! Aa® =b’
che possono essere scritte in un’unica formula
A (a' a®) = (b* b%)

da cui si ricava ‘
A=) @ a) = (3 2)

La matrice (b' b?) rappresenta f se nello spazio_di partenza si sceglie come base

. -1 R . . R .
{al, az} . La matrice (al a2) trasforma, i vettori a' e a? nei vettori fondamentali.

@ Sono, rispettivamente, una dilatazione (di rapporto 2), una simmetria rispetto alla
bisettrice e una rotazione di 7/2 in verso antiorario.
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| |

Per la prima ogni retta per Porigine & trasformata in sé, per la seconda sono trasformate
in sé le bisettrici degli assi, per la terza non vi sono “rette fisse”. Gli autovalori delle
matrici A, B e C sono rispettivamente

/\1:>\2:2 /\1:vle/\2=1 Aliie)\2=~i

Tutti gli autovalori sono regolari.
Si noti la presenza di “rette fisse” solo nel caso di autovalori reali. Per la matrice

A il sistema (A —2I)x = 0 & equivalente all'identitd O = 0 e ogni vettore di R? &
autovettore. Per la matrice B sono autovettori i punti delle bisettrici.

La matrice (g ;) , come la matrice A dell’esercizio precedente, ha come equazione

caratteristica
2-N?=0

e quindi 'autovalore A = 2 (con molteplicita algebrica 2), che, pero, in questo caso non
& regolare. Infatti il sistema (A — 2I) x = 0 si riduce all’equazione z2 = 0 e Pautospazio

associato & formato dai vettori (g) , k € R ed ha dimensione 1.
L’equazione caratteristica delle matrice B &
2=XN?+4=0
che ha soluzioni complesse 2 % 2i. Agli autovalori 2 + 2¢ e 2 — 2i corrispondono, per
2i —2i

esempio, gli autovettori complessi 1)e 1 > , soluzioni dei sistemi

—2iz — 4y =0 . 2ix — 4y =0
z—2y=0 r+2iy=0

) z
Esaminiamo 1’azione di A e B su di un generico vettore <y> .

z

Per A si ha

(2)- ()

La trasformazione & dunque una simmetria rispetto al piano zy. In questa trasforma-
zione Dasse z e tutte le rette del piano zy sono trasformate in sé.

Per B si ha

La trasformazione & dunque una rotazione attorno all’asse z. In questa trasformazione
solo l'asse z & trasformata in sé. In entrambi i casi, perd, il piano zy & trasformato
in sé.

Gli autovalori di A, soluzioni dell’equazione

det(A—M)=(1-X)?(-1-X)=0

/\1:A2=1€)\3=—1
Gli autovalori di B, soluzioni dell’equazione
det(B—AI) = (A +1) (1—-1) =0
)\1=i,)\2:7i~ elz=1

L’equazione caratteristica per la matrice A ¢
det(A=M)=(1-)[@2-1*-4]=0

si trovano gli autovalori
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a cui corrispondono, per esempio, gli autovettori

() @ 6

soluzioni, rispettivamente, dei sistemi

z+3y—2z=0 3y—22=0 —3x+4+3y—22=0
2y + 4z=0 y+4z=0 —2y+4+42=0
y+ 22=0 y+ z2=0, y—22z=0.

Per la matrice B Pequazione caratteristica &
det (A—X)=(1-X)[A-N+4] =
=(1-N(A-22+5)=0

B ha l'autovalore reale 1 e gli autovalori complessi coniugati 1+ 2i e 1 — 2%, a cui
corrispondono, per esempio, (in €%) gli autovettori

2 0 0 0 0
-3 1]+ 0 e 1})+4]0
2 0 -1 0 1
soluzioni dei sistemi

2r—2z=0 . i
2z —2iy— 22=0 2z 4+2iy— 2z=0

{ —2ix =0 21z =0
3z +2y=0
Ty 3¢+ 2 —2i2=0 3¢+ 2y+2iz=0

Entrambe le matrici sono diagonalizzabili perché hanno autovalori distinti. Una matrice
che diagonalizza A &, per esempio,

8
s={ -2
1

mentre una che diagonalizza B &

2 0 0
S=| -3 1 1
2 —i %

(tali matrici sono ottenute accostando gli autovettori).

OO
W
N——

La matrice A ¢ simmetrica, quindi tale matrice Q sicuramente esiste (= BPS, pag. 86).
Si calcolano gli autovalori di A, che sono A1 = 1 ¢ A2 = 3 e due corrispondenti auto-
vettori, per esempio,

(che sono ortogonali). Poiché occorrono autovettori di norma unitaria, basta dividere
x* e x? per la loro norma V2. Una matrice ortogonale che diagonalizza A &

()
T\
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Vero o falso?

1» Vero. L’equazione caratteristica det (A — AI) = 0 per A = 0 si riduce a det A = 0.

. . . 0 -1 . R
25 Falso. Per esempio, la matrice (1 o ) non ha autovalori reali.
3 Vero. L’equazione caratteristica & di terzo grado, quindi ha sicuramente una soluzione
reale.
4> Vero. Una matrice di ordine n & diagonalizzabile se ha n autovettori reali linearmente

indipendenti. Ci6 accade sicuramente se gli autovalori sono reali distinti.

Ulteriori esercizi

1: L’equagzione caratteristica di A &

a—A b

det(A—AD) =4 7

Svolgendo i conti si trova
N—_(a+d)A+ad—bc=0

per cui le radici dell’equazione hanno somma a + d e prodotto ad — bc.
Se A ha ordine n ’equazione caratteristica &

)" A"+ (D" AN o fdet A =0
che puo essere scritta
A=A P2=XN) Q=2 =0

-2+ Non & necessario scrivere il polinomio caratteristico di A per determinare autovalori e
autovettori. Basta osservare che

Ax=A| 23 | = (@1 + 22+ 23+ 24+ x5)

S O N

Cosl ogni vettore la cui somma delle componenti & uguale a zero & un autovettore con
autovalore 0. In particolare

1 1 1 1
-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

sono quattro autovettori linearmente indipendenti, con autovalore 0. Inoltre

1
1
1
1
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& un autovettore di A con autovalore 15 (uguale alla traccia di A), poiché

1 1 1
1 1 1
Al1]|=0Q+2+3+4+5)|1|=15]1
1 1 1
1 1 1

? Ogni vettore ortogonale a x & autovettore con autovalore A = 0. Infatti, si pud scrivere

zlxi
A=|"
zax”
e quindi, se v L x si ha
z1(xT - v) 0
NN
Tn (x.T V) 0

Di vettori ortogonali a x linearmente indipendenti ce ne sono n — 1, quindi A = 0 &
autovalore con molteplicita n — 1. .
n
Poiché tr A = Z z? = |x|> = somma degli autovalori , si ha che Pautovalore mancante
i=1

& proprio |x|2 e un autovettore corrispondente & x stesso; infatti

mle w1|x|z
ToX T2|x|
Ax = . x= . = |x|*x

TpX zn|x|?




