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Capitolo 1

APPLICAZIONI DEL
CALCOLO DIFFERENZIALE

}K. Funzioni crescenti o decrescenti

Una funzione f(x) & monoténa in un intervallo I
se, per ogni x,,x,¢I, risulta verificata una delle re
lazioni seguenti:

f(x) strettamente crescente: X 1 <x, => f(x,)<f (x,)
f(x) crescente : x;<x, => f(x,)<f(x,)
f(x) strettamente decrescente: xX,<x, => f(x,)> f(x,)

f(x) decrescente: xX,<x, => f(x;)> £f(x,).

Si dice che f(x) & strettamente monoténa in I, se

essa & strettamente crescente, oppure se & stretta -
.mente decrescente in I.

I1 seguente criterio, basato sul segno della de-
rivata prima, € molto utile per stabilire se una da- _
ta funzione & monotdna in un intervallo: sia £(x)
una funzione continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Aallo

ra,

' se f'(x)>0, Vxe(a,b) => £ & crescente in [a,b];

se f'(x)>0, Vxe(a,b) => f & strettamente crescente
in [a,b];
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i
# se £'(x)< 0, vxe(a,b) => ¢ € decrescente in [a,b]; ,funzioni risultano crescenti o decrescenti:
‘ se f'(x)< 0, Vxeé(a,b) => £ ¢ strettamente decrescen- { o /T
., tein [ap]. (@ £00-vx + L ®) £Go =

1?(& Verificare che 1a funzione f(x) = x(x2+1)e stret

[(a) Crescente per X > 1,.decrescente in (0,1]; (b) crescente nell'in-
tamente crescente su R.

tervallo ‘[1,2] > decrescente per x> 2 ]

[ La derivata £'(x) = 3x%2 41 ¢ Positiva per ogni x € R, Quindi £(x) & o

strettamente crescente sy tutto 1'asse reale ] . Y Determinare gli 1nterval?~1 in cui le S?guentl ﬁl_n_
1 zioni risultano crescenti o decrescenti
3%% Verificare che 1la funzione f(x)=x* & strettamen- (a)  £(x)=x?(x-2) (B) £(x)=(x2+2x+3)7
te crescente ber x > 0, ed & Strettamente decre- N .
scente per x < 0. [(a) La derivata f'(x)=2x? (2%-3) si annulla per x=0 e x=3/2, ed & posi

" tiva per x >3/2. La funzione f(x), essendo strettamente  decrescente

[ La derivata £ (x)=4x 3 & positiva per x > 0 eq & negativa per x< 0] in(-@,0] e.[ 0,3/2], & quindi strettamente decrescente nell'inter
vallo (- @, 3/2 ], ed & strettamente crescente in [3/2,+ ©); (b) ri-
sulta f'(x)= 14 (x2 +2x+3)8 (x+1). La derivata & positiva per x> -1 (in
fatti il trinomio x 2+2x+3 non si annulla). La funzione f(x) & quindi

Y
13 Verificare che, per n = 1,2,3,..., 1a funzione
\ f(x)=x" & strettamente crescente su R sen & di-
spari, mentre & strettamente crescente solo per :

X 2> 0 sen & pari. {

(strettamente) crescente per x > -1, ed & decrescente altrimenti ]

[Se n & dispari allora n-1 & Pari; in questo caso la derivata fr(x) = ‘ lﬁ?te?mlnare gll intervalli di menotonia delle -
n-1 i “zioni
=nx & positiva per ogni x # 0 (sen # 1). Se invece n & pari, al- P 2+x
lora n-1 & dispari e quindi f'(x) 2 0 se x 0] H (a) f(x) = 13;2 (b) ()= 4+x2

Vu4 S8i consideri 1la funzione f(x)=ax2+hx+c, con a#0.

[(a) Risulta £'(x)=(1+x?2 ) (1-x2 )2 | 1a derivata, quando esiste, & po-
Verificare che:

sitiva. Percid f(x) & crescente negli intervalli (- >71), (-1,1); (1,

+®); (b) la funzione £(x) & crescente per 2-/8 <x<2+ ‘/8, ed &

(a) Sea >0 allora f(x) & Crescente (strettamen
- decrescente altrimenti ]

te) per x > - b/ (2a).

(b) Se a <o allora f(x) & crescente. (strettamen
te) per x < - b/(2a).

Determinare gli intervalli di monotonia delle fun
zioni '

(c) Interpretare geometricamente i risultati di x 2 £ - x?
(a), (b) considerando 1a parabola di equazio (@) £() = e ) £(x) = e
ne y=ax2+bx+c. ) £f(x) = "/x (@ £(x) = x ™

\‘« [sea 20, 1 derivata £'(x)2ax+b & positiva per x g b/(2a) ] [(a) f(x) & decrescente in (-®,0 ], crescente in [O,+ @)
) : . s s (b) £(x) & crescente in (- = ,O], decrescente in [C_J,+ @®);
~L1i5 Determinare gli intervalli in cui 1e seguenti (€) £(x) & decrescente in (-%,0) e (0,1 ], crescente in [ 1,+ @);

T T e
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(d) f(x) & crescente in (- ®,1 |, decrescente in [1,+®)]

Determinare gli intervalli di monotonia delle fun-
zioni
@ f(x) = log x - x fé f(x)=(log x)/x

[(a) La funzione f(x) & crescente in (0,1 ], decrescente in [ 1,+ ®);
(b) la funzione f(x) & crescente in (O,e],decrescente in [e,+® )]

Determinare gli intervalli di monotonia delle fun
zioni
()q f(x)=sen?x

[ (a) La derivata vale f'(x) = 2sen x cos X = sen 2x. La funzione risul-
ta crescente negli intervalli [ kT , M/2+km], Vk € Z, ed é decre

(b) £(x)=2 sen x + sen 2x

scente altrimenti; (b) la funzione & decrescente negli intervalli
[m/3 + 2T, (5/3)T + 2kW], Vk€Z, ed & crescente altrimenti ]

Sia f(x) una funzionme pari, cioé tale che f(x) =
= £(-x) per ogni xeR. E' possibile che f(x) sia
crescente in un intorno del punto x,=0? E' possi-
bile che f(x) sia strettamente crescente in un in
torno di x,=07

[Supponiamo che esista § > 0 per cui £(x) risulti crescente nell'intorno
(-8, ) del punto x,=0. Fissiamo x; € (0, §); essendo -x; < 0 < x,,ri

sulta quindi
£(-x7) < £(0) < £(xy).

Inoltre, dato che f(x) & una funzione pari, risulta anche £(x)=f(-x,).
Otteniamo quin‘di £(-%, )=£(0)=£(x; ), Vx;€(0,8 ). Percid, se £(x) &
crescente in (- 6, 8 ), allora & necessariamente costante in tale inter
vallo. Inoltre, per lo stesso motivo, non esiste una funzione pari e

strettamente crescente in un intorno di x°=0 ]

i
i
i

1B. Massimi e minimi

Sia f(x) una funzione definita in un insieme I.
Un punto x,¢I & di massimo relativo per £(x) nell'in -
sieme I se esiste 6 > 0 per cui

f(x,) > f(x), Vxel [x-x,|< 6.

Analogamente, x, & un punto di minimo relativo per
£(x) nell'insieme I se esiste 6 > 0 tale che

f(x,) < £(x), Vxel

Se le disuguaglianze sopra scritte valgono non
soltanto in un intorno di x,, ma per ogni xeI, allg-
ra si dice che x, & un punto di massimo, o di minimo,
assoluto. Pili precisamente, X,€I & un punto di massi-
mo assoluto per f(x) nell'insieme I se

'X‘XQI < 8.

flx,) > £(x), vxel.

Un punto x,¢I si dice di minimo assoluto per £f(x) in I
se

fx,) < £(x), vVxel.

Da notare che ogni massimo o minimo assoluto per
una funzione f(x) in un insieme I & anche un massimo
o minimo relativo. Infine, se X, € un punto di massimo
(o di minimo) assoluto, allora il corrispondente valo
re f(x,) si dice massimo (0 minimo ) di f(x) nell'in -
sieme I.

I1 seguente criterio & utile per la ricerca dei
punti di massimo o di minimo relativo per una funzio
ne f(x) in un intervallo aperto: se X,€(a,b) é-un pun-

to di massimo o di minime (relativo) per f{x} —mettmtervalls
(a,b), e se f(x) & derivabile in Xo,, allora f'(x,)=0.

Percid, per trovare i punti di massimo o di mini
mo relativo di una funzione derivabile f(x), si de-
terminano in primo luogo i punti X, che risolvono la
equazione f'(x,)=0.

Successivamente, 1'analisi della monotonia di
£(x), come proposto nel paragrafo precedente, & uti-
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le per stabilire se un dato punto x, & di massimo o
di minimo relativo per f(x).

Ad esempio, se f(x)=x'°, risulta f' (x)=10x°; ;quin
di £'(x)=0 per x=0, £f'(x) > 0 per x > 0, f'(x) <0
per x < 0. La funzione f(x) risulta crescente per
X > 0, decrescente per x < 0. Percid il punto x ,=0 &
di minimo (relatlvo e assoluto) per la fun21one

————Fffx3=x"" nell'insieme K.

Un altro criterio per stabilire se un punto x,,
per cui f£'(x,)=0, sia di massimo o di minimo relati-
vo per una funzione derivabile due volte, & il se-
guente:

N
f' (Xo )=0, £ (?(o) >0 => X, punto di minimo relativo;
f'(x,)=0, £'"(x,)<0 => X, punto di massimo relativo.

Se poi f'"'(x,)=0, risulta valido il seguente schema
(per i punti di flesso si veda il paragrafo seguen -
te):

£1(x )=0: f'(x,) >0 X minimo relativo

f'(x,) <o X, massimo relativo

£(x,) = 02 [£3(x )>0  x_ punto di flesso
£z )<o X, punto di flesso
£ )0+ [£)(x)>0  x_ minino relativo
£®)(x)<0  x_ massimo relativo
£®M)(x )=0
Ad esempio, per la funzione f(x) = xto considera
ta in precedenza, risulta
£1(0=£"(0)=...=£P (0)=0, £ (0)=101> 0.

In base allo schema proposto, si pud di nuovo conclu
dere che il punto X,=0 & di minimo per f(x) su R.

15

1.12 Determinare i punti di massimo e di minimo rela
tivo della funzione f(x)=4x%-5x2+2x-3 nell'in -
sieme dei numeri reali.

[ La derivata £'(x)=2(6x? -5x+1) si annulla in corrispondenza dei valo
ri X, 51/3, X, =1/2. Per stabilire se X3, X , sono punti di massimo
o di minimo per f(x),si pud procedere in due modi. I1 primo metodo
consiste nello stabilire gli imtervalli di monotonia di f(x), in ba-
se al segno della derivata prima. Risulta 6x? -5x+1 > 0 all' esterno

dell'intervallo [1/3, 1/2 ]; percid f(x) & crescente negli interval

1i(-®,1/3 ] e [1/2, + ® ) ed & decrescente altrimenti (si veda

lo schema in figura 1.1).

figura 1.1

Con 1'aiuto dello schema in figura 1.1 possiamo affermare che
x; = 1/3 & un punto di massimo relativo, X, = 1/2 & un punto di minji
mo relativo.

Il secondo metodo & basato sul segno della derivata seconda  in
corrispondenza di X=X}, X=X , . Risulta £"(x)=2(12x-5); essendo
£'"(1/3)=-2 < 0, il punto x ; € di massimo relativo; essendo f'"(1/2)=

=220, il punto x, & di minimo relativo ]

3 Determinare i punti di massimo e di minimo rela
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tivo della funzionme f(x) = x(x2-3x+3).

[La derivata f'(x) = 3(x-1) 2 si annulla per x=1. Dato che f'(x)>0 per
ogni x # 1, la funzione f(x) & strettamente crescente su tutto R;quin-
di, il punto x=1 non & né di massimo, né di minimo. Si noti che, essen
do f"(x)=6(x-1), f(3)(x):6, risulta £"(1)=0, f(3>(1)=6 > 0. Percid, in
base allo schema proposto in precedenza, il punto x=1 & di flesso per

£(x) ]

Determinare i punti di massimo e di minimo rela-
tivo delle seguenti funzioni

EE; £(x)=x%-3x2+1 K £(x)=x%(3x2-15x+20)

[(a) %, =0 & di massimo relativo, x, = 2 & di minimo relativo;
(b) risulta £1(x)=15x2 (x 2-4x+4)=15x 2(x-2)2 > 0 per ogni x; f(x) &
crescente su R e non ammette punti di massimo o di minimo (mentre x; =

=0, x, = 2 sono punti di flesso) ]

Determinare i punti di massimo e di minimo rela-
tivo ed assoluto delle seguenti funzioni nel lo-
ro insieme di definizione.

(a) £(x)=x3/2 -3x1/2 (b) £(x)=x+x?/3

> 0 ed & derivabile per x > 0.Li

[(a) La funzione f(x) & definita per x
mitatamente alle x > 0, la derivata f'(x) si annulla per x =1, & nega-
tiva in (0,1), & positiva in (1,+® ). Percid f(x) & decrescente in [.
1] ed & crescente in [1,4°). I1 punto x,=1 & di minimo relativo ed
assoluto. Infine, il punto x=0, dove f(x) non & derivabile, & di massi
mo relativo; (b) la funziome f(x) & definita e continua su R ed & deri
vabile per x # 0. Ha un massimo relativo per x=-27/8 ed un minimo rela
tivo per x = 0. Non.ha né massimo, né minimo assoluto,perché lim £(x)=

x>t

= ioo]

Determinare i punti di massimo e di minimo rela-
tivo della funzione f(x)=x"2e*. Determinare inol
tre il massimo ed il minimo assoluto, se esisto-
no, di f£(x) nel suo insieme di definiziome.

[1a funzione & definita per x # 0. La derivata prima si annulla nel pun
to x =2, che risulta di minimo relativo per £(x). Non ci sono punti

di massimo relativo. Inoltre x =2 non & un punto di minimo asseluto
perché f(xa)ze 2/ > 0, mentre £(x) — 0 per x >-®; quindi esi-
stono numeri reali x per cui f(x) < f(xc). La funzione non ammette
né massimo, né minimo assoluto nel suo insieme di definizione (e ri~

sulta inf £(x)=0, sup f(x)=t+® )]

%%57 Determinare i punti di massimo e di minimo rela

o

tivo ed assoluto delle seguenti funzioni

‘?yg f(x)=x log?x

[ (a) La funzione & definita per x > 0. La derivata prima si

@ £(x)=log (/E-x)

annulla
per x; = e °, che & un punto di massimo relativo, e x,=1, che & di
minimo. Inoltre, essendo x > 0, risulta f(x)=x log? x » 0=£(1); quin-
di il punto x, = 1 & di minimo assoluto. Invece il massimo di f£(x) ,
per x > 0, non esiste, dato che f(x) >+® per x > +®; (b) & defini
ta in (0,1), assume massimo assoluto (=log (1/4)) per x=1/4, & illi-
mitata inferiormente ] )
18 Determinare i punti di massimo e di minimo rela
tivo ed assoluto della funzione f(x)=log sen x,
nel suo insieme di definiziomne.

[ I punti x=T /2+2KkT , con k €Z, sono di massimo relativo ed assoluto
per £(x). Il massimo vale 0. Non ci sono punti di minimo e 1'estremo

inferiore vale -]

19 Determinare i punti di massimo e di minimo rela
tivo ed assoluto delle funzioni definite su R

da:
T £ =2 x| - |x-1]

(a) £(x) = [x+3]

[ (a) 1a funzione £(x) & definita e continua per ogni x €R, ed & deri-
vabile per ogni x # - 3. Dove la derivata esiste, essa vale +1, oppu
re -1, e pertanto non si annulla mai. Quindi f(x) non ha punti di
massimo o di minimo ‘diversi da x_=-3. Dato che f(x)=| x+3 IZO=£(—3),
il punto x =-3 & di minimo assoluto.

(b) Ricordando la definizione di valore assoluto, si trova che




X+ 1 > se x2>21
f(x)= 3x - 1 N se 0<x<1
=x-1 > se x<0.

In figura 1.2 & riportato il grafico di f(x). Il punto x,=0 & di minimo

assoluto, ed il valore minimo vale f(0)=-1 ]

f)=2 [ x| - x1 |

R

figura 1.2

Determinare su R i punti di massimo e di minimo
relativo della funzione

X3
f(x):? - sen X + X cos Xx

19

[ La derivata vale f'(x) = x(x-sen x). Dato che [ sen x [< Ix Iper o-
gni x # 0, la derivata si annulla solo nel punto X,=0. Risulta inol-

tre
£ )=67(x )= 3 (x )= W (x )=0, £05)(x )=

Percid £(x) non ha né massimi né minimi su R ]

Si consideri la funzione f(x) dell'esercizio pre
cedente. Scrivere la formula di Taylor di f(x)
(con il metodo del paragrafo 11C della parte pri
ma) e dedurne che la prima derivata non nulla
nel punto x,=0 & la derivata quinta.

[ vtilizziamo gli sviluppi in formula di Taylor di sen x, cos x:

%3 L x 5 x?  x" N
sen x=x— == + 7=+ 0 (x7); xcoxx=x (1I- —+—+o(x")).
6 51 2 4l e
P SIUST o
x® s1 1 1 x5 A s
f(x)= — - senx+xcosx = x¥(— +=- =) —+ — 4o(x7)
3 3 6 2 51 41

1 4
=0x 3+ Py (-145)x5+0 (x5 )= o x5 40 (x9).

Abbiamo percid trovato lo sviluppo in formula di Taylor di £(x)=£(O}+

5
f( )(0)/5!)x % +0(x %). Confrontando i coefficienti,

:f(“)(0)=0, £

+E1(0)x +.. .+ (

ne deduciamo che £(0)=f'(0)=... (0)=4]

Traendo spunto dalla funzione dell ' esercizio
1.20, si consideri una funzione f(x) derivabile
su R e tale che

f'(x) =0 <=>x = x,, lim f(x)=z.

x >t
Dimostrare che il punto x, non pud essere né di
massimo, né di minimo, per f(x).

[ Supponiamo per assurdo che x sia un punto di minimo relativo per
£(x) (il caso X,, punto di massimo, si tratta in modo analogo). La
funzione f(x) non pud essere costante in un intorno di x,, perché al

Esiste

figura

trimenti la derivata f'(x) non si annullerebbe solo in X,-
quindi un punto x; < x, tale f(x;) > f(xo) (si veda 1la
1.3).
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che, fra tutti i rettangoli con lati paralleli
agli assi contenuti in T, quello di area massi

i ma & il quadrato di lato a/2.

f(x4)

f(x,) = f(x0)

figura 1.3

Essendo f(x,) > f(x,)) e lim f(x)=- | per il teorema dell'esisten
X >-®

za dei valori intermedi, esiste X, < x; per cui f(x, )=f(x0). Per

figura 1.4

il teorema di Rolle, esiste un punto §& € (x, ,x, ) tale che f'(§ )=0.

Cid contrasta con 1'ipotesi che la derivata si annulla solo per x=x ] . . : Lt eod "
° [ Evidentemente il vertice opposto all'origine 0 del rettangolo di

. . - .. area massima giace sulla retta di equazione x+y=a. Indicata con x la
1.23 Siano a>0, p>l. Determinare il minimo della fun 8 N v

- - lunghezza del lato orizzontale di uno generico di tali rettangoli, il
zione definita per x>0 da f(x)=x’-ax. eh - & gt

lato verticale avra lunghezza y=a-x. L'area A(x) del rettangolo & per

i
p-1 p-1 i
- [Essendo f'(x)=px -a, si ha f‘(x)% 0 se e solo se X 2 alp, ciog E . cid A(x)=xy=x(a-x).

S 1/(p-1) X 1/(p-1) ! Occorre trovare il massimo assoluto della funzione A(x), per

x < (a/p) - Pertanto il punto x_=(a/p) & di minimo assolu i . ce a e . $70n .
°© / - X € [O,a] . Si verifica faciimente che la derivata A7(x) si annuiia

: p-1 [ . N
to ed il valore minimo & f(x,) = (l'p)(a/p)p (‘ )] nel punto x = a/2. Essendo A"(x)=-2<0 per ogni x, il punto x,=a/2 &

di massimo relativo. Il massimo assoluto pud essere assunto in X,y OR

1.24 Sia a>0. Consideriamo il triangolo T: pure agli estremi dell'intervallo [ 0,a ] . Dato che A(0)=A(a) = O,
A(a/2)=a? /4, il punto x,=a/2 & di massimo assoluto, mentre i punti

T={(x,y): x 20, y>0, xty <a}, - | x,=0, x, =a sono di minimo assoluto per la funzione A(x) nell'inter

IS . . . vallo |0,a si confronti con 1'esercizio 10.32 della parte prima) ]
che & rappresentato in figura 1.4. Dimostrare lo.a] ¢ P prine)




‘i‘

J
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1.25 Sia p > 0. Dimostrare che fra tutti i rettangoli
di perimetro p, quelli di area massima somno i
quadrati di lato p/4.

[siano %,y le lunghezze dei lati di un rettangolo di perimetro p. Allo-
ra 2x+2y=p, cio® x+y=p/2. L'area A(x) di un tale rettangolo vale

A(x) = xy = x (p/2-x). Analogamente all'esercizio precedente,il massi

mo assoluto della funzione A(x) nell'intervallo [O,p/Z ] si  ottiene
per x=p/h]

1.26 Sia A > 0. Dimostrare che, fra—tutti—i rettango-

1i di area A, quelli di perimetro minimo sono i
quadrati di lato vA.

[siano X,y le lunghezze dei lati di un generico rettangolo di area A.Al
lora & xy=A, cioé y=A/x.
Il perimetro p(x) di un tale rettangolo & percid

p(x) = 2(x+A/x), x > 0.

La funzione & derivabile per x>0 e si ha p'(x)=2(1-A/x? ). La derivata
si annulla per x=x°=/A ; & positiva se XX, € negativa se 0<x<x .11
punto x_ & di minimo relativo per p(x). Dato, che p(x) >+ per x >0t
€ per x>+, la funzione p(x) ha minimo assoluto per x= '/; ]

1C. Concavita, convessita, flessi

Le definizioni di funzioni convesse o concave in
un intervallo sono riportate nel paragrafo seguente.
Qui ci limitiamo a ricordare il criterio basato sul-
la derivata seconda: se f(x) & una funzione derivabile
due volte in un intervallo [a,b], si ha:

£"(x)>0, Vxe(a,b) => f & convessa in [a,b];

£'"(x)< 0, vxe(a,b) => f & concava in [a,b].

Se esiste 6§ > 0 per cui vale una delle due possi
bilita: -
r .

£1(x)<0, Vxe(x,-6,x,) £"'(x)>0, Vxe(x,-6,x,)

oppure
£1(x)>0, Vxe(x,,x,+6) £"'(x)<0, Vxe(x,,x,+6)
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allora x, & un punto di flesso per la funzione f(x).

\ 1.27 Determinare gli insiemi di concavita, di conves
sita e gli eventuali punti di flesso della fun-
zione

f(x) = (x+4)3

[ La derivata seconda vale £"(x)=6(x+4), & positiva per x>-4, & negati
va per x<-4. Percid f(x) & convessa nell'intervallo [ -4,4®) ed &
eoncava nell'intervallo (- °°,—l¢] - Il punto x =-4 & di flesso per

£(x)]

1.28 Determinare gli insiemi di concavita, di conves
sita e gli eventuali punti di flesso delle fun-
zioni

(a) f(x)=x10 (b) f(x)=1-4x+3x2-x3

[.(a) La derivata seconda vale £(x)=90x ® ed & maggiore od uguale a ze
ro per ogni x€ R. Quindi f(x) & convessa su tutto 1'asse reale. In
particolare il punto x =0 non & di flesso (ma, come gia visto nel pa
ragrafo precedente, & un punto di minimo); (b) la derivata secanda va
le f'"(x)=6(1-x), & positiva per x < 1, & negativa per x > 1. Ia fun
zione f(x) risulta convessa nell'intervallo (- ,1 :f,risulta concava
nell'intervallo [ 1,+ ®). I1 punto x =1 & di flesso per £(x) ]

1.29 In base al segno della derivata seconda, verifi
care che:

(a) x? & una funzione convessa su tutto 1' asse
reale.

(b) /X & una funzione concava per x > 0.

(c) 1/x & convessa per x > 0, & concava per x<0.

(d) e* & una funzione convessa su tutto 1'asse
reale.

(e) log x & una funzione concava per x > 0.

(f) sen x & concava in [km, (k+1)m], VkeZ.

(g) cos x & concava in [-m/2+2km,n/2+2kn],VkeZ.

(h) tg x & convessa in [km,n/2+kn], VkeZ.

(i) arctg x & convessa per x < 0, concava per
x > 0.
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1.30 Verificare che la seguente funzione & convessa
su R:
£(x) = /1+x%

[Le derivate prima e seconda valgono:

oo - [ (1422 )7 ]= & (ax2) 7 ax = (1ax 2 ) x
dx 2
3 1
£1(x) = - (14x2) T x2 4 (1x?) 7 =
_ 1 %2 $(14x 2. - 1
—“«(sz)a/z [x® +(14x2)] ~.__(1+x2)3/2

La derivata seconda & positiva per ogni x € R, quindi f(x) & conves-

sa su tutto 1'asse reale]

1.31 Studiare la concavitd, la convessita ed i fles-
si della funzione f(x) = (log x)~1?

[La funzione & definita negli intervalli (0,1) e (1,+®).
Le derivate prima e seconda valgono
2 1 2+log x -

£'(x)=-(log x) s =3 (%) = 50—
x x° log"x
La derivata seconda & positiva se il numeratore ed il denominatore

hanno lo stesso segno, cioé se

logx >0

2+ logx >0
log x < 0

{ 2+ logx <0
oppure

I1 primo sistema ha per soluzioni: log x > 0, ciog x > 1, mentreil

2

secondo sistema equivale a log x < - 2, cioé 0<x<e”? . Percid la

funzione f(x) & convessa negli intervalli (0,e” 2), (1,+®) ed & con-

cava in (e~ ? ,1). I1 punto x =e” 2 & di flesso per f(x) (mentre il
punto 1 non & di flesso, dato ‘che in tale punto la funzione f(x) non

& definita) ]
1432 Studiare la concavitd, la convessita ed i fles-
si delle funzioni

(@) £(x) = x*/e” () fx)=x“e"
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[ (a) La derivata seconda si annulla nei punti X3 =0, X,%2, x3=6.
Solo x,, X3 sono punti di flesso, mentre x; & un punto di minimo.
Inoltre f(x) & convessa negli intervalli (-« ,2 ], [6,+ ©) ed &
concava altrimenti; (b) £(x) & convessa negli intervalli (- ®,-6] ,
[-2,4®) ed & concava altrimenti. Il risultato si pud ottenere dal-

la parte (a), scambiando x con -x |

Una funzione definita su R si dice pari se f(x)=
=f(-x) per ogni xeR. Una funzione si dice dispa
ri se f(-x)=-f(x) per ogni xeR. Supponiamo che
f(x) sia una funzione pari derivabile due volte
in un intorno del punto x,=0. E' possibile che
£'"(x)>0 per x > 0 e che f"(x) < 0 per x < 0 (in
modo che x, risulti un punto di flesso)?

[ No, non & possibile. La derivata di una funzione pari & una funzione
dispari; infatti, per la regola di derivazione delle funzioni compo—

ste, essendo f(x) pari, risulta
d d )
f'(x) = — f(x) = — £(-x)=-£'(~x) , VxX€R.
dx dx
Per lo stesso motivo, derivando entrambi i membri della relazione
£'(-x)=-£f'(x), si trova che la derivata seconda & pari. Percid la de
rivata seconda non pud avere segni opposti a sinistra ed a destra
di x=0]

Sia f(x) una funzione dispari, derivabile due
volte su R, e tale che f"(x) > 0 per x > 0. Di-
mostrare che 0 & un punto di flesso per f(x).

[ Come nell'esercizio precedente si verifica che la derivata seconda
£'"(x) & una funzione dispari. Percid, se £'"(x) > 0 per x > 0, allora
£*(-x)=-£"(x) < 0 per ogni x > 0, ciod per -x<0. Quindi ia de-
rivata seconda ha segni opposti a destra ed a sinistra di x,=0, che

percid & un punto di flesso ]

Sia f(x) una funzione derivabile due volte nel-
1'intervallo chiuso e limitato [a,b], con a #b.
Supponiamo che f(a)=f(b) e che f'(a)=f'(b). Di-
mostrare che la derivata prima si annulla alme-




f(a)=f(b)

no due volte in [a,b] e che la derivata seconda
si annulla almeno una volta.

[La derivata seconda si annulla in (a,b), in base al teorema di Rolle
applicato alla funzione f'(x). Per dimostrare che la derivata prima si
annulla in due punti distinti di [a,b ], supponiamo che f£'(a)=f'(b)#
# 0 (altrimenti non c'& niente da provare).

fxq)

f(Xg)

figura 1.5_

Se f'(a)=f'(b)>0, come in figura 1.5, esistono X; >X, € (a,b) tali che
f(x;)>f(a), £(x, )< £(b); infatti, se per assurdo fosse f(x)<f(a) per

ogni x€ (a,b), risulterebbe anche

fr(a) = 1am SEE@
X>a x-a -

In modo analogo si prova f(x,) < f(b). Per il teorema dell' esistenza
dei valori intermedi, esiste X, €(x; ,x, ) tale che f(x )=f(a)=f(b) .
Applicando il teorema di Rolle alla funzione f(x) negli intervalli
[a,xu] N [xo,b ], si ottiene la tesi ]
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1.36 Sia f(x) una funzione derivabile tre volte in
[a,b]. Dimostrare che, se f(a)=f(b) e f'(a) =
=£'(b)=0, esiste in (a,b) almeno un punto in
cui si annulla la derivata terza.

[Applichiamo ripetutamente il teorema di Rolle. Esiste x, €(a,b) tale
che f'(x;)=0. Esistono poi X, €(a,x,), x4 € (x; ,b) per cui £''(x,)=
=£"(x,) = 0. Esiste quindi x 4 € (%, ,X4) per cui f(B)(x“) =0]

1D. Funzioni convesse in un intervallo

Nei testi di matematica si trovano le seguenti
definizioni e criteri di convessitad di una funzione
f(x) in un intervallo [a,b]:

(1) Una funzione f(X) definita in [a,b] é convessa in tale
intervallo se, per ogni X,X,€¢[a,b], risulta
FOx+(1-0)x,) < AE(x,)+(1-2)£(x,), VArel[0,1].

(2) Una funzione f(x) derivabile in [a,b] & convessa in

tale intervallo se
£(x) > £(x,)+£' (x,) (x-x,),

(3) Una funzione f(x), derivabile due volte in [a,b], é
convessa in tale intervallo se

f'(x) > 0,

Vx,x,¢ela,b].

Vxe(a,b).

Geometricamente la (1) esprime il fatto che il
grafico della funzione y=f(x), nell'intervallo di e-
stremi x,,x,, & al di sotto della retta congiungente
i punti di coordinate (x,,f(x,)), (x,,f(x,)). La (2)
geometricamente esprime il fatto che ogni retta tan-
gente al grafico della funzione y=f(x) & al di sotto
di tale grafico. Infine la (3) esprime un criterio a
nalitico per verificare se una data funzione & con-
vessa o no.

Se la disuguaglianza in (1) vale con il segno di
minore stretto per ogni x, # x, e per ogni Ae(0,1) ,
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allora si dice che f(x) & strettamente convessa in [a,b].

1.37 Verificare che la disuguaglianza di convessita
in (1) pud essere espressa nei modi equivalenti:

£(x,)-£(x,)

(a) f£(x) < £(x,)+ —“X—Z‘_“X—l— (x - x,)
f -f
(b) £(x) < £(x,)+ ﬁ;—)—_—x—gﬁ (x - x,)

per ogni xe[x,,x,] e per ogni x,,x,ela,b], x, #
# X,

[(a) Ponendo x = Ax ;1= A)x, risulta x-x, = X (x; =x,), cioé, se
x,# x,, A=(x-x, )/(x, -x, ). Dalla disuguaglianza in (1) si ottiene

la disuguaglianza equivalente

X -X

£(x) < E(x )+ A[E(x)-£(x,) J=£(x,)+ 2 [ £(xy)-F(x,) ]

XX

. 17%2
La (b) si prova in modo analogo, scambiando A con 1-\ , oppure, piit
velocemente, osservando che il secondo membro della disuguaglianza in

(a) & uguale al secondo membro della disuguaglianza in (b) ]

1.38 Sia f(x) una funzione definita in [a,b] e conves
sa nel senso della definizione (1). Verificare
che, per ogni x,,x,e¢[a,b] e per ogni t esternoal
1'intervallo [0,1], risulta

fltx, +(1-t)x,) > tf(x )+(1-t)f(x,) ,

purche tx1+(1—t)x2é[a,b].bGeometricamente cid e-
sprime il fatto che il grafico della.funzione y=
=f(x), al di fuori dell'intervallo [x,,x,], &
al di sopra della retta congiungente i punti di

coordinate (x,,f(x,)), (x,,f(x,)).
[Consideriamo t > 1 (il caso t < O & analogo). Occorre provare che
1
£(x,) < c [£(tx, +(1-t)x, )+(t-1)E(x,) ]

Ponendo A =1/t, abbiamo 0 < A< 1 e 1-A=(t-1)/t. Allora la rela-
zione sopra scritta segue dalla (1) perché, se definiamo xj = tx, +
+ (1-t)x , , risulta anche x; = Ax' +(1- )\)XZ]
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1.39 Verificare che la disuguaglianza di convessita'

dell'esercizio precedente pud essere espressa

nei modi equivalenti (Vx,x,,x,e(a,b]l,x; # x,):

fx,)-f(x,)
Xy7X,

fx,)-£f(x,)
X,mX,

(a) £(x) > £f(x,)+ (x-x,), Vx¢[x,x,]

() £(x) > flx )+ (x-x,), Vx¢[x,x,]

[ Si proceda come nell'esercizio 1.37 ]

1.40 Verificare che, per una funzione f(x)derivabile
in [a,b], le definizioni di convessita (1)e (2)
sono fra loro equivalenti.

[ Proviamo preliminarmente che (1) implica (2). Abbiamo gia detto che
da (1) discendono le disuguaglianze (a), (b) dell'esercizio preceden
te. Passando al limite per x,~x, nella 1.39(b) otteniamo f(x) >
2 F(x g )HE' (2 ) (x-x,), cioé la (2).

Proviamo ora che (2) implica (1). Fissati x; ,x, € [a,b] (2, # %,)e
Ae[0,1], consideriamo X, = Ax, +(1-A )x , . Per la (2) risulta
£xy) 2 £(x )H " (x ) (x;-x,) 5 f(xz)zf(xa)+f'(xc)(x2—xo) .
Moltiplichiamo la prima relazione per A e la seconda per 1- A e

" sommiamo le due relazioni:

AE(xy) + (1-NE(x,) >
2AE(x ) A f‘(xo)(xl~xa)+(1-)\)f(xo)+(1— AET (%) (%, %) =
=E(x HE (2 ) [AGx g =% ))H(A-M ) (x,-x) 1.
Rimane da provare che la quantita in pa.rentesi. quadra & nulla.A ta-
le scopo ricordiamo che, essendo x = A x; + (1- A)x, , risulta

X x =(1- A)(xy =%, ) 5 %, “x= A%, %) .

Percid [A(x 1 "X )HL-A ) (2 %) J=x@a- A )(xq X ,+X,-x, )=0]

1.41 Verificare che, per una funzione f(x)derivabile

due volte in [a,b], le condizioni di convessita
(1), (2), (3) sono fra loro equivalenti.

=2

e

If
g
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[ come provato nell'esercizio precedente, le definizioni (1), (2) sono
fra loro equivalenti. Proviamo che (1) implica (3) e che (3) implica
(2).
Cominciamo con (1) % (3): Se x€(a,b) e x * h €(a,b), poniamo  in
(1) x = x+h, x, =x-h, A= 1/2. Otteniamo
1 1
Axy +H1-A)x, = 2 (x+h)+ 2 (x-h) = x
o e la disuguaglianza di convessitd diventa
£(x) ¢ [£(x#h)+£(x-h) ]/2 ciod f(x+h)+f(x-h)-2f(x) > 0.
Applicando il teorema di L'Hopital (si noti che deriviamo rispetto ad
h), otteniamo
£(x+h)+f(x-h)-2f (x) £'(x+h)-f'(x-h)
0 < lim F)
h>0 h h>0 Zh
1 £ (xth)-f'(x £'(x-h)-£'(x 1
== {lim (xth) £ (x) + lim Caaalt )]: = {2£"(x) }=f"(x)
2 lh>o0 h h>0 -h 2
Proviamo ora che (3) => (2): Applichiamo il teorema di Lagrange
nell'intervallo [xo,x ], supponendo per semplicitd x > xD.Esiste un
punto x ; € (x_,x) per cui
£(x) - f(x,) = f'(_xl)(x—xc) .
Per ipotesi f'"(x) > O per ogni x € (a,b). Quindi la derivata prima
£'(x) & crescente in [ a,b ] . Percid, essendo x> x, £1(x)2 £'(x,)
e quindi
F(x)=£(x )+ (%)) (x-x,) > £(x,) + £'(x,) (x-x) ]
1.42 Sia f(x) una funzione convessa in [a,b]. Sia

x,€¢[a,b]. I1 rapporto incrementale g(x), defini-
to da

£f(x)-f(x,)
g(x) = %, s
risulta crescente su [a,b] - {x,}. Verificarlo
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nei due casi seguenti:

(a) f(x) & derivabile in [a,b] e vale la 2);
(b) £(x) & definita in [a,b] e vale la (1).

[ (a) se £(x) & derivabile in [a,b ], allora anche g(x) & derivabile
per x # x_ e risulta

(&) {x=x )-£(x)+ £(x )

(%)

£1
£

g'(x) =

Tale derivata & positiva o nulla perché, scambiando il ruolo di X, X,
nella disuguaglianza di convessita (2), risulta £(x,) 2 f(x)+f'(x)(x°—
-x). Percid g'(x) > 0 e g(x) & crescente negli intervalli [a,xo),(xc,
b] - Inoltre, dato che i limiti destro e sinistro di g(x) sono uguali
fra loro (ed entrambi uguali a £*(x,)), la funzione g(x) & crescente
globalmente nell'insieme [a,b ] —{ X } .

(b) Occorre provare che, se X, < x, , allora g(x,;) < g(x,), ciod

E(xp)-f(x)  E£(xp)-£(x)

X=X, Xy "X

o

Limitiamoci al caso X, < x; <X, . la relazione precedente & equiva -
lente a

£(x,)-£(x,) <

[f(xz)-f(xo) T=x [£(x, )-£(x,) 1,

dove si & posto’%=(x1-x°)/(x2-xo). Dato che x <x,<x, , risulta
0 < A<1. Inoltre

£(xy) < £ )+ A£G, )-£(x) T =X £(x (1 A )E(x) -

La tesi segue dalla (1), osservando che x; = Ax, +(1-A )x, ]

1.43 Sia £(x) una funzione convessa in un intervallo

aperto (a,b). Dimostrare che f(x) & continua in
(a,b).

[ sia %, € (a,b). In base alla parte (b) dell'esercizio precedente, il
rapporto incrementale g(x) & crescente in (a,b). Come tutte le funzio
ni crescenti, g(x) & limitata in ogni intervallo chiuso [xl 2Xy ] c
C (a,b); infatti
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.44

.45

.46

gx,) < g(x) <alx,), v elx,x, ], xfx, .

Scegliamo a < x, < X <x,<b e calcoliamo
£(x)-£(x,)
lim £(x)-f(x_) = lim ———— (x-x_)= lim g(x)(x-x,) = 0 .
XX XX o X*X

° o °
Quindi f£(x) & continua in x . Si noti che 1'espressione g(x) (x=x)
tende a zero per x> x , essendo prodotto di una funzione limitata per
una che tende a zero. (Una diversa dimostrazione & proposta nell' e-

sercizio 9.28 della parte prima) ]

Sia f(x) una funzione convessa in un intervallo

I. Dimostrare che f(x) & continua all ' interno
dell'intervallo.

[Evidentemente f(x) & convessa in ogni intervallo aperto (a,b) conte-
nuto in I e quindi, per 1'esercizio precedente, & anche continua in

(a,b) ]

Mostrare con un esempio che esistono funzioni
convesse in intervalli chiusi che non sono con-
tinue.

[Ad esempio la funzione definita nell'intervallo [ 0,1 ] da £(0)=1 e
f(x) = 0 se x €(0,1] & discontinua per x=0 ed & convessa in [0,1].
Si noti che, in base all'esercizio precedente, una funzione convessa
definita in un intervallo chiuso pud essere discontinua solo agli e-

stremi dell'intervallo ].

Sia f(x) una funzione convessa in un intervallo
aperto I. Siano a,bel, con a < b. Dimostrare che
f(x) & lipschitziana (si veda la definizione mnel
paragrafo 12C della parte prima) nell'interval-
lo (a,b).

[Come nell'esercizio 1.43, i rapporti incrementali

f(x)-f(a) £(x)-£(b)
x - a ’ x-b ’

sono limitati in (a,b), cioé esiste un numero L tale che

1E.

Per provare una disuguaglianza del tipo
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£(x )-£(b)
——— | &L, Vx,;€(a,b) .

‘ £(x,)-f(a) ‘
— <

X -a

X,-b

Utilizziamo ora il fatto che il rapporto incrementale centrato in X

& crescente, cioé in particolare:

f(a)-£(x,) £(x,)-f(x,) £(b)-£(x;)

a-x Xp=X ) b-x,

per a < X, < b, con x, # x;.. Dalle relazioni scritte si ottiene

£(x,)-f(xy)
—_— L, Vx,,x,€(ab), x, #x,.

Percid £(x) & lipschitziana in (a,b)]

Verifica di disuguaglianze con 1'uso
delle derivate

£(x) >

> g(x), per xe[a,b], utilizzeremo i criteri esposti
negli esercizi che seguono.

1.

1.

47
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Siano £(x), g(x) due funzioni continue in [a,b]
e derivabili in (a,b). Supponendo che f(a)>g(a)
e che f'(x) > g'(x) per ogni xe(a,b),dimostrare
che f(x) > g(x) per ogni x¢[a,b].

[ Applichiamo il teorema di Lagrange alla funzione f-g nell'intervallo
[a,x] : esiste £ € (a,x) tale che
[£()-g(0) T1-[£@-g@ 1 = [£(E)g (&) I@a) .

Dato che £'(&)-g'(§) 2 0, x-a > 0, £(a)-g(a) > 0, risulta che £(x) -
-g(x) > 0, come si voleva dimostrare |

Siano f(x), g(x) due funzioni continue in [a,b]
e derivabili in (a,b). Si supponga che f'(x) >
2> g'(x) per ogni xe(a,b) e che f(x,) = g(x,)per
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qualche punto x,¢(a,b). Dimostrare che:
(a) £(x) > g(x) per ogni xe[x,,b];
(b) £(x) < g(x) per ogni xela,x,]

[Analogamente a come indicato nell'esercizio precedente, si pud ap -
plicare il teorema di Lagrange alla funzione differenza f-g nell'in-
tervallo di estremi x ed x]

Siano f(x), g(x) due funzioni derivabili in (a,
b) e sia x, un punto di (a,b). Dimostrare che
vale l'implicazione:

£(x,)=g(x,)
£f'(x)> g'(x), Vxe(x,,b) =
£'(x)< g'(x), Vxe(a,x,)

f(x) 2 gx),
V xe(a,b).

[si pud utilizzare il teorema di Lagrange, come fatto in precedenza .
Oppure si pud studiare la funzione differenza h(x)=f(x)-g(x). Essen-
do h'(x)=f'(x)-g'(x), risulta

h'(x) > 0 per x€ (x,,b); h'(x) <0 per x €(ax ).
Percid h(x) & crescente per x > x, ed & decrescente per x < X, .Quin
di x & un punto di minimo assoluto per la funzione h(x) nell'inter
vallo (a,b), ed il valore minimo & h(x°)=f(x°)-g(x°)=0.Risu'1ta quin
di h(x) 2 0, ciod f(x) -g(x) > 0, per ogni x € (a,b) ]

1.50 Dimostrare le disuguaglianze

(a) ele’rx , Y x€R;

(b) x > log (1+x), Vx>-1

[Si pud utilizzare il criterio dell'esercizio precedente, con X, =
= 0. Ad esempio, per la disuguaglianza in (a) poniamo f(x) = eX N
g(x)=1+x. Risulta £(0) = g(0) = 1 e inoltre £'(x)=eX 2 1 = g'(x)se
e solo se x 2 0. In base al criterio dell'esercizio precedente ot~
teniamo f(x) > g(x) per ogni x €R.

Per dimostrare (a) si pud procedere anche nel modo seguente:la
funzione h()k)=ex-(1+x) ha un minimo assoluto per x=0; infatti la
derivata h'(x) = e*-1 si annulla per x=6; é };ositiva per x > 0, &
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negativa per x < 0. Percid h(x) > h(0) = 0, ciod ex-(l+x) >0, per
ogni x€ R.

La disuguaglianza in (b) si pud dimostrare come fatto per la di-
suguaglianza in (a). Si noti anche che la (b) segue dalla (a), calco
lando il logaritmo in base e di entrambi i membri. Infine (a),(b) si
possono interpretare come disuguaglianze di convessita, secondo la
definizione (2) del paragrafo precedente, con x,=0 e f(x) data -ri -
spettivamente da eX oppure —log(1+x)]

1.51 Verificare che, per ogni x > 0, vale la disugua

glianza

x2+1 S x2
8 - (x+1)?

%241 2

[Le derivate di £(x) = - e - fﬁ?— valgono f.éx) =.§ o
oy L 2D 20eD)x? ax(Ge) [et))x ] ax
g1t - (x+1) * B (1) T (x1)

Per x > 0 risulta f'(x) > g'(x) se e solo se

(x#1)% >8 <= x#1 32 <=> x>1.

Essendo f(1)=g(1) = 1/4, 1la disuguaglianza segue dall'esercizio 1.49.

Si pud anche procedere direttamente considerando 1la funzione
h(x)=£(x)-g(x). Come in precedenza si verifica che h'(x) si annulla
per x=1, h'(x) > 0 per x > 1, h'(x) < 0 se x € (0,1). Percid il pun-
to x=1 & di minimo assoluto per h(x) in (0,+ © ). Essendo h(l)'=f(1)—
-g(1)= 1/4-1/4=0, risulta h(x) > h(1)=0 per ogni X > 0, che & quanto
si voleva dimostrare ]

1.52 Dimostrare che, per ogni x > 0, valgono le disu

guaglianze
(a) ——L(XI(I >4 ) —L(X;% .2
@ 2 22 @ vx < 5L
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[(a) La derivata della funzione £(x) = (x+1)? /x vale £r(x)=(x?-1)/x?
ed & positiva per x > 1, negativa per (0 <) x < 1. Percid il punto
x=1 & di minimo assoluto per f(x) nell'intervallo (0,+® ), e risulta
f(x) > £(1) = 4 per ogni x > 0. Si noti che, pii semplicemente, la
disuguaglianza si pud provare per via algebrica: Se x > 0, (>(+1)2 >
2 4x equivale a (x—l)2 2 0, che & sicuramente verificata.

(b) La derivata della funzione f(x)=(x+l)2 / VX vale

cos 2 X - (120 ) 2wk )
£1(x) = " ey [ax-(x+1) ] =

_ (x+1)(3x-1)

B 2x Vx

Dal segno della derivata prima si deduce che il punto x=1/3 & di mi-
nimo assoluto per f(x) nell'intervallo (0,+®). Percid, per ogni x>0,

si ha:

>2 <=> 83 >9 <= 64-3>81)

(1) 16 V3 . L 16V3
f(x) > fl-])= >2 (infatti

3 9

(é) La derivata della funzione f(x) = (x+1)/ VX vale

£f'(x) = (x-1)/(2x \/x—) e si annulla per x=1, & positiva per x > 1,&.
negativa se 0 < x < 1. Percid, il punto x=1 & di minimo assoluto per
£(x) nell'intervallo (0,+%). Per x > 0 risulta quindi £(x)> £(1)=2.
Si noti che la disuguaglianza si pud provare per via algebrica: (x +
+1) > 2Vx equivale a (‘/;- 1)2 2 0. La (d) si prova in modo analp
go. Infine, si noti che le disuguaglianze (a), (c), (d) sono fra lo-

ro equivalenti ]

1.53 Verificare che, per ogni x > 0, valgono le disu
guaglianze

(a) x logx>x -1

(b) x log x > (x-1) log,e (a > 1)

[(a) La derivata della funzione f(x) = x log x - (x-1) vale f'(x) =
= log x e si annulla per x=1, & positiva per x>1, & negativa per
x €(0,1). I1 punto x=1 & di minimo assoluto per £(x).Percid f(x) >

> £(1)=0, che & quanto si voleva dimostrare. Si pud procedere in mo-
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do analogo per provare la (b) ]

~
1.54 Dimostrare che, per x > 0, valgono le disugua -
glianze
1 1 1
1 4+ = S
X+1 <log (1 x) < X

[ Proponiamo due metodi di dimostrazione. Con il primo proveremo le di-

suguaglianze con il segno <; poniamo

1 1 1
£, 007 75 £, (0)=log(1t PUREENC

|
Le derivate valgono: !

-1 , -1 , -1 1
£4 (%)= E;:I;E‘; £, (%)= ;z;:;; 5 £5 (%)= =z ‘

i
Dato che 0<x<xtl , risulta f9 (x) > f} (x) > £4 (x), Vx>0. Inoltre '
i

essendo lim f,(x) = lim f,(x) = lim £, (x) = 0, si ottiene la
x>t ® X+ ® X> 00

tesi in modo analogo all'esercizio 1.48(b), o, pill precisamente, come
indicato nell'esercizio seguente. Il secondo metodo, pili semplice, si
basa direttamente sul teorema di Lagrange per la funzione log x: Fis-

sato x > 0, esiste &€ (x,x+l) tale che

log(x+1) - log x =

WY

Si ottengono le disuguaglianze enunciate osservando che:

Y |

log(1+ =)= log(x+l)-log x ] §
X

1.55 Siano f(x), g(x) due funzioni derivabili per x>a.
Dimostrare che f(x) < g(x), per ogni x > a, se
valgono le due condizioni:

lim [£(x)-g(x)] = 0

K>+

fr(x)>g'(x), Vx>a;

[ Applichiamo il teorema di Lagrange alla differenza f-g nell'interval-
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lo [x,b ] > con a< x < b: Esiste &€(x,b) per cui Si verifica facilmente che gli esponenti sono uguali fra loro, cio&

[£@)-g(b) 1-[£x)-8G) 1=[ £(&)-g"(§) ] (b-x) > o.

che

Al limite, pétr b-—+®, otteniamo la tesi ] 1 b1 = P aq (essendo ks -1 - 1_p1 )
1 p-1 p-1 q P P
. . . X
> = =
1.56 Consideriamo per x 0 la funzione f(x)=(1+ x) . Si ottiene £(x) > 0 per ogni x 3 0 ]
Utilizzando le disuguaglianze dell'esercizio 1.54 o
0 verificare che: 1.58 Siano a,b due numeri reali. Verificare che
(a) la funzione f(x) & strettamente crescente per
x > 0; T _latb] _ _fal , _Ib]
(b) per ogni x > 0 risulta f(x) < e. 1+ [a+b| = 1+ |a] 1+ [b]
1
- X Y
[(a) La derivata della funzione f(x) = ex log(1+ X) vale fr(x) = [La funzione £(x) = = & (strettamente) crescente per x > 0. Percid,
X
1 essendo [a+bf < [al + lb | » risulta anche f( |a+b|) < £( |a|+[b,)
Sl D) asdy - L3 : e quindi
€ X X+l
ed & strettamente positiva per la disuguaglianza dell'esercizio 1.54 ; laﬂ’ I [a [ |b [
; ) . <
(b) la limitazione f(x) < e equivale a log f(x) < log e = 1, cioé * =
) < g £0) & ’ 1+ [a+b | 1+ faf + o | wlal+]o |

1 1
log (1+ =) <=,
X X

<he & verificata in base all'esercizio 1.54. La limitazione f(x) <e,
per x > 0, segue anche dalla precedente parte (a) e dal fatto che £(x)
converge ad &, per x > +® ]

1.59 Dimostrare le seguenti disuguaglianze, dette di

s
: . . RPN . i Bernoulli:
1.57 Siano p,q due numeri reali maggiori di 1 e tali i a
che 1/p + 1/q = 1. Dimostrare che, per ogni cop- i (a) (1+x)~ > 1+ax , Va > 1, Vx > - 1;
pia x,y di numeri non negativi, si ha le (b) (1+x)0‘ < 1+ax , Vae(0,1), Vx> - 1.
i =
xy < _)Q + zq . [(a) Si verifica che la funzione definita per x > - 1 da
_— - v o
P q P f(x) = (1+x) - (1+ox) ,
N : s : X y :
[F1ssato ¥ 20, comsidariano la funzions £ = ; * ? T XY,per cul ' ha il suo minimo assoluto in corrispondenza del punto x=0 e inoltre
risultd f‘(x)=xp-1—y. . £(0) = 0; (b) si ricava dalla disuguaglianza in (a) scambiando O con
-1 1/ 0 e ponendo x=0.y. Con tali posizioni la disuguaglianza in (a)
Percid £'(x) 2 0 perx 2y Pl o f(x) assume il suo valore minimo diviene:
1/(p-1
per X =y /@ ). Quindi ! 1 1 1
(1+ oLy)OL = (4x)a 2 1+ax =1l+y,
L S T
£(0) 2 £ (v P y BTaoydoyp1th,
q
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a
da cui 1+ay > (1+y) |

1.60 Per p > 0 consideriamo la funzione
£(x) = x¥ log (1+x), x » 0.

Mediante la disuguaglianza di Bernoulli 1.59(b)
verificare che, per ogni x > 0 e per ogni ae(0,
1), risulta

fla)f(x) < £(ox).
[ semplificando per la potenza (Q x)p, la tesi equivale a
log (1+Q ) log (1+x) < log (1+ Qi x) .

Utilizzando la relazione log(l+Q) < @ (si veda 1'esercizio 1.50(b))
e la disuguaglianza di Bermoulli 1.59(b), otteniamo

log (1+Q) log (1+x) < O log (1+x) =

o
= log (1+x) < log (1+ax) ]

1.61 Dimostrare che, se p > 1, risulta

ety) P < 2% PPy Vx,y > 0.

[se y=0 la disuguaglianza & verificata. Altrimenti, se y > 0, dividen
do entrambi i membri per yp e ponendo t=x/y, otteniamo la disugua-

zlianza equivalente
-1
(t+1)IJ < 2P (tpu) R vVt>o0.

Si pud provare tale disuguaglianza studiando il segno della derivata
(rispetto a t) di entrambi i membri e osservando che vale il segno
di uguale se t=1 (si vedano i dettagli nell'esercizio 10.41 della
parte prima).

Si pud anche procedere, pilt rapidamente, nel seguente modo: la
funzione f(t)=tp & convessa per t > 0, dato che f"(t)=p(p-1) tP 250
se t > 0. Percid, in base alla definizione di convessita (si veda la

* (1) del paragrafo 1D con A=1/2) risulta

11 1 1
f(;“;y)s E£(X)+;f(y) , Vx,y 20,

s P -1 ;
cioé 2 (x+y)p <2 (xp-i-yp), che equivale a quanto si voleva dimo-
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strare :[

1F. Applicazioni della formula di Tayloxr

Ricordiamo la formula di Taylor con il resto di
Lagrange: Se f(X) & una funzione derivabile n+l volte in
un intervallo I, per ogni X,X,€l esiste un punto &€l ta
le che

- . (n)
[EG)=£ () +E (X)) (X=X )+, .+ f—nl(li)- (x-x,)" +

(n+1) (k)

f w10 £ (x,) Kk
G G L S e
(n+1)

f

(n+1)! G, )™

Nel paragrafo 11C della parte prima & proposto un
elenco delle formule di Taylor (con centro x,=0 e con
resto di Peano) per alcune funzioni elementari.

Dalla formula di Taylor con il resto di Lagrange
si ottiene la seguente stima del resto: Sia f(x) una
funzione derivabile n+l volte in un intervallo I e sia M.,
tale che

+1
[f(n )(x)l M Vx e I.

Allora, per ogni X,X,€l, si ha

£ (x)

o Gex) " 4R (0,

n
f(x) = ¢
k=0
ntl
IX—Xcl
dove IRn )| = M g _—(n+l)!

1.62 Esprimere in forma decimale, con tre cifre deci
mali esatte, il seno di un radiante.

[ consideriamo la formula di Taylor per la funzione sen X, con centro
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X, = 0 e con x=1. La derivata n-sima vale * sen x, oppure + cos x N resto di Lagrange: Esiste & nell'intervallo di estremi X, ,X per cui
in dipendenza da n (si veda anche 1'esercizio 10.25 della parte pri- 1 1 . 32
ma). In ogni caso l f(n)(x)' < 1 per ogni x €R. Percid vale la stima V= V% +—— (x=x ) +=(-=) & (x-x )2
°2vx, 2 °

del resto con Mg =1t

Essendo x=2, & opportuno scegliere per X, un valore vicino a 2, in

n+l
’Rn(x) I < 'x—x° [ /(n+1)! modo che sia semplice calcolarne la radice quadrata. Ad esempio, se

: c s X = (l.lo)2 = 1.96, risulta evidentemente vk = 1.4. Essendo 1 <
Tenendo conto che x =0, x=1, risulta quindi | R, (1) [_(_ 1/(n+1)!.Cal ° °

< 1.96 < §(<2), il resto di Lagrange verifica le limitazioni
coliamo 1/(n+1)! per alcuni valori di n:

1,1 -3/2 1 (0.04) 2
- 0>=(-= x-x )22- = (x-x ) 2 = " . 0.0002;
258 ) e - ex,) - ;
R 1 1
n 1 2 3 4 5 6 7 percid, essendo V¥ + — e (x-x_) = 1.4 + £ 0.04 = 1.4+— =
° 2 ‘/Xo ° 2°1.4 70
(n+1)! 2 6 24 120 720 5040 40320 —
= 1.41428..; risulta 1.4142-0.0002 < V2 < 1.41428, da cui V2 =
1/(n+1)t | 0.5 0.16.. ) 0.041.. | 0.0083.. { 0.0013..|0.000Q19.. |0.00002.. =1.414.. J
1.64 Utilizzando la formula di Taylor, verificare che
Dalla tabella risulta in particolare che { Rg (1) ' < 0.00019.. < - . . . ¥y ’
s . . 4 le prime tre cifre decimali del numero e sono
< 0.0002. Percid, con un errore inferiore a 0.0002 = 2:10 7, sen 1 2.718
& uguale d polinomio di Taylor x-x%/31 + x 5 /51 (che & di grado non : o )
X n X
superiore a 6) calcolato per x = 1: [ La derivata n-sima della funzione f(x)=e & f( (x)=e ; Vn. In
x3 x5 (x=1) 1 1 120-2041 101 _ particolare f<n)(0)=1, Vn€N. In base alla formula di Taylor di cen
X= 3 + 51 - 1- s + 0 - 0 - 20 0.8416 3 tro x =0 per la funzione f(x), con x > 0, esiste §€(0,x) tale che
percid sen 1 = 0.81;1; + 0.0002, cioé X n 1 k eE nt+l
e = X art Y
! +1) !
0.8414 < sen 1 < 0.8419 . k=0 (n+1)
. to & iti do ® te, risulta e& < eX. Per
Quindi sen 1, con tre cifre decimali esatte, & espresso da 0.841..] ! I1 resto & positivo e, essendo &” crescente, risu
X = 1 otteniamo
1.63 Utilizzando la formula di Taylor, verificare 101 1 e 3
: . . . . N = =141+ — + = 4+ .+ — + R (1 0<R (1)< <
che le prime tre cifre decimali -di 2 sono e T o (1), con 0<R (1) w1 < Gt
1.414.. .
Con 1'ausilio della tavola dell'esercizio 1.62 per n=6, od anche di-
[Le derivate prima e seconda di £(x) = Vx valgono rettamente, si verifica che 3/7! = 1/1680 < 0.0006, che & quindi una
stima dell'errore che si commette nel calcolare il numero e con la
1 1 -3/2 =6):
frey = o | P10 = - Ly ) somma (n=6)
2V/x 4
PR . : . : 1 1 1 1957 -
Utilizziamo la formula di Taylor al primo ordine per f(x) -con il 141+ — + —+—=—— = 2.71805 ;
N 2 5! 6! 72
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percid 2.718 < e < 2.7187, da cui e = 2.718.. ]

1.65 Verificare che, per xe(0,m/2), valgono le disu-

guaglianze
x? sen x x? x"
1I- — < —/— <1 - = +
6 X 6 120
[consideriamo la formula di Taylor con il resto di Lagrange per la

funzione sen x con centro x,=0 e x €(0,T /2). Essendo f<5)(x)=cos X,
esiste &€ (0,x) per cui

x3 cos &

sen x = X - — + —— g
3 51
Essendo & € (0, T /2) risulta 0 < cos § < 1. Percid

3 x3 xS

X
X- — <senx<x-—+—
3 3t 51

da cui la tesi, dividendo tutti i membri per x ]

1.66 Verificare che, per ogni xe[0,7/4], si ha
0 < tg x - x < 2x?

[si pud utilizzare la formula di Taylor con il resto  di Lagrange
per la funzione f(x) = tg x con centro in x,=0. Esiste &€ (0,x)per
cui

1 2
tgx:x+-z—f"(5)x .
La tesi si ottiene osservando che la derivata seconda

£'(x) = 2 ixs_
. (cos x)

-3
& crescente in [ 0, /4 ] (infatti sia sen X, che (cos X) , sono

. funzioni positive e crescenti) e quindi

m 2 /4
0= 10 <18y <o e RO
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1.67 Dimostrare che, per ogni xeR, risulta
x?  x* x? x*
1 -5 -77-<cosx<1 -7 + =
2 24> = 2 24
[ Si proceda in modo analogo agli esercizi precedenti, utilizzando 1la
formula di Taylor (con |&|< [x [ ):
2

X cos §
cosx=1-2—+

4!

1.68 Dimostrare che, per ogni x > 0 e per ogni ae(0,
1), si ha:

l+ax+ ala-1) x? < (1+x)u < 1+ ox

[ Si utilizzi la formula di Taylor con centro X,=0 per la funzione
f(x)=(1#x) e si osservi che, con le ipotesi fatte, risulta O (¢ -
-1) < £"(x) < 0 (si confronti anche con 1'esercizio 1.59(b)) ]

1.69 Dimostrare le seguenti disuguaglianze

(a) log (1+x) > x - x?/2 Vx > 0;

(b) e* > ex , Vx e R.

[ (a) Utilizziamo la formula di Taylor per la funzione f(x)=log (1#x),
con x > 0 e x =0. Le derivate prima e seconda valgono

£100) = /() 5 £%(x) =-1/(1#x) 2

Percid £(0)=0, f'(0)=1, ed esiste & €(0,x) tale che

- ()
%2 X T’Sg.:‘_. \ﬂ
[ — TeENL 7
log (1+x) = x 2(1+£)2 AU $ A

oz
La (a) si ottiene osservando che 1+ £> 1, dato che § > 0.
La (b) segue dalla formula di Taylor per la funzione e* con centro

x,=1, oppure, pilt semplicemente, dalla convessita della funzione X

la funzione e* & al di sopra della sua retta tangente nel punto X =
=1, che ha equazione y=f(1)+f'(1)(x-1)=ex ]

1.70 Le seguenti disuguaglianze forniscono una stima




della velocita di convergenza della successione
a =(1+1/n) ™ al suo limite e:

Lo o3 YneN.
n Zn

0 <e - (1+ 7n

A titolo indicativo, per valutare la stima pre-
cedente, riportiamo la seguente tavola per alcu
ni valori di n.

n én e - a, e/2n 3/2n
1 2 0.7182818 | 1.3591409 | 1.5
10 2.5937424 | 0.1245393 | 0.1359140 | 0.15
100 2.7048138 | 0.0134679 | 0.0135914 | 0.015
1000 2.7169239 | 0.0013578 | 0.0013591 | 0.0015
10000 | 2.7181459 | 0.0001359 | 0.0001359 0.00015

Dimostrare la stima sopra proposta.

[La disuguaglianza di sinistra (an < e, VneN) & ben nota (si veda
anche 1'esercizio 1.56(b)). Con lo scopo di provare le disuguaglian-
ze a destra, effettuiamo la sostituzione 1/n = x e studiamo la fun-
zione

X (1/x)log(1+x)
=e

f(x) = (1+x)1/ (x> 0)

In base alla (a) dell'esercizio precedente abbiamo

1 1 %2 1
—log (I+x) > = (x - — ) =1-=-x
X X 2 2

Per la (b) dell'esercizio precedente risulta poi

£y - SHWIoB(H) e log (1h0) > e (1- %

Percid, ponendo di nuovo x=1/n e ricordando che e < 3, abbiamo

1n 1 1 e 3
e(It =) =ef(-)<e-e(l-—)=—c— ]
n n 2n 2n  2n

P

-~

'(1) o =

vvallo aperto. .(a,b),

Capitolo 2

GRAFICI DI FUNZIONI

2A. Insiemi di definizione

Se, come spesso accade, una funzione & assegnata

medlante la sua espr8551one analltlca y = = f(x), —un__
_determinare .. _.
numerl _reali x _

per i qua11 1T espressione fo) ha .significato. Tale

1n51eme si chiama anche insieme di deflnlzlone di £ o

campo di esistenza dl

si ha -

=¥ 6 (x))

con
__.Supposto, per fissare le _idee,

re ;1 Tomi-
nio della funZJ.one (1)

{
N

' a < ¢(x)
¢(x) < b

Queste consulerazmnl suggerlscono che in molti
casi, per determinare il campo di esistenza di wuna
funzione, si dovranno risolvere certe disequazioni.

si dovranno risolvere le di-
sequamonl ) N S i e e
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Supponendo, per cominciare, che la funzione (1)
sia'éomposté mediante una funzione elementare Y ed
una funzione ¢ X © R » R, possiamo esaminare i se-
guenti casi: .

1°) L'insieme di definizione di

(GxN™, Vo) (m dispari), a¢m),
sen ¢ (x), cos¢(x), arctg ¢(x),

(ove n e m sono interi positivi e a > 0) coinci-
de con l'insieme X di definiziome di ¢ (x).

2°) L'insieme di definizione di
m/—m X

(ove a > 0,

6GN®
af N) & uguale a {xeX :

(m pari),

¢(x) > 0}.

3°) L'insieme di definizione di

log,0(x) ,  (6(x)™°
(ove a > 0, a#1; >0 afN) & uguale a
{xeX : ¢ (x) > 0 }.

4°) L'insieme di definizione di
arcsen ¢ (x), arcééos¢[x)

& uguale a {xeX :- -1 <-¢{x) < 1}

Determinare il campo di esistenza delle seguenti
funzioni

2.1y =Vx+1 5 y = VX1 ;Y = /X(1-x2)

[ [-1,4®); R; (-=,-1 JU[o0,1]]

2.2y = VIxZ ;
[ [-V2,V2 1;

y= /(x-3) (x+5) ; y=/(x-2D(x+6)

(- @ ,=5)U[3,42)5(-= -6 JU[ 2,+ =)]

2.3 y = /6x%-5x+1 ; y=/12+x-x% ; y=/x-1 + V2-X

st - o penl s
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[(- ©,1/3]Uf 12,425 [-3,6]5 [1,2] ]

24y = /T y=/ToD6 ) 5 y=1//Txr 7]
[R; [-1,6); R-{-21}]

2.5y x?-2x _ /x*-4 - /1-x
Sy Vatne Y X+5

[(-w,o}u[z,s)ua,w); (-5,-2] ]

- 2.
1.6y = 3x/(x 1); y:5x Tx+15 ; y=3

[R- {1} 5 Ry R]

cos X

2.7 y = log [x/(x-2)]; y=log[(2+x)/(3-x)]; y=log/x

[(- =,0) U(2,4®); (-2,3); (0,+2)]

2.8 y = log (10x2-7x+1); /Tog X ; v3-Tog,x

[(- @,1/5) U(/z,4@); [1,+ )5 (0,8] ]

2-3x+ +1
2.9 vy = log xZo3xh ; y=log 5;— H

X
1 y=log,6

[C1,0U (2,4®); (- @,-1)U (0,+°); R]

y=log(4*-3); y=log [(log x)-1]

[0+ ®); (og 43,4205 (es+)]

2x-1

2.11 y=/Tog(x+1+1/x) ; vy = Ylog
(/2,1] ]

1/3
[(0,+);

V2 -V3

2.12 y=(10g3x)ﬂ;y=[(log x)-1] z ; y=(loggx-5) 3

(L1, =); [t o) (5% 4]
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2.13

2.20

-1/6

y = (V/3x - 6) 7; y=log ((logx-l)ﬂ};

y = log [(log x-l)—/s}
[2,+ @)5 (et ®); (eyte) ]

y = log cos x

Yy = varcsen Xx
m

[ [oal; U (kme)m; U (-lT+ 2k, = + 2kT )
- kez B kez 2 2

y=log sen x;

y = arcsefn [x/(x-1)]; vy=arcsen log x;
Y - s rcsen 2"

[=,12]5 [1eel; (-=,0] ]

y=log [|arccos x|; y=log arcsen x|; y=77"°"*

[ [-ny; [-10]- {o}; [-1,1] ]

1
y=3sen log%x ; y = \/a_r-Etg—x ; y=2 arctg ¢
[ +®) [0+ @) r {0} ]

y = log arctg x; y= log ('Z— - arcsen x) ;

vy = V/sen 2 x

[ [-1,v2/2); U [&1, 2 +xm]]
k ez 2

y=log (arctg x-m); y=arcsen (1+ i );
y = sett sen h 3~

[¢5 (=, -172 TR ]

y = log arccos X2 ;

3 y=log 5; y=tg |x|

[ [z, +=)5 0D Uase)s k- U { Jexm) ]
zZ

ke
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2.21 y = \/—[iog(x+1)]/33rCLgx; y=log log x
X

[#@); (04°)- {1} (1,40) ]

y=log x;
X

2.22 y= [(arcsen log 3 x)/x log, ,x ]—3/2

[ [13,3]-{1}]

2.23 y=log (x?-3x+2); y=log 2_4 (3x2-4x+1)

[0, U@2,+®); (- ®,0) U(2,+)]

Asintoti

Una funzione f(x) ammette per x >+ (oppure per
Xx>-®) asintoto orizzontale di equazione y=L se

lim f(x) = 2 (oppure lim f(x) = 2)
X >+ x> -
Una funzione f(x) ammette asintoto verticale B per
x>x, (oppure per x»x_),di equazione X=X, Se

lim f(x) = += (oppure lim f(x)=1w)
x—>x: x> x

In figura 2.1 & schematizzato il grafico di wuna
funzione che ammette asintoti orizzontali di equazio
ne y=4,(per x>+=), y=2, (per x>-«) ed asintoti verti
cali di equazione x=x,, x=Xx,, X=X,; in particolare in
X, la funzione ammette un asintoto verticale destro
(per x»X:) € sinistro (per x-»x.), mentre in X,,X, am-
mette rispettivamente solo asintoti per X>X, e per
x->x; .
Un asintoto obliquo per x»+= (in modo analogo si
pud considerare il caso in cui x»-«) per una funzio-
ne f(x) & una retta di equazione/y =mx+q) tale che

Iim [f(x)-(mx+q)] = 0.

X >4
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figura 2.1

Le costanti m,q si determinano calcolando i limiti:

. £
m = lim x) B q = lim [f(x)-mx]
X >+ X X >t ©

Notiamo che, se una funzione ammette asintoto o-
rizzontale per x»+», allora, come mostrato nell'eser
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cizio che segue, & inutile esaminare successivamente
se esiste anche un asintoto obliquo per x-+w.

2.24 Dimostrare che, se f(x) ammette per x-»+~ un a-
sintoto orizzontale di equazione y=%,allora f(x)
non ammette, per x++®, asintoto obliquo (non o-
rizzontale).

[ Per ipotesi lim £(x) = £ . Percid
x>+ ®
£(x) ) 1
m = lim = lim f(x) lim - = £ +0=0 ;
x> X PR o+ X

q= lim [ £(x)-mx] = lim f(x) = &
x>+ x>+ ®
Quindi si ritrova 1'asintoto orizzontale di equazione y= L]

<2.25 Determinare gli asintoti orizzontali e vertica-
1i della funzione

2x-1
1-x

f(x) =

[ La funzione & definita per x # 1. Percid 1'insieme di definizione &
dato dall'unione di intervalli (- © ,1) U (1,+®). I limiti per

x>t® valgono

2x-1 2x-1
1lim =-12, 1im ==-123
x>+ 1-X% x=>-o 1-X

percid la retta di equazione y=-2 & un asintoto orizzontale.Per x-1,
il numeratore 2x-1 converge ad 1, mentre il denominatore 1-x tende

a zero, ed & positivo per x < 1, mentre & negativo se x > 1. Percid

2x-1 2x-1
lim — == lim St
x~>1t 1-x x>1" 1%

la retta di equazione x=1 & un asintoto verticale per £(x)]
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i 42.26 Determinare gli asintoti orizzontali e vertica- ne logaritmo in figura 2.2). Per stabilire 1'eventuale esistenza di
\ i 1i delle funzioni un asintoto obliquo per x*+% , calcoliamo (utilizzando la regola di
i ‘ 1'Hopital):
; (@) o - 3Xin2xn ) £ Xl | pital)
' x2-x-2 x2+1
i [ (a) La retta di equazione y=3 & un asintoto orizzontale per x>t
Le rette di equazione x=-1, x=2 sono asintoti verticali; (b) La fun
- zione non ha asintoti |
. . . . A
i %2.27 Determinare gli asintoti della funzione  f(x) y f(x) = log x
L) : y
x3+1
[ I1 denominatore di f(x) si annulla se e solo se x3 =-1, cioé x=-1.La
funzione non & definita in -1. Dato che f(x) >+® per x >1% | 1a >
retta di equazione x=-1 & un asintoto verticale per £(x). 1 x
— X
- Per x >+® la funzione tende a +® ¢ percid non ha asintoti o flx) = e
rizzontali. Per stabilire 1l'eventuale esistenza di un asintoto obli- 1
quo calcoliamo i limiti /
w i
£(x) x %1 : . sl
m = lim ( = lim T =13 X
. x>t X x>t X R
Y
x 41 1-x
q= 1lim [f(x)—mx] = lim £ - x=lim —3 =
x>t® x>t X+ x>t X
Quindi la retta di equazione y=x & un asintoto obliquo per f(x) ]
figura 2.2
#2.28 Determinare gli asintoti delle funzioni
¢
4 - —- 5 1 1
bt (a) £(x) = log x (b) f(x) = e um 1By, lex lin - =0=m;
X X X
% X>4® X+ ®© X4
la’ (c) £f(x) = sen x (d) £(x) = arctg x
i [ (a) La funzione f(x) = log x & definita per x > 0 ed i limiti apli
2 ) ; 15 © : P & ! 1im [ £(x)-mx] = lim log x = + ® .
estremi dell'intervallo (0,+®) di definizione valgono: R x> i@ x>
lim  logx=-®, lim log x = + Dato che il secondo limite & infinito, la funzione logaritmo non am-
* : : . PRI
" x>0 x>® mette asintoti obliqui; (b) la funzione f(x) = ¥, in base ai limiti
Percid 1'asse y (x=0) & un asintoto verticale (destro) per f(x),che X . X _
. NN i res . . . lim &=+ @, lin — =+ ®, lin & =0,
. invece non ha asintoti orizzontali (si veda il grafico della funzio X

x>+ X+ X> -
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ammette l'asse X come asintoto orizzontale per x > -%© e non ha al-
tri asintoti (si veda il grafico della funzione e* in figura 2.2 ) ;
(c) la funzione sen x non ha asintoti di alcun tipo; (d) in base ai
limiti
; o ; w

lim arctg x = - , lim arctg x = - —

Xt 2 NG 2
la funzione arcotangente ammette asintoti orizzontali di equazione
y=T/2 (per x >+®) e y=-T/2 (per x>-®) e non ha altri asin-
toti (si veda il grafico della funzione arcotangente in figura 2.3)]

ty
2
f(x) = arctg x >

figura 2.3
2.29 Determinare gli asintoti delle funzioni

(a) £(x) = x log x ) £x) = e'*

[ (a) La funzione f(x) = x log x & definita per x > 0. Calcoliamo i
limiti agli estremi dell'intervallo (0,+® ); in base alla regola di
L'H6pital abbiamo

A . log x . 1/x
lim x log x = lim = lim —— = lim (-x) = 0 .
C g0t s ot

Essendo il limite finito, la retta di equazione x=0 non & un asinto-
to verticale. La funzione non ha asintoti verticali, né orizzontali,
né obliqui, dato che
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; £(x)
lim f(x) = + @; lim = lim log x=t+%
x>+ x>+ X x>+

I1 grafico di f(x) = x log x & rappresentato in figura 2.54.
(b) La funzione & definita negli intervalli (- ,0) e (0,+® ). Ri-
sulta:

1 1 1
; .0 ; X i X
lim e" =e =1; lim e =+ ©; lim e” = 0.
x> to x>0t x> 0"
Percid la retta di equazione y=1 & un asintoto orizzontale per £(x),
mentre 1'asse y & un asintoto verticale per x = 0%. Il grafico é
rappresentato in figura 2.74]

2.30 Determinare gli asintoti delle funzioni

¥ (a) f(x)=x(1-log?x) (b) £(x) = L& X

1+x

[ (a) La funzione £(x) = x (1-log? x) non ha asintoti di alcun tipo;
(b) gli assi x=0, y=0 sono rispettivamente asintoto verticale e o-
rizzontale per £(x) ]

2.31 Determinare gli asintoti della funzione f(x) =
= [x-2].

[ La funzione non ha asintoti orizzontali, né verticali. Risulta poi

. £(x) . x-2 . f(x) .2x
lim —— = lim — =1 lim = lim —— = -1
x>+® X x>+ o X x>-® X x=>-o X

lim [£(x)-x]= lim (x-2)-x=-2 lim [£(x)+x]= lim (2-x)+x=2
X >+ x>+ x> - X>-©
Ne segue che la retta di equazione y=x-2 & un asintoto obliquo per
x> +® (e coincide con £(x) per x > 2), mentre la retta di equazio-
ne y=2-x & un asintoto obliquo per X = -® (e coincide con f(x) per
x<2) ]

2.32 Determinare gli asintoti della funzione f(x)=
= /1+x?

S
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[La funzione & definita su R e non ha asintoti verticali, né orizzontali.

Risulta inoltre

£(x) ) V17 . 1
— = lim — = lim 5 +t1=1;
x—>+® X X+ © X x>+ VX
2 2
. e 14x 2 )-x
lim £(x)-x = lim V1+x? - x = lim <,———2— =0 .
e NV v B
x TR X+ ® xFFw ¥V IR v X

La retta di equazione y=x & quindi asintoto obliquo per x> +% . Nel cal
colo dell'asintoto per x-® , & opportuno ricordare che v x2 = x solo

se x > 0, mentre Vx% = -x se x < 0; cioé:
V%% = |x| B ¥V x ER.
Si ottiene:
£(x) V1x? ) V1x?
im —— =lim ———— = lim - == - 1;
x3-© X x-® X P Vx

(14x2) - x2

VIt x = lim T "o

lim f(x)+x = lim
1+x - X

Xx>-® X - x> -

figura 2.4
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Quindi la retta di equazione y=-x & un asintoto obliquo per x> -
I1 grafico della funzione f(x) = VAT rappresentato in figura
2.4. Si osservi che f(x) & crescente per x > 0 ed & decrescente per
x < 0 (e quindi il punto x=0 & di minimo). Inoltre, come indicato nel
1'esercizio 1.30, f(x) & convessa su R ]

2.33 Determinare gli asintoti della funzione f(x)=

sen X

X

[ &' definita per x # 0 e risulta

. sen x . sen x
lim =1 , lim
x+0 X x>to X

Percid f(x) ammette come unico asintoto la retta di equazione y = 0
(asse x). Il grafico di f(x) & rappresentato in figura 2.5. Si noti
che la funzione f(x) interseca infinite volte il suo asintoto (preci
samente per x = kT, con k €Z). Per comprendere pilt facilmente il di
segno in figura 2.5, si pud osservare che f(x) & una funzione pari
(cioé f(x) = f(-x), per ogni x € R) che verifica le limitazioni

< - Vx>0,

'
R
A

dato che -1< sen x < 1. Geometricamente cid corrisponde al fatto che
il grafico della funzione £(x) &, per x > 0, al di sopra dell'iperbo
le di equazione y=-1/x, ed & al di sotto dell'iperbole di equazione
y=1/x (il grafico della funzione f(x) tocca 1'iperbole di equazione
y=1/x, per x > 0, nei punti T /2+2k T, con k=0,1,2,...). In figura
2.5 abbiamo assunto due diverse unitd di misura per gli assi x,y]
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_ senx

f(x)

—2m

figura 2.5
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,&Q Schema per lo studio del grafico di

una funzione

Per disegnare in un piano cartesiano il grafico
di una funzione y=f(x) & opportuno seguire lo schema
indicato di seguito.

1) Inizialmente si determini il dominio , o insie
me di definizione 1 della funzione f(x) (come negli e-
sempi del paragrafo 2A).

Q02) Si esamini se la funzione f(x) gode di qual-
che proprietd di simmetria; ad esempio, si esamini
se:
f(-x)=f(x), Vxel;

f(x) & dispari, cioe fl-x)=-f(x), Vxel;

f(x) & pari , cioé

f£(x) & periodica di periodo T:f (x+T)=f(x), Vxel.

Ad esempio, & ben noto che le funzioni sen x, cos x sono periodiche di pe
riodo 2T e che la funzione tg x & periodica di periodo T.

Il nome di pari o dispari per una funzione deriva dal fatto che f(x)=xn N
con n intero, & una funzione pari o dispari a seconda che n sia pari o dispa-

ri; infatti:

sen & pa_xri
£(-2)=(=0"=(-0"%"

N
se n & dispari.

Anche la funzione sen x & dispari, perché sen (-x)=-sen x, Vx €R; invece
la funzione cos x & pari, perché cos(-x) = cos x, Vx€ R. Nella figura 2.6 &
riportato il grafico di una funzione pari, che & simmetrica rispetto all'as-

se y, ed il grafico di una funzione dispari, simmetrica rispetto all'origine.

Evidentemente, se la funzione £(x) & pari oppure
dispari, basta studiarla per x > 0; & poi possibile
disegnare per simmetria il grafico della funzione an
che per x < 0. Analogamente, se la funzione & perio-
dica di periodo T, & sufficiente studiarla in un in-
tervallo di lunghezza T.

e
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funzione

funzione pari 4 __ | =) dispari

fix)=-fex) L N

figura 2.6

3) Se & semplice, si pud determinare il segno del
la funzione, cioé determinare per quali x risulta
f(x) > 0, £f(x)< 0, £(x) = 0.

E' bene osservare che, in alcuni casi, pud esse-

re anche molto complicato risolvere 1l'equazione f(x)=-

=0, o la disequazione f(x) > 0, e la risoluzione spes
so & facilitata dallo studio preliminare del segno
della derivata prima e dal calcolo degli asintoti(per
questo punto si veda anche il capitolo 3).

4) Si determinano gli eventuali -asintoti vertica
1i, orizzontali e obliqui (calcolando i limiti agli
estremi degli intervalli di definizione, se 1'insie-
me di definizione & costituito da una unione di in-
tervalli), come indicato nel paragrafo precedente.

9 5) Si determinano gli eventuali punti dell'insie
me di definizione dove la funzione non é continua, o
dove non é derivabile .

Ad esempio la funzione
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sen x
£(x) =
1/2 per x =0

& definita su tutto 1'asse reale, ma non & continua (con discontinuitd elimi-
nabile) per x=0, perché lim f(x) = 1 # £(0) = 1/2. In figura 2.7 & tracciato

x>0
il graficc di £{x)-in-un 0 di x=0 (si grafico in figu-
ra 2.5).
L

1 .

1 .

2 1
- =

-1
figura 27 figura 2.8

In figura 2.8 & rappresentato il grafico della funzione f(x) =3'/;, che &
definita e continua su tutto l'asse reale, ma non & derivabile per x=0, dato
che il limite del rapporto incrementale in corrispondenza del punto x=0 & in-
finito (cid corrisponde ad un grafico con tangente verticale per x=0):

3

EHOm)-£0) tim L '
fom)-£0) 4 - lin = -
h0 h h>o B h Vh?

5) Si calcola, quando esiste, la derivata prima €
si stabilisce per quali valori x risulta f'(x)=0, op
pure £'(x) $ 0. In base a cid si determinano gli in-
tervalli in cui la funzione risulta crescente o de-
crescente (si veda il paragrafo 1A) ed i punti di mas
simo o di minimo relativo (paragrafo 1B).

7) Si calcola la derivata seconda e si determinano
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i valori x per cui risulta f'(x)=0, oppure f''(x) > 0,
oppure £'"(x) < 0. In base a cid si determinano gli in
tervalli in cui la funzione & concava o convessa e gli
eventuali punti di flesso (si veda il paragrafo 1C).

Nel seguito di questo capitolo applichiamo lo sche
ma proposto allo studio di alcune funzioni reali di
una variabile reale. Avvertiamo che i disegni hanno
lo scopo di dare un'idea grafica approssimativa delle
principali proprieta delle funzioni considerate. Tal-
volta essi non sono riprodotti in scala, con le esat-
te proporzioni fra i numeri; comunque, anche quando
cié avviene, non vengono alterate le proprietd signi-
ficative determinate analiticamente.

.2D. Grafici di funzioni razionaldi

2.34 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il gra
fico

LZ{ f(x) = x3-3x2

[ (a) La funzione F(x)=x> - 3x? & definita su tutto 1'asse reale.Il se

(®) £(x)=x2(x2-2)

gno della funzione si determina scrivendo f(x)=x 2 (x-3) : risulta
£(x)=0 per x=0, x=3; £(x) > 0 per x > 3; F£(x) <0 per x < 3 e x#0,

La derivata prima vale
£1(x) = 3x2 - 6x = 3x(x-2)

e si annulla per x=0, x=2; & positiva all'esterno dell ' intervallo
[0,2] » & megativa per 0 < x < 2. Quindi f(x) risulta decrescente nel
1'intervallo [ 0,2 ] e crescente altrimenti, come nello schema  se-

guente:

figura 2.9
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I1 punto x=0 & di massimo relativo ed il punto x=2 & di minimo rela-

tivo. La derivata seconda vale
£"(x) = 6x-6=6(x-1) ,

si annulla per x=1, & positiva per x > 1, & negativa per x < 1.Per -

cid la funzione & convessa nell'intervallo [ 1,+ ®) ed & concava in

(-®,1 ] . Nel disegnare il grafico risultano utili i valori di E(x)
. corrispondenti ai punti di massimo, di minimo e di flesso: £(0) = 0,

£(2)=-4, £(1)=-2. Il grafico & rappresentato in figura 2.10.

(b) E' una funzione pari definita su tutto R. Si annulla per x=0 e

x= + V2 . E' positiva per x esterno all'intervallo [ - ‘/2_, V2 ].

Non ha asintoti. Le derivate prima e seconda valgono

£1(x) = 4x(x2-1) ; £"(x)=4(3x2-1)

I punti *1 sono di minimo (relativo ed assoluto)per f(x); il punto
x=0 & di massimo relativo. I punti x=%* 1/ V3 sono di flesso.La fun-
zione & convessa negli intervalli (- ®, -1/ V3 1, [ \/?, +® )
ed & concava altrimenti. Risulta f( *1)=-1. Il grafico di f(x) & rap
presentato in figura 2.11]

y ?y
f(x) = x3-3x? f(x) = x*(x*-2)
KR
! |
! |
L
] - \
1
. |
|
[
—f ==
figura 2.10 figura 2.11

2.35 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il
grafico
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3 x?

(@ oo =55 () £60 = 7

[ (a) Il dominio di f(x) & l'insieme {x €R: x # 2 } . La funzione si

annulla se il numeratore x 2 -3 vale zero; cid accade per x = * V3.

Risulta f(x) > 0 per tutti i numeri reali x che risolvono uno dei due

sistemi:
x2-350 [ x2-3<o0
x<2 > 0 ’ X -2<0

Il primo sistema & risolto da x€ (2,+© ), mentre il secondo sistema
ha per soluzioni x € (-v3, V3 ). Percid f(x) & positiva per
X€ (—\/_3 , V3 ) U (2,+ @). Dato che
x? -3 x? -3
lim =+ o, lim = - o
x>t x-2 x>2" x-2

la retta di equazione x=2 & un asintoto verticale per f(x).Inoltre:

2

) f(x) . x -3
lim = lim —5— =1
x>+ X x>t X-2X
) ) x2-3 2x-3
1im [ £(x)-x ] = lim - x| = lim =23
x>E® x>t %2 x>t X2
ne segue che la retta di equazione y=x+2 & un asintoto obliquo per

£(x). La funzione & derivabile per ogni x#2 e la derivata vale

x? -bx+3

R eTE

La derivata & positiva se x 2 -4x+3 > 0, cioé se x & esterno all'inter '

vallo {1,3 ] . Percid la funzione f(x) & crescente negli intervalli
(->,1 1l e [3,+ ® ) ed & decrescente negli intervalli [ 1,2) e
(2,3] . Il punto x=1 risulta essere di massimo relativo, mentre il

punto x=3 & di minimo relativo. La derivata seconda, per x # 2, vale
M1(x) = 2/(x-2) 3 .

Essendo f"(x) > 0 per x > 2, la funzione f(x) & convessa nell'inter -
vallo (2,+® ) ed & concava in (- ®,2). Il grafico di f(x) & rappresen
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tato in figura 2.12.

(b) La funzione & definita per x # 1. E' positiva per x <1, x #0; &
negativa per x > 1; si annulla per x = 0. La retta di equazione x= 1
& un asintoto verticale per f(x), e la retta di equazione y=-x-1 & un
asintoto obliquo. La derivata prima si annulla nei punti x=0 e x =2.
11 punto x=0 & di minimo relativo, mentre il punto x=2 & di massimo re
lativo. La funzione & convessa per x < 1, & concava per x > 1 e non

ha punti di fiesso. I1 grafico & rappresentato in figura 2.13 ]

figura 2.12 figura 2.13

2.36 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne
il grafico

(@£ (x)=(x2-6x+5)" (b) £(x)={(x2-6x+5)°
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[ (a) La funzione & definita per ogni x€ R. Si annulla per x=1, x=5 ed . N X2+x-2 X2+6X+6
@ positiva altrimenti. Le derivate prima e seconda valgono ) a) ) B X-2 (b) £ (X) B x+1

£7(x)=8(x ? -6x+5) 3 (x-3)3 £"(x)=8(x > -6x+5)? (7x2 -42x+59)
[ (a) E' definita per x # 2. La retta di equazione x=2 & un asintoto

La derivata prima si annulla per x=1, x=5 e x=3; & positiva negli in- verticale; la retta di equazione y=x+3 & un asintoto obliquo. Le de-

tervalli (1,3) e (5,+ ®) ed & negativa negli intervalli (- ®,1),(3,5). rivate prima e seconda valgono

I1 punto x=3 risulta di massimo relativo; i punti x=1 e x=5 sono  di 2

minimo relativo. La derivata seconda si annulla per x=1, x=5 (che,co- f'(x) = x—i)z‘(“ 5 £(x) = —87
(x-2) (x-2)

me gia detto, non sono punti di flesso) e per x=3 * /m7 che sono

purlE_i_ di flesso. La funzione & concava nell'intervallo [ 3—3/@7, 3+
+/ 28/7] ed & convessa altrimenti. I1 grafico & rappresentato in fi-
gura 2.1k4.

(b) La funzione si annulla per x=1,-x=5, & positiva negli intervalli
(-,1),.(5,+° ) ed & negativa in (1,5). Non ha asintoti. La derivata
prima si annulla per x=1, x=3, x=5. Il punto x=3 & di minimo, mentre
i punti x=1, x=5 sono di flesso. La funzione ammette altri due punti
di flesso. Si veda il grafico in figura 2.15 ]

f(x) = (x2~6x +5)° f(x) =(x%~6x+5)°

figura 2.14 figura 2.15

2.37 Studiare le seguenti funzioni

La derivata prima si annulla per x=0 (punto di massimo) e per x = 4
(punto di minimo). La derivata seconda & positiva per x > 2, & nega-
tiva per x < 2; non ci sono punti di flesso. Si ottiene un grafico
simile a quello della figura 2.12.

(b) E' definita per x # -1. Ammette asintoto verticale di equazione
x=-1 ed asintoto obliquo di equazione y=x+5. E' crescente negli in -
tervalli (- ©,-2] e [ 0,+ ®). I1 punto x=0 & di minimo relativo ,
il punto x=-2 & di massimo relativo. E' convessa in (-1,+ ® ), & con

cava in (-® ,-1). Il grafico & simile a quello della figura 2.12]

2.38 Si consideri una funzione f(x) definita su R. I

grafici delle funzioni £, (x)=|f(x) |, £, (x)=£([x)
si deducono facilmente dal grafico di f(x) scam
biando, nel primo caso, y con |y|, e nel secon-
do caso scambiando x con |[x|. Tenendo conto di
cid, disegnare i grafici delle funzioni

() £G)=x-1 7 () £, ()= [£(x) [=[x*-1]
(©) £, C=EC|xP=[x[*-1 (@) £,6=ECID|=] }x[*-1]

[ (a) La funzione £(x) & crescente su R. Il punto x=0 & di flesso oriz

zontale. Il grafico & rappresentato in figura 2.16; (b) il  grafico
della funzione f, (x),in figura 2.17, si ottiene da quello della fun
zione £(x) cambiando il segno delle ordinate dei punti che hanno 1la
y negativa. La funzione f, (x) risulta non derivabile per x=1; (c)la
funzione f, (x) & pari. Il suo grafico, in figura 2.18, si  ottiene
per simmetria rispetto all'asse y dal grafico della funzione f(x)per
x > 0. La funzione risulta derivabile anche per x=0; (d) il grafico
della funzione f, (x) & rappresentato in figura 2.19. La funzione non
& derivabile per x = + 1 ]
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i y
f(x) = x*~1
-1
figura 2.16
y
\
f(x) =[x|3=1
—1
-1
figura 2.18

y
/ 1000 =fix*=1l
1
1 X
—1

tx) =|x3=1|

figura 2.17

figura 2.19

71

2.39 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il
grafico

(a) £(x) = x [x-2| (b) £(x) = x|x|

[ (a) Essendo I x-2 i =x-2 se xX22,e | x-2 i = - (x-2) se x<2,
risulta:
( x 2 -2x se X 22
£(x)= Y
G JLZX-X2 se x < 2

Si ottiene facilmente il grafico in figura 2.20. Si noti che £(x)
non & derivabile per x=2, dato che, in tale punto, la derivata de -
stra (£}(2)=2) & diversa dalla derivata sinistra (£!(2)=-2); (b) il

grafico di f(x)=x |x [ & rappresentato in figura 2.21. La funzione &

derivabile anche per *=0 ]

fx) = x|x=2

p \
1 \

\y=2x—x2
]

figura 2.21

figura 2.20

2.40 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne

™
—
>

grafico
(@ £0o - L o £o0= 2

[ (a) E' definita per x#0. E' positiva negli intervalli (-1,0) e (0,
+© ). Ammette x=0 come asintoto verticale e y=x+3 come asintoto o-

bliquo. Le derivate prima e seconda valgono
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!
£1(x) (x+1)? (x-2) £10x) 6(xt1) ! 2.41 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il /
X) = ——g—— ; X) = —— . X . .
3 ’ x* == grafico
' 2
La derivata prima si annulla per x=-1 e x=2. La funzione risulta cre : (a) £(x) = 2 x]-x? (b) £(x)= x2Hx+2 (x|
scente negli intervalli (-®,0) e [ 2,+ ©). II punto x=2 & di mini- v x+1 x+1 ‘<
mo relativo. La derivata seconda & positiva per x>-1. Di conseguenza .
. N . P . P - gu [ (a) Si veda la figura 2.24; (b) figura 2.25 ]
la funzione & convessa negli intervalli [ -1,0) e (0,+ ®) ed & con-
cava in (-© ,-1 ] . I1 punto x=-1 & di flesso. Il grafico & rappre - N | -4
sentato in figura 2.22. .
(b) Si pud procedere in modo analogo a come fatto nella parte (b )
dell'esercizio 2.38. Oppure, si pud tener conto che £(x) ha la seguen
te espressione analitica (x € R- {0 }): J
y iy Y //
v
(x+1)3 /x 2 se x>-1 ! 20xl —x? —x : x//
£(x) - o= 1 Nl
-(x+1)3 /x? se x< - 1. R\ x+ | ~\///
- # ~ N | ! 7
Si ottiene il grafico rappresentato in figura 2.23; in particolare , / N | |
S
8li asintoti obliqui hanno equazione : y=x+3 (per x e Y y = \J'\\ | Jf\ ,l ¢
’ N\ A
=-x-3 (per x > -® ), Circa la derivabilita, osserviamo che f(x) & de L \:+\ : \\\ ya
rivabile anche nel punto x=-1; infatti, essendo £(-1)=0, si ha ; \\‘J | \\X\g Z 1 2
-1 N —1l 2 X
N | .
| x
. £(-1+h)-£(-1) R K ; N | N\ | Y
11m—————=11m—2_*0] N N | 7
h =0 h h>0 (h-1) * h I\\ N\ |
; : \—2 N lV/
\
y y . | N ' x2 4 x + 2lx|
7 | N ! flx) = —————
/4 | X +1
o +D? “ Ix +11° 7 ' [
fix) = fx) ="~ T I |
x2 x2 Iy ‘ I |
) | |
/i ! |
|
i | |
3 | |
|
]
1
|
1
|
s0ONT 2 X
7/ A ;
figura 2.24 figura 2.25
X
i a funzione f(x) =
figura 2.22 Figura 2.23 2.42 Studiare 1 (

I+ (x1]
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[La funzione & definita per ogni x€ R, & positiva per x > 0, & negati
va per x < O . Risulta:
x/(2x-1) se Xx>1
f(x) = 9 x se 0<x<1
x/(1-2x) se Xx'<0 .
In base ai limiti
) . X 1 X 1
lim  f(x) = ldm —— = - , lim f(x)= lim ==,
x>+ ® x>+ 2x-1 2 x> -0 x> - 1-2x 2
la retta di equazione y=1/2 & asintoto orizzontale per x = +%® , men-
tre y=-1/2 & asintoto orizzontale per x> - . La funzione risulta
crescente nell'intervallo (- ®,1 ] e decrescente - nell ' intervallo
[ 1,4 ®). Non & derivabile per x=1, che comunque risulta essere un
punto di massimo (relativo ed assoluto). Invece la funzione & deriva
bile per x=0, dato che £}(0) = £!(0)=1, come si verifica facilmente
calcolando la derivata delle funzioni y=x e y=x/(1-2x) per x=0. La
funzione risulta convessa separatamente negli intervalli (- ®,1 le
[ 1,+ @ ). Il grafico & rappresentato in figura 2.26 |
y
— 1 b=
X
X
tHx) = P /0 y =
x|+ | x -1 | ) 2x —1
| 1 3 !
g £y
2 |
|
|
I
X 1 X
1 —2x
R R &
2
figura 2.26

2.43 Disegnare il grafico della funzione

£ =] x|~ |x-1[+]x-2|-[x-3]

75

[ La funzione & definita e continua su tutto 1'asse reale. Tenendo con
to della definizione del valore assoluto, f(x) & un polinomio di pri
mo grado (o di grado zero, cioé una costante) in ognuno degli inter
valli (-«,0 1,[0,1 1,[1,2 ],(2,31,[3,+>). Quindi il gra-
fico di f(x), in ognuno di tali intervalli, & costituito da un seg
mento di retta. Basta allora determinare i valori di f(x) in corri -
spondenza dei punti x=0,1,2,3, per disegnare il grafico della funzig

intervallo | 0,3 ] . Risulta £(0)=-2, £(1)=0, £(2)=0, £(3)=2

Per x > 3 la funzione vale:
£(x) = x - (x-1)H(x-2)-(x-3) = 2 (x > 3),

ed analogamente f(x) =-2 se x < 0. Si ottiene il grafico in  figura
2.27]

2.44 Data la funziome £(x)

-2 fo) =|x|—|x—11 +[x=2/—]x—3]|

figura 2.27

|x[-1, disegnare il gra

fico di
(a) £(£(x)) () £EEED)
[ (a) Risulta f(£(x))= [ f(x)‘ -1= ' [x [—1 | -1. Procedendo come nel

1'esercizio precedente, si ottiene il grafico in figura 2.28; (b) si

veda la figura 2‘29]




2.46 Disegnare il grafico delle funzioni

y y -1 se x <0
| x*-1
i . (a) f(x) =4 x?-1 se 0<x<2 (b) f(x)= 1 .
i - i
! 3 se x > 2
- i
X \ [ (a) I1 grafico della funzione & costituito da un arco di  parabola
| (per 0<x<2) e da due semirette orizzontali, come in figura 2.32. Si
: noti che la funzione & continua su tutto 1'asse reale ed & derivabi-
le per ogni x # 2. In particolare, & derivabile anche nel punto x=0
figura 2.28 figura 2.29 (a tal fine si verifichi che, per x=0, le derivate destra e sinistra
coincidono); (b) la funzione & definita per x? -1#0, cioé per x#t1.
P 4 _1=(x2 +1)(x? -1), dove & defini i £(x)=
2.45 Indichiamo con [x] la parte intera di x, ciod il : Esszemllo :I(l 1aix 1)(xf 1), Zove & definita, la Zum;lone vla)li; (x;
PN N . =x° +1. rafico, i i .33, @ tituit 1 i
i pit grande intero minore od uguale ad x. Dise - 3 * . g21c,1? %mm. ’ ecé ?UL? atle pargbola
gnare i grafici delle funzioni equazione y=x° +1, privato dei due punti di ascissa x= * l]
(a) £(x) = ([x])? (b) £(x) = [x2]
4
[(a) La funzione & definita su R ed & discontinua per ogni x € Z. Il K Y !
grafico & rappresentato in figura 2.30; (b) si veda la figura 2.31 , i \\ / y = 3
tenendo presente che f(x) & una funzione pari ] ¢ \ 3---= ‘
\ '
\ | xi—1
\ ! fx) =
\ ‘{ x2—=1
\ | f
L |
fix) =(xn? fx) =1x2] /1 2 X '
|
|
— If — 4 = ‘ ' x
| I ! ! I
| 1 | ' 3 - .
! | | i : H figura 2.32 figura 2.33
I 1 1
} 1 : y ! re f—‘% f
! ! ! P 2.47 Studiare la seguente funzione e disegnarne il
Lo — — b= . : g g
H ! ! ! | ! T grafico
T S | 1 =1 100
—2 - 1 -
1 2 3 vz V232 f£(x) = max {x?; 3x-2}
[ In figura 2.34 sono disegnate (tratteggiate) la parabola di equazio-
figura 2.30 figura 2.31 ne y=x2 e la retta di equazione y=3x-2. Tali curw;e si incontrano
nei punti le cui ascisse soddisfano 1'equazione x° = 3x-2, cioé x=1
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e x=2. Essendo x°>3x-2 all'esterno dell'intervallo [1,2 ] ,risul - { +
ta: Vi
y 3
" x2 se x <1 oppure x >2
| 2f X
3x-2 se 1<x<2. /:\
/ | \
I1 grafico della funzione f(x) & disegnato in linea continua in figu . / !
ra 2.34] VZ j \ v 3% —x?
! = 3x —X
/ / I \
/v Ve |
y /4 ; : \\
//m -1 4 i \
< o . \
BN | / 2 \ X
! ar——- ; / \
*® / “ !
) | y=—-1 . \
Al X2 A
. fi v 7
I / N\ /
[ / \
/
A / \\
1h-—f 1 /
I
/f 1
,/ i | figura 2.35
;1 2 x .
! i 2.49 Studiare la seguente funzione e disegnarne il
figura 2.3k k grafico
g 2
: 1 8
p f(x) = (5 + 'X—z') ey
2.48 Studiare la seguente funzione e disegnarne il b
. 1
grafico 1 [ La funzione & definita per x # 0. In base ai limiti
) lim  f(x) =+ , lim  £(x) = 25,
2 1 K >+ :
£(x) = max {3x-x%; x; - =5} 3 x>0 x>t
X 2
; la retta x=0 & un asintoto verticale, mentre la retta y=25 & asinto-
[ si ottiene il grafico in figura 2.35, dopo aver verificato che 4 to orizzontale. Si ha:
1 10
f(x)=— +—3 t25-5 3
3x-x 2 se 0<x<2 X ¥
- 2 -
f(x) = -1/x se x<-1 £1(x)=m Ls " E% + _2; _ _25 (10%2 92x+2) 3
' X X X X

X altrimenti ]




80

£70) 20 60 A (1552 -20xs5)
x) =2 42 o L2 %2 -2uxts) .
XS x’-l 5 XS

La derivata prima si annulla per x=1/5 e x=1. Il punto x=1/5 & di
minimo e risulta £(1/5)=-100; il punto x=1 & di massimo e si ha:
£(1)=28. La derivata seconda si annulla per x:(lzi‘/_é_‘? )/15 che so-
no punti di flesso. La funzione risulta concava nell'intervallo

[« 12—\/5)/15, (12+\/'67)/15] . I1 grafico & rappresentato in fi
gura 2.36 |

figura 2.36

2.50 Disegnare in uno stesso sistema di riferimento i
grafici delle funzioni
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X 4

- xt g X2, xt
F.00=1- - 57 () =1 e g
Tenendo conto delle disuguaglianze dell'eserci-
zio 1.67, confrontare i grafici ottenuti con il
grafico della funzione f(x)=cos x.

[ Si verifica facilmente che la funzione f,(x) & pari, & decrescente
per x > 0 ed & crescente per x < 0. Percid x=0 & un punto di massimo
per f(x). Inoltre f1(x) & concava su R. Anche la funzione f,(x) &

pari; le sue derivate prima e seconda valgono:
X 1
£ (0 =2 (x-6) B HOR TN CRR I

La derivata prima si anmulla per x=0 (punto di massimo) e per x= +/6
(punti di minimo). Risulta £(0) = 1 e £( /6 )=-1/2. La derivata se-
conda si annulla per x = i/z_, che risultano punti di flesso.La fun
zione .f , (x) & concava nell'intervallo [- /2_, V7 ] ed & convessa
altrimenti.

In base alle disuguaglianze dell'esercizio 1.67, risulta £, (%)< oos x<

< f, (x), Vvx €R. I grafici delle tre funzioni sono rappresentatiin

figura 2.37. Per il teorema dell'esistenza degli zeri e per le propre

figura 2.37
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ta di monotonia di f, (x), f, (x), esistono numeri positivi x <x,<x,
tali che £, (% x°)= £, tx; )=f,( *x, )=0. A titolo indicativo
segnaliamo le valutazioni numeriche approssimate: x =1.32..., X, =
=1.59..., X, =3,076...; si noti che, essendo T/2=1.57 ..oy T=3.14. ..,
in accordo con le stime dell' esercizio 1.67, risulta x < m/2 <

<x, <x, < 7]

—~——7 5] Siamo a,b,c,d numeri reali. Studiare la funzie-
ne
ax+tb
f(x) = —/—
cx+d

[ se c=0, d=0, la funzione non & definita per alcun valore di x.Se c=0

e d#0, la funzione si scrive nella forma
£(x) a N b
x) = —x + —
d d

ed ha per grafico una retta. Cid completa la discussione nel caso
in cui c=0. Supponiamo nel seguito c # 0.
Se ¢ # 0, la funzione & definita per x # - d/c. Se risulta ad-bc=0 ,

con la sostituzione b=ad/c otteniamo

ax+ad/c a cx+d a c
f(x) = ——— == — == Vox#o-—.
cxt+d c cxHd c d

In tal caso il grafico di f(x) & costituito da una retta orizzontale
(y=a/c) privata del punto di ascissa x=-c/d. Infine, se c#0 e ad-bc#

# 0, la funzione si pud rappresentare nella forma

1 ax +b 1 axtad/c-ad/ctb
f(x) . — - —
¢ xtd/c c x+d/c

1 b-ad/c a 1 be-ad
= - a + ==+
c x+d/c c ¢ xtd/c

Essendo bc-ad # 0, la funzione diverge per x »>-d/c. Percid la retta

di equazione x=-d/c & un asintoto verticale. Inoltre la retta y= a/c
& un asintoto orizzontale. Le derivate prima e seconda valgono
bc - ad 2 be - ad

1
B0 == et f =7 Gaao®

La derivata prima ha segno costante (ha lo stesso segno di ad-bc ) .
Percid, se ad-bc > 0, la funzione f(x) & crescente negli intervalli
(-®,-d/c), (-d/c, +®); se invece ad-bc < 0, la funzione & decre -
scente negli stessi intervalli.

La convessitd e la concavita si studiano in modo analogo, in dipen -
denza dal segno di ad-bc, tenendo presente che il denominatore di
£"(x) cambia segno per x 2 - d/c ]

\

, \
2E. Grafici di funzioni dirrazionali

2.52 Disegnare i grafici delle funzioni
3,
(a) VX ) V% ) /TxT
[ (a) £(x) = VX. & una funzione definita e continua per ogni x > 0,ma
non & derivabile per x=0; infatti il limite (destro) del rapporto im-

crementale per x=0 & infinito:

. £(0+h)-£(0) . 1
lim ———— = lim — = lim —= =+
h>ot h prot B poot VD

©

Geometricamente cid corrisponde ad un grafico a tamgente verticale

per x=0 (la tangente & 1'asse y). Si noti che vale 1'equivalenza:

per cui il grafico di f(x), rappresentato in figura 2.38 da un trat-
to continuo, & parte della parabola (tratteggiata) di equazione x=y2
(b) la funzione f(x) = a/x— & definita e continua per ogni x €R, &
dispari, ma non & derivabile per x=0, dato che il limite del rappor-
to incrementale vale +° (figura 2.39) (c) la funzione £(x)= /Tx—r,
il cui grafico & rappresentato in figura 2.40, & definita e continua
su R. E' una funzione pari; non & derivabile per x=0 perché il 1limi-
te del rapporto incrementale, per x=0, non esiste (precisamente, il
limite destro vale + © mentre il limite sinistro vale - "’)]
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figura 2.38 figura 2.39 figura 2.40

2.5% Studiare le seguenti funzioni e disegnarmne il
grafico

(a) f£(x) = vVX+1 - VX (b) £(x)=vZ-x - VX

[ (a) E' definita per x > 0, & positiva per ogni x > 0 e risulta £(0)=
=1. L'asse x & un asintoto orizzontale per x >+ ®. Non & .derivabile

per x=0 e risulta:

lim f'(x) =-® ;
x>0
tenendo conto di cid, il grafico in figura 2:41 & a tangente verti-

cale in corrispondenza di x=0.

y4 Vo

fx) = Vi+1-Vx fix) = V2a—x=Vx

figura 2.41

La funzione & decrescente e convessa; (b) & definita nell'intervallo
[0,2] . Risulta £(1)=0, & positiva per x¢€ [0,1), & negativa per x €
€(1,2 } . Non & derivabile per x=0, x=2 e la derivata prima tende a
-® in corrispondenza di tali punti. La funzione & decrescente in
[0,2] , & convessa in [0,1 ] ed & concava in 1:1,2] . I1  punto
x=1 & di flesso orizzontale. Il grafico & rappresentato in figura
2.42]

2.54 11 potenziale elettrico V nei punti dell'asse d
un disco di raggio R (come in figura 2.43) cari
co uniformemente & dato da

V(x)=K (vVXZ#R7 - [x]),

con K > 0 dipendente solo dalla densita di cari
ca e dalla costante dielettrica. Si studi 1'an-
damento del potenziale V(x) in funzione di x e
si verifichi che V(x) ha il grafico disegnato in
figura 2.44.

I x

figura 2.43 figura 2.44

2.55 Studiare la funzione f(x) =

[ E' definita per x < 0 e x > 2. Si annulla per x=2 ed & positiva al-

trimenti. Valgono i limiti:

lim  £(x) = lim f£(x) = lim f£(x) =+® ;
x>0 X > x>+

la funzione ammette asintoto verticale sinistro di equazione x=0 e

non ha asintoti orizzontali. Riguardo agli asintoti obliqui, abbiamo:

£(x) o1, 8 . 8
lim —— = 1lim =-\|/x“-—-= lim * 1-—5= %13
x>to ¥ X gt X

x>to¥




. N . -8/x
lim f(x) + x] = lim ————%H—
4o [£C ] wotew VXE-B/X X

Percié la retta di equazione y=x & asintoto obliquo per x > +% ,men-
tre la retta y=-x & asintoto obliquo per x = -%. La défivata prima
vale

f‘(x)=——!—-—v] /x+i\

Vx -8/x k x? )

Si noti che la funzione non & derivabile per x=2 e che f'(x)>+® per
x> 2+. La 'derivata prirﬁa si annulla per x=—3‘/r ed & neg;t;;r; per
X < - 3/: . La funzione & decrescente in (- ®, - 3/: ] ed & cre-
scente negli intervalli [ <3\/:, 0), [2,+ ®). Il punto x=- 3,/: 2
di minimo relativo (interno); anche il punto x=2 & di minimo (assolu

to). Il grafico & disegnato in figura 2.45 ]

f(x) =

figura 2.45

2.56 Studiare la seguente funzione (prescindendo dal

segno della derivata seconda) e disegnarne il
grafico:
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£(x) = X2 (x-1)

x+1

[ E' definita nell'insieme (- ® ,-1)U{0 }U[1,+°). Si annulla per x=
=0 e x=1 ed & positiva altrimenti. Ha un asintoto verticale di equa-
zione x=-1 e due asintoti obliqui di equazione y=x-1 (per x >+ ©®) e
y=1-x (per x > -®). Non & derivabile per x=1 e risulta

Lin £'(x) =+
w1t
La funzione risulta decrescente per x < x = (—1—/_5 )2 ed x, & un
punto di minimo relativo. Il grafico & rappresentato in figura 2.46.
Si noti in particolare il punto di coordinate (0,0) ]

1
| L
| y
I
|
A\ |
N |
AN
e
|
AN
| } \\f
]
B
! =1

figura 2.46

2.57 Studiare la seguente funzione e disegnarne il

grafico:

£(x) = /]x?-10 x



[E' definita per ogni x €R. Si annulla per x=0, x=10, ed & positiva
altrimenti. Ammette asintoti obliqui di equazione y=x-5 (per x —> +%)
e y=5-x (per x - ). Non & derivabile per x=0, x=10, che risultano
punti di minimo assoluto (perché f(0)=f(10)=0 < f(x), VYx€R). La de
rivata prima si annulla per x=5, che risulta di massimo relativo. Da

notare i seguenti limiti relativi alla derivata prima

lim £'(x)= lim £'(x)=+®, lim f'(x)= lim f'(x)=-®
x+10" x> 0" x> 10" x>0
che, nel grafico in figura 2.47, corrispondono alle singolarita per
x=0, x=10. La derivata seconda, dove esiste, & negativa. Per finire,

osserviamo che vale 1'equivalenza:
y = V| x 2-10x (x-5)2 +y2 =25

0<x<10 y20

Cid comporta che, nell'intervallo [0,10 ], il grafico della funzio-
ne f(x) & costituito dalla semicirconferenza di centro (5,0), raggio
5, cony >0 :[

J
« Y f(x) = Vix2-10x] VA
N 5/
R\ + 7
\{5‘\ Vi
N v/
N /
\ |5 /
————— s
i /
AN I /
NO |/
\\://
5 10 x
figura 2.47

2.58 Studiare le seguenti funzioni

(a) £(x) = x - /x-x? (b) £(x)=x- \/ x-4
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[ (a) E' definita nell'intervallo [0,1] . si annulla per x=0 e x=1/2;
& positiva nell'intervallo (1/2,1]. ©Non & derivabile per x=0, x=1,
che risultano punti di massimo. La derivata prima si annulla per x=
=1/2- Volu , che & un punto di minimo interno. La funzione & con-
vessa nel suo insieme di definizione. Il grafico & riportato in fi-
gura 2.48.

(b) E' definita nell'insieme (- ,-2 JU[ 4,+ ©). E' positiva per
X > 4 ed & negativa per x < - 2. Le rette di equazione
V2 V2 .
Y=<1+—2~>xi7 (per x >1®)
sono asintoti obliqui per f(x). La funzione non é derivabile per
x=-2, x=4, che sono punti di massimo relativo. Il punto x=1+ \/Fé
di minimo relativo. La funzione & convessa negli intervalli (-,

-2] e [ 4,+ ®). I1 grafico & riportato in figura 2.49]

Y

L e
}\/
i =

2.59 Studiare la funzione f(x) = x2/3 (x-1)

figura 2.48 figura 2.49

1/3

[ La funzione & definita su tutto 1'asse reale. Si annulla per x=0,x=
=1 ed & positiva per x > 1. la retta di equazione y=x-1/3 & un asin
toto obliquo per x >*® . La derivata si annulla per x=2/3, che &
un punto di minimo relativo. La funzione non & derivabile nei punti
x=0, x=1 e valgono i limiti:

lin £1()=+ @5 ln £ ©; Lin £1()° lin £100= +

x>0 x >0 x>17 x>1
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il diverso comportamento della derivata prima a destra e sinistra di
0 rispetto al comportamento a destra e sinistra di 1 si rispecchia
nelle differenze del grafico in figura 2.50 nell'intorno di x=0, ri-
spetto all'intorno di x=1. La funzione risulta convessa negli inter-

valli (-®,0 ] 5 [0,1] e concava in [1,+°°) ]

y 4
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x++% di equazione y=x+5/3. La funzione & derivabile per ogni x# 0
e f'(x)>+® per x >0. La derivata prima si annulla per x=-2 (punto
di massimo) e x=-4/3 (punto di minimo). E' crescente negli®interval-
1i (-*”,-2] 5 [-4/3,+% ), mentre & decrescente nell'intervallo [’Z,
-4/3] . 11 grafico & rappresentato in figura 2.52]

Yy
3
¢ y f(x) = Vx3+5x2+8x
3
fx) = Vaxr—x(1+xH /
7/
N s
N -2 7
}\ I [z i_i x

7 3N |1 //j 3 an

'/ RN X z :

4 | Y X

4 '\P ; AN S
nd AN
+ £ N
7y S e\\
75 X
figura 2.50
2.60 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il
grafico
3 3 figura 2.51 figura 2.52
(a) f(x)= VixZ-x(1+x2) (b) f(x)= VX3+5x2+8x

[ (a) Definita per ogni x €R; si annulla per x=0 e x=1 (ed in tali pun
ti la funzione non & derivabile); & positiva per x < 0. La derivata
prima si annulla per x=1/3, che & un punto di minimo relativo.La ret
ta di equazione 3}:2/3—x & un asintoto obliquo (per x>*®) per 1la
funzione. E' convessa negli intervalli [0,1 ] e [1,+®) ed &

concava in (-% ,0 ] I1 grafico & rappresentato in figura 2.51.

(b) La funzione, definita per ogni x € R, si annulla per x=0, & posi

tiva per x > 0 ed & negativa per x < 0. Ammette asintoto obliquo per

5
4 2.61 Studiare la funzione f£(x) = <3 (S-X)”

[ E' definita su R. E' negativé per x > 5, si annulla per x=0, x=5, ¢&
positiva altrimenti. Ammette asintoto obliquo di equazione y=3-x.Non
& derivabile per x=0, x=5. La derivata prima si annulla per x=2 ed
& positiva nell'intervallo (0,2). Il punto x=2 & di massimo relativo.
I1 punto x=0 risulta di minimo relativo (perché f(x) & decrescente

per x < 0 ed & crescente per x € [0,2] ). La derivata seconda, quan-
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do esiste, & positiva per x > 5 ed & negativa per x < 5. La funzione
risulta convessa nell'intervallo [ 5,+ @ ). Il grafico & rappresen-
tato in figura 2.53]

figura 2.53

2F. Grafici di funzioni logaritmiche

2.62 Studiare la funziome f(x) = x log x

[ E' definita e continua per x > 0. Risulta f(x) > 0 se e solo se logx
> 0, cioé se e solo se x > 1. Come verificato nell'esercizio 2.29
(a), la funzione non ha asintoti verticali, né orizzontali, né obli-
qui. La derivata prima vale f'(x) = log x + 1, per ogni x > 0. Per-
cid £'(x) > 0 se e solo se log x > - 1, cioé se e solo se x > 1/e ;
inoltre £'(x) = 0 per x = 1/e. Ne segue che f(x) & strettamente de-
crescente in (O,I/e] ed & strettamente crescente in [1/e,+ ® )5 il
punto x=1/e & di minimo (relativo ed assoluto). Essendo f"(x)=1/x >0

per ogni x > 0, la funzione & convessa in (0,+® ). Si osservi anche
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che f'(x) = -%® per x »ot. 11 grafico & rappresentato in  figura

2.54]

f(x) = x logx

figura 2.54 figura 2.55

2.63 Studiare la funzione f(x) = log,log x.

cioé

[ La funzione & definita per quei valori di x per cui log x > 0,
per x €(1,+®). Per x=e risulta log e=1, e quindi f(e)=0; inoltre
£(x) > 0 per x > e, £(x)< 0 per x € (1,e). Dato che f(x)>-* per
x> 1+, la retta di equazione x=1 & un asintoto verticale per il gra-
fico di £(x). La funzione non ha asintoti orizzontali, perché £(x) >
-+ ® per x >+® . Non ha neanche asintoti obliqui, perché, in base
alla regola di L'H6pital, risulta

X
.f_(i)_ - Lin log, log _ . 1 o,

lim im
og 2
x>+ ¥ x>+ X x>+ X log x log

Le derivate prima e seconda valgono, per ogni X > 1,

1 1t+log x

- . 0(x )=
£1(x) Cx log x log 2 3B log 2(x log x) 2

Si vede facilmente che £'(x) > 0 e che f'"(x) < 0 per ogni x > 1. Per
cid £(x) & crescente e concava in (1+%®). Il grafico & rappresentato

. 2y
in figura 2.55; per fare il disegno & utile osservare che f(e® )=1 ]
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2.64 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il

<

o= R~

grafico

(a) £(x) = x log2x (b) f(x)=log2x+2 log x

[(a) E'definita e continua per x > 0, si annulla per x=1 ed & positi-
va altrimenti. I1 limite di f(x) per x 0" vale 0. Non ha asintoti.
La funzione & derivabile per x > 0 e le derivate prima e seconda val
gono

£'(x) = log x (log x +2) ; f"(x) = ; (log x + 1) .

'La derivata prina si annulla per x=1 e xie_z, & negativa nell'inter-
vallo (e_2,1) ed & positiva altrimenti. Inoltre, si noti che £1(x)~>
> +%® per x sot. 11 punto x=e 2 & di massimo relativo (e risulta
£(e?)=4e72), mentre x=1 & di minimo. La derivata seconda si annulla
per x=e—l, che & un punto di flesso, dato che f'"(x)>0 per x > et )
mentre f"(x) < 0 per x E(O,e—l). I1 grafico & rappresentato in figu-
ra 2.56.

(b) E' definita per x > 0. Si annulla per x=e™? e x=1 ed & negativa
in (e'z,l). L'asse y & asintoto verticale. E' decrescente in (0,e ]
crescente in [e_1,+ @ ); il punto x=e™! & di minimo assoluto ed il
valore minimo & f(e_1)=—1. La funzione & convessa in (0,1] , & conca
va in [ 1,+ ®). Il grafico & rappresentato in figura 2.57 ]

f(x) = log?x +2 logx

f(x) = x log®x

figura 2.56 figura 2.57

t 2.65 Studiare la funzione f(x) =
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_ _log x
1+log x

[ L'insieme di definizione & (0,e 1)U (e™,+ ®). La funzione si annul
la per x=1, & negativa nell'intervallo (e™1,1) ed & positiva altri -
menti. Valgono le relazioni di limite

lim f(x) = 13 1lim f(x)= + © ; lim f(x) = 1 .
x>0t x~>1jet P
Per‘cib, la retta x=1/e & asintoto verticale per f(x), mentre la retta
di equazione y=1 & asintoto orizzontale. Le derivate prima e seconda

valgono:

1 -(log x+3)

B0 e 0 ? 10 = T g 07

Si osservi che f'(x) >+ per x> o*. Essendo £'(x) > 0 per ogni x del
1'insieme di definizione, la funzione & strettamente crescente in
(0,9_1) e (e_l,+°° ). La derivata seconda si annulla per x=e 3 ed &
positiva nell'intervallo (e-3, e_l), dove la funzione & convessa. I1

punto x=e™3 & di flesso. Il grafico & rappresentato in figura 2.58 ]

[}
N
-

>

figura 2.58

2.66 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il

grafico

1+x

1-x

1+x

(a) £(x) = log 1ox (b) f(x)=log
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[(a) E' definita nell'intervallo (-1,1). Si annulla per x=0 ed & posi = log x?
tiva per x €(0,1). E' una funzione dispari, infatti (X+2 |
. 1
1-x 14x 1+x .
£ ( -x)=log T = log = = - log I-_); = - f(x) . [ B! definita per x # - 2, x # 0. Si annulla per x=-1, x=2. Valgono le
relazioni di limite
Le rette di equazione x=-1, x=1 sono asintoti verticali per la fun - 3 . . £(x)
. deri ; < d 1 lim f(x)=t® ; lim f(x) = - ®; lim f£(x)=t ®; lim -0
zione. Le derivate prima e seconda valgono x> -2 x>0 >t x>tm X
£1(x) = 2 > 3 £1(x) = % La funzione ammette due asintoti verticali, di equazione x+2=0, x=0.
1-x (1-x°) La derivata prima si annulla per x=-4 ed & positiva negli intervalli

Si verifica che f(x) & strettamente crescente, e che & convessa in (-4,-2), (0,+®). Il punto x=-4 & di minimo relativo. Il grafico &

rappresentato in figura 2.61]

[0,1)‘ I1 punto x=0 & di flesso. Il grafico & in figura 2.59. Osser

viamo che f(x) & esprimibile in termini della funzione inversa della

tangente iperbolica nel modo seguente: f(x) = 2 sett tg h x.

(b) E' definita per x# *1. E' una funzione dispari. Le rette x=11
- sono asintoti verticali; la retta y=0 & asintoto orizzontale. Le de-

rivatle di f(x) hanno la stessa espressione analitica delle derivate f(x) = losf_xéz—l
calcolate nella precedente parte (a) (si ricordi a tal fine che la
derivata, rispetto a t, della funzione log |t | & 1/t). La funzione
& crescente in (-1,1) ed & convessa in [0,1) e (1,+®). 11 grafico

& riportato in figura 2.60 ]

2 X
y i y :
| f(x) = log im |
l ! !
| | | !
| | L ! ’
t . } |
-1, 11 % -1 11 X .
| i | | figura 2.61
| 1 : ]
| f(x) = |og1% : | 2.68 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il
| | I grafico
| ) ~
(a) f(x)=x(3-log?x) (ﬁ\)\ f(x)=x(1+Tog?|x|)
figura 2.59 figura 2.60 ' A . y +/3 . "
[ (a) E' definita per x > 0. Si amnulla per x = e ed & positiva
B o
nell'intervallo \e ) . La funzione non ha asintoti, a

2.67 Disegnare il grafico della  funzione £(x) =
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causa delle relazioni di limite:

£(x)
lim f(x) =0 ; lim £(x) = lim —— = - ©.

x> ot x>+ x>+ X
La derivata prima f‘(x):3-1og2x-2 log x si pud studiare ponendo t=
=log x e risolvendo la disequazione di secondo grado 3-t2 -2t > 0.La
derivata prima risulta positiva per x e(e‘a,e). I1 punto x=e_3 e di
minimo, mentre il punto x=e & di massimo; in corrispondenza la fun -
zione assume i valori f(e_3)=-6e_3, f(e)=2e. Si verifica anche che
la funzione & convessa nell'intervallo (0,1/5] ed & concava in
[ 1/e,+©); il punto x=1/e & di flesso, e risulta f(1/e)=2/e.Il gra
fico & rappresentato in figura 2.62.
(b) E' definita per x#0. E' una funzione dispari. Non ha asintoti.Le
derivate prima e seconda valgono

f'(x) = (1+log |x | )2 (%)= -i‘ (1+log [x | ), Vx#0.
E' una funzione crescente. I punti x= *1/e, in cui si annullano sia
la derivata prima che la derivata seconda, sono di flesso a tangente
orizzontale. Si noti infine che, per x 0, la retta tangente diven-

ta verticale. Il grafico é in figura 2.63 ]

f(x) = x (14log®ix))

f(x) = x (3—log?x)

figura 2.62 figura 2.63

99

2.69 Disegnare i grafici delle funzioni

ENT

(a)  f(x)=x?(log|x]|- % ) (b)) £(x)=x"(log|x[-

[ (a) E' una funzione dispari,definita per x#0; £( % 3/;_) =0; x=1 @&
un punto di minimo, x=-1 & un punto di massimo. E' convessa negli
intervalli (- Y2,0), (e’1/2,+@); i punti x=+ e /2
so. Per x >0 risulta £(x) 20, £'(x) = 0. Grafico in figura 2.64.

sono di fles-

o
b) E' una funzione pari, definita per ogni x#0. Si annulla per

4
x=1% Ve 5 x = * 1 sono punti di minimo. E' convessa per ‘x|>

-1/3
> e . Per x »0 risulta f(x) >0, £f'(x) > 0. Grafico in figura

— ]
b e’ —1 e
™t T
| !
Il 1

1 1
fx) = x3(lo Ix— L f(x) = x* Ioglx!——)
9 3) ( 4

figura 2.64 figura 2.65

2.70 Studiare la funzione f(x) = x/log|x| .

[ E' una funzione dispari, definita per x#0 e x#+ 1. In base ai limi-
ti
. f(x
lin £(0=0 , lin ()=t , ln £(x)- t®, lim ),
x>0 x>11- x »to x>teo X
si pud affermare che f(x) ammette x= * 1 come asintoti verticali, e
non ha altri asintoti. La derivata prima si annulla per x=e (punto
di minimo) e x=-e (punto di massimo). La derivata prima converge a

zero per x> 0. La derivata seconda si annulla per x=% e? , che sono
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f(x) = x

punti di flesso. Il grafico & rappresentato in figura 2.66]
yd

|
log|x| I

el

—e —e —1

|
|
|
l
!
|

1 e e

P —

|
|
|
|
1
I
l
|
|
|
|
|
|
|

i
|
|
N
|
1
|
I

figura 2.66

2.71 Disegnare il grafico delle funzioni

c= e ed ha un punto di flesso per x=e

2
X
a f(x)= ————— b) f(x)=log x-log?x
(@) £0= ey (b) £(x)-log x-log
[(a) Definita per ogni x > 03 1im £(x) = 0. Non ha asintoti. La deri
x>0t
vata prima & positiva per ogni x>0 e converge a zero per x~>o'. La

funzione & concava nell'intervallo [ l,e ]. 1 punti x=1, x=e  sono

di flesso. Il grafico & in figura 2.67.

(b) Definita per x€ (0,+® ). L'asse y & asintoto verticale. Si annul-

la per x=1, x=e; & positiva nell'intervallo (1,e). Ha massimo per x=
1/2 3/2. I1 grafico & in figura

2.68 ]

.73
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f(x) X y
x) = —
1+ log2x
3/2
| " e
| L . —
| e o\ .
|
|
|
F--- 1
|
i i
| = —
| i f(x) = logx—log2x
1 e X
figura 2.67 figura 2.68

Studiare le seguenti funzioni:

(a) y=x*-Sx+log [x-1| (b) y=x?-3x-log|x-1|

[ (a) Definita per x#1. Asintoto verticale per x=1. Punto di massimo
7
per x=3/2, punto di minimo per x=2. E' convessa negli
(-», 1-v2/2], [1+V2/2, + ®).

(b) Definita per x#1. Asintoto verticale per x=1. I punti x=1/2, x=2

intervalli

sono di minimo relativo. E' convessa negli intervalli (- ©,1),(1,+®)
e non ha puntij di flesso ]

Disegnare il grafico de&le funzioni f(x) sotto-
indicate, dopo aver semplificato 1' espressione
in base alle proprieta dei logaritmi e del valo
re assoluto.

(a) f(x)=x+ log|x|- log |x®-x|
(b) f(x)=2x+1+log [x3+x2+x+1[-log|[x+1|

[ (a) La funzione & definita per x # 0. Semplificando in base alle pro

prieta dei logaritmi e del valore assoluto, si ottiene per ogni x#0:
f(x) = x - log 'xz—l‘

La funzione tende a *% per x >+ . Le rette di equazione x= *1 sg
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no asintoti verticali non ci sono altri asintoti. Le derivate prima

e seconda valgono

2 2
X -2x-1 x?% +1
—_— f'Y(x) = 2 —5—=

£1(x) =
® -1 (x2-1)?

La derivata prima si annulla per x=1 * v 2 , che sono punti di mi-
nimo relativo. La derivata seconda, quando & definita, & positiva.Il
ti nt;

inuy;

grafica & rappresentato in figura 2.69; si noti la di.

liminabile) per x=07

(b) La funzione & definita per x#-1. Semplificando si ottiene
£(x) = 2xtltlog(x 2 +1) , Vx#-1.

Le derivate prima e seconda valgono

2 2
X ©+x+l 1-x
fi(x) = 2 ——— (%) = 2 ———
& x %1 2 (x%+1)2
La funzione risulta crescente; & convessa nell'intervallo (-1,1 ]

ed é concava all'esterno. Il punto x=1 & di flesso, mentre si ricor-
di che f(x) non & definita per x=-1 (ma pud essere prolungata con
continuita) ]

y{ f(x) = x 4 logixl—loglx®—x|

-

1-v2

figura 2.69

2.74 Determinare 1l'insieme di definizione, il segmno,

gli asintoti, il segno della derivata prima, e
disegnare il grafico della funzione
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£(x) = __log x
etx log x

[ La funzione non & definita per x < 0. Per determinare 1'insieme di de
finizione di f(x) occorre stabilire se il denominatore si annulla per
qualche x € (0,+®); a tal fine, studiamo, per x > 0, la funzione

g(x) = etx log x .

Risulta lim g(x) = e, 1im g(x) =+®, lim g(x)/x=t® .
x>0t x> +® Xx>+®©

La derivata g'(x) = log x + 1 si annulla per x=1/e, & positiva per x>
>1/e, ed & negativa se x €(0,1/e). La funzione g(x) & decrescente  in
(0,1/e ] ed & crescente in [ 1/e,+®). Il punto x=1/e & di minimo
assoluto ed il valore minimo & g(1/e)=(e? -1)/e > 0. Percid la funzig
ne g(x) & positiva per ogni x €(0,+®). Il grafico di g(x) & rappre-
sentato in figura 2.70.

h(x) = e —xlog?x

e i
e~ 4 :
B 1 !
ST g (x) =e+xlogx € ! !
! i ! .
! 4 1 1 e\ x
] X e?
e
figura 2.70 figura 2.71

Dato che g(x)>0 per ogni x > 0, la funzione f(x) & definita per ogni
x > 0, si annulla per x=1, & positiva per x > 1 ed & negativa nell'in
tervallo (0,1). Si verifica facilmente che 1'asse y & un asintoto ver
ticale (destro) e che 1'asse x & asintoto orizzontale per f(x). La de
rivata prima, per x > 0, vale:

e - x 1og2 X

£100 = x(e+x log x)?

I1 denominatore di f'(x) & positivo per ogni x > 0. Consideriamo il
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numeratore:
h(x) = e-x log? x

La funzione h(x) & definita per x > 0, tende ad e per x> O+, diver-
ge a- ® per x> +® . La derivata

h'(x) = - log x (log x + 2)

si annulla per x=1 e x=e_2. I1 punto x=1 risulta di massimo, mentre
il punto x=e? & di minimo relativo. Si veda il grafico di h(x) in
figura 2.71. In particolare, essendo h(e_z) = (e3—lo)/e2 >0, la fun
zione h(x) & positiva nell'intervallo (0,1 ] ; dato che h(x)& stret
tamente decrescente per x > 1, si annulla una sola volta. Da verifi
ca diretta si riconosce che h(x)=0 per x=e. Percid h(x) < 0 per x>e
e h(x) > 0 per x€ (0,e).

In base al segno di h(x), la derivata f'(x) risulta positiva in
(0,e) e negativa in (e,+ ®). Il punto x=e & di massimo (assoluto )
per f(x). Il grafico di f(x) & rappresentato in figura 2.72 |

e—+xlogx

figura 2.72
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2.75 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il
grafico

(a) f(x) = x log (1 + —3:)

1 i
(b) f(x lo 1+ = -
( (x) g . Tix
[ (a) La funzione & definita nell'insieme (- ,-1)U (0,%#® ). E' posi-
tiva nel suo insieme di definizione. In base alle relazioni di limi-
te
lim f(x) =0 , lim £(x)=t ® , lim £(x) = 1,
x>0t x>-17 x>t
si deduce che la retta x=-1 & un asintoto verticale (sinistro)e y=1
& asintoto orizzontale per f(x). Le derivate prima e seconda valgono

Flo=tog (10 T )= g = —
X )=10} - - X = —
8 x 1+x x(1+x)?

Dal segno della derivata seconda si pud risalire al segno della deri
vata prima. Infatti, ad esempio per x > 0, risulta f'(x) < 0 e quin
di f'(x) & una funzione strettamente decrescente. Dato che f'(x) =0
per x >+, ne segue che f'(x) > 0 per ogni x > 0. Analogamente, es-
sendo f'"(x) > 0 per ogni x < - 1, in questo caso la derivata prima &
strettamente crescente; dato che f'(x) > O per x > -® , ne segue di
nuovo che £'(x) > 0. Percid f'(x) > 0 nell'insieme di definizione (si

y

f(x) = xlog(1 +—1—)

-t

figura 2.73
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veda anche 1'esercizio 1.54). La funzione risulta crescente e conves
sa in (- ® ,-1), crescente e concava in (0,+ ® ). Il grafico & rap -
presentato in figura 2.73.

(b) La funzione & crescente e convessa in (- ® ,-1), decrescente e
conwessa in (0,+®). Le rette x=0, x=-1 sono asintoti verticali, la

retta y=0 é asintoto orizzontale ]

26. Grafici di funzioni esponen=ziali

2.76 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il
grafico

1
X

(a) £ = e Kb) £00 = %

[(a) E' definita per x#0; & positiva per ogni x#0. Dalle relazioni di
limite
lim f(x)=+ «®, lim f(x) =0 , lim f(x) =1,
x>0t x> 07 x >t
segue che la retta di equazione x=0 & un asintoto verticale destro ,
mentre y=1 & un asintoto orizzontale per x>+® (si veda anche l'e -

sercizio 2.29 (b)). Le derivate prima e seconda valgono
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Si noti che f'(x) *0 per x>0 ; cid significa che la retta tangente di
venta orizzontale quando x si avvicina a 0 da sinistra. Dal segno del-
la derivata prima si deduce che f(x) & decrescente in (- ® ,0),(04+®).
Dal segno della derivata seconda si deduce che f(x) & convessa negli
intervalli [—1/2,0) e (0,4 ) ed & concava in (- ®,-1/2 ] . Il grafi-
co & rappresentato in figura 2.7k.

(b) Grafico in figura 2.75 ]

Studiare la funzione f(x) = e*-x.X

[ La funzione & definita su tutto 1'asse reale. Prima di studiarne il

segno, é opportuno calcolare la derivata prima:
X
f'(x) =e - 1.

Risulta £'(x)=0 per x=0, £'(x) > O per x > 0 e f'(x)< 0 per x < 0.La
funzione & quindi crescente in [ 0,+ ® ), ed & decrescente in(—‘”,O].

I1 punto x=0 & di minimo assoluto e risulta
9]
f(x) 2 £(0) = e -0=1 Vx €R.

In particolare ne segue che la funzione & positiva per ogni x€ R. Si
verifica che la retta di equazione y=-x & asintoto obliquo per la
funzione per x >- ®. La funzione & convessa su R. Il grafico & rap -

presentato in figura 2 .76]

1 1 L qaax
= oX R . 1" - X .
f1(x)= e < x2> H f'(x) = e M
y
y
1 N x=1
f(x) =ex / flx) =e ¥
ef __
oM >~ /
\\ 4 .
d
N i
_an X 1 X
2

2
figura 2.74 figura 2.75

4
y =1
] e —— — — = —
o= —r
e*+1

b3

- y=—t |

X
figura 2.76 figura 2.77



e -1
e*+1
[E' definita su R. E' una funzione dispari; infatti: . \

2.78 Studiare la funzione f(x) =

=X X X

£(-x) e -1 lle -1 1-e )

) m e = - o - - f(x
e X 41 1/e* + 1 1+ eX

La retta y=1 & asintoto orizzontale per x = +® ; la retta y=-1 & asin

toto orizzontale per x >- ®. Le derivate prima e seconda valgono

X

X X
£1(x) = @HE f(x) = el \ b

|
|
|
Essendo f'(x) > O per ogni x €R, la funzione & crescente su R. Essen- | L
|
|

do £'"(x) 2 0 per x § 0, la funzione é convessa in (- ® ,O] ed &

concava in [O,+ @ ). Il punto x=0 & di flesso. Il grafico & rappre-

sentato in figura 2.77 ]

2.79 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il )
grafico 4 figura 2.78 figura 2.79

] N
= — -2
(®) £(x) 3+e X 2.80 Studiare la funzione f(x) = Xex

(a) £(x)

e*-2

a) E' definita per ogni x # log 2. E' positiva per x > log 2, & nega .
[ ) P e € P P &% 62 [ Per il calcolo delle derivate & conveniente scrivere la funzione nel
tiva per x < log 2. La retta di equazione x = log 2 & un asintoto ver

la forma f(x) = (x-2)e *. Ha wn asintoto orizzontale (per x>+®) di
ticale. La retta y=0 & un asintoto orizzontale per x > +%® , la retta . . 5. .
N . equazione y=0. Si annulla per x=2. Il punto x=3 & di massimo. Il pun
y=-1/2 & asintoto orizzontale petr x > -® ., E' decrescente e convessa Y . . N . .

T to x = 4 & di flesso. Il grafico & rappresentato in figura 2.80 |
per x > log 2, & decrescente e concava per x < log 2. Il grafico & in

figura 2.78.
(b) E' definita, positiva e strettamente crescente su tutto 1! asse
reale. Ammette asintoti orizzontali di equazione y = 1/3 (per x> +®)

ey =0 (per x >-®). E' convessa per x < - log 3 ed & concava

‘per x > - log 3.

I1 punto x = - log 3 & di flesso. Il grafico & rappresentato in figu
ra 2.79 ]

figura 2.80
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©2.81 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il gra
fico

X= { x? -x-ZI

(a) f(x) = e >?b) f(x)= e

[ (a) La funzione & definita, positiva e continua per ogni x€ R. Dato
che f(x) 0 per x *+®, 1'asse x & asintoto orizzontale per f(x). Per
studiare la monotonia e la convessita di f(x), é opportuno preliminar
mente stabilire il gegno del trinomio x? -x-2 (che & positivo all'e-
sterno dell'intervallo [-1,2 ] ed & negativo all'interno) ed in con-
seguenza scrivere:

-X 242x+2
e se X < -1, oppure x > 2
£0= x2 -2
e se - 1<x<2.

La funzione non & derivabile per x=-1, x=2 (e cid & ben visibile nel
grafico in figura 2.81). Si verifica poi che la derivata prima & po
sitiva per x < - 1 e 0 < x < 2, mentre & negativa per -1'< x < 0 e
x > 2. La derivata prima si annulla per x=0, che & un punto di minimo
relativo; i punti x=-1, x=2 risultano di massimo relativo. La deriva-
ta seconda, quando & definita, & positiva; la funzione non ha punti
di flesso.

(b) Definita e positiva per x # 0. Valgono i limiti:

lim £(x) = lim £(x) =0 ; lim £(x) = lim £(x)=+ @
X>-® x >0 x >0t x>+©

f(x) = e x"I¥x-2l

figura 2.81
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La funzione ammette asintoto orizzontale di equazione y=0 e asintoto
verticale x=0 (per x*’O*). La derivata prima é positiva per x <-1 e
x > 2. La funzione non & derivabile per x=-1 (che & un punto di mas-
simo relativo) e per x=2 (punto di minimo). La derivata seconda,dove

& definita, & positiva |

;2.82 Disegnare i grafici delle funzioni

ex2 -4x=5 1 e~(x+2)2+
& £ = o 1 (b) £0G)= e 1
e - e R

[ (a) figura 2.82 ; (b) figura 2.83]

by | y

I
T 1T

—1

I |

{ i

1 | -

| | |
S S S '

| ; . |

| |

|

| ! |

| ! |

I ! |

| |

figura 2.82 figura 2.83

X 2.83 Studiare le seguenti funzioni e
grafico

disegnarne il

(a) f(x) = e" /2x*1

[ (a) Definita per x > - 1/2; £(-1/2)=0; & positiva per x > - 1/2. Ten
de a + ® per x *+%® e non ha asintoti. Le derivate prima e secon-

(b) £(x)=e ™ VX-T
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da, per x > - 1/2, valgono

£100 = 2 X x+1 G = 26t 2x 2 Hix+l
x) = 2e 5 X) = 2€ ‘_—W'Z
Ver (2x+1)

La derivata prima & positiva per ogni x > - 1/2 e tende a +® per
x> -1/2. La funzione & convessa per X 2 - 1+ ‘/_2-/2; il punto
x=~1+\/—2—/2 & di flesso. Il grafico & rappresentato in figura 2.84.

(b) Definita per x 2 15 £(1) = 0; & positiva per x > 1. L'asse x @
asintoto orizzontale per x>+ ®. Non & derivabile per x=1 e f'(x) >
+® per X 1*. Ha punto di massimo (assoluto) per x=3/2 ed un punto

di flesso per x > 3/2. Il grafico & rappresentato in figura 2.85]

y y 4
f(x) = e V2x+1 f(x) = e*Vx—1
2
/o
i/ ,
[ |
| i
- - L
%I X 11 32 (3+V2)/2 X
figura 2.84 figura 2,485
2.84 Studiare la funzione f(x)= ¥ (3)(—2)1/9,

[ E' definita e continua su tutto 1'asse realé. Si annulla per x = 2/3

ed & positiva per x > 2/3. L'asse X & asintoto orizzontale per x> +®.

Non & derivabile per x=2/3 e £'(x)>+® per x> 2/3. La funzione ha
un punto di massimo (assoluto) per x=1, due punti di flesso per x=0,
x=2, e cambia la concavita anche in corrispondenza di x=2/3. I1 gra-

fico & rappresentato in figura 2.86 ]

2485 Studiare la funzione f(x) = x el%8X
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yd |
| /7
VA N
|
1
1 H _
l2/3 1 2\ N
l
=
—~ f(x) = e *(3x—2)"°
figura 2.86
1

X

[ E' definita nell'insieme (0,1) U(1,+®) ed & positiva in tale insie

me. Essendo
. . -~ o
lim f(x) = 0+1=0, 1lim f(x) =l*e =0, lim f(x)=le =t@,
x>0t x> 17 x =1t

la retta x=1 & 1l'unico asintoto verticale (destro) per f(x).Dato che
£(x)> +® per x >+ , & opportuno verificare se esistono asintoti o

bliqui; risulta:

1
. )
lim —> Lin eloBX =1
x>+ X X>+®©
I A
] olog % -1 (L'Hopital) 1

lim [ f(x)-x ] = lim ————— = 1im elog X
x>+ © x>+ L/x X >+ ® log? x

Si verifica separatamente, utilizzando di nuovo il teorema di L'Hopi
tal, che x/1log? x >+ ® per x> +® . Percid [ £(x)-x ]>+© per x>+
e 1a funzione non ha asintoti obliqui. Le derivate prima e seconda
valgono




1 1 P
log? x-1 ) Tog ¥ -log?x+2logx + 1
£ (x)=e log x __?__2_ £1(x)= e g e e .
log “x x log "x

Risulta £'(x)=0 per log x= *1, cioé per x=e e per x=1/e; f(x) & cre-
scente negli intervalli (0,1/e), (e,+®). Il punto x=1/e & di massi-
mo relativo, x=e & di minimo relativo. Risultano utili per disegnare

il grafico in figura 2.87 anche i limiti seguenti:

lim £'(x) =1

lim £'(x) = 0.
x>0 x > 17

- V2 1+V2
La funzione & convessa negli intervalli | e , 1), | 1,e

1+/72 )
I punti x=e sono di flesso ]

-——a— _[ _________
/
T\
|
B LD -
11 e o1tV X
e
figura 2.87

2.86 Studiare la seguente funzione (prescindendo dal

segno della derivata seconda) e disegnarne il
grafico

X
xXe

x-log x

f(x) =

o| -~
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[La funzione non é definita per x < 0. Per determinare 1'insieme di

definizione occorre stabilire se il denominatore si annulla; a tal
fine, studiamo per x > 0 la funzione

g(x) = x - log X .

La derivata g'(x) = (x-1)/x si annulla per x=1, & positiva per x>1
ed & negativa nell'intervallo (0,1). Percid x=1 & di minimo assoluto
per la funzione g(x) e si ha g(x) > g(1)=1, per ogni x > 0.

Quindi il denominatore di f(x) & sempre positivo; ne segue che
f(x) & definita e positiva per ogni x > 0. Essendo

li$ f(x) =0 , lim f(x) =0,
x>0 X>+®©

la retta y=0 & l'unico asintoto per f(x). La derivata prima vale
X

e
£1(x) = m (x-1) (log x-x-1)

Allo scopo di stabitire il segno di £'(x), & utile studiare per x>0
la funzione:

h(x) = log x - x - 1.

Come fatto in precedenza per g(x), si verifica che h(x) & crescente
in (0,1] ed & decrescente in [ 1,+ ©); il punto x=1 & di massimo
assoluto per h(x) e si ha h(x) < h(1) =-2. Ne segue che

£1(x) 20 <= x-1<0 <=> x<1;

f'(x) <0 <=> x1>0 <=> x > 1.

xe~X

figura 2.88
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I1 punto x=1 & di massimo (assoluto) per f(x) ed il massimo vale
£(1)=1/e. Per disegnare il grafico in figura 2.88 & anche utile os-

servare che f'(x) 0 per x> ot ]

2.87 Studiare la funzione £(x) = e <log|x[+ [_il_) o

[E' definita per x#0 e si pud rappresentare nella forma:

-X

e (log x +1) se x>0
£(x) =

-X

e (log(-x)-1) se x <0 .

Cominciamo a studiare la funzione per x > 0. E' positiva per x > 1l/e
ed & negativa nell'intervallo (0,1/e). In base ai limiti:

lim f(x) =-® , lim f(x) =0 ,
x ot x>
si pud affermare che x=0 & asintoto verticale destro e y=0 & asinto-

to orizzontale per x = +® . La derivata prima vale
. -x [ 1
f'(x) = e —-logx=-1}, Yx>0.
X
Allo scopo di determinare il segno di f'(x), consideriamo

1
g(x) == -logx-1;
X

1
Essendo g'(x) = - =, (1#x) < O per ogni x > 0, la funzione g(x) &
X

strettamente decrescente. Dato che g(1)=0, la funzione g(x) & positi
va in (0,1) ed & negativa in (1,+®). Percio f'(x) & positiva in
(0,1) ed & negativa in (1,+®); il punto x=1 & di massimo relativo
per f(x), ed il massimo vale f(1)=1/e.
Per x < 0 la funzione f(x) & positiva nell'intervallo (-® ,-e) ,
si annulla per x=-e ed & negativa in (-e,0). In base ai limiti
£(x)

lim f(x) =- ®, lim f(x)=t ® , lim =-©
x>0~ x> -® gx>-o X

risulta che x=0 & asintoto verticale sinistro e che f(x) non ha al-
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tri asintoti per x @ -%® . La derivata prima vale !
-x (1 | Vo
f'(x)= e —=-log (-x) + 1) , Vx<O0.
X
Per determinare il segno di f'(x) per x < 0, consideriamo
1
h(x) = = - log(-x) + 1 ;
X
la derivata prima vale h'(x) = - —5 (14x), si annulla per x=-1,& po-
b

sitiva per x < - 1 ed & negativa in (-1,0). La funzione h(x)é stret-
tamente crescente in (- ®,-1] ed & strettamente decrescente in [—1,
0) . Il punto x=-1 & di massimo per h(x). Essendo h(-1)=0, risulta
h(x) < 0 in (-%,-1) e in (-1,0). In corrispondenza, f'(x) si annul-
la per x=-1 ed & negativa per ogni altro x < 0. La funzione f(x) ri-
sulta strettamente decrescente in (- ® ,0) ed il punto x=-1 & di
flesso a tangente orizzontale. Il grafico & rappresentato in figura
2.89 ]

v
f(x) = e* (Iogle|+l—i—l>

figura 2.89
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. ) . . Vx
2.88 Disegnare il grafico della funzione F(x)=x"".. [ (a) si ha f(x) =
sitiva per x > 0. L'asse y & asintoto verticale. La derivata prima

log x)° log x)*
x( g *) = e( 8 %) . La funzione & definita e pg

[E' possibile rappresentare la funzione nella forma

Vx Vx . (log x)"* 1
Fx) = x e logx X Fi(x) = e Caog )t =
definita e positiva per x > 0; valgono i limiti Si annulla per x = 1, & positiva per x > 1 ed & negativa per x&(0,1).
14 ‘/; log x 0 Il punto x=1 & di minimo assoluto. La funzione & convessa in base al
x*’lg* € e =1, xl;r:mt’(x) =t e seguente argomento: la derivata seconda vaie
4
: : . log x 4
La funzione non ha asintoti. La derivata prima vale f'(x) = e( e x) - [ 4(log x)" +12-10g x] 3
X
VX log x : 4 3
£1(x) = e E log x + 1 la derivata della funzione g(t)=4t” +12-t vale g'(t)=16t~ -1 e si
Vx 2 annulla per t-1671/3 che risulta punto di minimo per g(t). Il valo-
>
i -2 re minimo &
e si annulla quando log x = - 2, cioé per x=e , che & punto di mini
mo assoluto per f(x). La funzione & convessa. Il grafico & r -1/3 -4/3 -1/3 -4/3
gratico ¢ rappresen g(16 )= 4-16 ! +12-16 >4+16 +12-1 > 11 > 03

tato in figura 2.90 ]

B percid g(t) > 0, Vt €R, e quindi anche f'"(x) > O per ogni x € R. Il
i grafico di f(x) & in figura 2.91.

] (b) La funzione & definita, positiva e crescente per ogni x > 0. Il
punto x=1 & di flesso a tangente orizzontale. Il grafico & in figura

2.92. Si notino i limiti:

lim f(x) = 0 , lim £'(x) = + @ ]
—>0+ X"O"’

2.90 Verificare che il grafico della funzione

figura 2.90 figura 2.91 figura 2.92

‘2.89 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il
grafico

3 4
(a) £(x) = x(logx) (b) f:-(x):x(log x)

figura 2.93
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% -1) Risulta g'(x) < 0 in (0,+®)e g'(x) > 0 in (=% ,-1). Percid g(x) &
f(X) = X strettamente decrescente in (0,+ ®); dato che g(x) 0 per x> +® ri - Lt
sulta g(x) > 0 in (0,+®). Analogamente, g(x) & strettamente crescente '
¢ del tipo rappresentato in figura 2.93. in (- @ ,-1); dato che g(x)~ 0 per x> -® , risulta g(x)> 0 anche in
(- © ,-1). Osserviamo che si pud verificare che g(x) & positiva anche
2.91 Studiare la seguente funzione e disegnarne il con i metodi dell'esercizio 1.54.
grafico < Dato che la funzione g(x) & positiva, anche f'(x) risulta positiva.
1 X ,QMY\ (’( + —‘;Z\) S Percid f(x) & crescente negli intervalli (-,-1), (0,+®).Si noti che
f(x) = (l + ;) XQ % -Jr—l>;< £'(x) >+ per x - 0%. Il grafico di f(x) & rappresentato’ in figura
ﬁ)«l\ B 2.94 ]

Sriel
[ E' definita quando 1+1/x > 0, e cid accade negli intervalli (- ®,-1),

(0,+® ). Nell'insieme di definizione la funzione & positiva. Per stu

diare ulteriormente la funzione & opportuno rappresentarla nella for Iy
ma: |
% i |
x log (1 + ‘ | X
. 4 1
£(x) = e R | f(x)=<1+ 7)
Dai seguenti limiti: l
. 1 . h . | €
lim (1 + — =e, [ lim f(x)=1, lim f£(x)=+ @, —_— e —
x>t X x~ot pox> =17 |
_____ )
[ |
si deduce che la retta di equazione y=e & asintoto orizzontale, e la |
retta x=-1 & asintoto verticale sinistro per f(x). La derivata prima | 1
vale |
|
1 -
x log |1+ 2
£1(x) * < x) tog (142 = =1 X
x)=e ) - - —
€ X 1+x
.
& figura 2.94

Il segno della derivata prima & identico al segno della funzione
1 1
g(x) = log <1+—>— —

X

L'insieme di definizione di g(x) & uguale all'insieme di definizione

di f(x) e la derivata vale

2.92 Studiare la seguente funzione

F(x)= e -2(x+3) e +3(x+1)2+3.

[ La funzione & definita su R e non ha asintoti. Dopo aver studiato

il segno della derivata prima, si riuscirad ad affermare che f(x) &
-1

g'(x) = W positiva per ogni x€ R; pill precisamente, che f(x) > 3(—1+10g23)>0,
x(1+x

per ogni x€ R. La derivata prima vale
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2X X
fi(x)=2 [e -(xth)e + 3(x+1)] .

Scriviamo 1'equazione f£'(x)/2=0 in forma equivalente per mezzo della
formula risolutiva per le equazioni di secondo grado, ricordando che
o2Xo ( ex) 2,

X xth 1 —— X+ 1
e = — & =/ (xth) 2-12(x#1) = —— % =/ x -bxth
2 2 2 2
=x+1
xhoox2
2 T2 N
=3
5 X X s s s
Percid f'(x) = 0 se e solo se e =xt+1, oppure e =3. A posteriori )

semplice verificare che vale la scomposizione:

£1(x)=2(e ~(x+1)) (e -3) .

Ci sono molti metodi per verificare che la funzione g(x):ex—(x+1) e
non negativa. Si pud utilizzare il criterio di convessitd, o la for-
mula di Taylor con il resto di Lagrange, per la funzione ex con cen-
tro x =0. Oppure si pud mostrare direttamente che g'(x) 2 0 per x30;
ne segue che g(x) ha minimo (assoluto) per x=0 ed il valore minimo
& g(0) = 0.

Quindi £'(x)=0 per %=0 e per x=log 3; inoltre f'(x) 2 0 per
x 2 log 3. La funzione & crescente nell'intervallo [log 3,+®) ed
& decrescente in (- ®, log 3 ]; il punto x = log 3 & di minimo asso-
luto, mentre il punto x=0 & di flesso a tangente orizzontale. Il va-

lore minimo & f(log 3):

£(log 3) = 9-6(3+log 3) + 3 (1+log 3)2+ 3 =

=-3 + 3 log23 = 3(<1+1ag2 3) > 0.
Studiando il segno della derivata terza, si riesce ad affermare che
la derivata seconda si annulla, oltre che per x =0, anche in un

punto dell' intervallo (0, log 3). Il grafico & rappresentato
in figura 2.95 ]

f(x) = e —2(x+3)e*+ 3(x+1)"+3

figura 2.95

2H. Grafici di funzioni trigonometriche
© 2793 Studiare la funzione f(x) = sen x + tg x

[ La funzione & definita per ogni x#T /2+ kT, con k €Z. E' una funzig

ne dispari. E' periodica di periodo 2T . E' quindi sufficiente stu -

diarne le proprietd in un intervallo di lunghezza 2T , ad esempio ,

[-m,m] (ed anzi, essendo £(x) dispari, sarebbe sufficiente stu-

diarla in [0, 'ﬂ] ). Relativamente all'intervallo considerato,la fun

zione & definita per x # * T /2. Le rette di equazione x=% T /2 sg

no asintoti verticali. La derivata prima vale

' 1 cos3x+1
£'(x) =cos x + —5— = —5—— .
cos “x cos®x

Essendo cos x > - 1 per ogni x € R, risulta anche cos® x > -1 e quin
di £'(x) > O per ogni x; inoltre f'(x) = 0 se cos x =-1, cicé se x=
=+ T (nell'intervallo [-T, T] ). La funzione & crescente ed i pun
ti x= T sono di flesso a tangente orizzontale. La derivata seconda

vale
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" sen x(2-cos® x) 2-cos® x 2.97.
£1(x) = “cos 3 x = tgx cos 2x . (b) Utilizzando le formule di duplicazione, la funzione si pud rap .

3 presentare nella forma

Dato che 2-cos ”x > 0 per ogni x € R, il segno di f'"(x) & determina-

to dal segno di tg x. Relativamente all'intervallo [ =T ,‘ﬂ:[,la fun- f(x) = x - 1 sen 2x = 1 (2x - sen 2x)
zione & convessa in [ 0,T/2) & [ -T ,=T/2) ed & concava in (- T/2, z 2

i . . ' . . L )
0 :[, (m /Z,TI:I . Il grafico & rappresentanto in figura 2.96 ] Percid, pur di cambiare 2x con x' e 2y con y', si ottiene la funzio

ne gia considerata nella precedente parte (a). Il grafico & quindi

y \ | | simile a quello rappresentato in figura 2.97 1
l 1
| | :f(x)=senx +tg x y
| | | | I :
| | : |
| I f(x) = x — senx !
.= | ] : 3 . 27 |- ———— - |
. sy ? Y 1 I
- : K - o
|
I O | 7w | 2@ x o \ |
[ | | i I |
| | | 3% 2x —a L
T T
| | : i i i T 2w 3w X
|
|
| l | I A
ﬁ; figura 2.96 ; |
|
! |
+2.94 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il | e =2
grafico ‘
x(a) f(x)=x-sen x (b) £f(x)=x-sen x cos x | 3
[(a) La funzione & definita su R e non & periodica. E' una funzione

dispari. E' positiva per x > 0 ed & negativa per x < 0. La derivata
prima f'(x)=1-cos x si annulla per x=2kT ed & positiva altrimenti .

7 figura 2.97
Ne segue che la funzione & strettamente crescente su R ed i punti x= . .
¥ 2.95 Studiare le seguenti funzioni e disegnarne il
grafico (prescindendo dallo studio della deriva

ta seconda):

=2kT sono di flesso a tangente orizzontale. Studiando "la derivata
seconda, si verifica che anche i punti x=(2k+l) T sono di flesso ;
percid la funzione cambia la concavitd in corrispondenza di x=kT,con

k €Z. Si noti che f(kT )=k T. Il grafico & rappresentato in figura )((a) f(x)=cos?x-cos x x(b) f(x)=cos2x+cos x
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(c) f(x)=sen x-sen?x ‘,\(d) f(x)=sen?x+cos x

]: (a) La funzione & pari, ed & periodica di periodo 2T Essendo

£(x) = cos x (cos x - 1), risulta £(x) = 0 quando cos x=0, oppure
cos x = 1. Quindi, nell'intervallo [—’I‘!, TT] , la funzione si annul-
la per x= * T/2 e per x=0. La derivata prima vale f'(x)=sen x (1-

-2cos x); nell'intervallo [— T, T] si annulla per x=0 (punto di mas

simo), per x=% T (punti di massimo) e per x= +T /3 (punti
I1 grafico & rappresentato in figura 2.98.
(b) figura 2.99; (c) figura 2.100; (d) figura 2.101 ]

y y
f(x) = cos2x —cos x f(x) = cos + cos x
2 _ 2
!
z ! 24
3 ' -7 73
T
| fiw A i X
/7 J-z
—1/4
figura 2.98 figura 2.99
y &

f(x) = senx — serfx f(x) = senx + cosx

sl
U
1
|
I

S
ol
Ny

S35, S
]
P
=

I
I
i

b

figura 2.101

figura 2.100

h

| x

/
2.96 Studiare la funzione f(x) = sen X - X cos Xx.

[ E' una funzione dispari, definita su R, non periodica. Non  ammette
asintoti e non ha limite per x »*® . La derivata prima vale f'(x) =
= x sen x; limitatamente ad x > 0, la derivata prima & positiva quan
do sen x > 0, e cioé per x €(2kT, (2k+1) T), con k=0,1,2,... I pun-
ti x=2kT , con k=1,2,3,..., sono di minimo relativo e risulta F(2kT)

- I punti-x=(2k+1) T, con k=0,1,2,..., sono di massimo relati
vo e risulta f((2k+l) T) = (2k+1)T . Infine, il punto x=0 & di fles
SO a tangente orizzontale. La derivata seconda f''(x)=sen x + x cos x
si annulla in corrispondenza delle soluzioni dell'equazione x+tg x=0

11 grafico & rappresentato in figura 2.102 ]

——————————— -‘—Sn

figura 2.102

2.97 Disegnare, per xe[0,4nm], il grafico delle fun -

zioni
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y A

(a) f(x)=sen xt4 sen'}z£ (b) f(x)=sen x+4 cos %

[Sono utili le formule di duplicazione:

X

X 2 X 2
sen x=2 sen S8y cos x = cos * - sen

AR

(a) La funzione si annulla per x=0, x=2T , x=4 T, ed & positiva in
(0,2 ). La derivata prima si annulla in due punti; in particolare

1
X = 2 arcos 2

& un punto di massimo. La derivata seconda si annulla per x=0, 2T ,
4T, (4/3)T, (8/3)T . Il grafico & rappresentato in figura 2.103.
(b) La funzione si annulla per x=T , x=3T ed & negativa in (m,3T).
La derivata prima si annulla in due puntij; in particolare x =
=2 arcsen [ ( \/?—1)/2 ] & un punto di massimo. I punti x=T,(7/3)T,
37, (11/3) M sono di flesso. Il grafico & rappresentato in figura
2.104 ] :

f(x) = senx+4sen%

f(x) = senx +4cos—;—

figura 2.103 figura 2.104

[
IS
©

L

2.98 Disegnare il grafico della funzione
f(x) = 2 sen x - —;‘ sen 2X - X.

[ La funzione non & periodica, ma le derivate prima e seconda sono pe-
riodiche di periodo 2T . Studiando tali derivate nell‘intervallo[o,
2T ], si trova che x= T/2 & un punto di massimo, x=(3/2)T & un pun-
to di minimo relative. La funzione & convessa negli intervalli (0, T/3),
(T,(5/3) M) ed i punti x=0, T/3, T, (5/3)7, 27 sono di fles
so. Si noti infine che f(kT)=-kT , per ogni k€ Z. Il grafico & rap-
presentato in figura 2.105 J

f(x) = 25enx——12—56n2x—-x

B

wly -
Py |- -

S —— |\

figura 2.105
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x’2.101 Disegnare il grafico della funzione
£(x) = log|il-sen x| - 2 log |cos x| ,

dopo aver semplificato 1'espressione in base al
le proprieta dei logaritmi e del valore assolu

to.

[ La funzione & periodica di periodo 27 . Ci limitiamo a studiarla
nell'intervallo [o,2 TI] . E' definita per x tale che sen X 41 e
cos x # 0; percid & definita per X #T/2 ex # (3/2)T. Con tali
restrizioni semplifichiamo 1'espressione analitica di f(x) (tenen-

do presente che | 1-sen xi = 1-sen x, dato che l-sen X > 0):

£(x)=1log(1-sen x)- log ( \cos X l )2 =

1 1l-sen X 1- senx
= log ——— = loj
€ cos?x & 1 - sen’x

=- log (ltsen x).

Occorre percid studiare la funzione f(x)=-log(l+sen x) con X € o,
am], x # M/2, x # (3/2)T . la funzione si annulla per x=0, T ,27T
ed & negativa nell'intervallo (0, ). La retta x=(3/2)T & asintg
to verticale per f(x), dato che f(x) >+ per x > (3/2) T. La de-

fx) = 109(1—;Jimg—x)

f(x) = log1—senxi—2logl cos xI

figura 2.110 figura 2.111

rivata prima

£0x) cos X
X) = - ———
I+sen x

& positiva per x €(T/2, (3/2)T ). I1 punto x=T/2 & di minimo per

la funzione -log(l+sen x) . La derivata seconda £'(x) = 1/(1l+sen x)
& positiva per ogni x. Il grafico della funzione & rappresentato in
figura 2.110] o

2.1Q2 Studiare la funzione f(x)=log (1- ————‘——_-4 > .
2+/3+tg x
[E' periodica di periodo T. Per determinare 1'insieme di definizione
&utile ricordare, ad esempio, che tg(T /12)=tg(15°)=2~ V3 (si veda
1'esercizio 2.20 della parte prima); limitatamente all' intervallo
[0,m], la funzione & definita in ( /12, W/2)U (T /2,(7/12) ).
Converge a zero per x 2>T/2, diverge a -® per X -”n/12+ e diverge
at® per x> (7/12) T . La derivata prima, dove & definita, & posi-

tiva. La derivata seconda si annulla per x=T /3,che & un punto di
flesso.La funzione & concava nell'intervallo (T /12,T /3)ed & con -

vessa altrimenti. Il grafico-& -in figura 2.111]

4 - 2 M3 Studiare le seguenti funzioni
; /
o {){)f(x) = arcsen (|x|-1) }Qf(x):arctg x2
[(a) La funzione arcsent & definita per t el -1,1] . Percid f(x) &
definita se -1 < |x|—1§ 1,cioe 0 < Ix ig 2, ciod ancora x €
€[-2,2]. La funzione & pari e non & derivabile per x= £2. E' nega
tiva nell'intervallo (-1,1). Risulta crescente in [o,2 ] e de-
crescente in [-2,0]. E' convessa all ' esterno dell'interval-
« 1o [ -1,1] . 11 grafico & in figura 2.112.

(b) E' una funzione pari definita su R. Si annulla per x=0 ed & po-
sitiva altrimenti. La retta di equazione y=T/2 & asintoto orizzon-

tale per x >*®. Le derivate prima e seconda valgono

"
2(1-3x"* )

£ ) = _Zi . fH =
() = x* ’ ()= (1+x“)2

1+
La funzione & decrescente in (- %,0 ] ed & crescente in [o,+ @).
11 punto x=0 & di minimo. La derivata seconda si annulla per X =
= t 3'1/4, che sono punti di flesso. Il grafico & in figura
2.113 ]
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“2.99 Studiare le seguenti funzioni

(@) £G)=(sen x) "% (1) F(x)=(tg x) & *

[(a) La funzione & periodica di periodo 27 . Limitatamente all'inter-
vallo [O,ZTI ] la funzione & definita quando la base sen x & po
sitiva, cioé nell'intervallo (0,T). E' positiva e converge ad 1 per

X che tende agli estremi dell'intervallo. La derivata prima vale

X
£'(x)=(sen X)sen *cos x (log sen x+1)

e si annulla quando cos x=0, cioé per x=T/2 (che & un punto di mas-
P -1 ~

simo e £(1/2)=1), e quando log sen x=-1, cioé sen x=e ~, cioé anco

ra:

1

x=arcsen et oppure x = T -arcsen e *,

che risultano punti di minimo. I1 -grafico & rappresentato in figura
2.106.

(b) La funzione & periodica di periodo T . Limitatamente all'inter-
vallo [0, ], la funzione & definita in (0,T/2) ed & positiva in
tale intervallo. Valgono le relazioni di limite

lim f(x) = 1 ; lim  f(x)= + ® .
x>0t X>TmM/27

f(x) = (sen x) senx

figura 2.107 .

figura 2.106

[
[3N]
iy

La funzione ha un asintoto verticale sinistro di equazione x=T/2.La
derivata prima si annulla per x = arctg e’l, che & un punto di mipi-
mo. Il grafico & rappresentato in figura 2.107 ]

ZB@\/O Disegnare il grafico delle funzioni
s

- 1 tg x
o £ - |sen x+cos x| () £00= tg2x+3
[(a) La funzione & periodica di periodo 27 « Nell'intervallo [O,Zﬂ:fé
definita per x # (3/4) M e x # (7/4)T . Le rette di equazione  x=
=(3/4)m, x=(7/4) T sono asintoti verticali. La funzione assume i1
valore 1 in corrispondenza dei punti X=0, T/2,m, (3/2) M, 2. 1la
derivata prima si annulla per x= T/4 e X=(5/4)T, che sono punti di
minimo ed il valore minimo & ‘/_2—/2. Grafico in figura 2.108.
(b) La funzione & pari ed & periodica di periodo T. Nell'interval-
lo [- M/2, /2 ] non & definita agii estremi e converge a zero
per x >+T /2. Non & derivabile per x=0. La derivata prima si annul
la per x=£T/3, che sono punti di massimo. I1 punto x=0 & di minimo,
I1 grafico & in figura 2.109 ]

1 ltgx|

E
3

figura 2.108

figura 2.109




arcsen (Ixl—1) y

arctgx?

3¢

figura 2.112 figura 2.113

(b) £(x) = x3-x?+2x arctg x - log (1+x7?)
[(a) E' una funzione dispari definita su R. Non ha asintoti. Le de-
P

rivate prima e seconda valgono

o )»1 N 14x’ .
() =3l o7 X Tl

X

La derivata prima si annulla per X = +/3 . I1 punto x = V3 e di

minino ed il punto x=-¥3 & di massimo ; risuita inoitre e
= t(arctg /3 - v/'a_') . la funzione & convessa in [0+ ®)ed il
punto x=0 & di flesso. 11 grafico & rappresentato in figura 2.116.
(b) E' definita su R. Tende a *® per x>£®. Non ha asintoti. Le

derivate prima e seconda valgono

2.104 Disegnare i grafici delle funzioni
"'(a) £(x) = arcsen [ -1|
(b) £(x) = x + 4 arctg V/[x-1

[ (a) figura 2.114; (b) figura 2.115 ]

&
y y XQ’/
*
?/
arcsen |e®—1] x+4arctg Vix—1| j/
o 7w /2 2x )/
- T T /
/T
s
/"
1 1
—2—Iog2 X Y 1 g
Y
Y,
/i
figura 2.114

figura 2.115

2.105 Studiare le seguenti funzioni e

grafico disegnarne il

- X 1+x2
(a) f(X) = 2 log 1 + arctg X - X

X
£1(x)=3x " -2x+2 arctg X; £1(x)= —1—7 (3x2 -x+3). _
2

Non & agevole studiare direttamente il segno della derivata prima,

ma & pitt opportunc determinare preliminarmente il segno della deri-

vata seconda.

2
f(x) = X Jog 1x? + arctgx —x
2 4 .

figura 2.116
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Essendo 3x 2 -x+3 > 0 per ogni x € R, la derivata seconda & posi
tiva per x >‘ 0 ed & negativa per x < 0. Percid la funzione & conves
sa in [O,+ @), & concava in (- ® 0 ] e x = 0 & un punto di fles-
so. Inoltre, dato che f'(x) 2 0 per x 2 0, la derivata prima & stret
tamente crescente in [O,+ ®) ed & strettamente decrescente in
(- ©,0 ]; il punto x=0 & di minimo assoluto per la derivata prima.
Quindi:

£'(x) > £'(0) = 0, V x€R.

Ne segue che la funzione non ha né massimi, né minimi ed & stretta-
mente crescente su R. Il punto x=0 & di flesso a tangente orizzonta
le ]

v

Capitolo 3

EQUAZTONI ALGEBRICHE E TRASCENDENTI

3A. Esistenza delle soluzioni
Prendiamo in considerazione equazioni del tipo
f(x) =0,

con f(x) funzione reale di variabile reale definita
in un insieme I. Risolvere l'equazione data signifi-
ca determinare tutti i numeri reali xel per cui f(x)=
=0. Tali numeri x si chiamano soluzioni dell'equazio-
ne data, o zeri della funzione data.

Se la funzione f(x) & un polinomio, si dice che
£(x) = 0 & un'equazione algebrica. Se £(x) & una funzio

‘ne trascendente (ad esempio composta tramite le fun-

zioni elementari e*, log x, sen x, cos x) allora si
dice che f(x) = 0 & un'equazione trascendente .

Una soluzione di un'equazione algebrica si dice
anche radice dell'equazione. Per estensione, talvol-
ta si usa il termine di radici anche per le soluzio-
ni di equazioni trascendenti.

3.1 Determinare il numero ed il segno delle radici
reali dell'equazione di Fibonacci:

x3+2x%2+10x-20 = 0.




[La funzione f(x) = x 3 42x 2 +10x-20 tende a *% per x »t® ., Percid e-
sistono due numeri a,b per cui f(a)< 0, £(b) > 0. In base al teorema
dell'esistenza degli zeri, l'equazione £(x)=0 ha almeno una soluzione
reale nell'intervallo di estremi a,b. La derivata della funzione f(x)

vale
£1(x) = 3x 2 +hx+10.

La disequazione di secondo gr;d;: 3x 2 +4x+10 > 0 & verificata per ogni
x €R. Percid la derivata prima & positiva per ogni x €R e quindi la fun
zione f(x) & strettamente crescente su R. Ne segue che 1'equazione
£(x) ammette una sola radice reale. Per stabilire il segno di tale ra-
::iics basta osservare che £(0)=-20 < 0 e quindi f(x) si annulla per x>0

essendo crescente ]

reale A.

(a) x9(x-4)°= ) (b) x°(x-2)10=)

[(a) Proponiamo due metodi di risoluzione. Il primo metodo consiste nel

lo studiare la funzione
f(x) = x? (x-4) °.

5i verifica che f'(x) si-annulla per x=2, & positiva per x > 2 ed 2
negativa per x < 2. Percid f(x) & strettamente decrescente in (- ®,2 ]

ed & strettamente crescente in [2,+%® ). Il minimo assoluto vale f(2)=

3.2 Dimostrare che l'equazione

ammette quattro radici reali

[La funzione f(x)=1-x 2 /2 + x* /24 & pari; percid, se ammette una radi-
ce x; > 0, ammette anche -x ; come radice. Dal segno della derivata

1 X
sox4- x3= = (x2-6)
6 6

si deduce che il punto x=0 & di massimo, mentre i punti x= 1 V6 sono
di minimo per £(x). Risulta £(0)=1, £( i /Z) = - 1/2, £(x) >+ ® per
x>+, Per il teorema dell'esistenza degli zeri, f(x) ammette una ra-
dice reale in ognuno degli intervalli (- ® ,- \/—6_), (- /6_, 0),(0,+\/25
(/Z, +®), Pill precisamente, f£(x) ammette come radici *x;, , *x,
con X 6(0,\/—6- ), X, € (/-6_,+ ©). Si veda anche l'esercizio 2.50 e
la figura 2.37, dove & rappresentato il grafico di f(x). Per finire,no
tiamo che, essendo 1'equazione biquadratica, & possibile determinare e

splicitamente le quattro soluzioni, che risultano uguali a *x,, *x,

con x; = Ve-2v/3 e X, = Véﬂﬁ ]

3.3 Determinare il numero delle soluzioni reali del-

le seguenti equazioni, al variare del parametro

.18 .
=218 Ne segue che 1'equazione f(x)= A ha due soluzioni se A >
18 .
- 218 una sola soluzione se A = - 2'® e non ha soluzioni se ) <
< .g18
3 dos—piieffieneepereht ; T

zione delle soluzioni, consiste nello scrivere 1'equazione data nella

forma equivalente

1/9 1/9
x(x-k) = A7, ciod k2 -4x- A !

0.

L'equazione ottenuta & di secondo grado, ed ha per soluzioni x = 2%
Y/ 1/9
+ Vu+ A7, purche A > -k %=- 218

(b) Nessuna soluzione per A < 0. Due soluzioni per A= 0. Quattro so
luzioni reali se 0 < A< 1. Tre soluzioni se

X o>1]

. Due soluzioni per

3.4 Determinare il numero di radici reali dell'equa

zione algebrica
x12-6x6+8x°%-9 = 0.

[L'equazione ha due radici reali. Cid si pud stabilire considerando la

funzione f(x)=x12-6x° + 8x% -9. La derivata vale
£r(x) = 12x 2 (x °-3x%+2) .

Dato che il polinomio x9-3x %42 si annulla per x=1 e dato che esso

& composto con potenze di %3 , si vede che & divisibile per x% -1, Ef

fettuando la divisione si determina la scomposizione:

Fr(x) = 12x 2 (x 3 -1)(x® -x3 -2).
6

11 polinomio x ® -x3 -2 & di secondo grado rispetto a t=x? . Effettuan



do tale sostituzione si ottiene t? -t-2=(t-1)(t+2). Risulta quindi
Fr(x) = 12x 2 (x% -1) 2 (x® +2).

La derivata prima si annulla per x=0, x=1, che risultano punti di fles
S0, e per x 3 =-2, cioé x:—21/3, che & 1'unico punto di minimo di £(x).
La funzione f(x) & strettamente decrescente in (—m,—21/3] ed & stret
tamente crescente in. [ ~21/3,+“’ ). Il valore minimo si ottiene quando
x% =-2 e vale -1. Percid 1'equazione f(x)=0 ha due soluzioni, una mi-

nore ed una maggiore di x:-21/3 ]

3.5 Si consideri il polinomio di quarto grado

p(x) = x*+ ax® + Bx? - §,

con a,B,8 numeri reali e 32f-9a% > 0. Verificare
che, se ¢ & maggiore, uguale o minore di zero,al
lora in corrispondenza l'equazione p(x)=0 ammet-
te due, una o nessuna radice reale.

[La funzione p(x) tende a + per x >*® . La derivata vale
p'(x)=x(bx *+30x + 2 B)

I1 discriminante del polinomio di secondo grado 4x % +30x + 2 vale
A=902-32 B ede negativo per ipotesi. Quindi il polinomio di se-
condo grado & positivo per ogni x€ R. Percid p'(x) si annulla solo per
x=0, & positiva per x > 0 ed & negativa per x < 0. Il punto x=0 & di
minimo per p(x) ed il valore minimo & p(0)= § . Si ottiene poi facil-

mente la conclusione indicata |

Indicare il numero ed il segno delle radici rea-
1i dell'equazione

x*+x?% = ax+b

in funzione dei parametri reali a,b, con b > 0.

Poniamo f(x) = x * + x 23 x) = ax+b. La funzione f(x) & strettamen-
g

te convessa su R; la funzione g(x) ha per grafico una retta. I grafici
delle due funzioni si incontrano in due punti se la retta & secante,in
un punto se la retta & tangente, oppure non si incontrano.

Dato che £(0)=0, g(0)=b, se b > 0 si verifica che la retta incon -

"
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tra il grafico di f(x) in due punti; in corrispondenza 1'equazione ha
due soluzioni, una positiva ed una negativa. Se b=0 l'equazione ha per
soluzione x=0. Inoltre, se a=0, la retta di equazione y=0 & tangente a
grafico di f(x) per x=0; quindi, se a=b=0, 1'equazione ha soltanto la
soluzione x=0. Infine, se a # 0 e b=0, la retta di equazione y=ax ta-
glia il grafico di f(x) in un altro punto (oltre lo zero); in partico-
lare 1'equazione data ha una soluzione nulla e una positiva (se a> 0)o
negativa (se a < 0) |

3.7 Indicare il numero delle radici reali dell'equa-

zione
ax*+bx3-a = 0
in funzione dei parametri reali a,b.

[se a # 0, 1l'equazione ha due radici reali. Se a=0 e b # 0, 1'equazione
ha una radice reale (x=0). Infine, se a=b=0, ogni x€ R & soluzione ]

3.8 Determinare le soluzioni dell'equazione

X?-4x42 + Z==— = 0

Vx-1

[L'unica soluzione dell'equazione data & x=2. Per verificare cid,si pud
scrivere 1'equazione nella forma f(x) = g(x), con

£(x)=x 2-bxt2 3 g(x) =

I1 grafico della funzione f(x) & una parabola convessa con vertice nel
punto del piano x,y di coordinate (2,-2). La funzione g(x) & definita
per X > 1; ha un asintoto verticale destro di equazione x=1; dallo stu
dio del segno della derivata prima

2-x

0T ey

si deduce che il punto x=2 & di massimo assoluto per g(x) ed il valore
massimo & g(2)=-2. In figura 3.1 sono rappresentati i grafici di f(x),
g(x) in uno stesso sistema da riferimento. Risulta £(2)=g(2)=-2 e inol
tre f(x) > -2 > g(x) per ogni x # 2. Quindi x=2 & 1'unica soluzione del
1'equazione data ]
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y = f(x)

concava, g(x) & convessa, e inoltre £(1) = 1 > g(1) = 1/2 |

f(x) = Vx

@
Iy
i

1

1

2
/

figura 3.1

3.9 Determinare il numero di soluzioni dell'equazio-
ne

_ 1
‘/X+x-3 = 0.

[E' possibile scrivere 1'equazione nella forma £(x)=g(x), con

— 1
£(x) = Vx ; g(x) = =

In figura 3.2 sono rappresentati i grafici di f(x), g(x) in uno stesso
sistema di riferimento. L'equazione data non ha soluzioni per x < 0(do
ve f(x) non & definita) e per x > 3 (dove f(x) > 0 e g(x) < 0). Invece

nell'intervallo (0,3) 1l'equazione ha due soluzioni, dato che f(x) &

PR SR
N = —— -

g (x)

figura 3.2
3.10 Determinare, al variare del parametro reale A,il
numero di soluzioni dell'equazione

1
)—(+1ogx:>\.

[ La funzione £(x) = 1/x + log x, definita per x > 0, diverge a+® per

x>0t e per x >+, La derivata prima vale

, 1 1
f(x)z—p+;

si annulla per x=1, & positiva per x > 1 ed & negativa per x € (0,1).
I1 punto x=1 & di minimo assoluto per f(x). Inoltre la funzione f£(x)
& strett8mente decrescente in (0,1] ed & strettamente crescente per
x€[1,+© ). I1 valore minimo di £(x) & £(1) = 1.

Ne segue che 1'equazione f(x) = A ha due soluzioni per A> 1,

una sola soluzione (x=1) per A=1 e nessuna soluzione se A < 1]
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3.11 Determinare il numero di soluzioni dell'equazio

ne
1
=+ log [x| =2
x f(x)
[L‘equazione £(x) = 1/x + log |x | = 2 & stata studiata nell'eserci - S
zio precedente (A =2) se x > 0. Inoltre, per x < 0, si ha
lim f(x) =+ «© lim f(x) = - ®,
X >=-® x> 07
e, in base al segno della derivata prima,si verifica che f(x)& stret | .
- [
tamente decrescente in (-® ,0). Ne segue che 1'equazione f(x)= 2 ha __Y___ — ]
tre soluzioni, una negativa, una.compresa tra zero ed uno ed una mag {
giore di uno ]
‘3.12 Determinare il numero ed il segno delle soluzio

ni dell'equazione trascendente

X?-4x
log |x| - T -

figura 3.3

[ scriviamo 1'equazione nella forma f(x) = g(x), con
3.13 Determinare, al variare del parametro reale A ,

£(x) = log | x| g(x) = l_x‘;x il numero di soluzioni reali dell'equazione
La funzione f(x) & definita per x # 0 ed & pari. La funzione g(x) & x log?x = X.
definita per x # % 1; le rette di equazione x= *1 sono asintoti ver [ si veda lo studio della funzione £(x) = x log 2 x fatto nell' eserci-
ticali per g(x); la retta y=-1 & asintoto orizzontale per x >*®; la ‘ zio 2.64(a) ed il grafico in figura 2.56. Si ottiene il  seguente
funzione g(x) non ha punti di' massimo, né di minimo relativo. risultato:
I grafici di f(x), g(x) sono rappresentati in figura 3.3. Per '
% > 0,f(x) & crescente e g(x) & decrescente (separatamente in (0,1)e se X <0 nessuna soluzione;
(1,+%)); percid esistono due soluzioni x; , x, con x,€(0,1) e se A= 0 una sola soluzione (x-1);
X, €(1,4). L'equazione non ha soluzioni per x < 0, dato che le fun-
zioni f(x), g(x) hanno segni opposti negli intervalli (- ®,-1) e se 0 < X <#4/e’ tre soluzioni;
(-1,0) ] se A= 4/e? due soluzioni;

se A> 4/e?  una soluzione ]




146
147
3.14 Determinare il numero di soluzioni reali delle . _ X
. . lim f(x) = -2 , lim f(x) =+ ® |
equazioni: x>0t x>+ ©
' .
(a) X lOgZX - l (b) x logzx - e 1 eqm:zZlOne data ammette una ed una sola soluzione reale xﬂ.Dato che
e f(x) & strettamente crescente, tale soluzione x, & minore o maggiore
del numero i iti . N :
[ (a) L'equazione ha tre soluzioni X, , X5, X3 tali che : X, € l e a seconda che f(x) sia positiva o negativa in corrispon
2 : : . ! denza ad x = e. Risulta
— €(0,1/e? ), x,=1/e, x € (1,+® ); (b) 1'unica soluzione dell'e- |
quazioneéx=e] ‘ fle) = e?- 2e - 2.
. - - . I1 polinomio di 2. - { i :
3.15 Si consideri la funzione [ P 4 secondo grado t* - 2t - 2 si annulla in corrisponden
za delle radici t = 1 + V'3 ed & negativo per t€ (1- v 3, 1+v 3).
f(X) = 2x log|X| - x2 . Risngta quindi f(e) < 0 se e solo se e 6(1—‘/'3_, 1+ ‘/?), ciod: e< 1+
) . . ) . +v3). Ricord - 3 - _
Dimostrare che la derivata prima si annulla in | ) 3 ;mramocnee L7ly;e‘mel*/3‘ 1+1.73...=2.73...,
. Iy = risulta effetti indi i od
corrispondenza a due numeri reali. 1 cttivamente e €1} v 3, quindi anche £(e) < 0, ciod anco
" A ra e < x . In figura 3.4 & rappresentato il grafico della funzione
[ L'equazione £'(x) = O ha due soluzioni: una negativa e 1'altra ugua- £(x) ]
le ad 1]
s , . y |
3.16 Verificare che l'equazione
x2 - 2x log x - 2 =0
ammette una ed una sola soluzione reale. Inol - f(x) = x2— 2xlogx—2
tre, senza far uso di macchine calcolatrici (ma g
ricordando che e = 2.71..., ¥3 = 1.73...) stabi 1
lire se tale radice & maggiore o minore del nu- : -
mero e. | Xo X
]
[ La derivata della funzione f(x) = x2 - 2x log x - 2 vale =1t
£r(x) = 2 (x-log x - 1). -9

La funzione g(x) = x-log x - 1 ha un minimo assoluto per x=1 ed il
minimo vale g(1) = 0; percid g(x) > 0 per ogni X #1eg(l) =0 (cid
segue anche dal fatto che la funzione log x & concava e che la retta
di equazione y = x-1 & tangente al grafico della funzione logaritmo
nel punto x_ =1, percid log x < x - 1 per ogni x > 0).

Quindi f'(x) si annulla per x =1 ed & positiva per ogni  altro
% > 0. Ne segue che la funzione f(x) & strettamente crescente per
x > 0.
Essendo

figura 3.4

3.17 Determinare il numero di soluzioni delle seguen

ti equazioni

x X 1-
(a) e =—= ¥ X
xX+1 (@) e X
s X g
[ (a) Poniamo £(x) = e , g(x) = x/(x+1). I grafici delle due funzioni
sono rappresentati in figura 3.5. Come si vede dalla figura, i due



grafici non si incontrano (e quindi 1'equazione data non ha soluzio-
ni). Analiticamente cid risulta chiaro dalle disuguaglianze:

se x>0 allora f(x) > 1, g(x)<1;

v

se x € (-1,0) : f(x) >0, g(x)<0;
se x< -1 £(x) <1, g(x) > 1.

(b) Poniamo f(x) = ex, g(x) = (1-x)/x. I grafici delle due funzioni
sono rappresentati in figura 3.6. L'equazione data ha una sola solu-
zione (positiva). Cid si verifica osservando che, per x < 0, f(x) &
positiva e g(x) & negativa (quindi 1'equazione f(x) = g(x) non ha
soluzioni negative); mentre, se x > 0, f(x)» & strettamente crescente
e g(x) é strettamente decrescente (g'(x)=-1/x2 < 0) e risulta:

-1, 1 x) =+ ®;  lim £(x)=+ ©, lim g(x)=-1]
g(o) 4 x:'g-t» 8(x) ’ x>+® ’ X >+

f(x) = e* f(x) = e*

figura 3.5 figura 3.6

3.18 Determinare il numero di soluzioni reali dell'e

quazione

x _ axtb
cx+d
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dove a,b,c,d sono parametri reali tali che a#0,
c # 0, bc-ad > 0.

X
[ Poniamo f(x) = e, g(x)= (ax+b)/(cx+d). La Funzione g(x) & definita
per x # - d/c; la retta di equazione x=-d/c & un asintoto verticale
e la retta di equazione y = a/c & un asintoto orizzontale per g(x).
Inoltre, come mostrato nell'esercizio 2.51, risulta -
1 be - ad

g'(x) = - 7 Geale)?

H

dato che, per ipotesi, bc-ad > 0, la funzione g(x) & strettamente de
crescente negli intervalli (-%,-d/c), (-d/c, +%).Tenendo conto che
f(x) = e & strettamente crescente su R e tenendo conto delle rela -

zioni di limite

lim f(x) =0
X>-
, lim . _g(x) =-
a d
lim g(x) = - x>~ —)
X >-® < ¢

si deduce che, nell'intervallo (- ®, -d/c), 1'equazione data ha una
soluzione se a/c > 0 e nessuna soluzione se a/c < 0. Inoltre, tenen-
do conto delle relazioni di limite

lin £(x) = + ®
X> 40

®
v
—
f
o
1
e

lim g(x)
> 40

si deduce che, nell'intervallo (-d/c,+ @), 1'equazione data ha, in
ogni caso, una ed una sola soluzione reale.

Riassumendo, 1'equazione ha due soluzioni reali se a,c hanno 1lo
stesso segno (a/c > 0) ed ha wna sola soluzione reale se a,c  hanno
segni discordi (a/c < 0) ]

3.19 Determinare il numero di soluzioni dell'equazio
ne
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[ E' opportuno scrivere 1'equazione nella forma equivalente xe¥=-1. la
funzione f(x) = x ex, il cui grafico & rappresentato in figura 3.7,
ha minimo assoluto per x = - 1 ed il valore minimo & —e'l. Percid

X 1
x ¥ = f(x) > f(-1)=- - > -1, vx €ER,
e

e 1'equazione data non ha soluzioni ]

[l 3,

giore di 11
_Determinare il numero ed il segno delle soluzio
ni dell'equazione -
2% = |x|.

. -X

[ Poniamo f(x) = 2 ° - |x I La funzione f(x) & definita per ogni
XK€ R ed & derivabile se x # 0. Per x>*® la funzione f(x) tende a
+© . La derivata prima, per x # 0, vale

3.20 Determinare il numero di soluzioni delle egqua -

zioni

oL  er= (D)

[ (a) Una soluzione & data da x=0. E' opportuno scrivere 1'equazione

(b) e* = (x-1)°?

nella forma equivalente
F(x) = (x-1) % ¥ = 1.

Risulta f'(x) = e ¥(x-1)(3-x). Il punto x=1 & di minimo (ed il valo-
re minimc & £(1)=0) ed il punto x=3 & di massimo (ed il valore massi
mo & £(3) = &/e® < 1). Inoltre £(x)=>0 per x>+ . Il grafico di
£(x) & rappresentato in figura 3.8. Risulta che 1'equazione f(x) = 1
ha soltanto la soluzione x = 0 .

(b) L'equazione, oltre alla soluzione x=0, ha un'altra soluzione mag

-x
f(x)=xe’( -2 log 2 - 1 se x>0
£'(x) =
~X
-2 " log 2+ 1 se x<0.
) Per x > 0 la derivata prima & sempre negativa, mentre, nell'interval
lo (-*,0), & negati
s 1 ‘ ( ,0), egativa per
i : - ‘; 1 log 251 <= 2%<log 2 <=> x < log, log 2
1« | —
e \1 I1 punto x = log, log 2 risulta di minimo relativo per f(x) (si noti
- ! che 0 < log 2 < 1 e quindi log, log 2 < 0). Il valore minimo &
figura 3.7

X

f(x) =(x -1)%e"

figura 3.8
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1
log 2

z 1 1
Lo - — —_—
€2 - llog2 log 2 I— Tog 2 log, Tog 2°

f(log, log 2) = 2

i i i =1/log 2 si
essendo log,t < t per ogni t >0, in particolare per t=1/log

ottiene f(log, log 2) > 0. Il grafico di f(x) & rappresentato in fi-
gura 3.9 (si verifica facilmente che f(x) & convessa negli interval-
1i (- «,0 ] e [0,+ ®)). Essendo £(0)=1, 1'equazione data ammette —

una ed una sola soluzione (positiva)]

yA
fix) =2
log,log2 |\ X
AN
AN
RN
SN
SN
N
figura 3.9

3.2% Determinare, al variare del parametrg Ae(0:+w),
il numero ed il segno delle soluzioni dell'equa

zione
A= x|
s ' _
[Invece di procedere come nell'esercizio precedente, scriviamo 1'equa

zione nella forma (si tratta di una forma equivalente, dato che x =0

non & soluzione):
' 1/x
A= x| .
La funzione f(x)= |x | tx = e(log !X { ) & definita per x#0, ha un

153°

asintoto verticale sinistro per x=0 ed un asintoto orizzontale di e-

quazione y=1 per x >+®, La derivata prima vale

Qg_[x_l 1-log 'x ]

f'(x) =e X 3 s Vx # 0
X
(si ricordi che la derivata della funzione log 5 { é&—/x%—anche-per —
X < 0). La derivata si annulla quando log 'x | =1, cioé per x= % e.

Inoltre la derivata & negativa all'esterno dell'intervallo [—e,e I~
Consideriamo nel seguito f(x) separatamente per x > 0 e per x < 0.
Nell'insieme (0,+ ®©) il punto x=e & di massimo assoluto per
f(x) e risulta f(e) = e e, Tenendo presente che f(x) -0 per X‘>0+,
A ha, per x > 0, una soluzione se X €(0,1],due

1'equazione f(x) =
A =el/e nessu

soluzioni se AE(l,elle), una sola soluzione (x=e) se
na soluzione se \ > el/e. Nell'intervallo (- ,0)il punto x=-e & di
minimo assoluto per f(x) e risulta f(—e)=e_1/e.L‘equazione fx) = A
ha, per x < 0,.una soluzione se A > 1, due soluzioni se )\G(e_l/e,l)

una sola soluzione (x=-e) se )\=e'1/e, nessuna soluzione se A <

<ele (si veda la figura 3.10).
Riassumendo, il numero ed il segno delle soluzioni in funzione di

figura 3.10
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‘ L o, 1
A > 0 é dato da: log x=(x-1)- 5 (x-1) 2 + o 73
)\E(O,e-lle) una soluzione (positiva) ‘ .
1
A= e“l/e due soluzioni (una positiva ed una negativa) 1 g x _
- P N 1 ——-—X-l -
Ae(e 1/e’1) tre soluzioni (una positiva e due negative) 1
L,
A=l dtie soluzioni (x =% 1) “
e ioni iti tiva)
tre soluzioni (due positive ed una nega
Ae(l,e ) Dato che (x-1)/£° # 0 per ogni x # 1, 1'equazione data non ha so
A =e1/e due soluzioni (una positiva ed una negativa) Juzion reali]
A D> el/e una soluzione (negativa). §.24 Verificare che 1'equasione
+ 3 P 1l Qi
Si noti che l'esercizio pr T &I TasU-par 5

-1/e
considerato, e si ottiene ponendo A=1/2<e ]

7.23 Determinare le soluzioni delle equazioni

2

X

(a) e

[
=
+
>
+

[N
=

_log x _ %-x
® x-1 2
[ (a) scriviamo la formula di Taylor con il resto di Lagrange per la fun
i i i 1lodi
zione e* con centro X = 0: Per ogni X€ R esiste E , nell'interva

estremi O e x, per cui

X x? R eg 3
e =1+x+ Fa Y X
I1 termine egxa /31 si annulla solo per x=0. Percid x=0 & 1' unica
soluzione dell'equazione data.
(b) Posto f(x) = log X, risulta
2
L e L prey - 2
£1) =70 fx)=- 73 () =73
In particolare risulta £(1)=0, £'(1)=1, £"(1)=-1. In base alla formu-
la di Taylor con il resto di Lagrange per la funzione log x con centro

x_ =1, esiste §> 0 per cui
>

o eB 5e* 4 3 =

ammette soltanto la soluzione x = 0.

[ Si verifica direttamente che x=0 & soluzione. Per mostrare che x=0 &

1'unica soluzione poniamo eX:t, da cui t? =ezx, t3=e3%, con tali no

tazioni 1'equazione diventa
£(t) = t¥+t% -5t + 3 = 0.

La derivata f'(t) = 3t? + 2t - 5 si annulla in corrispondenza di t =
=-5/3 e t=1. La funzione f(t) & strettamente crescente negli inter -
valli (-®, -5/3] e [1,+ ). 11 punto t=-5/3 & di massimo ed il
punto t=1 & di minimo relativo per £(t). Il valore di minimo in cor-
rispondenza a t=1 & f(1) = 0. Il grafico di f(t) & rappresentato in
figura 3.11. La funzione f(t) si annulla, oltre che per t=1,anche in
un punto t < - 5/3 (eseguendo la divisione del polinomio f(t)per il
polinomio t-1, si trova poi che toz—B); in corrispondenza le soluzio
ni dell'equazione data verificano:

X X

e =1 oppure e =t

La prima equazione da x = 0; la seconda equazione non ha soluzioni

perché t & negativo. Quindi x=0 resta l'unica soluzione dell'equa -
zione ]



4+ t2—5t+3

La prima equazione non ha soluzioni, mentre la seconda ha per solu -

zione x, = log, t, ; essendo t, > 1 risulta X, > 0.

Si noti che f(t) pud essere rappresentata nella forma f(t) =
= (t—l)“ - 1, da cui si vede facilmente che ti;=0e t, = 2. Percid

X = log, 2 = 1 & 1'unica soluzione dell'equazione data ]

—~
o

W ———— — =
N
-

figura 3.11

3.25 Determinare il numero ed il segno delle soluzio

ni dell'equazione trascendente

+1 x+2
be _ 23x+2+ 3.2“ -2 0.

X .
[E' opportuno porre 2 =t, da cui

3 2l 2 x+2
P T T

Con tali notazioni 1'equazione diventa
F(t) = t*-utd+6t2 -4t =0 .
Si noti che f(t) si annulla per t=0. La derivata vale
ke 3
£1t) = atd - 1262+ 12t - 4 = 4(t® -3t43e-1)=4(t-1)3 .
v -
La funzione f(t) & strettamente crescente per t > 1 ed & strettamen
te decrescente per t < 1. Il punto t=1 & di minimo assoluto ed il va
lore minimo & £(1) = 1-4+6-4=-1. Percid l'equazione f(t)=0 ha due so
luzioni t t, ; una nell'intervallo (-® ,1) (che, come abbiamo gia
1> t2 ’ "
visto, & t=0) e l'altra nell'intervallo (1,+ ® ). In corrispondenza
>
occorre risolvere le due equazioni

x e,
2 =t, =0; 2 =ty )

.26

.27

Risolvere 1'equazione

2x X
e’ - (x+4)e + 3(x+1) = 0.
[L'equazione ha due soluzioni : x = 0 e X = log 3. Il metodo per otte
nere le soluzioni & indicato nella risposta dell'esercizio 2.92 ]

Verificare che le seguenti equazioni trascenden
ti ammettono una sola soluzione nell'intervalio
(0,m/2):

(a) tgx - 2x =0 (b)tgx—§=0.

[ (a)Posto f(x) = tg x - 2x, la derivata vale

, 1 1 -2 cos?x
£f'(x) = Ll
cosx COs "X

La derivata si annulla quando cos %x = 1/2 e, dato che cos x > 0 nel
1'intervallo (0,7 /2), cid equivale a cos x = V72 /2, ciod x=T /4.T1
punto x=T/4 & di minimo per £(x) ed il valore minimo & £(T /4) = 1-
- T/2 < 0. La funzione & strettamente decrescente in [0, T/h ] ed
& strettamente crescente in [TT/b, M/2). Inoltre f(x) — +o per x >
/2 e £(0)=0. Nell'intervallo [0,m/2) 1a funzione si annul-
la per x=0 ed in un altro punto dell'intervallo (T /&, T/2). Quindi
nell'intervallo (0,m/2), 1'equazione ha una sola soluzione.

(b) Poniamo 1'equazione nella forma f(x)=g(x), con -

2
E(x) =tgx ; g(X)=; -

Nell'intervallo (0,T /2) la funzione £(x) & strettamente crescente e

la funzione g(x) & strettamente decrescente. Inoltre
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f(x) = x sen’x

si annulla in uno ed un sol punto dell'interval

lo aperto (0,m).

[ La funzione f(x) & derivabile su R. Dato che £(0)=f(T) = 0, per il
teorema di Rolle la derivata f'(x) si annulla almeno in un punto del

1'intervallo (0,7 ). Per dimostrare 1'unicita di tale punto studiamo

1'equazione:

fr(x) = sen? x+2x sen % cos x = sen x (sen x#2x cos x) = 0.
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£(0) =0 lim f(x) =+ <« Es d i :
(0) ; o (x) sendo sen x # 0 per ogni x€ (0, T ), otteniamo 1'equazione equiva-
lente:
lim +g(x): + © g( M/2) =4/ T
x>0 sen x + 2x cos x = O.
Quindi 1'equazione f(x) = g(x) ha una ed una sola soluzione nell'in- Osservando che x = /2 non & soluzione dell ' equazione (perché
2ol e
tervallo (0, 1 /2) ] sen(T /2) = 1 # 0), possiamo dividere entrambi i membri per cos x
— (che non & nullo) ottenendo la nuova e i i
i R . . X - quazione equivalente
3.28 Consideriamo di nuovo le equazioni (a), (b) del
]'esercizio precedente e indichiamo con & la so tg x +2x = 0.
- ' . . .
lu21?ne de}l equazione '(a't) e con n la SOluZlOI'le La funzione g(x) = tg x + 2x ha derivata g'(x) = 1/cos >x + 2 positi
dell'equazione (b) nell'intervallo (0,m/2). Di- vaj percis g(x) & strettamente crescente negli intervalli (0,7 /2) e
mostrare che & > n. (m /2, T).
TonTame TR =g ——te ol 1o fungioneglx)s stret Dato che g(0) = 0, la funzione g(x) non si annulla nell'interval
. . s T T Inoltre, essendo
tamente crescente in (0, T /2) e la funzione £(x) (come verificato 0 {0, 1172). Inoltre, essendo
nell'esercizio precedente) & strettamente crescente in [T/4, m/2).
Si noti che le funzioni £(x), g(x) assumono lo stesso valore in 111"1'1 glx) = - @ ) g(m) =2m,
- -
corrispondenza di x = 1. Tale valore & negativo; infatti: 3
i — la fi i i .
£(1) - (1) = te(D) -2 <tg (= ) g - /3 -2<0. a funzione g(x) si annulla una ed una sola volta nell' intervallo
3 (m/2, m)]
Dato che le funzioni f(x), g(x) sono crescenti per x 2 1, le soluzig
ni &, T sono entrambe maggiori di 1. Essendo 3.30 Determinare, nell'intervallo (-m,n] il numero d
. . X ’
) soluzioni reali dell'equazione
tg & =28 >2 tg M= = <2
’ n ’ cos?x + 2 sen X + A = 0
ne segue che tg T < tg &, da-cui M < § ] al variare del parametro reale X.
. . . [ La derivata della fi i = 2
3.29 Dimostrare che la derivata f'(x) della funzione a funzione £(x) = cos® x + 2 sen x + A vale

£'(x) = 2 cos x (1-sen x)

e, nell'intervallo (- T ,TI], si annulla per x=T/2 (che & un punto
di massimo), x == T /2 (che & un punto di minimo) e x=0 (che & un
punto di flesso a tangente orizzontale). La funzione & strettamente-
crescente nell'intervallo [—.T[/Z, /2 ] ed & strettamente decre -
scente in (- T, - /2 ], [n/2,m]. I valori minimo e massimo di

f(x) sono:

min £(x) = f (—121): -2+ X ;  max f(x):f(i) = 24A .
2
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Se min f(x) < 0 < max f(x), allora 1'equazione f(x)=0 ha due soluzio
ni nell'intervallo (- T ,T]; cid corrisponde a -2+ A < 0 < 2+ Aciod
-2 < A < 2. Se \=2, oppure se A=-2, l'equazione ha una sola solu-
zione reale. Infine se A < - 2, oppure se A > 2, l'equazione f(x)=

=0 non ha soluzioni ]
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arctg x _ 1
x )

[ L'equazione ha due soluzioni. Si pud studiare il grafico della fun -
zione pari f(x)=arctg x/x, oppure si pud procedere come nell'eserci-
zio precedente |

3.31 Determinare, al variare del parametro reale A ,
il numero di soluzioni reali dell'equazione
arctg x = AX.

[ Una soluzione & data da x=0, qualunque sia A€R. La retta tangente
per x =0 al grafico della funzione f(x) = arctg x ha equazione y = x

(si veda la figura 3.12).

y
3 -2
L1
3 -
y = arctg x
— XO
: X
1
/ £
= .__7/—- -1 %
7
4
figura 3.12

La funzione arctg x & strettamente convessa nell'intervallo (- <, 0]
ed & strettamente concava in [0,+®). Allora, se 0 < A<, la
retta di equazione y = Ax interseca il grafico di f(x) in due punti
+x_; invece, se A > 1, oppure se A <0, la retta di equazione y=Ax
interseca il grafico della funzione solo per x=0. Riassumendo, 1' e-
quazione ha 3 soluzioni reali se A€(0,1); ha solo la soluzione x=0

altrimenti ]

3.32 Determinare il numero di soluzioni reali dell'e
quazione :

3B. Radici reali dell'equazione di ter=zo
grado

In questo paragrafo consideriamo le radici reali
. ' : -
di un'equazione di terzo grado a coefficienti reali:

3 2
X+ a,x® +ta,x +a, = 0.

C} proponiamo di dare delle condizioni sui coefficien
ti a,,a,,a, affinché 1'equazione ammetta una, oppurg
@ue, oppure tre radici reali distinte. A tale scopo
introduciamo le seguenti notazioni:

3

a2 a,a 2 a
PTan - ST asa, - e
PR
4 27
Si noti che, se a,=0, allora p=a,, q=a,.

Dimostreremo che:
1) Se A > 0, I'equazione ha una sola radice reale.

2) se A =0 e P = 0, I'equazione ammette come unica
radice reale X = - a,/3.

3) se A =0 e p#o0, 1'equazione ha due radici reali
distinte.

4) se A < 0 1'equazione ha tre radici reali distinte.

Cominciamo con 1'effettuare la sostituzione x =
=t - a,/3. I1 polinomio si trasforma in:




g2 2 225 ag) +
a a? a,a 2a3
+/at—a12\+a:t3+ (a-—i\!+(a— L2y ,,2\
| 3 0 173 \¢3 277

= t® + pt + qg.

Ad ogni soluzione dell'equazione iniziale nella
incognita x corrisponde, con la sostituzione x=t-a,/53,
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di assimo relativo entre i into e d 1nimo
5 T iv m P
i 2

(se p# 0). In corri
i valori ispondenza la funzione f(t) assume

el 2 [
ft)=a- 5o |5 £ee)=ar 2p \3

Se i valori f(t,), f(t,) scnc entrambi positivi, op-
purg entrambi negativi, la funzione f(t) ha una,soia
radlc? reale; mentre, se £(t,) e £(t,) hanno segni di
scordl.(e se t, # t,), allora le rad;ci reali o
tre (si veda la figura 3.13). e

una soluzione dellTequazione

t® + pt+q=20
nell'incognita t, e viceversa. Per questo motivo nel
seguito determineremo il numero degli zeri reali del
la funzione
f(t) = t* + pt + q.

Dato che f(t)—+ per t+t», esiste sempre almeno una
soluzione dell'equazione f(t) = 0. La derivata vale
fr(t) = 3t?2 +p
ed & sicuramente positiva per ogni teR se p > 0.
Percid, se p > 0, la funzione f(t) & strettamen-
te crescente su R ed ammette una unica radice reale.
Inoltre, se p > 0, risulta A = gq2/4 + p3/27 >0 e quin
di abbiamo una situazione corrispondente al caso 1).
Supponiamo nel seguito che p < 0. In tal caso la
derivata f'(t) si annulla nei punti
g ‘/__-
t =»/—32, t, = =8
La funzione f£(t) & crescente negli intervalli (-=,t,]
e [t,,+~) ed & decrescente in [t,,t,]. Il punto t, &

f(ty)>0
ft,)>0

f(tp<o f(t) >0
flta <o f(t,) <0

figura 3.13

Percid le radici reali sono tre se il prodotto
£(t,)-£(t,) & negativo. Tale prodotto vale

2
£(t.)- q2- (2 /=2 4
(ty)£(t,)=q <3p 3> =q’+ 5= p? = 44.
Qu?ndi, se é < 0, l'equazione ha tre radici reali di
SFlnte‘ Se invece A > 0, 1'equazione ha una sola ra-
dice reale, perche f(t,)-£(t,) > 0. Infine, se A=0

)
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almeno uno dei valori f£(t,), f(t,) & nullo, come in
figura 3.14. )
Se A=0 risulta t,=t, se e solo se p=0 (ed in tal

caso t,=t,=f(t )=f(t,)=0) e quindi x=-a,/3. Se inve-

5C. L'algoritmo di Newton

In questo paragrafo prendiamo in considerazione
uno dei metodi numerici piu popolari e pilu efficien-
ti per il calcolo approssimato delle soluzioni di u-
na equazione: il metodo di Newton (detto anche 1'algo -
ritmo.di-Newton)—ficordiane—che eststony e a1 rT

f(t) =0 fta) =0 f(t) =0
f(t))=0
!
bt N
1 ty Ez ty=t,=0
|
figura 3.14

ce t; < t, (cioé se p # 0) allora l'equazione ha due
radici reali distinte.

importanti algoritmi.per il calcolo numerico appros-
simato di soluzioni di equazioni algebriche e trascen
denti, quali ad esempio il metodo di bisezione ed il me
todo delle secanti, che perd non esaminiamo in questa
sede.

L'algoritmo di Newton & un metodo iterativo che,
nella forma piu semplice, si pud enunciare cosi:

TEOREMA. - sia f(x) una funzione derivabile, con deri
vata continua, in un intervallo [a,b] e sia convessa in tale
intervallo. Supponiamo che f(a) < 0, £(b) > 0 e che

£'(x) > 0 per ogni xela,b]. Aallora la successione X, , de
finita per ricorrenza da
b fxy)
X,=b, X1 = Xy T ,
po% n f (Xn)
converge decrescendo all'unica soluzione X,€la,b] dell'equa
zione f(x) = 0.

Dimostrazione: Per il teorema dell'esistenza degli zeri esiste in
[a,b] una soluzione X, dell'equazione f(x)=0. Dato che £'(x) > 0 per ogni
XE€ [a,b] » la funzione £ strettamente crescente e quindi 1'equazione £(x) = 0
ammette X —come unica soluzione in [a,b] .

Proviamo che X, 2 X, per ogni n. Per n=1 la relazione & vera, infatti
Xy =b>x . Per n> 1 utilizziamo la convessitd di f(x) =

£(x) 2 £(x) + £1(x) (xx) R vx €la,b] .

Ponendo X=Xp,, e ricordando che Ee17¥y 7 7 f(xn)/f'(xn), otteniamo
) 2 £0x) + £ () (%) =

= E(x)+ £1(x,) [-f(xn)/f‘(xn) 1 =o.
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Percid f(xml) 2 0; dato che la funzione f(x) & positiva in (xo,bj ed & nega
tiva in [a,xo}, risulta Xppp 2 ¥,
Verifichiamo che la successione Xp & decrescente: Dato che X, 2 %, risul-

ta f(xn) > 0. Inoltre per ipotesi f'(xn) > 0. Percid:

£(xp)
41 T *n T ) - *n
n

Per il teorema sulle successioni monotdne, esisté il limite per n = +® di

¥. Indichiamo tale limite con % el xo,b] ;5 risulta

B f(x)

%= lim x_. = lim x-f(x“) % -
ot W poie T fi(x ) £1(%)
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- X, |< 8, la successione X,, definita per n > 1 da
X £(xn)
= x - ——
n+l n '
£'(x,)

é convergente ad x,.

Dimostrazione: Utilizziamo la formula di Taylor con il resto di La-

grange per la funzione f(x) con centro nel punto X

(&)

£(x) = £(x)+ £1(x) (xmx ) + - (x-xn)2 , vxe[a,b ], essen-

essendo & un punto opportuno dell'intervallo [ a b ] i iy ——dat

o

(abbiamo utilizzato la continuita di f(x) e di f'(x)). Ne segue che f(x)=0.Da
to che f(x) = 0 ha un'unica soluzione nell'intervallo [a,b ] , risulta }_{:XO

Quindi X, converge ad X, per n > +%® .,

————— oo

che f(xg) = 0, dividendo per f‘(xn) (che per ipotesi non & zero) otteniamo

Se f(x) non & convessa nell'intervallo [a,b], lo
algoritmo di Newton pud non essere convergente. Perd,
se x, & sufficientemente vicino alla soluzione cerca
ta,allora, come indicato nel risultato che segue, il
metodo risulta arcora convergente.

TEOREMA. - sia f(x) una funzione derivabile due vol
te in [a,b]. sSia x,¢(a,b) una soluzione dell' equazione
f(x) = 0. Supponiamo che esistano due numeri reali m,M ta-
1i che

0 <mg< [£'(X)| , M> [f"(x)|, Vxela,b].
Poniamo:
oosy)

§,=min {b-x,; x,-a}, § = min {M

(6:60 se M=0). Allora, se scegliamo X, in modo che le-

£(xy) 1 f"
0=—R_} (x -x)+ = (E)( x )2
£1(x,) ° n 2 f'(x ) ° M
Essendo Xopg = %y - f(x)/ f'(xn) risulta
1 '(E) 2
X - x == X_-X
n+l o 2 fl(xn) ( o n)
Da cui
1M
- 22 _ 2
(1) 1T % | < g - (%, - %)
Verifichiamo ora, per induzione, che
(2) [x-x, | < 6 N V nen.

I1 primo termine x 1 & stato scelto in modo da soddisfare tale relazione. Sup-
poniamo vera la (2) e procediamo utilizzando la (1):
| x,

w1 "% | <

dato che & < 2m/M, risulta
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1
X < =
2

ENE=4

2oL 5<2_m>:d
é'<‘2m M

In particolare la (2) assicura che X, € [a,b] per

[ %,
Percio la (2) & provata .
ogni n.

Verifichiamo per induzione che
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ma della permanenza  del segno esiste un numero positivo 60 tale che

[f'(x) I > | £1(x,) | /2 per ogni x per cui | XX, ' <6 .- Dato che f"(x)
€ continua nell'intervallo [xo— § 00 Xt § 0] » esiste in tale intervallo
il massimo M di | £"(x) |. Percid, posto m = | £1(x,) | /2, risulta

If'(x) l >m, lf"(x) [ <M, vV x G[xn-éo,xo*r [N ].

Sono soddisfatte le ipotesi del teorema precedente; percid 1'algoritmo  di

2
2m Mo [x, - x )
O P I (L SE N

Per n=1 la (3) segue dalla (1). Supponendo verificata la (3) per n > 1 e uti-

lizzando di nuovo la (1) con nt+l al posto di n, otteniamo

1 M
[ =% | < 2 m Gna T %)7 <
: +1
1
- 2
M 2m M x -x |
Z_m‘ V M 2m
Percid la (3) & dimostrata. Infine tenendo presente che
2m
= = = - < 1
lxl'xu{<‘5i M ? oo ¥ % >

il secondo membro di (3) converge a zero per n>+%® . Ne segue che X, converge

a X per n>+® .,

Spesso il teorema precedente si applica nella for
ma seguente:

COROLLARIO. - se f(x) ha derivata seconda continua in
un intorno di X, e se
f(x,) = 0,

allora 1'algoritmo di Newton & convergente pur di scegliere la
sufficientemente vicina ad X, .

f'(x,) # 0,

approssimazione iniziale X,

Dimostrazione: Dato che f(x) & derivabile due volté in un intorno

I di x,, la derivata prima & continua in I. Essendo f'(x,) # 0, per il teore-

Newton converge pur di scegliere x in modo che | x, -x < (5=min{lm/M; $
8 1 1 % o

Allo scopo di valutare le stime proposte in pre-
cedenza, discutiamo la convergenza della successione
X, (dell'algoritmo di Newton) alla soluzione x,=0 del

l'equazione sen x = 0. Poniamo quindi
f(x) = sen x Xo =0

e consideriamo la successione definita per ricorren-
za da

fx,) _ .
X, # 0 assegnato, Xpyp = Xy - T xJ =X -tg x..
n

Ci limitiamo a considerare x,e(-m/2, 7/2).

La retta di equazione y=x & tangente al grafico
della funzione y = tg x per x=0. In base alla conca-
Vitd e convessita della funzione tangente, si verifi
ca che:

se xe[0,m/2) =>
se xe(-m/2,0] =>

tg x > x ;

tg x < x

Ne segue che se x,€(0,1/2) allora X~ X mtg x <0
€ viceversa, se x,e(-1/2,0) allora X412 0. Quindi,se
X,> 0 per n»+», allora X, si avvicina a zero oscil -
lando.

Data la simmetria del problema, basta considera-
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re x,¢(0,m/2). In base ai teoremi precedenti la suc-
cessione x  risulta convergente a x,=0 pur di sce-
gliere

dove
m = min {[£'(x)|: xe[-x,,x,]} ,
M = max {[£"(x)|: xel-x,,x,;]}

Per xe(0,m/2) risulta [f'(x)|=]cos x| = cos x e m =

deriamo la successione

Yo =[x

ol

e vediamo quando Y, € monotona decrescente. Se x_ > 0
n

y } 1

xe[-x,,x;]} = cos x,. Inoltre [f'(x)]=
Percid la condizione

= min {cos x
=|-sen x| = sen x e M = sen.x,.
diviene

o 1 Lo, ces
1€ [ ’ 1 M sen x, ’

cioé tg x; < 2/x,. In figura 3.15 sono rappresentati
in uno stesso sistema di riferimento i grafici delle
funzioni y = tg x e y=2/x per xe(0,n/2). Si verifica
facilmente che la condizione tg x, < 2/x, & equivalen
te a dire che x,¢(0,n) con n soluzione in (0,7/2) del
1'equazione tg x = 2/x (si veda anche 1l'esercizio 3.27
(b)).

Riassumendo, in base alle stime del teorema, 1l'al
goritmo di Newton & convergente pur di scegliere x, €
€(0,n), con ne(0,m/2) soluzione dell'equazione tg x =
= 2/x.

Analizziamo ora direttamente la convergenza del-
la successione x  definita con il metodo di Newton ,
senza ricorrere alle stime enunciate in generale pre
cedentemente.

Abbiamo giad mostrato che la successione x , se
converge a zero, & a termini di segno alterno. Consi

figura 3.15

risulta X4 <0 e quindi

Yoe1 = ixm-l | = - Xy = tg x, - x

Risulta y ., <y, = [x [= X, se e solo se tg x - x

< X, cioé se e solo se

tg x, < 2x, .

Cid equivale a dire (si veda anche 1l'esercizio 3.2
(a)) che Y1 < ¥, Se e solo se x,€(0,8), dove £e(0

m/2) & soluzione dell'equazione tg x = 2x. Si verif
ca anche, per induzione, che se x,€(0,8), allora y
n

I

<

n

7

i

i

[}

[x,]e(0,8) e Ynt1 < ¥, Per ogni n. In tal caso Va
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converge decrescendo a zero e quindi anche x  conver

ge a zero.

Si noti che, con 1l'analisi diretta, abbiamo tro-
vato una stima ottimale: Nell'ipotesi x,¢(0,m/2) Ila
successione x, converge a zero se x,¢(0,£), con § so
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sione decimale approssimata delle soluzioni reali per
mezzo di algoritmi numerici €, naturalmente, utiliz-
zando un computer.

Nelle risposte abbiamo riportato sinteticamente
T . )
l'espressione decimale delle soluzioni troncata a 6
cifre

Tuzione dell"equazione tg x=2x nell'intervallo(0,w/2).
Deve quindi risultare 0 < n < § < w/2 (infatti,
che proprio questo & cid che accade, & provato nello
esercizio 3.28). A titolo indicativo riportiamo le se
guenti espressioni decimali approssimate:
m

£ =1.16...; = =1.57...

no=1.07... 3

Per finire, notiamo che la successione x_  si pud
rappresentare nella forma

s
X, € <O, E) y o Xy = 8(x)

Con i metodi del paragrafo 12C della parte prima si
verifica che la funzione g(x) & una contrazione in o-
gni intervallo del tipo [-68,8], con 0 < & < m/4. In
tal caso la .convergenza a zero della successione x;
segue dal teorema delle contrazioni.

/

con g(x)=x-tg x.

3D. vValutazione numerica delle soluzioni

Esistono diversi metodi numerici per risolvere In
modo approssimato un'equazione algebrica o trascen -
dente. Il metodo di Newton, considerato nel paragrafo
precedente, & un esempio. Importanti sono anche il
metodo di bisezione ed il metodo delle secanti.

Negli esercizi che seguono riprendiamo alcuni e-
sempi gia proposti nel paragrafo 3A dal punto di vi-
sta dell'esistenza delle soluzioni e risolti facendo
uso del teorema dell'esistenza degli zeri. In questa
sede invece proponiamo la determinazione di un'espres

3.33 x%+ 2x% + 10x - 20 = 0

[L'equazione ammette la radice reale X, = 1.368808... (si veda 1'eser
cizio 3.1)] B
2 4
3.3¢ 1 - X 4 X
2 24

[L'equazione ha quattro radici reali: + Ve-2 v3 = + 1.592450. .

+ VYet2v/3 = + 3.076378. .. (si veda 1'esercizio 3.2) ]

[ L'equazione si pud scrivere nella forma equivalente x(x-4)
veda anche 1'esercizio 3.3 (a)) ed ha per soluzioni X, =2- V5 o=
=-0.236067... e x, =2 + V5 = 4.236067... ]

3.36 x'9(x-2)1° = 1
[L'equazione ha tre soluzioni: X,=1, x; = 1- \/2_:-0.h1h213..., X,=
= 1/2 = 2.am213... ]
3.37 (a) x* + x2 =x + 1

(b) x* + x2 =1 - x

[ si veda 1'esercizio 3.6. (a) x 177 0.569840..., x, =13 (b) x, =-1 ,
X, = 0.569840. .. ]

I

3.38 (a) x* + x3 -1 =0 (b) x%-2x3-1 0

[ si veda 1'esercizio 3.7. (a) x, == 1.380277..., X, =0.819172...
(b) x ;== 0.716672 ..., x, = 2.106919... ]
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_ 1 46 e = (x-1)2
3.39 Vx + -3 - 0
K [ came indicato nell'esercizio 3.20 (b), 1'equazione ha due soluzioni
[ L'equazione ha due radici reali (si vedano 1'esercizio 3.9 e la figu reali. Esse sono espresse da X1=0ex,= 1.477670... ]
ra 3.2): xy = 0.120614..., x, = 2.347296 ... ]
-% X
247 (a) 27 = x| (b) 37 = |x|
1. 1 -
3.40 (a) =+ log x = 2 (b) ot log x = 4 [ (a) come risulta dagli esercizi 3.21, 3.22. l'equazione ha una sola
. x x ) qt s
soluzione, espressa da 0.641185...; (b) dato che 3= )\>e1/e, dall'a-
[ si veda 1'esercizio 3.10. (a) x; =0.31784k..., X , = 6.305.395 ....... H nalisi dell'esercizio 3.22 e dalla figura 3.10 risulta che 1'equazio
(b) x 1:9.173%2..., X, =53.588761... | ne ha una sola soluzione (negativa), che & espressa da -0.547808...]
L = 3.4
3.41 - + log [x| =2 .48 tg x - 2x =0 con xe(0,m/2)
. .
[ oltre alle due soluzioni della parte (a) dell'esercizio precedentela TS IS S TVetano gIT eseTcizT 3.2/(a) € 3.28) ]
equazione ha anche la soluzione negativa -8.331372... ] 2 T
3.49 tgx - = =10 con xe(0, =
X 2
X2-4x _
3.42 log |X[ - ———-—1_)(2 =0 [n=1.076873... (si vedano gli esercizi 3.27(b) e 3.28) ]
[xl = 0.297993..., X, = 2.352016... (si vedano l'esercizio 3.12 e la 3.50 (a) cos?x + 2 sen x + 1=0 con xe ('TT,‘IT]
figura 3.3) ] -
(b) cos2x + 2 sen x - 1=0 con xe (-m,m]
1 In b ' isi ‘. ' ipi ; Lo
7 .4% (a) e logzx =1 (b) X 10g2X = = [ n base all'analisi fatta nell'esercizio 3.30, entrambe le equazioni
2 hanno due soluzioni.
[ (a) In base ai risultati dell'esercizio 3.13, dato che A =1 > 4/e 2, (a) x,= - 2.320265..., X, = - 0.821327...
1'equazione ha una soluzione : 2.020747...; (b) Dato che A= 1/2-< ®
Xx,=0 =T = 3.
< 4/e? , 1'equazione ha tre soluzioni: x; = 0.072958..... s, X, 1 > X, 3 1‘_»1592 ]
= 0.225832..., x4 = 1.715724...]
X
3.51 arctg x = 3
3.44 x%2 - 2x log x - 2 =0
[ come mostrato nell'esercizio 3.31, oltre a x=0 1'equazione ha altre
[ L'equazione ammette una sola radice reale (si veda 1'esercizio 3.16) due soluzioni, rappresentate da * 2.331122...]
espressa da 2.750883... J
1-x
3.45 e* = ——
X

[ %, = 0.401058... (si vedano l'esercizio 3.17(b) e la figura 3.6)]
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con ¢ costante arbitraria.
Tale insieme si chiama integrale indefinito di £(x)
e si indica con il simbolo

ff(x)dx

Percid possiamo affermare che

R

INTEGRALI INDEFINITI

4A. Integrali indefiniti immediati

Sia f(x) una funzione definita nell'intervallo I
di R. Una funzione F(x), derivabile in I, si dice
primitiva di f(x) se"F(x) = £(x), per ogni xelI.

Se F(x) & una primitiva di f(x), allora, per o-
gni ceR, anche G(x) = F(x)+c & una primitiva di f(x)
in quanto G'(xf = F'(x). 7 T

Viceversa; ~se G(x) & una primitiva di f(x), diversa dal
la primitiva F(x), allora esiste una costante c¢ tale che G(x)=
= F(x) + c.

Infatti, se F(x) e G(x) sono due primitive di
f(x), posto H(x) = G(x)-F(x), risulta:

H'(x)=G" (x)-F' (x)=f(x)-£(x)=0 Vxel

e dunque H(x) & costante.

I1 risultato precedente si esprime anche dicen-
do che: la differenza di due primitive di una stessa funzio
ne é costante.

Da questo risultato segue che, se una funzione
f(x) ammette una primitiva F(x), allora 1'insieme di
tutte le primitive di £(x) & costituito dalle fun-
zioni del tipo

F(x) + ¢

[£0dx = Fx) + ¢

ove F(x) & una primitiva di f(x) e ¢ & una costante
arbitraria.
Ad esempio, risulta
3
fxzdx = 6;& c
R 3
in quanto la funzione F(x) = %r € una primitiva del-

la funzione f(x) = x2

Si dimostra che: ogni funzione continua in un interval
lo ammette sempre primitiva. -
Si verifica subito, inoltre,che

J[f(x)tg(x)]dx = jf(x)dx + Jg(x)dx

e che, per ogni keR, &

ka(x)dx =k ff(x)dx

Riportiamo di seguito alcuni integrali indefiniti im
mediati:
: b1
b 4
(1)- j xdx = & +c

b+1
1 !
(2) j L dx = log'[x| + ¢ ==

(3) j e*dx = e* + ¢

(5) 'J sen x dx =- cos x+c (6) fcos x dx=sen x+c
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1 1
(7) J cosix dx = tg x+tc (8) J Senzxdx——cotg x+c
(9) J lfx -~ dx=arcsen xtc (10)I Ij&; dx=arctg x+c
(11) f sen h x dx=cos h x+tc (lz)jcos}1xdx=sen hx+c -

Le formule precedenti possono essere generalizzate ,
utilizzando la regola di derivazione delle funzioni
composte. Si ottengono cosi le seguenti formule:

(12") J[cos h £(x)] £f'(x)dx = sen h £(x) + c. Ly
Verifichiamo, ad® esempio, la (1'). Essendo

b+l b
D Lf%f%l—— = (b*l}~£§é§%;— Freo=r£01° £ (0

ne segue la (1'), Incltre

D sett sen h x Vit D sett cosh x= et
D sett tg h x = 1
g 1-x2

‘ reg yqPtL
(" J[f(X)]“f'(X)dx:L—g:f-—Jrc ® #-1)
, £'(x _ _
(z" J 00 dx = log [£(x)| + c |
3") J ef () £1 (x)dx=e f®+c 24
£() O S
(4") J af®) £1 (x)dx = ?og 2 + cﬁl;p,g}m t"‘ﬁv o
~%p by
~(5") J [sen £(x)1f'(x)dx =- cos f(x) + ¢ 14
(6") j [cos f(x)]f'(x)dx = sen f(x) + c
' £ 4, -
7" j cos £ (x) dx = tg £f(x) + ¢
, ) 4
(8" J Son?f(x) dx ’ cotg f(x)+ ¢
(9" J -‘/Tf_lf———(}% dx = arcsen f(x) + c
f'
(10')J z:;;%f% dx = arctg f(x) + c
(11')[ [sen h £(x)] £'(x)dx = cos h £(x) + ¢

si hanno le notevoli relazioni:

(13) J 7T%§§ dx = sett sen h x + c=log(x+/I+x7%)+c

(14) J /E;TT dx=sett cos h x+c=log(x+/X2-1 ) + ¢

1

—_— 1+x
1-x?

+ C
1-x

(15) J dx = sett tgh x + c = % log

4.1 Verificare con qualche esempio che non sussiste
1'uguaglianza

If(x)g(x}dx = Jf(xgdx -Jg(x)éx‘

2z K3
= x° R 5
E) FEE- NN S Pl
[ Basta scegliere £(x) = g(x) = x] ) ‘ <

4.2 Sia F(x) una funzione continua nell'intervallo I

di R e sia F'(x) = 0 per ogni xeI-I_, con I, sot
toinsieme finito di I. Dimostrare che F & costan
te in I.

[ siano a,b €I cona<besiano x ;< x, < ..... <%, i punti di (a,b)
in cui non & verificata la relazione F'(x) = 0. Evidentemente in cia-

scuno degli intervalli [a,}-(1 ] > [x 1%, J sreey [ xn,b] la funzione
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F(x) & costante e percid si ha
Fla)=F(x;) =...= F(xn) = F(b).

Per 1'arbitrarieta di a e b si ha 1'asserto |

4.3 Consideriamo la funzione f(x) =(x+1)2/x per x>0

181

[ Utilizzando (2') si ha:

N
A cos X D sen x
cotg x dx = — dx = dx=log fsen x[ +c
sen x sen x
f _“ (senxA chosx | [
] 8 J cos x J cos x TS re

Si verifica facilmente che la derivata vale

£r(x)=(x2-1)/x?=1-1/x2
Altrettanto facilmente si calcola una primitiva
g(x) di f'(x), che vale

g(x) = x+(1/x) = (x%+1)/x
Per quale ragione g(x) & differente dalla funzio
ne f(x)?
[La funzione g(x) & effettivamente differente dalla funzione f(x), ma

la differenza é una costante:

2 2
f(x)_g(x):ﬂ_gzzzg ]
X X X .

-
Q{@ Integrazione per semplici trasforma-—
zioni dell'integrando

?ﬂ.4 Calcolare i seguenti integrali:

i7 th x dx

-

jcotg x dx

S
sen ax dx /)Jcos ax dx

dx

|
‘]

_ / 1
Vx dx J/iTE
x

(a > 0)

/ Jm dx r J/;T

Utilizzando (5') e (6') si ha, rispettivamente:
1 1
sen ax dx = — sen ax -D(ax)dx = - — cos ax + ¢
a a

1 1
Jcosaxdx=—jcosax'D(ax)dx=—senax+c
a a

Utilizzando (1) e (1'), si ha, rispettivamente:

— 1/2 2 3/2 2 —_—
J/xdx=fx dx:;x +c:;\/x3+c

J;_ dx = J‘()ﬁa)nl/z dx = 2(x+a\)1/2 =2 Vxta +ec
Vxta R

Utilizzando (1'), si ha
x 1 C L, -1/2 1 -1/2
——= dx = = |(atx?) 2% dx = — J(a+x2) -D(atx?)dx =
j'/a}xz 2 f 2
1/2 —
= (atx?) +c= Vatx? +c

£ -l ~ 2)—1/2. o = L ~ 2)-1/20( e
m-x— 2 (a-x (xx—2 (a-x a-x*)dx=

=-(a—x2)l/2 tc=Vax? +c ]

4.5 Calcolare i seguenti integrali, con a > 0

Py [ N W S WU (S N
K\\\*ja’-g?” > Ja?x? ’ Vat¥x? ’
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1 1 e
= dx ; dx } / b
‘J vVxZ-a’ ’ J‘ a?-x? 4.6 J ‘(ﬁ)—;— dx =L’é I(3+5x)'sD(5x)dx %
[utilizzando (9') e (10'), si ha, rispettivamente: :
| Ll Gesgte 1
J 1 o - 1 - 1 NEa™ . 5 -5 25(3+5x)°
VaZx? - X2 h x \? a -
N 1_<;) \/1_(;) o —_ . 1/2 (x+2)"?
’ CF a7 I/x+2 dx= JLx+2) dx= —~——=—— +c
= arcseni(ﬂrc 3/2
a
3/4
1 ) 1 1 1 x . * 4.8 m;___ dx = L (2x+1) _I/AD(Zx)dx -1l Gx DT +c
—— dx= | ————— dx == D(—) dx = V2x+1 2 2 5/4
a“+x az[lﬁ(i)z] a 1+(§)2 a
2 2 =-.2;~t/(7y+113 + c

1 X
= —arctg — + ¢
a a

- —— .1 Loy 12 -
Utilizzando (13), (14) e (15), si ha, rispettivamente % 4.9 JX 5-2x% dx = - 4 j(z_zxz) (-4x)dx =

: T ~.
J\/ajx s Ja\/li<f)2 o = IW“(E)“’ \C/% J’(3—2xféﬁzn(3—2x2)dx:
N v
= sett senh§+c - 1 —*————-‘(S_ZXZ)S/Z + c =- 1 \/m‘*c
a 4 3/2 6
J’ﬁ dx = J Xl — dx - J Xl _ D(z)d": > x -1/
a\/(;_)T.: \/(_;)IT 4. 10 J—JW dx=- ¢ [(2-3x2)7"" (~6x) dx =

X
= sett ccsh;-?c

(2-3x2)M*D(2-3x%)dx =

. 1 1 1 1 X
jaz—xz dx = j x \? dx=; J x\2 D(;)dx= 1/2 : :
2[1-( = - = . ~Zx2
202 ) 1 1() P ,%Lz_%_l ve = Lz e

1 X
:‘—setttgh—+c]
a a

= (x > 0)
Calcelare i seguenti integrali e verificare che siet p
tiene il risultate indicate: N T 1 1
=-f —_— - D(—) dx=-arcsen —~ + C
1)\ 2 X X
e
X
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b

-
s 1
Nal1z [sensx cos x dx= Jsen5x~Dsen x dx= i sen®x + ¢

2
74:13 J%Z"_%_Sf_z___n_xl dx = Jarcsen’x-D(arcsen x) dx =

1
=3 arcsen®x + ¢

, 1 D arcsen x
~ = dx=
Z; 4.14 J’(arcsen x)VI-x?2 dx J arcsen x o

= log |arcsen x| + c

i

P - . 1 Darctg x _ ’
v [ S — = dx =
& 4.15 J(1+x2)arctg x dx J arctg x x

= log |arctg x| + ¢

D log x 4 _ log |log x| + c

416 [—— ax = B,
K>(4'16 Jx log x dx J log x

6\( 4.17 Jl&i_x dx = Jlog x - D log x dx= % log?x + ¢

Y- .
g }’ n n+l
( 7<4.18 j Lﬁi—xl‘ dx = j(log x)" D log x dx= (_g__)_l]cl>+1x +c

¥

1 -n
—2 _dx = | (1 D1 dx=
Y X 4.19 f *(Tog 07 & J( og x) og x dx

(n # 1)

T4 JSxe" dx=—Je"Dx2dx=%e"2+c
“U4.21 L iy - 1 _
sen(x+a) xta x+a
2 sen —4— cos —/—
2 2
P - [ 1 o
tg xta 2 cos? 22
A 2
xta
= D 2 dx=log|t xza
‘ xta gt 2
g2
[Un altro metodo & proposto nell'esercizio &4.114 |
;-
1 S S X,
So4.22 cos x dx = p dx=1log tg(z +4)
sen (x+ -2*)
+—4
\.\"\4.23 Utilizzando le formule di bisezione:
cos? & = l+cos o sen? & _ l-cos a
2 2 ! 2 2

calcolare i seguenti integrali
1 1
J1+cos(x+a) dx Jl-cos(x+a) dx

[si ha:

1 1
dx =
l+cos(x+a) 5 xta
2

+

Cc

i
|
1
|
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b (X2 o n n+l
j 1 J 1 2 4.26 [ sen x cos x dx = J sen"x-Dsen x dx= 2% o
dx = dx = — dx = n+1 “
1-cos(x+a) , xta o Xta .
2 sen © —— sen ™ —
2 2 : 7 N n+l
- v 4.27 cos x sen x dx =- Jcosnx-Dcos X dx=- £25X
A n+1
=—cotgﬁ+c] ! r‘\rrt =
jl 2 N 1
—A 4.28 j L i e | —1
¥ sen X Cos Xx tg x cos?x
4.24 Utilizzando 1'esercizio precedente, calcolare -,
1i integrali 2 D tg x
g g v - =J‘ - dx= log [tg x| + ¢
3 - g X
1 1 33 i
—_— . —_— d » L
[ l+sen x o~ j 1-sen x 3 4.29 1 dx = r——l% e
" J SEIMX COS5°X J T Usen 2xJ/77]
[ Essendo sen x =- cos (x+ 5 ), si ha b
D(2x)
] 2 [ 22X
J 1 J 1 x T 2 J sen?ix dx =- 2 cotg 2x+c
dx = dx = - cotg [ —+ - )+ c 3
1+sen x 1-cos(x+1[) (Z h) 4 LT
2 4.30 J Sax = - 1 [ 24X 40 .
2! 4 VIZX®

grazie al secondo degli integrali di 4.23. Inoltre:

1 1 x T
dx = dx = tg | -+~ +c
1-sen x 2 4

1+cos(xt —
o S
’f’ grazie al primo degli integrali di 4.23 ]

' 4.25 Calcolare gli integrali dell'esercizio preceden
te, moltiplicando il numeratore ed il denomina-
tore dell'integrando per 1 # sen X.

[ Ad esempio, per il primo integrale si ottiene

1 1-sen x - 1l-sen x 1
dx = dx = 35— dx 5— dx -
1lt+sen x 1-sen’ cos“xX cos“x

sen X 1
- de:tgx————rc]
cos“x cos X

"

Verificare che (neN):

1 R
- J(l'x") 1/ZD(l»x“)c‘lx:— %‘/ln('“rc

1 j_ 4x3 dx = 1 Dx*
¢ Ve T I/ﬁw dx =
1
4 arcsen (x*) + ¢
S1 (oax
n /Toxn *X°
1 ay-1/2 : 2
o (1-x") J""D(1-x")dx =- £ /T-x7
n »
lj o gy - L [oDx”
n ) ISz F T Jn—r}?‘v dx=
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-1 arcsen (xn)‘ _ 1 J h(mx+n)+ km-hn dx =
n m mx+n x =
!
h -
Y gy
m m mx+n
4C. Integrazione per decomposizione in
somma . h km-hn
. = = x+
Verificare che: m m? 108 [mxtn| + ¢
2
4.34 | (hx+k)dx = h |xdx+k Jl dx=h % + kx + ¢ 5 1
, b 2 4.39[———@(:1 S PR O I S
3x2+2 2 )3, =3 T 2 dx=
n n 5 —2— Xt EX) 1
4.35 J(ao+alx+. L.ota x )dx = aofdx+aljxdx+..‘+a4x dx
3
WA
a, an  _n+l = \/:J - dx =
— —— 2
—a°x+2x+.‘.+n+lx tc 28 <@x> +1
/L/ —_—
! 1+x-1 1 = -k arct \/i +
4.36 X gy = | =X ax o= |1 odx- —— dx = /6 g 2 X €
1+x 1+x 1+x
< 1 -1 1
' r3x+2 1 [ 12x+8 1 ( 12x+15-7
4.37[——-dx=—j dx:—f—'——dx= \/ﬁ :
4x+5 4 4x+5 4 4x+5 _ _1_\/5 ™y
7 1 . n Vm (\/ﬁ )2+1 dx=
= x
Ty jldx_ 4 J ax+s n
3 7 4 L arctg \/El- X + c
_ 2 . L - vn n
4 J’ T J x5 0
3. L 441 J hx +k o x
=X 16 log [4x+5] + c mx 2 +n h mx2+n dx + k x2+11 dx =

4.38 J‘ hx+k dx = 1 J hmx+km-hn+hn ax =
mx+n m mx + n
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_ Log|mx?+n|+ X arctgy/® x + ¢ Percid risulta
2m v/nm n
1 2
oo dx =2 —————— {x =
5 [ lzxttx N S S X_ 4. o J x?+px+q J (2x+p) 2+ (4q-p?)
4.42 J Tix? dx = { Trx? dx + J Tix? dx =
. 2
=2 j dx =
— e & [ 12 o - | e [oe )
= J(l—x )dx 2 J Tx? X = 4q-p
, b (Z_Xm_)
X 1 2 Vaq-p?
= x- - + = log (1+x2?) + ¢ ‘ = J dx =
) 3 2 3 Viq-p? 1+ (ZX*E )2
E Viq-p?
T TFX-X 1
4.43 dx= J dx = J = dx + _ 2 2x+p
x(1+x) x(1+x) X 7?f arctg = + c
) ) ‘ R w——-J
) j 1+x dx = log [x|- log [l+x] +c 1 Verificare che:
/ 1 1+x2%-x2 1 1 2X ‘ 4-4% f “?“i—‘“ dx = J —1 dx = arctg (x+1)+c
PR S— - —_— = - - = — +2x+ 2 L "
4.44 j (1) dx J w(1ix?) dx J T dx= 5 J1+X2dr‘ XZ+2x+2 (x+1)2+1

I

1 1. 2 2x+1
= 10g|x[-\5)10g(1+x2)+c = {;¥7 J ;;:;:E dx = 77 arctg S 4+ c

X 1 1 x+1
= 48 | ———— dx = == xtl
Log /Trxz T © 4 X2+2x+3 dx /7 arcte 7z te

T :
f4.4S?Calcolare 1'integrale

4.49 Calcolare 1l'integrale

dx dx

1 J hx+k
x?+pxtq

x2+px+q

nell'ipotesi A=p?-4q < 0. In tal caso il trinomio a

nell'ipotesi A = p?-4q < 0. Si ha
denominatore si_pud esprimere come somma di quadrati:

k
x+ =

hx+k _ h _
f Xztpxrq X T B j xttpxrq T




2k
[ (xvp)rpt
% — dx =

xX2+px+q

. - 1
_h (2xtp ., 2k-hp J’_z.___
2 Jx2+pxtq 2 x*+px+q

Tenendo conto dell'esercizio 4.45, si ha perciod:

hx+k _h 2ppx+q |+ 2k-hp arctg
J’ Triparg X 7 2 log|x?+pxtal|+ == /=

Verificare che:

3x+2_ 4 % J 2x+4/3 % J ZxH1+1/3 4o

XZ+xtl x?+x+l xFtxrl

3 2x+1 S (R S
) I X2+x+1 dx + 3 I x2+x+1l

-
3 L 2xtl
> 1og|x2+x+1|+ 7% arctg 73 +c

. 2 -
[si noti che, essendo x2 +x+1 > 0, Vx€R, si ha log | x +x+1|
= log (x 2‘+x+1)]

\

x+3 o1 2x+2+4 dx =
2t J ez T2 J X7 +2x+2

2X42 4o ZJ S
X2+2x+2

|
N =

= % log (x2+2x+2)+2 arctg (x+1)+c

4.52 Calcolare l'integrale

J'_L__dx
x2+px+q

2xt+p c

X2+42x+2 .
\breaifyy

et

4y

L R,
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nell'ipotesi A=p?-4q > 0. In tal caso il trino-
mio a denominatore pud essere espresso come dif
ferenza di quadrati

2 2 2 _
X24px+q=x2+2 DA R q- Eﬁ.=(x+ E)z_ p-4q
2 4 4 2 4
percid risulta

1 - 2 =
JX“pX’rq b J (2xrp) - (p7-dq) X

D 2x+p
. 2 Vp2-4q dx =
VpZ-dq _(2x+p )2
/p7-4q
R 2htp
= 7 setttg h i +
[Un altro metodo & esposto nel paragrafo 4E |
./‘/]'
4.5% Calcolare 1'integrale
1 - 1 o —2
J x2-5x+6 dx J ( 5)2 1 dx _ZJ(ZX+5)2‘1dX—
* 2] g

2x+
=-2 j Md}(:‘z sett tg h(2x+5)+c

B 1-(2x+5) 2

.
4.54 Calcolare l'integrale

hx+k
X2+px+q
nell'ipotesi A = p2?-4q > 0. Si ha
k 2k
hx+k *h n[(2xP)p
I X2+px+q N X2+pxtq dx= 7 x2+px+q dx=
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_h J 2X+p P 2k-hp J 1 x
2 ] x®+pxiq 2 x24pxtq nell'ipotesi A=p?-4q=0. Si ha
Tenendo conto dell'esercizio 4.52 si ha percid x24+pxtq = (x ] )2
2
( K b percid
) _hxtk dy= = l1po Ix2+px+gl+
J xPrpxrq T2 TR T hxtk hx+k
J e dx = J —H2 dx =
Xx2+px+q (X+ E)
hp-2k (oot tg h ;§=E + 2
l;/ X 1
=h dx + k dx=
. (x- 2) («2) -
4—55—Cad 1 1t int gv=1n 2 2
(3)

(2x-4)+ % -

o -3 | T -

—
>
I[N
[ ke
|+
o=
"~
&
[N

3 2x-4 1
= = +
2 J xi-ax+s & 7Jx2-4x+3 dx

D'altra parte, essendo A=4 > 0, si ha

1 1

— L _ L __ 9 +
J XZoaxi3 dx J x-2)7-1 dx=-sett tg h (x-2)+c
percid

_3x+1 o3 2. R o)+
J a3 3 log [x2-4x+3|-7 sett tg h(x-2)+c

4.56 Calcolare 1'integrale
—

hx+k
x2+px+q

|

=
—_—
(3]
o
»
ol
e
S~
'
k)
o

=

Ny

=

4.57 Calcolare l'integrale

2x+1 1 2x+1 _
J oxz-6xr1 X7 9 J , dx =

©|

-
—_—
-l
=
T
=
S——
S
o
~
i
© |
—
3%
o
v
G|
*
Wi
a
R 4
RS
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1 .
D(x— = . L . .
_ 1 3 dxt == | —L1— 4x= ) 4.60 Calcolare gli integrali (a # b e a#-b) o
9 1) 2 27 . 1) .
3 3 .
sen ax cos bx dx; |cos ax cos bx dx;
1o 1 ) Pos 1,
= = x- = - =
. g "8 3 9 3x-1
sen ax sen bx dx.
i .o .
| 4.58 Calcolare gli integrali (a #0) [Tenendo presente le formule di prostaferesi (vedi la parte prima,
paragrafo 2B) si ha
sen? dx cos?a x dx - -
en‘a X H 2 sen ax cos bx = sen(atb)x + sen(a-b)x
2 cos ax cos bx = cos(atb)x + cos(a-b)x
[ Essendo, per le formule di bisezione:
-2 sen ax cos bx = cos(atb)x - cos(a-b)x
2 l-cos 2a x 1 1 2 D(2ax)
sen = —— = — = = C0S lax ax id
ax 2 2 i 4 e percid
1l+cos 2ax 1 1 bx d: “1 +b d+1 b =
cos 2a x = = =4 — cds 2ax D(2ax) sen ax cos bx dx = 3 sen(atb)x dx 2 sen(a-b)x dx =
2 2 ha
+ -
si ha __ cos (atb)x ~ cos(a-b)x re
2 (atb) 2(a-b)
2 X sen 2ax
sen “ax dx = — - —— + ¢
2 ha

1 1
Jcos ax cos bx dx= 3 Jcos(aﬂ))x dxt+ 5 J’cos(a~b)x dx =

_ sen(atb)x sen(a-b)x

2 X sen 2ax
cos axdx=2+—+c]
T 2(ath) 2(a-b)

La

4.59 Calcolare 1'integrale (a # 0) 1 1
sen ax cos bx dx=- E cos(atb)x dx+t K cos(a-b)x dx =

sen ax cos ax dx
sen(atb)x  sen(a-b)x B
= - T
2(atb) 2(a-b)

[Essendo, per la formula di duplicazione del seno:

1 1 Verificare che:

sen ax cos ax = bt sen 2ax = - sen 2ax * D(2ax),
a

4.61 Jsen 3x cos2x dx = J' sem Sx * sen X dx =

si ha 2
cos 2ax
sen ax cos ax dx == ——— 4+ ¢ | 1 1
ha =" g c°s 5x - 5 cos x +C
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+ - -
4,62 Jcos 3x cos 2x dx = JE-O——S—-—S—)ZS——CQ%- dx = ~ 4D. Integrazione per parti

Se f(x)e g(x) sono due funzioni continue con leloro

1 1 derivate prime nell'intervallo I allora vale la for-
= 7~ sen 5x + 7 sen X + ¢

10 2 mula di integrazione per parti
_a63 3 2x d [ cos x - cos 5x (D Jf(x)g'(x)dx = f(x)gx)- Jf’(x)g(x)dx
sen 3x sen 2x dx = | —//—————= dx =
J J 2 T
Nella formula (1) il fattore .f(x) del prodotto

f(x)g'(x) si chiama fattore finito, mentre il fattore
sen Sx + c.

2 10 g'(x) si chiama fattore differenziale.
1{"/
r 1 r sen?x+cos?x ) [""4.67 Utilizzando il metodo di integrazione per parti,
464 Serx cosR dx = —SenTY Co5°% dx = . calcolare i seguenti integrali
i 1 1 (a) Jx sen x dx (b) {x cos x dx
= - dx + — - dx =
cos?x sen?x
(c) Jx e* dx (d) Jx log|x|dx
= tgx - cotgx + ¢
4 [(a) Assumendo x come fattore finito e sen x come fattore differenzia-
. le, si ha

4.65 Isenax dx = Jsenzx sen x dx= J(l-coszx)senx dx=

Jx sen x dx= J’x D(-cos x)dx=-x cos X- Jl(-cos x) dx =

= Jsenx dx + Icoszx(-sen x) dx = F
!
=-x cos x + | cos x dx=-X cos xtsen X + ¢
o N cos®x N
- cos Xx 3 c (b) Assumendo x come fattore finito e cos x come fattore differenzia—
§ le, si ha
2 2 3 3
cos?x l-sen’x 3
2 = = = 3
4.66 ICOT’g x dx j sen?x dx J sen?x X - ([x cos x dx= Jx Dsen x dx=x sen Xx- J1~sen x dx=x sen xtcos x + ¢

X
(c) Assumendo x come fattore finito ed e come fattore differenziale,

si ha

X X X X
- J’xe dx=xe-J’edx=e(x—1)+c

=J -1 dx- Jl dx=-(cotg x+x) + C

(d) Assumendo x come fattore differenziale, si ha
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2 2
jxlog |x[dx= jlog !xID(E >dx= X—E%gﬂ _;J’xdxz

=§2(1og;x[.%>u] ‘

4.68 Calcolare i seguenti integrali:

(a) Jarcsenx dx (b) jarccos x dx

(c) Jarctg x dx (d) Jlog |x| dx
[ (a) Assumendo arcsen x come fattore finito ed 1 come fattore diffe-

renziale, si ha:

X
Jarcsen x dx = Jarcsen x*Dx dx = x arcsen X - J’7I—3 dx =
V1-x

= x arcsen x * Vix 2 +c

(b) Assumendo arccos X come fattore finito ed 1 come fattore diffe-

renziale, si ha:

V1x? tc

X
arccos x dx = x arccos X + dx=x arccos x-
J J Y 1-x 7
(c) Assumendo arctg x come fattore finito ed 1 come fattore diffe -
renziale, si ha

X —
Jarctgx dx = x arctg x - [ Tix? dx = x arctg x-log Viex? +

(d) Assumendo log ' | come fattore finito, si ha

Jlog |x|dxfx10g Ix!- de=x(log le -1) +c ]
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4.69 Calcolare i seguenti integrali

(a) J x?sen x dx (b) JXZCOS x dx

(c) j x2?e*dx (d) szlog x dx

[(a) Assumendo x? come fattore finito, si ha
2 - 2 e g2
Jx sen x dx= Jx D(-cos x)dx == x° cos x+2 Jx cos x dx

Integrando di nuovo per parti, scegliendo x come fattore finito, si
ha

szsenxdx=- x% cos x + 2x sen x - 2 jsenxdx=

=(2-x 2Ycos x + 2x sen X + ¢

(b) Si tratta in modo simile ad (a) e si trova:
sz cos x dx = (x2 -2)sen x + 2x cos X + ¢

(c) Scegliendo x 2 come fattore finito, si ha
J’ x 2 X dx = x 2e¥-2 Jxexdx .

Scegliendo, nell'integrale a secondo membro, x come fattore finito ,

si ha

sz eXdx = x 2e*-2 [xex- ]exdx ] =(x 2 sax+2)e® + ¢

(d) Si ha
2 %3 xslogx x?
x < log x dx = log x D — dx = —— — dx =
3 3 3
3 3
x~ log x X
Jr e x| e ]

3 9
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Verificare che B 4.74 jX e?dx = % J’X De > dx = % xe? - % e + ¢
17 B
;470 jlogzx dx = J'logzx»Dx dx = x logzx—Zjlog x dx ) S
I/ 4.75 j seizx dx = j x D(-cotg x)dx =-x cotg x +
= x log?x - 2x log x + 2x + c .
A
/ ¢ r 7/
")/ 4.71 Jserﬁx dx = Jsen x-D(-cos x)dx = o + log [sen x| + ¢
1
7 X
4. = =
p '/{ =-sen x cos Xx+ jcoszx dx 76 J cosix & J’X D tg x dx = xtg x+log|cos x|+c
/ //'f" [ o
/ — 174,/
. i [ F L [ 1-cos?y [
=-sen X cos x+ JLI—sen xXJdx = 4~ J X tg X dxX = Jx 7)—52_x dx= J m dx—Jx dx

e 1-

=- sen X cos X + J‘dx - J'sen2 xdx da cui, per l'esercizio precedente:

da cui Jx tg?x dx = xtg x + log |cos x[-x2/2 + ¢

J‘senzx dx = (x-sen x cos x)/2 + ¢
4.78 Posto per neN, aeR-{0}

In:Jx“ e dx |

4.72 Jx sen?x dx = Jx sen x D(-cos x)dx =

verificare che, per n > 1, si ha:

=-X sen.x cos X‘*J(Sen X+tX cos X) cos x dx=

I, = 1 i ogOx _ Bog
a a ~nl
=-X sen X Cos X*JSEH x cos x dx +
4.79 Posto per neN, aeR - {0
+ jx(l-senzx) dx P ’ {0}
. I = x" sen ax dx L= n
da cui n I Jn x" cos ax dx,
1 1 verificare, mediante integrazione per parti,che
2 = = + =(x2+ 2 ¥ ) A ,ch
J‘x sen?x dx 5 X sen X cos x 4(x sen?x)+c per n > 1, si ha:

1 n
I = - = xn + =
n o X cos oax o Jpe1

4[73 'Jx cos?x dx= % X sen X cos X+ %(x“coszx) + c
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1 a n 1 (5+3x)x 3
== se - =1 . - 2
Ja g X n ox o In1 4.82 J (1+x7)° dx 8 (14x2) 2 + 3 arctg x + c
Le formule scritte nei due esercizi precedenti, | [ .
dette formule di riduzione, applicate ripetutamen- ) 4 R3 Calcolare 1'integrale

te, consentono il calcolo di I, o J mnon appena
siano noti I, e J,. Un'ulteriore formula di ri-
duzione viene proposta nell'esercizio seguente

J x¥sen x dx = [ x?® D(-cos x) dx =

=-x3cos x+3szcos x dx=
4.80 Posto per neN
=-x3cos x+3jx2D sen x dx =

1
I, = J' (1+x2) " dx

=-x%cos x+3x?sen x—6Jx sen x dx
verificare che per ogni n > 1, si ha

1 X ricordando che Jx sen x dx=-x cos x+sen X *+ C
I =——— |(2n-3) I__, * 7T o1
n 2(n-1) n-1 (1+x2)

[ siha

(esercizio 4.67), si ha

Jx3sen x dx=(6x-x3%)cos x+3(x?-2)sen x + c'.

1 X 1
I o= | —e (Dx)dx = T - |x
-l J(sz)" (P& = T Jx (1x®)"7L 4.% Calcolare 1'integrale

l[ log (1+x) dx
.X2

2

X X -
emai 2(n-1) J’ o &

[ Assumendo log (1+x) come fattore finito,si trova

log(1+x 1 X
. J' 20801 4y -1 tog(amtiog [E3
X x+1

x + 2001) J 14x2 -1
- — n- _
(1+x2)" (14 2n

X

4. % Calcolare 1'integrale

Jlog x (sen x + x cos x)dx

o, o [
T HTL 2n-1) (14x )™ (= 1+ )"

da cui segue facilmente 1'asserto ]

Verificare che [si pud decomporre in somma e poi integrare per parti 0, pidt semplice

- mente, si pud procedere osservando che la derivata della funzione

x sen x & (sen x + X cos x). In tal modo si trova

1 X 1
A i - + = arctg x + C
,'81 [ (1+X2)2 * 2(1+X2) 2 g

chg x (sen xtx cos x)dx = x sen x log xtcos X + c]
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log [x~2 | .

(b) = - log

A=

4. Calcolare 1l'integrale: "

4.91 Calcolare 1l'integrale
X .
fc0525x dx

r

1 1
[Essendo ——-— dx = — tg 5x + ¢, si ha:
cos “ 5x 5

X 1 1 sen 5x
——— dx = — x tg 5x - — dx =

Jlog x (xe*+ e*) dx.
[ vale la stessa osservazione dell'esercizio precedente. Poiché la de-
rivata di xeX vale xex+ex, integrando per parti 1'espressione inizia

le, si trova

j log x (xe®+ eX) dx = xe®log x - X + ¢ |

4.87 Calcolare l'integrale cos 2 5% 5 5 cos 5x

2
[ log (1+x3)* " dx. _1 1 .
T fgxtgbx'FE Tog [ cos 5x [+ ¢ ]

4.92 Calcolare gli integrali

(a) jx log<1+ i) dx (b) jx‘zlog(l+ i) dx

3
5 X
log(1tx®) - 2 +c ]

4.88 Calcolare gli integrali
) J’x _tg x dx

(a) |x sen x cos?x dx ; >
Ccos“X

2
. X 2
[(a)7 10g(1+—)+x—210g’2+x’ + c;
, x

1 ~ 1 1 1
() - = log(1+=|+= -log(1+=)+c ]
X X X X

4.93 Calcolare gli integrali

1 3 1 1 3
[(a) ->xcos®x+-senx-= sen’x+c
3 3 9

(b) (xtg?x-tgx+x)/2+c ]

4.89 Calcolare l'integrale
(a) J x3sen(x?)dx - (b) Jx3 e’ dx
j cos x log?(sen x) dx

2
[ sen x log? (sen x)-2 sen x log(sen x)+2 sen x + ¢ ] [(a) [sen(x?) - x2 cos(x2) /2 + ¢; (b) (x2-1) e* /2 +c ]

4.94 Calcolare gli integrali
(a) J’ io )((lo x) dx (b) J‘/l—xz dx

4.90 Calcolare gli integrali

(a) [log x| g b) J’ log [x-2 dx

(x+1)? x?
1 —
- log ‘xf - log |x! [(a) = 1log x [ tog(log x)-1 ] +c; (b) = = arcsen x + x V1-x 2 +c ]
[(@) = —————+ dx = ——————+ log [—| + c; 2
x+1 x(x+1) X+1




208
;zgg Calcolare 1'integrale
J x arctg?x dx

[scegliendo x come fattore differenziale, si ha

2 x2 arctg x

X 2 X arcte X u4x =

2 = - X
tg® x dx = arctg “x J
Jx arctg 2 e’
2 x? arctg x+arctg x-arctg X
X arctg 2x - X arctg xraree T =~ 5 dx

2 1+x

x? 2 d@ arctg X x
= — - x + —_—
=32 arctg “x arctg x Tox?
Essendo (esercizio 4.68)

—_—
Jarctg x dx = x arctg x - log V1 +c

1
arctg X dx=—arctg2x+c‘
14x? 2

si ha

: v 2
Jx arctgzxdk=ixzarctg2x—xarctgx+1og Vi Z o+
2

1
+ = arctg? x + "]
2

Integrazione delle funzioni raziona~—

4E.
14
ione che sia

Si chiama funzione razionale una funz
una

il rapporto tra due polinomi P(x), Q(x), ciod
funzione del tipo

m-l 4., . +ajxta, eN
m, .

P(x) X tapy X 1
Q) b x"#b g X"+ byxtb,

(D

>
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Se @ m > n, cioé se il grado del numeratore &
maggiore o uguale al grado del denominatore, si pud
eseguire la divisione di P(x) per Q(x). Detti S(x) e
R(x) rispettivamente il quoziente ed il resto di ta-
le divisione si ha

P(x) - R(x
TES I 1Y)

con grado di R(x) < grado di Q(x). Volendo calcolare
1'integrale indefinito di P(x)/Q(x), si ha percid la
relazione

Eiﬁl - R(x
(2) J Q60 dx = J S(x) dx + j 00 dx.

Poicheé S(x) & un polinomio, il suo integrale indefi-
nito ¢ immediato. Dalla (2) segue allora che 1l'inte-
grale indefinito di P(x)/Q(x) viene ricondotto a quel
lo di R(x)/Q(x), che & una funzione razionale,in cui
il grado del polinomio a numeratore & minore del gra
do del polinomio a denominatore.

Passiamo dunque a studiare 1'integrazione indefi
nita delle funzioni razionali del tipo R(x)/Q(x) con
grado di R(x) < grado di Q(x).

In primo luogo consideriamo il caso piu semplice
che Q(x) sia un polinomio di secondo grado (se Q(x)@&
di 1° grado, 1'integrale & immediato) supponendo, co
m'é lecito, che il coefficiente di x? sia 1 e cioe
che sia

R(x) = hx + k, Q(x)= x2+px+q.
In tal caso 1l'integrale da calcolare &

(2)

hx+k
X2+px+q

che & stato gia trattato nel paragrafo 4C, mediante
semplici trasformazioni dell'integrando.




Facciamo vedere che, se il discriminante A=p?-4q
* & positivo o nullo, possiamo risolvere 1' integrale
(2) anche per altra via.

Precisamente, se A > 0, dette a, e o, le radici
reali e distinte del polinomio Q(x), si ha la scompo
sizione

x2+pxtaq = (Y*N])[X-NZ\

ed & possibile determinare due costanti A, ed A, ta-
1i che risulti

211

Si osservi che la (4) & conforme alla (2) del para -
1+x

grafo 4C, ricordando che sett tg hx = 1 log Tox

2

Se poi & A = p?-4q = 0 si dimostra, in modo analogo
al precedente, che sussiste 1'uguaglianza

hxtk A B
5 _hxtk o A B
) xX2+px+q x-a (x-0)2 ’ Vx 7 a

ove a & la radice doppia di Q(x). Essendo a=-b/2, si

hx+k A, A, ricavano i valori A = h, B=hatk.
(3) Xetpxta | x-0, + x-a, Dalla (5) segue facilmente
s hx+k dx = hatk
per ogni xeR - {a,,a,}. Allo scopo di determinare A, X2+px+q X = h log !X‘?l T x-a c

e A,, scriviamo la (3) sotto la forma

hxt+k _ (A A )x- (A a,+A,0,)

X2+px+q x2+pxtq

da cui segue
hx+k = (A1+A2)X - (A1a2+Azu1)

e,per il principio di identita dei polinomi:

A, + A, =h
Ao, tAa, = - k
ossia
ha, +k ha,+k
A = A, -
a,-a, Q,70,

Una volta determinate A, e A,, dalla (3) segue

hx+k ~ 1 1 _
(4) I X2rpxrq dx = Ale—al dx + AZJ o, dx

=A, log|x-a,[+A, log|x-a,| + c

e tale uguaglianza & conforme alla (3) del paragra-
fo 4C.

4.96_Calcolare gli integrali

-

{

x+3 3x+1
2 j x2-6X () j x2-6x+5 dx
; 3x-1 x4-10%3+20x%+11x-20
() Jx?—x-e dx (d) J < x2-10x+21 de

4 _ 3 2 -
(£) Jx 4x3+3x2+5x-4 ax

x2-4x+4

X
© [ o o

[(a) Determiniamo le costanti- A, e A, tali che

x+3 Ay A

5 +
X “-6x X x-6

cioé tali che, per ogni x :
43 = A (x-6)tA, x = (A + A,)X - 6A, -

Si ha il sistema A; +A, =1, A,=-1/2, da cui A, = 3/2. Percid
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x+3 1 1 3 1
A dx = - ~ —dx + — — dx =
x°-6x 2 X 2 Xx-6

Ly 3 |
== ; og|x[+zlog |x—6 +c.v
(b) = - log |x—1( +Alog|x—5| +c
- | #2a0s [xs |+
(c) = s log |x+2 P og x-3 c

(d) Eseguiamo la divisione del numeratore per il denominatore secondo
1'usuale schema
x* - 10x% + 20x 2+ 11x - 20 )
x% - 10x + 21

& - 103+ 21x 2 -1

-x2+ 11x - 20
-x? + 10x - 21
x+1

per cui

4 3 2
x% - 10x 3+ 20x° + 11x - 20 x+1
5 dx = | (x2 -1)dxt | 55— dx
x% - 10x + 21 x2-10x+21

3
X
Eseguendo i calcoli, si trova —3— - x - log ’ x-3 ‘ +2 log 'x—7 |+ c
(e) = log | x-3 | +3/(3-x) +c.
x3
(f) = 3 x + log lx—Z [ - 2/(x-2) +c]
Supponiamo ora che Q(x) sia un polinomio di gra-
do n arbitrario e, come & sempre lecito, che il coef
ficiente di x" sia 1.

Cominciamo a considerare il seguente

1° caso: le radici di Q(x) sono tutte semplici.

Siamo a,,0,,...,0, le radici reali e siano Bytiv,

B,tiv,,...,Bstivg le radici complesse (r+2s=n) di

L

1
i
i
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Q(x). Pertanto si ha la scomposizione
Q(x)=(x-0,) (x-a,) ... (x-a ) (x?+p,x+q,). .. (x*+px+a),
ove si & posto:
2 —(x-R -1 - 3 =y 2o 2 2
x24p xkq = (x-B =iy ;) (X-B iy ;) =x 2B x+ (87 +v§ ),
cioe:
= - = 2 2 .
py=-2B5, 4y B * Y§ per 1< j<s.

Si pud dimostrare allora che per R(x)/Q(x) si ha 1la
decomposizione in somma:

. r Ay s h,xtk,
) B . = T
Q(x) i=1 X"0 =1 XPFPyXta

con Ay, hj, kj costanti opportune, per cui 1'integra
le di R(x)/Q(x) & ricondotto al calcolo di integrali
di funzioni razionali del tipo considerato in prece-

denza.

2° caso: Q(x) ha radici reali multiple, ma radici com-

plesse semplici.

Siano o, O,, ... 0, le radici reali di moltepli-
citad rispettivamente pari a m,, m,,...,m. € siano
Lriy,y, B,#iv,, ... ,Bgtiyg le radici complesse sempli

ci, in modo che risulta
m,+m,t. .. +m +2s = n.

In questo caso si dimostra che per R(x)/Q(x)vale la
decomposizione in somma:

o) R _ L ( Ay, Bz . éiﬂﬁ____) N
Qx) 5 VX% (x-ay)* (x-py )™
N s h:x + k;
1 Xy XY




con Ay, , hj, kj costanti opportune, per cui 1'inte-

grale di R(x)/Q(x) & ricondotto al calcolo di inte -
grali di funzioni razionali del tipo considerato in
precedenza e a quello di integrali del tipo

J A 4o A 1 .
-)™ T e ey O C

Osserviamo che le costanti che intervengono nelle for
mule (6), (7) si determinano, in modo analogo a come
visto al principio del paragrafo, riducendo allo stes
so denominatore il secondo membro, identificando i
numeratori dei due membri ed applicando il principio

x®-2x2-x+3 1
xt-sxr2 Lt R

Allora

3-2x2-x+3 1
@ [ e [oonae [ gy e

Essendo Q(x)=x2%-3x+2=(x-1)(x-2), determiniamo le co-
stanti A, e A, tali che

1 _ Ay Ay
(%) (x-1) (x-2) x-1 x-2

tr—Tdemtita—detrpotimomt
Si tratterada poi di risolvere un sistema lineare
di n equazioni in n incognite.

Il 3° caso, cio& quello in cui Q(x) pud ammettere
anche radici complesse multiple, verra da noi tratta
to nel paragrafo 4F, dopo aver studiato 1'integrazio
ne per sostituzione.

Come esempio, calcoliamo 1l'integrale

3. 2.
J x%-2x2-x+3 dx

x2-3x+2
Eseguiamo la divisione di (x%-2x%2-x+3) per x2-3x+2 ,
secondo 1'usuale schema:

S x%-2x%-x+3 x2-3x +2
%% - 3x% 4 2x x +1
x?-3x 43
x2-3x +2
1
I1 quoziente S(x) ed il resto R(x) valgomo: S(x)=x+1,
R(x) = 1. Pertanto si ha la scomposizione

Essendo per xeR- {1,2}
A A, (A +A,)x-(2A,+A,)

x-1 x-2 (x-1) (x-2)

dev'essere, per la (9)
1= (A, +A)x - (2A,+A,) Y xeR

ed allora, per il principio di identita dei polinomi,
risulta

A, + A, =0
-(2ZA+A)= 1.

Risolvendo questo sistema, si trova A,=-1,A,=1 e
quindi la (9) si riscrive come

1
(x-1) (x-2)

1 1
—_ ==
x-1 x-2

Pertanto si ha
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1 - [
J x2-3x+2 dx = j x-1 dx

=- log|x-1|+ log|x-2[+c=log

Dalla (8) si ricava percid

x3-2x2-x+3
x2-3x+2

4.97 Calcolare l'integrale J

[Vale la scomposizione

. x? 3x+h 1
- =14 = =1-
X =3x-4 X -3x+4 5

x+1

1 16
per cui si ottiene il risultato x - g log [ x+1 | + 5— log fx—h‘ﬂ:]

4.98 Calcolare l'integrale

1
j x-2 dx =

+ c
X.2
; dx
-3x-4
16 1
T T
5 x-4

x+2
dx
J x2+2
[v . x+2 Lok o2
ale la scomposizione: —Z—— =~
e e P x2+2 2 %242 x242

per cui

X+2 1 2%
vl 2
X42 2 x42

1 X
= — lo; 2.42)+ V2 aret, +c
2 g(x* +2) 877 1

Calcolare 1'integrale [

[ Poiché il denominatore ha le radici semplici x=0 e x= +i, si ha la

3x+2

x(x2+1) dx

X-4
x-1

217

scomposizione i
* i
3x42 A hx + k .
ey 2 T 2 ’ :
x(x°+1) X x“+1

+c

da cui si ricava k=3, h=-2, A=2 e percid

3x+2 2
——— dx = | - dx -
x(x°+1) X
2 d: ki dx + 3 !
= = dax- - X
x x?241 x241

= 2 log [x | - log(x 2+1)+3 arctg X + ¢ ]

2x-3
—— dx =
X+l

x2-7x+12

(x-2)° dx

4.100 Calcolare 1l'integrale j

[ Poiché i1 denominatore ha l'unica radice reale x=2, con molteplici

ta uguale a 3, allora esistono tre costanti A;, A,, Ag tali che

x2-7x + 12
(x-2)®

A A,
- 4 S s
x-2 (x-2) (x-2)

A 4 =-8. Percid

L
(x-2)°

da cui si ricava facilmente A= 1,
x 2-7x+12 1

—_ d&x = — dx - 3 —_—3
(x-2) X-2

= log |x—z' +—3- + —
x-2 (x-2)

dx

4.101 Calcolare 1l'integrale J ;:jgf

[ si ha:

1
30 dx:

1 1 1 1 1 1
=\ s T T T Eaf ) &
4027 x-3 27  x+3 18 X“+3

x-3 1 X
- —— arctg= +c ]
x+3|  2-27 3
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1
s PR S
4.102 Calcolare l'integrale J (x-1)° %2 dx

[Poiché il denominatore ha le radici reali x=0 (con molteplicita de)
e x=1 (con molteplicitd tre), si devono determinare le costanti A, ;

AyosAyy 5 Ayps Ayg in modo che

1 A Ay, Aoy Az, Az
D —— = —— b — F — ¥ o e
(x-1)3x? X x? x-1 (x-1) (x~1)

Si ottiene il sistema

Ay, +A,; =0

¥ U'f(x) de oy =] ElECedE (0)ae.

La (1) prende il nome di formula di integrazione per so-
stituzione e va intesa nel senso che, se F(x) & wuna
primitiva di f(x), cioé se risulta [f(x)dx = F(x)+c,

allora &

) Uf (x) dx}

~F(g(t))+c - jf(g(c))g’(t)dt.

x=g(t)

T3 TR T MRy TRy T Y
34y, - 3A12+A21 'A22+A23=0
Ay, +3A;, =0

Ay, 71

da cui si ricava : Ay, =3, Ay ,="1; A, =3, A,,="2, A,,-=l.

Pertanto

1 1 1 1
—g— dx =- 3 |—dx - -, dx + 3 — dx
(l-x)ax 2 A x X x~-1

—

1 1

-2 — dx + — dx =

j (x1)* f(rns

1 2 1

= =43 log |x-1|+ — - ———+c]

3%;(][ o8 ll+ 5 e

L=d it

T Integrazione per sostituzione

Sia f una funzione continua e sia g una funzione
derivabile con derivata continua nell'intervallo I di

R; allora si ha:

Ta dimostrazione della (Z) discende dalla regola di
derivazione delle funzioni composte, in' quanto si ha

d

i Flg(t)) = F'(g(t))g' (t)=£(g(t))g' (t)

e percio :

F(x)primitiva di f(x)=> F(g(t)primitiva di f(gt)g'(t).
Nella pratica, quando per calcolare 1l'integrale

3 j £(x)dx

si effettua la sostituzione x=g(t), cio& si vuol scri
vere la (1), conviene calcolare il differenziale dx=
=g'(t)dt e poi sostituire nell'integrale (3) alla x
ed al dx le relative espressioni.

4.103 Calcoliamo 1'integrale

I Var-x7 dx . (a>0).

[ La sostituzione x=g(t) = a sent, ci da dx = D(a sent)dt = a cost dt

e percid



~

g

o 2t tey 2
te e  dt = e (t“-2t+2) + ¢
j VaZ-x dx = J’ VaZ -aZsen?t *(a cost) dt = J ( )

2

2 2 a 2
=a cos‘ t dt = E (t + sent cost) + ¢

da cui, ponendo t = x

2 1 2
st e dx = zex (x* -2x% 42)+ ¢ ] ‘

con x = a sent. Volendo riscrivere 1'ultimo membro in funzione di x,
ricaviamo t dalla relazione x = a sent, cioé t = arcsen (x/a) e so -
stituiamolo, ottenendo infine i 4.106 Calcolare 1l'integrale

2 -
/z' J Va? x? dx=2— arcseﬁi+§ VaZ x2+c] J V3-x2 dx
a

/X [Con 1a sostituzione x = V3 sent si trova
! . Se B
4.104 Calcolare l'integrale J ———/2 £ dx.

— 3 X X
J \/3-x2 dx=z (arcsen 7? +§ \/3-x2>+c ]

[Eseguendg la sostituzione x = t? , si ha t= Vx , dx = 2t dt e per-
cid
I sen Vx [

dx
Vx

< 4.107 Calcolare 1l'integrale 1]

- [ 15 o

sen t

2t dt = 2 jsent dt =- 2 cost + ¢

2+VX
da cui, ponendo t = VX nell'ultimo membro, si ha

e [Eseguendo la sostituzione x = t?, sihat = Vx , dx=2t dt e percid

sen Vx — o
7 dx = - 2 cos /x+c] ‘/— [x=t2] 2 s A
b3 X C
— dx = — 2t dt = 2 — dt = v
. 2+ /x prs 24
4.105 Calcolare 1l'integrale “2o
- L )
. = Z+;’dt+g/ Tcdt:
2 .
J’xf’ e* dx '
& a 2 Vs 1 =2 J(t-Z')dt te | ar- .
seguendo la sostituzione x° = t, cioé x=V t , si ha dx = dt e
gu > > e

percid

e
st exzdx[x: v J't?/? et -

= t2-4t +8log |24t | +c

1 112 .t
—= dt == | t? e" dt _
2/t 2 da cui, ponendo t = Vx nell:ultimo membro, si ha

Integrando per parti, si ha subito Vx

24V x

dx = x-4 V'x + 8 log (2+/;) te ]
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7z 7 22 nleonZ 1
J\/a -X dx = J VaZ -2 sen“ t -(a cost) dt =

2
22?2 | eos? _a
=a cos® t dt = ; (t + sent cost) + ¢

con x = a sent. Volendo riscrivere 1'ultimo membro in funzione di x,
ricaviamo t dalla relazione x = a sent, ciod t = arcsen (x/a) e so -

stituiamolo, ottenendo infine

Jtz et at = eb(t2-2t42) + ¢

da cui, ponendo t = x 2.

2 1,2
stex dx = Eex (x* -2x2 +2)+ ¢ ]

4.106 Calcolare 1'integrale

2
—— a XX —— J—
7 j/aQ—x dx:Z— arcsen;+z Va x%+c] J/?)-Xz dx
|
Ve —
Sen‘/—)z [Con la sostituzione x = V'3 sent si trova
4.104 Calcolare l'integrale Jf m—— d

[Eseguendg la sostituzione x = t? , si ha t= Vx , dx = 2t dt e per-

cio

Jsen /; dx[xitz] Jsen t
t

Vx

2t dt = ZJSent dt =- 2 cost + ¢

Y da cui, ponendo t = VX nell'ultimo membro, si ha

/ —_

o sen ¥x

’ dx=-2c05\/;+c]
Vx

4.105 Calcolare 1l'integrale

2
jx‘; e* dx

— 1
[Eseguendo la sostituzione x? = t, cioé %=t > si ha dx :2 7 dt e

percid

2 [:‘/t_] — 1 1 :
x%eX dx = 2Vt et —= dt =- £ et dt
2/t 2

t

Integrando per parti, si ha subito

JR— 3 x —_—
j\/S—xz dx=E (arcsen 7’% +-3— \/3—x2>+c ]

4.107 Calcolare 1'integrale

Vi/’/ J X gy

2+/%

[Eseguendo 1a sostituzione x = t2 , sihat= \/x_, dx=2t dt e percid

2
— x=t -
Vx L ] t? - °
—_— & = — 2t dt =2 ~dt =
2+ V% 2+t 2+t
t2- 1
= dt + § | — dt =
, 2 - 2+t
1-
=2 |(t-2)dt + 8 c— dt =
2+t

st?-ut+ 8log |2+t | +ec .

da cui, ponendo t = VX nell'ultimo membro, si ha
Vx
%

dx = x-4 Vx+81log (2+/x ) +c |
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4.108 Calcolare l'integrale
Jarctg VX dx

[Con la sostituzione x = t? ed il metodo di integrazionme per parti,

si ha

[x=t?]

2
—_ t
j arctg Vx dx o = jzt arctg t dt = t? arctg t _J'1_+t—_2 dt =

= t2 arctgt - trarctgt + c = x arctg Vx +

-/% + arctg VX + ¢ ]

/
4.109 Calcolare l'integrale

I V/2¥-1  dx
[Eseguendo 1a sostituzione 2¥-1=t 2, cioé x=log 2 (1+t2?) si ha dx=
2t at L.
B e percio
(t2+1) log2 P
[2%-1=t?] at
VET & = L
(1+t %)log?2

log 2

2 2 1
at - = — dt =
log 2 log 2 1+t

2
— t -
log 2 log 2

arctgt + ¢

da cui, ponendo t = V2%l siha

J VT dx = { V2F1 - arctg V2%-1 ] te ]

log 2
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4.110 Calcolare gli integrali

(a) J‘ cos(log x)dx (b) Jsen(log x)dx
[ (a) Prima con la sostituzione x=eb e poi integrando per parti, si
ha
[x=e" ]
t

1
jcos(log x)dx = Je cos t dt = 2 e%(sent+cost) =

1 .
= 2 x [sen(log x)+ cos(log x) ] +e.

P (b) = % x [ sen(log x)-cos(log x) ] + ¢ ]
e

4/.111 Calcolare gli integrali

1 1
a dx b — dx
(a) J 1+e* (®) J— 1-e2%
[ (a) Si pud effettuare la sostituzione e*=t, oppure, piil rapidamen-
te:
dx 1te¥-e® 4 B oX 4 Log(1 X}+
—_x = —x d& = x - x = x-log(l+e c.
1+e* e 1+e* giite

% (b) = x - % log Il‘ezx |+ ¢, con lo stesso metodo ]
4,112 Calcolare gli integrali
dx e¥
(@) J e -3eX +2 (®) J' S ~errz 0¥

[ si esegua la sostituzione e*=t. Si ha
1 1
(a)=EX‘10g |ex-l|+ Elog |ex—2[+c

6e*-1
arctg 72—3 +c ]

2
®) =753

&
4.113 Calcolare 1'integrale
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i
(4x2+1)131-1 : 4.115 Calcolare l'integrale
dx
X X
[Ponendo 4x? + 1 =t, si hax = L V1, dx = 1 e ercido si - X dx
’ 2 ’ s Ve ® : sen(3*)
¢ ricondotti a calcolare 1'integrale ; x
n 1 ; [ Con la sostituzione 3 = t ci si riconduce all'integrale dell'eser
l’ e S { Lo i cizio precedente. Pertanto si ha
S 1 am Ve T v 9 -1 . ) _
1 dt 1 3 e
—xT dx = —— = —— log |[tg — |tc
Eseguendo la divisione di t'! -1 per t-1, oppure ricordando la for sen(3") log 3 sent  log3 2
mula che esprime la somma di una progressione geometrica, si ha
u o Siano R(x) e Q(x) due polinomi con grado di R(x) <n=
B T R S S S 3 = grado di Q(x) e supponiamo che
t-1 k=0
ST PRI PITIV 1, PotlV,, -~ ,Pg LV
Pertanto X
. 0 5 kH siano rispettivamente le radici reali e quelle com-
L e o B plesse di Q(x), con molteplicita rispettive:
x 2 40 k+1
My,My, .y 5 My,N,, ... ,0
' 1 in modo che
4.D4 Calcolare l'integrale ;— dx
X

[qQuesto integrale & gia stato da noi calcolato nell'esercizio 4.21.

Risolviamolo ora per sostituzione. Si ha
1 sen X sen x
dx = 5 dx = — d&x
sen X sen” x 1-cos “x

Con la sostituzione cos x = y si ha dy = - sen x dx, da cui, ricor

dando i metodi d'integrazione delle funzioni razionali, si ottie -

ne:
LI LI 1 (1 ISR I
— dx = - —_— = = —_— =
sen X 1—y2 Y 2 1ty  1-y Y
1 .
=»;[10gf1+y'-logfl—y|]+c=

1
= 7 [ 1og(i-cos x)-log(l+cos x)] + ¢ ]

mytmy+.. . tm + 2(n,tn,+. . 4ng) = n.

In questo caso si dimostra che per R(x)/Q(x) \:g~
AN

le la decomposizione in somma

Rx) _ I Aja Ao Aj g
= > — + n 7t t = T +
Q(x) o \xmap o (x-ay,) (x-a; )™
. & < hjaxtksa o By xtky, .
1\ xPD xa (F4pyxtqg)® 0

b5 n XK g
+ 2 ms
(x* +p; x+q;) "%
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1'integrale di R(x)/Q(x) & ricondotto al calcolo di
integrali di tipo gia considerato e al calcolo di in
tegrali del tipo

[x2+px+q]” dx

J hx + k
Ricordando dal paragrafo 4E che nel nostro caso &

x2+pxtq = (x-p)* + ¥?

1'integrale precedente diviene

J hx+k ) -h

[G-g) e X 7 ) [ep) ey 1™

1
+ +k — Y dx
o) | T
e 1'ultimo integrale, eseguendo la sostituzione x=
=g+yt,diviene

S WS S GR: |-
[(x-B)2+y2 1" yiho]o(1ee?)n

per cui bastera applicare le formule di riduzione del
1'esercizio 4.80.

4.116 Calcolare l'integrale

1
J xZ(x2+1)2 dx

[Determiniamo le costanti A, , 4, , hy, ky, hy, ky tali che
1 A, A, | hyxtk; hyxik,
T S Y2 T v
x 2 (x°+1) X X x%+1 (x2+1)
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Si ha il sistema

Ay +h, =0
A, +k, =0
24 ,+h;+h,=0 da cui: A;=h;=h,=0
24,4k +k, =0 Ay=1
Ap=0 ky=k,=-1
A, =1
pertanto

. 4 Lo Loy !
%2 (x 241)2 X = <2 ¥ X241 X (x2+)2

Allora si ha (si vedano gli esercizi 4.80, 4.81):

1 g 1 . x 1 . N
———>—5 dx = - — - arctg X - ———— - — arctg x +c =
x2(x2+1)2 x & 2(14x %) 2 &

X
2(14x2)

1 3
=-=- - -~ arctg x +c ]
X 2

4G. Integrazione di alcune fun=zioni irra-
.

zionali

In questo paragrafo vogliamo far vedere che 1'in-
tegrazione di alcune funzioni non razionali pud esse-
re ricondotta, mediante opportune sostituzioni,al cal
colo di integrali di funzioni razionali.

Per dare un'idea del tipo di funzioni che voglia-
mo trattare, consideriamo gli integrali

A 1-x
(2) J be V Tix dx

1
) Jxm dx ;
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p dx
(3) f /T 9%
Le funzioni integrande sono rispettivamente del tipo
\[ax+b )
£ ax+to
(X’ cx+d

f(x , vaxtb ) ;

£(x, /axTFboIC )

e, per risolvere l'integrale (3), basta porre
x + VXTHL =t
Passiamo ora a.considerare i seguenti casi

1°) J £(x, Vaxb ) dx (f(x,y)razionale)

: A Si pone
con f = f(x,y) funzione razionale delle variabili x,
v, c%oé rapporto di due polinomi nelle variabili x,y. (4) YaxXTh = t
Precisamente: .
s s t -b _n n-1
nel caso (1) & f(x,y)= —L'; a=1, b=4. cioé: axtb=t" , X = = , dx = 2 t dt
Y
nel caso (2) & f(x,y)=xy ; a=-1,b=¢=d=1 e 1'integrale diviene
n

& L t-b . ol
nel caso (3) & f(x,y)= ;:; ; a=b=1, c=0. J f < 2 , t ) 2 t dt
Per risolvere 1'integrale (1), eseguiamo la sostitu- con integrando raziomnale.
zione t = vx+4 da cui x=t?-4, dx=2t dt. Pertanto si ny ny nye
ha ' 2°) j f(x, v/ax+b , Jax+b ,..., Yax+b ) dx

1 - 1 1 _4 - . .
J xX/xX+4 dx = [ (t2-4)t 2t dt = 2 J t2-4 dt = (£(X, Yy, 7)) razionale) .Si pone
1 1 1 () Vax+b = t
:zj<t—z't+z)dt’ ) _
con n uguale al m.c.m. di ny,n,,...,0;
1
=7 log [t-2[- 5 log [t+2] + c = inoltre, posto m; = L si ha
i
n t"-b n _ n-1 nj my
=7 — = = : == t, vax+b =t
= % log | /x+4 - 2|~ % log (vVx+4 +2)+c axtb=t =, X a dx =3t dt, Va

Vedremo in seguito che, per risolvere 1l'integra-
le (2), conviene eseguire la sostituzione

_ 1-x
— t= V 1+x

Pertanto 1'integrale diviene

Jf(_tﬂ_ , tmlw__,tmk)
a

o |2
+
o
o+

- con integrande—razionale.
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" [ax+b
3°) J f(x, %ffa' >dx (ad-bc # 0),

(f(x,y) razionale). Si pomne

n
\’ax+b _
(6) cx+d t

.. axtb _ .n _dt -b _ n(ad-bc) n-1
da cui: oxtd t ; x = aocin dx = (a-ct“)zt
e l'integrale diviene
dt" -b n(ad-bc n-1
ff (a—ct" ot ) (a-ct™)? ¢ dt
con integrando razionale.
4°) J f(x, vaxZ+bx+c ) dx (a > 0)

(f(x,y) razionale). Si pone

(7) VaxZ+bx+c = Va (t-x)

da cui

_at?-c _ 2a(at?+bt+c
X7 bezat dx = (b+2at)? de
—n—— _ ,— at’+btic
Vax?+bx+c Va et

e l'integrale diviene

at?-c — at?+bt+c 2a(at?+bt+c)
j <b+2at s ) (b+zat)z  at

con integrando razionale.

5°) J f(x, /-ax?+bx+c ) dx (a>0,b2+4ac>0)

(f(x,y) razionale). Si pone

P,-X
(8) Va 24— =t
X-p,

ove p, < p, sono le radici reali e distinte dell'-e-

quazione -ax?+bx+c = 0.

Quando si calcolano gli integrali 1°),...,5%)me-
diante le rispettive sostituzioni indicate, si dice
che essi sono stati razionalizzati , e le sostituzioni
si dicono razionalizzanti .

4.117 Calcolare 1l'integrale

1-x
J X I:; dx

[ Eseguiamo la sostituzione raziofalizzante
1-x
t=| —
1+x

. 2 2 . Ltdt ~
ciod x = (1-t*)/(1+t<), per cui dx =-

(1+t2)?

Pertanto si ha:
'{ X 1-t2 M th -t ? at
x\|— dx = —_—t— = —3
1+x 12 (14t?)? (1+t2) 3

Essendo

M‘___u,._;:.:.:g’

A
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4 2 _ s 2 _at+2.9=(t 2 2 _ 2 . 11 1
t*-t? = (t 42t H1)-3t7-1=(L T4) T -3(E T +1)+ 2 =2 log 'tl s o ye = Z log [x+ VxZH1 | -
t
si ha
: ]
1- 1 1 YT e e
@ |x\—ax=4 | —5at-12 | —5 dt+ 8(x+ v x*+1)
1+x 1+t (1+t°)
1 '
+8 | ——=— dt 4.119 Calcolare 1l'integrale
J (e?)®
I d ti, si ha I —_—— dx
tegrando per parti, si =
ntegr: per p B X +px+q
1 t 3 1 -
RO dt = TR + 3 ) 2 dt i [ Eseguendo 1a sostituzione razionalizzante
_ i (10)  VxZipxtq = t-x

ossia x=(t? -q)/(p+2t) , da cui

1 4 t N 1 1
—  dte——— = .
(1+t?) 2 2(t2+1) 2 1+t 2

2(t 2 +ptt 2
_2(t? 4ptiq) gt 3 /xZiparg - Lliptha

/1% T +2t) 2
per cui la (9) diviene, per t = vVi-x ./ /I : (pt2t) ohat
si ha:
l[ 1-x I ORI LI L
Ve T e T oy +2t 2(t % +pt+ 1
+
T e 31 (t741) B 1o | SR ERRY) G | deetog [prae] de.
’ to4ptiq (pt2t) ptat

3t 2t
- [ Y . . . .
arctg t 2 (tEn? c] Sostituendo, nell'ultimo membro, 1'espressione di t data dalla (10),
si ottiene

1
J ——g—— dx = log |pt2xt2 ¥ x4pxtq | +c ]

4.118 Calcolare 1'integrale Vx Tipatq
[ dx
J x+/1+x7?
4.120 Calcolare l'integrale

[Eseguiamo la sostituzione

x+ VX% =t

1
J V-xZ-2x+3 dx

241 [ si ba -x? -2x+3=(x+3)(1-x), per cui
) 1 B 1 ~ 1
V-x2-2x+3  /(x43)(1x) [

(x+3)
x+3°

cioé x =(t?-1)/2t, per cui dx = e dt. Pertanto

dx 262+ 1 1 (1 1
————— = ——— dt==- |Zdt+ -
xt Vg2 4t 2 Jt




La sostituzione razionalizzante &

12) X t
( x+3

per cui x=(1-3t 2 )/(1+t?) e inoltre

4 -8t +3 4
X = e 3 X N,
(1#t2)? 7’ 1+t 2

Allora, per le precedenti uguaglianze,si ha

1 1 4
- x =
v -x242x+3 1-x

x+3 —_
(x+3) ey
1 -8t .
- - (1#t2)?
1+t 2
1
= -2 e dt = - 2 arctg t + ¢

ovvero, ponendo in luogo di t 1'espressione data dalla (12):

1 1-x
dx = - 2 arctg —+c]
-\; 23 2+2x+3 x+3

4H. Integrazione di alcune funzioni tra-—

scendenti

In questo paragrafo vogliamo far vedere che an -
che gli integrali di certe funzioni trigonometriche,
esponenziali o logaritmiche possono essere ricondot-
ti, mediante opportune sostituzioni, ad integrali di
funzioni razionali. ~

Per dare un'idea del tipo di funzioni che voglia
mo trattare, consideriamo gli integrali
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(1) Lo ax @ [ —i= ax &
1+eX ’ 1+tgx b
1 ! !
(3) J Ttsen x dx o
i cui integrandi sono funziouni razionali di ex, di

tg x e di sen x rispettivamente.

Per risolvere l'integrale (1), eseguiamo la sostitu-
zione e* = t, da cui x=log t e dx=dt/t. Percid [eX = )
et '

1 (L1 (1 1. .
j Tver 9%~ I ETE ’J t dt'f ter 9t 7 i

=log [t| - log |t+l]|+c =x-log(e*+1)+c.

Per risolvere l'integrale (2), poniamo tg x=t,da cui i

x = arctg t, dx = dt/(1+t?). Percid: [tg x=t] it
S Y S S | ) |
f 1rtg x X Tt | Tecz 4t 7

SSETS

1 1(_1 1 2t
J dt + J dt f Tie? dt

I
|

=3 log|1+t|+ % arctgt- %’10g(1+t2)+c

1
=3 log|l+tgx|+ 5 X %]og(1+tg2x)+c.

Per risolvere 1'integrale (3) poniamo tg(x/2) = t,
cioé x = 2arctgt, da cui dx=2dt/(1+t?).Ricordando i-
noltre che, con la posizione fatta, & sen x=2t/ (1 +
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+t?2), (vedi la (17 ) del cap. 2, parte prima), si

ha:

L - —r 24t =
J l+sen x dx = J 1+ 2t 1+t? dt

IS EAE i

2

T Teegx/z)

237

cioé: x = arctg t , dx = dt/(1+t?) e l'integrale
diviene
f(t
[£9 o

con integrando razionale.
o 1

3°) J f(log x) X dx
(f(x) razionale). Si pone

log,x = t

Ricordiamo che I integrate (3) PUd €SSer TiSOIto PET
altra via, come indicato negli esercizi 4.24 e 4.25.
Passiamo ora a considerare i seguenti casi

1°) J f(a*)dx

(f(x) razionale). Si pone

a =t
dt
ciogé: x = log,t , dx = ;-I;g—a

e 1l'integrale diviene
1 j f() at
log a t
con integrando razionale.

2°) j f(tg x) dx

(f(x) razionale). Si pone

tg x =t

T
X =a |,

cioé: dx = atlog a dt
e l'integrale diviene

log a J f(t)dt
con integrando raziomnale.

4°) J FxM) > dx

(f(x) razionale). Si pone

i/ a 1/0-1

cioe: x =t , dx=(1/a)t
e l'integrale diviene

L { £(t)dt

con integrando razionale

5°) ( f(sen x, cos .x) dx
7

at,

(oe R-7)

a-1
X

=t

1-1/ o
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(f(x,y) razionale). Si pone
X
N
tg 2
ciod: x = 2arctg t , dx = 2dt/(1+t?)

e si ricorda che

_ 2t _1-t?
sen X = 1+t2 y cos X 1+t2 N

per cui l'integrale diviene
£ (2t 1-t? ) Lo
- z 1+t2 7 1+t? 1+t?

con integrando razionale

6°) J f(sen?x cos?x, tg x) dx
(f(x,y,z)razionale). Si pone

tg x = t
dx = dt/(1+t?)

cioe: x = arctg t

e si ricorda che

o B osry = —Lo
sen?x Tigz v ©° Y

4.121 Calcolare gli integrali

dx (b) J __log 3x

@ | o
& x+x log?x x log 9x
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[ (a) Eseguendo la sostituzione log x = t si trova arctg log x+c. AL
lo stesso risultato si previene utilizzando la (10') del paragrafo
LA.

(b) Eseguendo la sostituzione log x = t si trova log x - log 9 -

-log I log x + log 9|+c:[

4.122 Calcolare gli integrali

sen _Xx 1
a) — - dx b ——— dx
( J 1+cos?x (b) cos x-1
X
[ (a) Eseguendo la sostituzione tg -2— = t si & ricondotti al calcolo

2t
dell'integrale J ey dt. Volendo procedere pilt speditamente.,

basta rifarsi alla (10') del paragrafo 4A. Si trova subito il ri -

sultato - arctg cos x + c.

dx cos x+1 cos xt1
(b) =, 3 dx =- —— dx =
cos x-1 cos “x-1 sen “ x
cos X P 1 4
= - X - x =
sen%( SEHZX
l+cos x
= + cotg x + ¢ = ——— c.
sen x sen X

Come indicato nell'esercizio 4.23, si potrebbe anche eseguire la

sostituzione 1 - cos x = 2 sen 2(x/2), da cui

2| e s cotg ()t e ]
cos x-1 2 senz(x/z)‘cog x ¢

4.123 Calcolare l'integrale

5

j x/X L1

1T U

dx

S;—=
[Eseguendo la sostituzione Vx 2 = t si & ricondotti a calcolare lo
t3 5 5
integrale bywry dt . Il risultato & g log[1+x Vx [+ c]
t

(
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4.124 Calcolare gli integrali

tgx 1
(2) J’ 1+sen?x dx (b) J l+sen x-cos X

[(a) Eseguendq la sostituzione tg x = t, da cui x = arctgt, dx =
2 2 2 2y o R 1
= ar/(1+t2), sen’x =t * /(1+t ?) si trova il risultato — log (1 +
I
X
+2tg? x)+e . (Db) Eseguendo la sostituzione tg 2 = t, si trova il

X
risultato log [ tg %// (1+tg ;) T +c]

4.125 Calcolare 1'integrale, detto binomio:

Esercizi di riepilogo

Ig xzcos(xa)dx = % sen(x?) + ¢

T x+3)10g(x+3) dx = log|log(x+3)| + ¢

dx = log(x2+5x+7) + ¢

dx = log(7+sen?x) + c

j x" (ax® +b) % dx m,p,qeQ,

in una delle seguenti ipotesi
S Loml . m+l
(a) q & intero; (b) — & intero; (c) —/— +
P P
+ q €& intero.
[(a) L'integrale rientra in quelli considerati al punto 2°) del para

grafo 4G.
(b) Effettuando la sostituzione xP = t, 1'integrale diviene

ml
1 T T4l jatdd d
= t —) dt
P t

e questo integrale rientra in quelli considerati al punto 2°) del
paragrafo 4G .
(c) L'integrale ottenuto in (b) rientra in quelli considerati al pun

to 3°) del paragrafo 4G ]

1
x/Tg? 2 Ylog x + c

| et
=
J 7
J
\%j L sen (log ) dx - - cos(log ¥ + c
4\% [ & costen ax = senter) + ¢
¢|
Jle=s
J
J

x(x2+10)°% dx = (x2 + 10)7 + ¢

14

dx=';‘tg7x+c

4% x sen(3x2+5)dx =- —é' cos(3x%+5) + ¢
X4 e
4. )6 e®™ dx = e + c
\ 1+tg?x 1
4 NJ7 dx = =
\)zé J tg x O J cos?x tg x dx=log|tg x|+e

[ si ricordi che 1+tg2 X = 1/cos x (ved.esercizio 2.15 della parte
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4.141

Q@‘fzt.uz
ST 4.143

4.144

4.148

prina) ]

2
J %c_%é—i' dx =-log|3+cotg x| + c
co

[ si ricordi che 1 + cotg2 x = 1/sen? x ]

3
J 1xext g g %; + % log(x2+1) + ¢

x2+1
_éﬁli__ dx = 3 log |X_1[ - - + c
x2-2x+1 x-1
16x4+3 _ 4 s I
J 7oL dx = 3 x3 +x+log |X 2
- log x+ ';— + C

dx = log |x| + arctg x + ¢

dx = x + 2 arctg x + ¢C

= ; log (4+9x2) + % arctg (% x) +c

- e e e e e —
I3V
»
"
-
=%
|

4+9x?

L dx = L arct Xl c
x2i2x+3 5T V2 )

X 1 x?-2
x4-x2-2 dx = 6 Log x2+1 te

-2 4

xt2 dx=4 log x-2] t Tt

GDex-2) -1l x-1

. 149

. 150

.151

.153

.154

. 155

.156
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1

PR I
2 (x-n2 ©

J log (x2+4)dx = x 1og(x2+4)—2x+4 arctg % tCc e

N

[si integri per parti ]

)

=

5
j x“*log x dx= %‘( log x -

J tg?5x dx = %’tg 5x - x + ¢
[Si integri per parti ]

{
f lQ%_ﬁ dx = 2 /X log x - 4 VX + c .

‘/ ]
[Si integri per parti ] . {
. dx = - L x /TRT 4 1 e + (
‘/ﬁr 2 2 arcsen X Cc

[si integri per parti ]

J X _arcsen X

ST dx = x -(arcsen x) Vi-x2 + c

Si integri per parti
[sid ]

J /% ax =-2 (-0 2/ a0 ¢

[Si esegua la sostitwzione 1-x=t?]

J 1+tg x ax =
1-tg x

[si esegua la sostitwzione tg x = t, oppure scrivendo tgx=(sen x)/
/(cos x), e semplificando... ]

= - log |cos x - sen x| + c
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sen®xtcos?x-sen x

244
1 _ L — i - 1 B VX-4
4.157 J Treen?x dx 75 arctg (VZ tg x)+c [tg x=t] .165 j s dx = arctg 5 + c
L N « [Per sostituzione ]
4.158 jm dx=log|1l+tg E +c [tg z=t] - 2_
3/2 — —
.166 f‘/f oo D) dx=gx/ - 2/X + 2 arctg /X + ¢
[ 2cos3x-cos X
4.159 — dx = sen x + c
J co3 2X [Per sostituzione ]
T 1 x2+1 2 32 — —
. —_— = = - + . —_— = = -
4.160 J x(4-Tog?x) dx 4 log | (2+1log x)/(2-1log X)[+c 167 J 75 -1 dx 7 X +2V/X + 2log(Vx+1)
[10g x = t] -2 log VX - 1| + ¢
[Per sostituzione :[
3 - 34
4.161 J(arcsen x)?® dx = x(arcsen x) Lo J, $x2-24x 4y o oS .
+ 3 /T7X7 (arcsenx)? - G241 (x-1)° 2017 ATerE T
-6 X arcsen x-6 VYI-x2 + ¢ + 3 X2+l
7 log (x-1)° + c
[ x = sent e poi integrando per parti ]
x345x/X - 7 — 13
.169 —_—_— = == 3 -
4.162 oS Sikh SRFIV T J x? (/X ) +xv/x+xd+1 /X dx = 55 log(x?+1)
! x3+1 2
11 — _
x6+2x2-1 x? -3 log(xvx+1) - arctg (xv/X) + c
4.163% J =—=— 2xdx= S+ log |x2-1]+2 log(x?+1)+c
x*-1 2 —
[x'/x/ =t ]
[Con la sostituzione x2= t, l'integrale dato diviene '
3cos x sen?x+5
170 J ENX1ICOS X gy = 2 log(l+sen x)+

_1_ - R
4.164 J1+/E dx = 2 [vVx

t 3 +2t-1
3 dt = t+
t2-1

t2+l
= — o
2 g

[ Per sostitdii&ne] o

3t-1
o5 )«
| e-1]+2 10g [tr1] +c ]

log (1+v/x )] + ¢

+ log (1-sen x) + 4/(l-sen x) + c

[con 1a sostituzione t = sen x si & ricondotti all'integrale
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3t2+ 5 2 1 4
—_— it = —_—t — + —— dt
t3-t2-t+l t+l t-1 (t-1)
Tenendo conto che t = sen x & compreso fra -1 e 1 e percio, ad esem-
pio, [ t-1 | = 1-t, si ottiene il risultato ]
4171 | dx -
: J [2+5 log?(tg x)] senx cosx

I \/i
= 75 arcts [ > log(tgx)} +c

[ si noti che D log(tgx)=1/(senx cosx) |

-1
4.172 j dx L

1 X

sen®x X 2 Log ‘tg 2
8 tg? o

2

X
[ Si esegua la sostituzione tg E = t, come indicato al punto 5°)del
paragrafo 4H (pag. 237) 1

dx
cos®x

1
4.173 J = tgx + % tg3x+ S tgsx + ¢

[ si esegua la sostituzione tgx = t, come indicato al punto 6°) del

paragrafo 4H (pag. 238) ]

1
i
1
i

Capitolo 5

INTEGRALI DEFINITI

SA. Integrazione definita elementare

Siano f(x) e g(x) funzioni limitate ed integrabi
1i (secondo Riemann) nell'intervallo chiuso e limita
to I di R.

Richiamiamo alcune proprietad dell'integrale defi
nito:

a) additivitd dell'integrale:
c b

b
Jf(x)dx = J f(x)dx + J £(x) dx

a a

Va,b,cel

b) integrale del valore assoluto:
b

< J [£(x) | dx,

a

b
[ f(x)dx Ya,bel, (a<b)

a

c) monotonia dell'integrale : se a,b ¢ I, con a < b, se
f(x) < g(x) per ogni xe[a,b], allora
b b

J f(x) dx 5_[ g(x) dx.

a a
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In particolare, se & g(x) > 0, allora

b
J' g(x)dx > 0.

d)  linearita dell'integrale: per A, WeR, si ha:
b ) o b
J (Af(x)+u g(x)]dx = A J' f(x)dx+ p J g(x)dx.

a a a

Ricordiamo inoltre che le funzioni continue e le
funzioni monotdne e limitate in un intervallo chiu

249

d(b) b
j £ (x) dx= j E(p(t))0" (t)dt
d(a) a

ove f & continua in [c,d], ¢:[a,b]+[c,d] & derivabi-
le con derivata continua.

Il teorema fondamentale del calcolo integrale afferma
che:se f(x)é& continua in [a,b], allora la funzione

X

F : xela,b] » f f(t)dt

a

& una primitiva di f. -
Grazie a tale teorema, per calcolare l'integrale

- so [a,b] sono ivi integrabili.

e) proprieta della media: se m e M sono rispettivamente
1'estremo inferiore e l'estremo superiore di f in
[a,b], si ha

L b
mgﬁjf(x)dng. ;

a

I particolare, se f(x) & continua in [a,b], allo
ra esiste ce[a,b] tale che

b
g'_l—a J f(x)dx = £(c) .

a

b
I1 numero reale b—%z J f(x) dx prende il nome di

valor medio di f su [a,b].

Nel caso degli integrali definiti, la formula di
integrazione per parti diviene:

deTimito di una fumnzione continua nell intervallo la,b],
basta trovare una primitiva di f ed applicare la se-
guente regola:

EORMULA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE: Sia f(x)con
tinua in [a,b ] e sia G(x) una primitiva di f(x); allora

b
j £(x)dx = [6(x) ] = G(b)-G(a)

a

Ricordiamo inoltre il significato geometrico dell'in
tegrale definito di una funzione non negativa: se f
& integrabile e limitata sull'intervallo [a,b] e se
e £f(x) > 0, posto

T = {(x,y)efa,b]xR : 0 <y £ £(x)}

si ha, (ved. il successivo paragrafo 5C):
b
area di T = J f(x)dx.

a

b b . ) o .
. _ b . 4 5.1 Sia f(x) la funzione definita mnell intervallo
Jf(x)g (x)dx [f(x)g(x)]a ‘af (x)g(x)dx [0.1] da
a
e la formula di integrazione per sostituzione diviene £(x)= {(:) se X € (On’l:l
B i o se X L




5.2

w
N

Verificare che f(x) & integrabile nell'intervallo
[0,1] e che 1'integrale & nullo.

[ siano O0=x < xp <Xy < een <xp=1 i punti di una partizione P del

i'intervallo [0,1 ] . Consideriamo le relative somme integrali infe-
riori s(P) e superiori S(P):

n
Zl Ml$ [CRE P

n
s = L (g = Ke-q)s S) =

ove m e My sono rispettivamente 1'estremo inferiore e 1'estremo su-

periore di £(x) nell'intervallo [Xk—l’xk ]. Risulta m =0 per ogni

k=1,2,...,n, mentre & M, =0 se k=2,3,...,n e M, = sup { f(x) : x€

efox, ]} =5

Percid abbiamo

s(P) =0 S(P) = 5%

Le somme integrali inferiori sono nulle per ogni partizione P. E' an-
che evidente che 1'estremo inferiore delle somme integrali superiori
al variare della partizione P, & uguale a zero. Percio l'integrale con

. 1
siderato vale zero |

Dare un esempio di funzione continua, non identi
camente nulla, il cui integrale definito, esteso
ad un intervallo [a,b] con a < b, valga zero.

[ Basta scegliere f(x) = sen x, per x € [ O,ZTT]]

Esistono funzioni integrabili, non identicamente
nulle, nell'intervallo [0,1], tali che f(x) > 0,
per ogni xe[0,1] ed il cui integrale definito sia
nullo? . -

[ si, ad esempic la funzione dell'esercizio 5.1 ]
Esistono funzioni continue e mnon identicamente

nulle mell'intervallo [0,1], tali che £(x) > 0 ,
vxe[0,1] ed il cui integrale definito sia nullo?

[ No, non esistono. Supponiamo infatti che f(x) sia una funzione conti-

5.5

5.6
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1
nua in [0,1] , con f(x) > 0 per ogni x€ [0,1] e tale che J’ f(x)dx=
0
=0. Dimostriamo che f(x) & identicamente nulla. Supponiamoc per assurdo
che esista x € [0,1 ] tale che f(xn) > 0. Per il teorema della perma

nenza del segno, esiste in [ 0,1 ] un intorno I di x , per cui
£(x) 2 f(x )2, Vx€eTI.

Per semplicita, supponiamo che x  sia interno all'intervallo [0,1] e
che I sia della forma I = { xe[0,1]: x - 0< x < x + &}, con 6%0.
Dalle relazioni

1 x -6 X +6 1
J’f(x)dx = I f(x)dx + J f(x)dx + J’ f(x)dx >
0 0 x -0 %, +6
x0+5 £(x)
> I F(x)dx > —;L 28) >0
X - 6

o

si perviene ad un assurdo ]

Siano f,, f, due funzioni continue in [0,1], tali
che f,(x) < f,(x), per ogni xe[0,1] ed inoltre ta
1i che f,(x,) < f,(x,) per almeno un x,¢[a,b]. Di
mostrare che

1 1

[ £, Goax < J' £,(x) dx.

‘0 0

[Basta osservare che la funzione f(x)=f,(x)-f,(x), per 1l'esercizio prece
dente, ha integrale, esteso all'intervallo [0,1] , Strettamente positi-

vo ]

Calcolare, in base alla definizione di integrale
definito, 1'integrale
1

J‘xdx

0

[Dividiamo 1'intervallo [ 0,1 ] in n parti uguali mediante i punti -,
n

h

ITRIEmeE

L.

gt e

)
i
5
!
§
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2 n-1 n PR s : s s .
Z,..., — . Le somme integrali inferiori e superiori sono, rispet
n n
tivamente

2
B
u
ERE.
—
ERE
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n —
ove si & scelto q = Va . Le somme integrali inferiori e superiori so

no, rispettivamente

-1 2.
S e
q q

2 _,
o sAlll - Sﬁ=q-1+q 4.,
noon ( n a
1 5 N : A N
per cui & : 8 - s, =~ e percid lim (S, - s ) = 0. come si verifica facilmente.
n n X
a”"-1
D'altra parte, ricordando che 1+2+...+n=n(n+1)/2, si ha Ricordando il limite notevole Llim = log a (és. 8.21 della par-
>0 X
; (01} te prima) si ha lim Sn = log a. Per calcolare il lim Sp» applicando
— - nln: 0 n
1i S = 1lim — (142+...4n) = lim — —/—— =
:lm n nm n? ( ) n n? 2 la regola di L'Hospital si vede che lim s = log aj.
n
1 . n?#m 1
== lim —5— ==
2 n 2

n

e percid 1'integrale dato vale 1/2]

5.7 Calcolare, in base alla definizione, 1'integrale
1

J x3dx.

0
[ pividendo [o,1 ] in n parti uguali e, procedendo come in 5.6, si ha

RENRCie ]

1
lim Sn=11m ;—u " 3

n n
5.8 Calcolare,in base alla definiziomne di integrale
definito, 1'integrale
1
- J Lax. @> 1).

X
1

[ Dividiamo 1'intervallo [1,a] mediante i punti in progressione geome

trica

5.9 Sia f(x) una funzione limitata ed integrabile nel
1'intervallo [0,5] e tale che

5
f(x)dx =10.
"0
Dimostrare che

(a) esiste almeno un punto x,¢[0,5], tale che

£f(x,) < 3;
(b) se £(x) & continue in [0,5], allora esiste
almeno un punto x,¢[0,5] tale che f(x,) = 2;

(c) se f(x) & strettamente monotdona in [0,5], al
lora esiste almeno un punto x,¢[0,5] tale che
f(x,)< 2.

[(a) se, per assurdo, fosse f(x) > 3 per ogni x € [ 0,5 ], risulterebbe

5 5
J f(x)dx > J 3.dx = 15 .
0 0

(b) Per il teorema della media, essendo f continua, esiste x_ € [o,5]



tale che

5
10 = J f(x) dx = 5£(x.);
0

percid f(xo) = 2.

(c) Per fissare le idee, sia f(x) strettamente crescente in [0,5 ]
Supponiamo per assurdo che f(x) 2 2, VYx¢€ [o,s5 ] . Non potra  essere
f(x)=2 per ogni x € [0,5], perché, in tal caso f(x) non sarebbe stret
tamente monotdna. Scelto arbitrariamente x, € (0,5), dovra essere

£(x) > £(x,) > £(0) 2 2, Vxe (x,,5)

Da cui segue:

5 Xy 5 Xy 5
J f(x)dx = J f(x)dx + ({ f(x)dx > J 2dx + J 'f(xl)dx =
X

0 0 1 0 X,

= 2 #(5-x ) IE(xy) > 2%y H(57xp )2 = 10 ]
Dimostrare che la funziome di Dirichlet

1 se x & razionale

fx) = 0 se x & irrazionale

non & integrabile in [0,1].
[ Siano 0=x_ < X < S <X g < x_ =11 punti di una qualsiasi sud-
°
divisione di [ 0,1]. Poiché in ogni intervallo [xk~1’ ¥, )cadono sia

numeri razionali che irrazionali,si ha

sup f(x) =1

inf £(x) =0
X € [xk-l’xk>

x & D%

Pertanto ogni somma integrale inferiore & zero ed ogni somma integra

le superiore vale 1]

5.11 Dimostrare che la funzione

B
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1 m o
= se x= — ; m,n primi fra loro
n n
f(x)=
0 se x & irrazionale
1
& integrabile in [0,1)e risulta J f(x)dx = 0.
0
con m, n

[ Fissato k € N, i numeri razionali di [ 0,1) del tipo m/n,
primi fra loro e tali che n < k, costituiscono un insieme finito:
x; < x2< e £ X“k

e si ha f(x;) > 1/k, mentre, in tutti gli altri punti x€ fo,1),
ha £(x) < 1/k. Possiamo costruire una partizione finita Py di [o,1)

costituita di ny intervalli I, ,.. "I“k (di centro rispettivamente

si

Xy peees x“k ed ampiezza dk sufficientemente piccola) e di altri

ny+1 intervalli Jy ..., J"kﬂ suognuno dei quali risulta f(x) <1k

il

Detta S(Pk) la somma integrale superiore, si ha (indicando con ‘

1'ampiezza dell'intervallo Ji):

ng nytl ng
S(P) = 8, & sup £+ ‘Z sup £ < 6y I f(xpH+
i=1  Ij i=1 J; i1
e+l y
1 i P
+= 1 | < 8, I fxpr-<o
koa i1 kX

g
pur di scegliere 61{ <1/ kI f(x)) ]
i=1

Calcolo di integrali definiti

5.12 Calcolare 1l'integrale

2T .
[ sen?x dx
70
R . X sen 2x .
[ Poiché la funzione G(x) = 2 A & una primitiva della fun

zione f(x) = sen? x, per la formula fondamentale del calcolo integra
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5.1% Verificare che per h,keR, si ha

b
J (hx+k)dx =

a

% (b2-a2)+k(b-a)

[ La funzione G(x) = (h/2)x? + kx & una primitiva di f(x) = hx+k, ed
allora, basta applicare la formula fondamentale del calcolo integra-
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si ha

3

1
J [ x-1 ‘ dx = J’ (1-x)dx +
0

0
2 3
- x =

41

3 K2 o1
x-1) dx = X - = +
(x-1) [ 5 ]

0

N
+
al"
-

-
+
>
il
o,
———

-
®

£5.16 Calcolare l'integrale considerato nell'esercizio

precedente, utilizzando 1'interpretazione geome
trica dell'integrale definito di wuna funzione
non negativa.

1e]

5.14 Calcolare 1l'integrale
3
X __
| ==
o
— — 1/2 -1/2
[ si ha: %/ Vil = (x+1-1)/ VxHL = (x+1) . (x+1) per cui la
3/

2 2 1/2 . .
funzione G(x) = 3 (x+1) - 2(x+1) & una primitiva di f(x) =

= x/v/ x+1 . Dalla formula fondamentale del calcolo integrale,segue:

3 3
x 2 3/2 1/2
—— dx = ) - 2 -
J T dx |:3(X ) (x+1) }
o 0
2 32 12 2 8 }
B R
3 3 3

5.15 Calcolare 1'integrale

Ja [x-1] dx.

o

[Poiché risulta I x-1 | =x-1sex>21le | x-1 l =1-x se x < 1,

[ L'area del triangolo S, , in fig. 5.1, vale 1/2, mentre l'area del

triangolo S, vale 2]

v

figura 5.1
5.17 Posto f(x) = x"+ a,x®+ a,x?+ a x+a,,
verificare che
b
1 21 ath -
o | fooax - L [f(a).+4f< )+ £ ]
a
R _a)
2o (07®)
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5.18 Calcolare i seguenti

2 3 2
() J x3+3x dx;

x2+4x+4

1 .
) J 16x4-3 dx

5.19 Verificare che, se m ed n sono due interi

4x2+1

negativi, si ha

m

0

™

J cOos

0

2T

J sen

0

2T

J sen

0

2m

J’COS
.70

[ si vedano gli esercizi 4.58, 4.59, 4.60 ]

5.20 Verificare che per y > 1 e per o # - 1 si

J sen mx sen nx dx =

mx cos nx dx

mx cos nx dx

mx sen nx dx

mx cos nx dx

integrali

) [
0

@ jz
0

[ (a) 13 (b) - 9/2 + 4 log (5/2); (¢) 1/3 - arctg 2; (4) 1/18 ]

m

_x*-13x%
x2+5x+4

X

z;;:;j; dx

sem #n

se m=n >

sem # n

se m=n >

sem # 1N

se m=n >

se m#n

se m=n>0

|
|
i y a+l a+1
a y
| x log x dx = -1
.‘ J g ol log y (a+1)2

|
1

[ Integrando per parti, si ha

y o+l
a X v v 1 X an
x log x dx = log x - - dx =
o+1 1 o +1

>

1

]J»
s da cui segue subito 1'asserto ]

5.21 Verificare che

y
1 _
(a) J Tar dx = log (v + VYTHTD)
0

y
(b)J = ax = T - 1
0

[ (a) 6(x) = log (x+ VX2 ) & una primitiva di 1V x %41

‘ (b) 6(x) = v x2+1 & una primitiva di x/Vx2+1 ]
5.22 Integrando per parti, calcolare gli integrali
2
log x 3
(a) J ~—§-— dx (b) J log(x?-x)dx
1 2

2 2
' log x 2 log x
[ (a) J’ T dx = [ log %x ]1 - J 3 dx, percid
X
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2
log x 1 2 2 1 2
— dx = — log“ x =— log “2.
j A R
1
) 3
(b) Si trova il risultato [x log (x°-x)-2x+ loglx—l | ]2 =3 log 6 -

- 2-log 2 ]

5.23% Calcolare 1l'integrale

1 e
V1i-x f
T X
V1+x
[E do la sostituzione x = cos t, poiché al crescere di x da 0 a

261

5.25 Calcolare gli integrali

1 3/2

(a) J JIXT dx ®) J VITXT dx
0

0

[ (a) si risolve con la sostituzione x=2 sen t, osservando che, al cre

scere di x da 0 a 1, t cresce da 0 a T/6, per cui:

1, t decresce da T /2 a 0, si ha

! 1-x 0 Vl-cos t sen t dt =
dx = - =
V1tx Vitcos t
0 /2
m2
! w2 om
= (1l-cos t)dt = [ t-sen t]o = ;- 1]
0

5.24 Calcolare 1l'integrale

8
J /1+x dx
x

1

[Eseguendo la sostituzione Vv 1tx =t, cioé x =t 2 -1, dx = 2tdt,al

lora, per x=1 si ha t = '/7 e, per x = 8, si ha t = 3. Pertanto

8 3
L 2t2 @ st + 10g
yix - = 4t - op — -
x * t2-1 ® .

. V7 vz

2 /74 log S+ 1 !
s e 8T8 ToaL

i /6
J’ Vix T dx = J 2 V1-sen’t + 2 cost dt =
o _ 0
/6 T o1 /3
=2 [ ttsent cost ] I A
0 6 2 2
LREE
R
3 2

(b) con lo stesso metodo di (a) si trova il risultato (‘r(/z)+(3\/?/8)]

5.26 Calcolare gli integrali

L e
(a)J’ e_/x— dx (b) J cos VX dx

1 0
P
(d) j e‘/x dx

0

(© j“‘ log x 4
1

-1 -2 2
[ (a)se -6e 3 (b) M/2-1; (c) hlog & - 43 (d) 2¢ +2 ]

5.27 Calcolare l'integrale:
4 —
!' x - 7/ + 12

_ dx
Jo XX - 6x+9YX

2
[ Con 1a sostituzione x=t? si trova il risultato 2 [ t-log lt-SIJO =

= 442 log 3]
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5.28

5.30

263
Calcolare gli integrali (? dx _ ¢(a)dx
bR "o T+x? 1 Tex?
(a) = dx (b) sen vVx dx 1
0 1+/x 0 [ Effettuare la sostituzione t= ¢(x) ]
2 5.32 Dimostrare che
16 -
(c) J arctg Vvx - 1 dx (d) J (e*-1) 12 4y }
| b -a
1 1 ! J .
| f(-x)dx = J f(x) dx
[si risolvono tutti per sostituzione: (a) 2 log 3; (b) 2T ; ) Ja b

(c) (16/3) T-2 V35 () 2(arctg(ez‘1)1/2»arctg(e—1)l/z)]
5.33 Dimostrare che se f & una funzione integrabile,

Calcolare gli integrali periodica di periodo T, allora
m2 /2
(a) VI+cos x dx (b) J Y1-cos x dx ‘ b+ b
0 0 ‘ J f(x) dx = | f(t)dt
i atT a
m/e " Cos X ‘ [ Posto x=t+T, si ha dx = dt e per x=atT & t=a, per x=b+T & t=b. Per -
T+sen x d —_———= dx B - a I - o
(c) J /T+sen x dx (d) J VTR , ot
0
. b+T b b
[(a) Ponendo cos x = t, risulta dx=-dt/ VIt ? . Percio: J f(x)dx = J £(t4T) dt = J £(t)dt
atT a a
0 1
T[/2———- 1+t dt : 11 iodicita di f]
v l1tcos x dx = - Wi dt = = = grazie alla periodicitad di
0 0 )

21
5.34 Calcolare l'integrale J |sen x[dx.

— 1
= [2 V1t ]0=2. 0

(b) Z(/Z S 1); (o) 2- /2 5 () log (14 /2 ) ] . [ Poiché la funzione f(xf = |sen X I & periodica di periodo T, si
. R ha
Dimostrare che, per ogni a > 0, risulta
2m m 2m
a2 dx 1 dx J Isenxldx: J Isenx[dx+ J Isenx{dx=
1+x2 1+x? 0 0 m
1 1/a
m m
[L'integrale a secondo membro si ottiene da quello a primo membro, me N - J |sen x| ax + J | sen x |ax =
diante la sostituzione t=1/x ] 0 0
m

Posto .¢(x) = (1+x)/(1-x), dimostrare che,per o

W
. - =2 sen X dx = [ -2cos x], =4
gni a < 1, risulta J 0 4

0

]
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a noma dell'esercizio precedente ] J(sen x)n dx = - (sen x)n-Lccs x+(n-1) J(sen x)n_zcos2 x dx =
5.35 Calcolare i seguenti integrali -l 1
m/2 = - (sen x) cos x+(n-1) J(sen x) dx +
(a) J sen x dx
0 cos?x-6cos x+9 N
+ (1-n) j(sen x) dx
n/z cos x dx da cui segue facilmente la formula di riduzione cercata.
(b) j senax—Zsen x+2 dx Per calcolare 1'integrale definito, osserviamo intanto che
- w2 n-1 /2 /2
/2 n -(sen x) cos x n-1 w2
©) J' cos x dx dx j (sen x) dx = l:'_—n— ] + - J(sen x) dx=
sen?x+4 0 0 0
[4]
[ (a) Si esegue la sostituzione cos x = t, da cui sen x dx=-dt. Il ri . /2
sultato & 1/6; (b) log (3/4); (c) (1/2) arctg (1/2)] Y f (sen x) dx
0
5.36 Calcolare l'integrale Pertanto
B m/3 tg x dx /2 m2 ™2
J 1+log(cos x) J (sen x)® dx =-:5 J’ (sen x) 6= é . z J (sen x)“dx =
0 0 0
/2
[ si osserva che D log (cos x)=- tg x. Il risultato & -log(1l-log 2) ] = 7.3.3 J (sen x)2 dx =
8 6 L4 o
5.37 Dopo aver dimostrato la seguente formula di ri- /2
duzione (neN, n > 2) :Z.E._._J -2 g ]
8 6 2 128

5.38 Verificare che

-1
(sen )™ cos x
J'(sen O dx= - (sen x cos x |

n
L a 3
N (1 _ _) J(sen x)nzdx ) J’ X sen x dx = 21 ; J‘ (x+a)vaZ-x2 dx=12a—
- -a
verificare che
m/2
Io (sen x)®%dx = % 11

[ Con un'integrazione per parti, si ha
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5. Applicazioni al problema delle aree

Sia f£:[a,b]»R una funzione limitata ed integrabi
le; allora,se f & mon negativa (risp. non positiva),
1'insieme

T={(x,y)ela,b]xR:0 <y < £(x)}
(risp. T = {(x,y)ela,b]xR: £(x) <y < 0})

si chiama rettangoloide di base [a,b] relativo ad f e
si ha
b
area di T = J f(x) dx

a

. b
(risp. area di T = - J f(x) dx).

a

Se invece f assume valori di segno arbitrario,po
sto

£+(x):max(0,f(x)}; £ ()=min {0,f(x)}

la funzione f+(x) ¢ la parte non negativa di f(x),la
funzione £ (x) & la parte non positiva di f(x) e s%
ha: £(x) = £fY(x) + £ (x) (fig. 5.2). Inoltre £t e f
sono integrabili e si ha
b
area di " - area di T = I £(x)dx

a

figura 5.2

+ -
ove T indica il rettangoloide relativo ad f+ e T il
rettangoloide relativo a f~

Infine, risulta [£f(x)| = £Y(x)-£7(x) e

b
area di T  + avea di T = j [£(x) | dx.

a
Le formule precedenti sono percid utili per il calco
lo delle aree di rettangoloidi, mediante il calcolo
di integrali definiti. Pil in generale, si pud calco
lare l'area di una regione T come quella rappresenta
ta in fig. 5.3

f(x)

g(x)

figura 5.3

definita, a partire dalle funzioni integrabili f(x),
g(x), mediante le limitazioni seguenti
T = {(x,y)ela,b]x R : g(x) <y < £(x)}

In tal caso, si ha

b
area di T = J [f(x) - g(x)]dx.

5.39 Sia f(x) = x?, e sia g(x) = x per x¢[0,1]. Cal-
colare 1l'area dell'insieme piano definito da(fi
gura 5.4):

T = {(x,y)e[0,1]xR : x*> <y < x}.
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5.41 Calcolare l'area della regione piana T delimita
ta dalla retta y=-2x+3 e dalla parabola y=x?.

[ La retta interseca la parabola nei punti (-3,9) e (1,1) e, nell'in -

tervallo [ —3,1] , risulta -2x+3 > x2 . Percio, si ha:

T= {(x,y) €[-3,1 ]xR: x 2 <y<-2xt3}

1 RS
. 2 2 X 32
area di T = (3-2x-x © )dx = | 3x-x° - 3— = 3— ]

-3 -3

5.42 Calcolare 1l'area della regione piana T compresa
fra la curva y=1/x, 1'asse delle x e le rette d

figura 5.4
1
. (o L1, ] 111,
[afea ar T J \( rd [_2 3 JO 2 3 3

5.40 Calcolare l'area della regione piana T compresa
fra le due parabole di equazioni y2=9x e x*=9y.

[ Evidentemente risulta

1= {(xy elo,9]x [0,0] : -91—)(2 <y<3 Vx}

in quanto le parabole si incontrano nell'origine e nel punto P(9,9),
come si vede risolvendo il sistema costituito dalle equazioni delle

due curve (si veda la fig. 5.5). Si ha

v
9k P
y=3Vx
T _ 1.,
y=gx
1 .

O 9 X

figura 5.5

9
1 3/2 1 9
areadiT=J(3‘/_x~—X2)dx=[2X - — %3] =27 ]
9 27 0
0

equazioni x=a e x=5a, con a > 0 (fig. 5.6).

y

Of a 5a X

figura 5.6
S5a
. 1 5a
[areale: —dx = [1ogx ] :10g5a—1oga=logS:[
X a
a .

5.43 Calcolare 1'area della regione piana T compresa
tra le curve y=x*-2x3%+2, 1l'asse delle x e le ret

te x=-1 e x=2 (fig. 5.7).

2 2
x° x"
[a.teadiT,= (x* -2x 3 42)dx = —-5—— --2—+Zx =
1 1

32 16 11 51
sl=-—=+a)-(-=-=- 2] ==
5 2 5 2 10




N\

-1 1 2 X

figura 5.7

5.44 Calcolare l'area della regione piana T compresa
tra la curva y=1/x% (a#1), l'asse delle x e le
rette di equazione x=a, x=b (con 0 < a < b)

b 1 x ¢ b
[area di T = J e dx = [ } s b el %y s a)]
a

1-a
a

5.45 Calcolare l'area della regione piana T compresa
fra la curva y = log x, l'asse delle x e la ret
ta di equazione x = e.
e
[area di T = J’ log x dx = [x(logx—l)]jzl ]
1

5.46 Calcolare l'area della regione piana T delimita
ta dall'ellisse di equazione (x2/9)+(y2?/4)=1.

[T={(x,y)6[~3,3JxR:-§ /9-x sygi— Vox? }

ed allora:

area di T=J l:év%xf ~—<~-§— ‘/9—x§>] dx =
-3 ’

H
4
3’
i
;
;
i
]
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3, [ ey ] 1
x=
:zJ';/%(2 dx - 1zj Viy? dy =
-3 -1
[y=sent ] T2
B 1 /2
= 12 cos “t dt = 12 — (t + sent cost) =
2 -T/2
-m/2
=6T]
Siano a=a, < a; < a, < ... < a, = b, ntl numeri

reali e sia

OVe Cy,Chy -

f(x) la funzione definita in [a,b] da:

c, se xela,,a,]

_le, se xe(a;,a,]

]\cn se xe(ay 4,a,]
,c. sono numeri reali positivi.

n

La funzione f(x) & una particolare funzione gene
ralmente continua, cio& avente un numero finito di di-

scontinuita,

detta funzione a scalino (o funzione semplice,

o funzione costante a tratti) (fig. 5.8). Essa & integra

bile su

y 4

C,f —
: —
Ci | {
t— L
R e
| | i
o P | !
| | | | | )
| | | I ] I .
a=a, a, a, a,., .a,=b x
figura 5.8

T




[a,b], e risulta:

be(x)dx

a

i
M=
Q
—~
[
W
i)
.
i
A
—

5D. Integrali impropxri

I1 caso pit elementare di integrazione definita
¢ quello in cui la funzione integranda f(x) & conti-
nua in un intervallo chiuso e limitato [a,b]. Tutta-
via, spesso si incontrano funzioni continue in inter

2737
stra che esiste finito il limite
t
. 1
lim J - dx.
tore ) X

(I1 lettore verifichi che tale limite vale 1). Anche
tale limite viene considerato come integrale improprio
di f(x) su [1,+=) e si pomne

= dx = lim > dx
x ot ®
1 1
In generale, sia f(x) una funzione continua (e
non—limitata) nell'intervallo limitato [a b)) (risp
. -

valll non chiusi o non Iimitati ed € utile provvede
re, anche per questi casi, ad una teoria dell'inte -
grazione definita.

Ad esempio, la .funzione

f(x) = 1/¥/x per xe(0,1]

non pud essere prolungata in una funzione continua su
[0,1]. Tuttavia, si dimostra che il limite

P
lim J’ —— dx
€50 %
esiste ed & finito. (Il lettore verifichi, per mezzo
della formula fondamentale del calcolo integrale,che
tale limite vale 2). Tale limite viene considerato co
me integrale improprio di f(x) su (0,1] ¢ si pone, per
definizione

1 1
[ -+ dx = 1lim J L— dx.
o VX 50 VX

Analogamente, la funzione
f(x) = 1/x?

& continua su un intervalle nomn limitato e si

per xe[l,+®)

dimo=—

(a,b]) e supponiamo che esista finito il limite:

b
(risp. lig J £(x)dx)

t>a t

t
lim J £ (x)dx
t=ob

.
allora si dice che f(x) ha integrale improprio (convergen
te) su [a,b] e si pone

b b
(1) j f(x)dx= lim J }(x)dx (risp. = liq_J f(x)dx)
t>b t ~a
a a t

L'integrale al primo membro della (1) si chiama inte-
grale improprio di f sul[a,b].

Si dimostra che se f(x) & continua in [a,b) (risp
in (a,b])e se [£f(x)| ha integrale improprio su [a,b],
allora anche f(x) ha integrale improprio su [a,b] e
risulta
b
j f(x)dx

a

b
< j | £(x) |dx.

a

In tal caso si dice che f ha integrale improprio as-
solutamente convergente su [a,b]. .
I1 caso di una funzione che presenta un numero

finito di discontinuita nell'intervallo [a,b], cio&



ofa
{

di una funziome generalmente continua, Si riconduce fa
cilmente a quelli precedenti, grazie all'additivita'
degli integrali.

Ad esempio, se f(x) & continua nell'intervallo 11
mitato (a,b) ad eccezione del punto c e se entrambi
gli integrali

ch(x)dx R be(x)dx

a

sono convergenti, allora 1'integrale improprio di f
su [a,b] & la somma di tali integrali. Una condizio-
ne sufficiente affinché una funzione discontinua in
x, abbia integrale improprio su un intervallo limita
to I contenente X, al suo interno & che esistano a <
<1, A >0 ed un intorno J di x, tali che

(2) [f(x) | < = Vxe INJ-{x,}

Tx-x,

Le definizioni precedenti consentono cosl di parlare
di integrali definiti di funzioni anche non limitate ;
un'altra generalizzazione del concetto di integrale
riguarda il caso di fumzioni definite su intervalli
non limitati

Precisamente,se, ad esempio, f(x) & definita nel
1'intervallo [a,+») ed & dotata di integrale impro -
prio su ogni intervallo del tipo [a,t], si dice che
£ ha integrale improprio su [a,+) se esiste finito il
limite

t
lim J £ (x)dx

t>4 ©

e, in tal caso, si pone:
o t

J f(x)dx = lim j £(x)dx.
t oo a

a
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In modo analogo si definisce 1'integrale improprio

be(x)dx4

-

Infine, se f(x) & continua in R, si dice che essa ha
integrale improprio su (-«,+®) se esiste ceR tale che
gli integrali impropri:

+o

jcf(x)dx , J f(x)dx

- c

siano entrambi convergenti e si pone

j+2(x)dx = ch(x)dx + J+z(x)dx.

(Si dimostra che tale integrale & indipendente da c).

Una condizione sufficiente affinché la funzione f£(x)
continua in [a,+®) (risp. in (-=,b]) abbia integrale
improprio assolutamente convergente & che esistano
a > 1, A >0, k >0, tali che

[£(x) ] < E per |x| > k.

| x

Talvolta, invece di dire che una funzione positiva

f£(x) ha integrale improprio (convergente) sull'inter

vallo di estremi a,b, si dice che 1'integrale -
b

I f(x)dx

a

& convergente.

7ﬁ<47 Verificare che, se p <1 e b > 0, allora

—5 dx =

r’ 1 b P
xP 1-p

[Se te (0,b ], allora
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b

N b
P
1 X 1 - -
- &= | — - [blp_tlp]
X 1-p 1-p -
t t

Essendo p < 1, si ha

Jf Verificare che,

Lim, 1P - 0, da cui l'asserto |
t=>0

& divergente.
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[ Per t €[ 0,2) si ha
sep>1eh >0, allora 1'inte ty r . .
| T = | =i
0
b
1
f @ dx fa
X -
0 da cui lmJ 5 dx = + oo]
t =27 o (x-2)
2 divergente -~
S, Verificare che
[Se t €(0,b ] , si ha, come nell'esercizio precedente:
b i P
1 1 - - == dx = 2
S dx=— [ofP-dP ] J V72X
X 1-p 1
t
; [Per t €[ 1,2) si ha
Essendo p > 1, si ha lim tl"p =+ ® , da cui 1'asserto ] g
t>0 t t t
1 -1/2 172
—— dx = (2-%) ax = [-20-0Y?] -
s . : 2-x 1
5 )Q Verificare che 1'integrale 1 1
b
1
= dx
X
0

& divergente.

[Per t € (0,b] , si ha

b
[log X ]t = log b - log t.

Essendo 1lim log t = - %, si ha 1'asserto |
t »o*

Verificare che 1'integrale

t
1
da cui 1lim S— dx =2 |
t27 2-x

S X@ Verificare che

2

14 -1
0 »/47')(2 x 2

[Per t €[ 0,2) si ha




per cui

dx = arcsen 1 =

g
[E—)

t

lim 1

2" Vb-x?
0

Y 17 1
4
- dx = - = =-1-==- =
J x? X [ x:l 3 3
-3
contengono un errore. Si noti che 1'integrando &
positivo ed invece il risultato & negativo. In-

dividuare 1'errore e dire se l'integrale dato &
convergente. |

[ La formula fondamentale del calcolo integrale non si pud épplicare

nel caso di funzioni discontinue e non limitate. Si ha:

Poiché gli integrali a secondo membro sono divergenti, anche 1'inte-

grale assegnato & divergente]

Verificare che
1
1 -
J AT dx = m
-1
[ Per t €(-1,0 ] si ha

0

77 dx = arcsen 0 - arcsen t = - arcsent
=X

[ad

e percid i
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0
1 s
7—5 dx = - lim arcsent = - arcsen(-1)= —
1 1-x -1 2
Per t €[ 0,1), si ha
t
1
7;3— dx = arcsen t - arcsen 0 = arcsen t
0
e percid
J'l Lo k-1 T
= dx = lim arcsen t = arcsen 1 = —
Vi-x =1 2
0
Pertanto, si ha l‘asserto]
® 5.55 Verificare che
S
J 3 dx = 9
o x-1
[ siha
9 1 9
J —————1 dx J L dx + J !
3 = 3 x = dx
o V(x-1)2 b V)7 L V-0
Essendo, per t €[ 0,1)
.
Jt ! d [3Vx-1] £, Y 3
T &= Xx- = -1+
A V(x1)? 0
si ha
1
J ! d lin [3V ]
g——— dx = lim t-1+3]-3
o V(x-1) z 1

Essendo, per t 5(1,9:[
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9 /2
1 3 9 1/3 3 sen X
s dx = [3Vx-1] =38 =3Vt-1, 5.60 —_—dx = 1
J V1?2 * ]t 6 N cos3x-et® ¥
si ha [ porre tg x = t ]
9 2
1 . 1/3 g [ 8
J Fomr o feosen ] e X 561 AT &3
1 <) )y
Pertanto si ha l‘asserto] 1
5.62 J' log x dx = - 1
53\g6/Verificare che: 0
) 112
. X J 1 — dx = 1 - 5.63 Stabilire, mediante i teoremi di confronto,se i
o X log?x log 2 i seguenti integrali sono o non sono convergenti
R (a) — o) | a
IS . a ———————— dx ; X
& JO X log x dx & divergente. JO (1+x2)/arctg x 5 ,
. [ (a) Essendo 1lim Vx| Varctg x =1, esiste k>0 tale che
Verificare che x>0
1/ Varctg x < k/ VX . Essendo poi 1/2 < 1/(x per x €
3 x(x+1) B 9 €(0,1 ], la funzione integranda si maggiora con k/ VX in (0,1]. AL
5.57 J /9-x2 dx = 3 + 4 m . lora 1'integrale & convergente, e si vede facilmente che vale ‘/7T;
&
;}, (b) Essendo 1/ L:/(l-xs)g =1/ 1:(1‘x):‘3/h-(1+x+x2 )Blh] < 1/(1-x)3/h )
[porre x = 3 sent ] E 1'integrale & convergente perché 3/4 < 1]
_ 3 s
9 - x2 34/5 3 — X5.64 Verificare che, se p > 1 ed a > 0, allora
5.58 === dx = 7 log = J5 =
/x2-4 2 2 roo
2 1-p
3 3 J’ Lo -2
= 7 sett cos h = - = V5 xP p-1
2 2 a
[Pcrreszcosht] [Perté[a,+°°)siha
t
t - - -
7 J'l_dx_[’_‘_l__])}=tlp'alp
5.59 I ;7(%’5( dx = 21 2 =R 1p
3 .
do—p—>-1,-si-ha—lim rlp—n da-cui 1'a

> +o
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5)§§ Verificare che, se p < 1 ed a > 0, allora 1'in

tegrale

¢ divergente.

[Per te[a,+ ®) siha

t 1- 1
1 t P a P
— dx =
x| 1-p
a
; N J .
Essendo p < 1, si ha lim t = +®, da cui 1'asserto]

[

5/86 Verificare che,se a > 0, 1l'integrale

+o

J 1 dx
x

a
& divergente.
[per t €[ a,+ ®) siha

t
1

j —dx = log t - log a .
X

a

Essendo lim log t = + %, si ha 1'asserto ]
t>+ @

5 gz Verificare che, per ogni aeR, si ha:
4o

1 T
J T2 dx = 2 arctga.
a

[Perté[a,+ © ), si ha

1 t
— dx = [arctg x] = arctg t - arctg a.
a
a

m
Essendo 1lim arctg t = — , si ha 1'asserto |
t>+® 2

g}g? Verificare che:

LS

+o

1
J_ Tixe dx = m

[ Analogo all'esercizio precedente ]

Verificare che per a > 0

—
@

'

Q

B
[=%
>
i

Q |=

t
- ax 1 - t 1 -at
ax
e dx = - = e =- = -1
f a L™ )y --5 [
0
PR . -at
Poiché 1im e = 0 , ne segue l'asserto]
t>to

Verificare che per a > 0

J—lx e ®x® gy = - —1_

- ®

[ Pert €(-«,-1), si ha




2
Essendo 1lim e at® o 0, si ha 1'asserto ]

t> -

5.71 Calcolare i seguenti integrali:

Yo x4y T a3
(2) J x3-x2+5x-5 dx ®) I x3-x2+3x-3 dx
' 3

[ (a) log.3; (b) (1/2) log 3 ]

5.72 Calcolare i seguenti integrali

N}
o]
(%}

+e oo

N A B 1
@ [ mamm e o] e

+o

X
; (d) J’ ‘/m dx

3

too
(c) lﬁ_il dx
x3
1
[ (a) Essendo, per x €[1,+4®), 1/x “* (1+x*) < 1/x*, 1'integrale con
verge; (b) diverge; (c) essendo Vil /x 3 > VE' /x3 = 1/x, 1'in
tegrale diverge; (d) diverge |

L ro 5.78 Verificare che 1l'integrale
x+1 € - T 3
(a) J i x dx (b) J Ry o F dx Jr e_Xz N
3 1 1
. 2 /(62 -
[ (a) tog (3/VZ); (b) (1/3) log [ (et1) 2/(e? -et1) 1] & convergente -
x? -
Verificare che [ Essendo, per x €[ 1,+ ®), 0< e * <e x, si ha <
+® ) + @ P -
+e 1 0<£ e dxgje-xdle] _A'/, -
5.73 J — dx & divergente 1 er
x log x
oo 5.79 Stabilire il carattere dei seguenti integrali
1 1 impropri
5.74 J - dx =
x(log x) log 2 o o
(a) J <1 - cos l) dx (b) J <l -sen —1'> dx
+o 1 1 ‘ . x L\x x
> 70 J *x(log 0° ™ ™ 2(Tog2)? e re
2 1 1
i (e) L Tog(1rx?) % (4) J tog (“ x2>dx
ST 2
5.76 J' xe‘/1er dx = = -
0 € - _1/
(o) J X dx (£) J e M ax
1 1

5.77 Utilizzando i criteri di confronto,stabilire il
carattere dei seguenti integrali impropri

[ (a) & convergente; (b) & convergente; (c) & divergente; (d) & con

vergente; (e) & convergente; (£) & divergente |
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Verificare che:
N
+co ' .
n -ax n b S AT . 3 : 3 i - o & C
5.80 J x" e dx = == (a>0 neN) : eAder1vab1?e in [a,b] (1§ paTLlLOldT? F(x) & una fun
0 a zione continua) e la derivata vale F'(x) = f(x) per
. 4o ogni xe[a,b]. Nel seguito applichiamo questo risulta
- n n-1 -0x
[ Integrando per parti si ha J’ e Ox dx = & I X e dx, to.
0 0
da cui, per 1l'esercizio 5.69 si ha facilmente 1'asserto | 5.85 Stal?lllre per quali num?rl reali x risulta d61£
vabile la seguente funzione
+oo 1
1 X
5.81 — sen — dx =1 . _
x? F(x) = Jtoodt.
% 3 o
[ Eseguire la sostituzione 1/x = t ] 1 [ si pud procedere con il calcolo esplicito dell'integrale, oppure,piit
velocemente, si puo affermare, in base al teorema fondamentale del
+o ax a 13 calcolo integrale, che F'(x) = V'x per ogni x >0 ]
5.82 J e cos b x dx = Py :
0 g 5.86 Calcolare la derivata della seguente funzione i
g tegrale
4o b 3
—ax —
5.83 I e sen b x dx = Ty 3 Jx
-2
0 F(x)=f et® dt.
b ¥ 0
- [Ccnsideriamo la funzione F composta tramite le due funzioni:
5.84 (1+x)e dx =2
0

— ¥ 2 y—
y=v%, Gy = J et dt = Fx) = 6(vx).
[

La derivata della funzione G(y), in base al teorema fondamentale del
calcolo integrale, vale G'(y) = e . Per la regola di derivazione

SE. Funzioni integrali delle funzioni composte otteniamo

Sia f(x) una funzione continua in un intervallo
[a,b]. Il teorema fondamentale del calcolo integrale
stabilisce che la seguente funzione integrale

F'(x):G‘(‘/x_)Z%x- =W1;- ]

5.87 Calcolare la derivata rispetto ad x delle se -

x . 2 . . -
F(x) = J £(t)dt (con x,¢[a,b]) guenti funzioni integrali
Xo ex sen x 1
(2) L log t dt ) J' T at
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[(a) x eX 5 (b) 1/cos x|

5.88 Calcolare la derivata rispetto ad x della fun-
zione integrale

1
F(x) = J sen?t dt
X
[ Rappresentando F(x) = - '[ sen? t dt, per il teorema fondamentale
1

del calcolo integrale la derivata vale F'(x) = - sen? x ]
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X
5.91 Calcolare il limite 1im J cos t? dt.
x >0 0

[ Dato che 0 < cos t? < 1 per ogni t reale, risulta anche, per x>0,
X

X
0< Jcost2 at < J’ 1dt=x.

0 0
P 3 : <
Percid, la funzione integrale data converge a zero per x >0 .Si pro

cede in modo analogo per x 0~ ]

X
5.92 Calcolare il limite 1im S J cos t? dt.
x>0 0

[ come mostrato nell'esercizio precedente, 1'integrale converge a zero

5.89 Calcolare la derivata della funzione integrale

3x
F(x) = J cos?t dt.
2x

[ Fissato un numero reale x,, la funzione integrale F(x) si pud rap -

presentare nella forma

X, 3x
F(x) = J cos 2t dt + j cos?t dt =
2x X,
°
3x 2x
2 2
= J cos “t dt - J cos“t dt.
° °

In base al teorema fondamentale del calcolo integrale, la derivata va

le F'(x) = 3 cos? (3x)-2 cos? (2x) ]

5.90 't Sia f(x) una funzione continua in [a,b] e sia-
no g, (x), g,(x) funzioni derivabili in [a,b]
| Generalizzando l'esercizio precedente, verifi-
care che in [a,b] vale la formula di derivazipo
ne

a g (%) ,
£ J F(t)dt=£" (g, ))gl () -£' (g, (X)) g1 0.
g 1(x)

per x >0. L'integrale, diviso per x, costituisce quindi una forma in
determinata del tipo 0/0. Per la regola di L'Hopital e per il teore-

ma fondamentale del calcolo integrale, otteniamo

X 2
I cos t€dt 2
. o . cos x
lim = lim =1 ]
x>0 x x>0 1

5.93 Calcolare i limiti

(" ("
(a) lim —5 J sen?t dt (b) lim =% J sen?tdt
x>0 R o X°

[@o; ®s]
jxcos t2 dt

5.94 Calcolare il limite Llim

w0 1-cos x

[ si tratta di una forma indeterminata 0/0; il limite si pud calcolare
con il teorema di L'Hopital:

X . x
X J‘ cos t? dt j cos t2dt + x cos x2
0

lin = lim —2
x>0 1-cos x x> 0 sen X
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X )

J’cost dt cos x 2 .

14 lim 0 o1 4 lip ——— =2 ] !
X 0 sen x x=0 08 ¥

5.95 Calcolare, se esiste, il massimo nell'interval-
lo [0,+») della funzione integrale

X
cos t - 2
F(x) = J ——%;—:—E— dt
0

[La derivata vale F'(x) = (cos x - 2)/(x3 +2). Essendo cos x-2 < 1-2=
=-1, la derivata & negativa nell'intervallo [ 0,+ ). Percid F(x)e
una funzione strettamente decrescente per x > 0 ed assume massimo in
[0,+# @) per x = 0. Il massimo vale F(0) = 0 ]

><3.96 Considerare, per x > 0, la funzione integrale E
X 2
t
F(x)=J' <1%) at
2

(a) Studiare la monotonia di F(x) per x > 0.

(b) Dimostrare che F(x) ha un asintoto obliquo
per x-+wo.

(c) Stabilire se F(x) ha punti di flesso nello
intervallo (0,m).

(d) Stabilire il numero dei punti di flesso di
F(x) nell'intervallo (0,km), per ogni nume
ro naturale k.

Seﬂz X
[(a) La derivata vale F'(x) =1 - —5— , per x > 0 . Essendo
X
I sen x [ < I x‘ per ogni x # 0, risulta F'(x) > 0 per ogni x>0.
Percid F(x) & strettamente crescerte nell'intervallo (0,+% );
F(x) sen 2x

(b) m = lim = 1lim F'(x) = lim ——2>: 1;
x >+ X x>+ X>4© x

abbiamo applicato il teorema di L'Hépital al rapporto F(x)/x:

Poi, calcolando esplicitamente 1'integrale della funzione 1

nell'intervallo [ 2,x ] , abbiamo:
. sen? t
q = lim (F(x)-x) = lim X-2= —— dt - x) =
X>+© X+ @ 2 t

X
senzt
— dt.

=-2 - lim 6(x) , dove G(x) = J
x>+ t

2

Proviamo che la funzione integrale G(x) & monotona crescente ed &
limitata per x >+®. In tal caso esiste finito il limite per x »+®
di G(x) e percid F(x) ammette asintoto obliquo di equazione y=mx+q.

G(x) & monotdna crescente perche G'(x)=sen? x/x 2 2 0 per ogni

x€ (0,+® ). G(x) & limitata per x =+ perché, se x > 2, risulta

X
. 1 1
0 < G(x) < lim G (X) < lim — dt =~
P X+ t2- 2

(c) La derivata prima vale F'(x)=1-sen x/x2 ; la derivata seconda
vale

-1 -2sen x
FU (%)= o (2 sen x cos x*x2 -2x sen? x)= —3— (x cos x-sen X).
X
La derivata seconda esiste per x # 0 e si annulla se sen x = 0, op-
pure se tg x = x. L'equazione tg x = x si pud studiare con l'ausi -
lio del grafico in figura 5.9 .

~
|

/m X




Per 0 < x < T /2 risulta tg x > x; mentre per T/2 < x < T risulta
tg x < 0 < x. Percid l'equazione tg x = x non ha soluzioni nell'in-
tervallo (0,T ). Dato che anche 1'equazione sen x = 0 non ha soluzig
ni nell'intervallo apertc (0, T ), la funzione integrale F(x)non ha
punti di flesso in (0, ).

(d) si vede dal grafico in figura 5.9, che 1l'equazione tg x=x ha Una
soluzione x ; nell'intervallo (0,2 T), una seconda soluzione x, nel
1'intervallo (2T, 3T), e cosi via. Per ogni k €N, 1'equazione tgx=
=x ha k-1 soluzioni nell'intervallo (0,k T), come pure 1 ' equazione
sen X = 0. In definitiva, la funzione integrale F(x) ha 2k-2 flessi
nell'intervallo (0,k ) ]
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Utilizzando la disuguaglianza dell'esercizio 1.5/, si ha:

o 9
i | 6 |

SF. Disuguaglianze integrali

5.97 Siano f(x) e g(x) funzioni continue nell'inter-
vallo [a,b] e siano p,q > 1 tali che 1/p + 1/g=
= 1. Dimostrare la seguente disuguaglianza di HSI-
der

jbifmg(xn dx < (Jblf(x)lpdx> o

a

{

[La disuguaglianza sussiste in modo ovvio se una delle funzioni f e g

b : 1/q
|g(x);qu)

& identicamente nulla.Altrimenti, posto
b 1/p b 1/q
F(x)=£(x)/ (J | £(x) lpdx) 5 G(0)=g(x)/ (I | g | qu) s
a . a

evidentemente, si ha
b b
*) J lF(x)lpdx=j o) ] ¥ ax - 1.

a a

[F(x) 60| < vxel[a,b].
q
Integrando su [a,b] , ne segue, per la (%)
b
rlﬁz\n/,\l4.l.iiw
[FO6(x) | dx & + i
) >
a
ossia
b
f | f(x)g(x) Idx
2 <1
[ (b \1/p rbl ' 1/q —
‘ f(x}( Tdx ( g(x) 1dx)
SRESICI)

da cui 1'asserto]

5.98 Sia f(x) una funzione continua nell' intervallo
[a,b] e poniamo, per p > 1

b 1/p
0w - (5 | 1260 |7 ax)

Verificare che ¢ (p) & crescente per pel[l,+=).
[ siano P,q € [1,4%) tali che p < q. Allora

b b p/q
J’ !f(x)[pdx=J’ (lf(x)iq) .1 dx.

/
a a

Posto r = q/p, s = q/(q-p), si ha 1/r + 1/s = 1; allora, -applicando
la disuguaglianza di Hélder, di esponenti r e s, alle funzioniF (x)=

p/q
= <| £(x) | 4 e G(x) = 1, si ha dalla precedente uguaglianza

b o b
j [£x)]| " ax = J F(x)6(x) dx <

a a




v
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b 1/r b 1/s
r s <
< <J [ (0] dx) (J [G(x)]dx> ( bo1\p e L )1/P
M- - x)dx < f d: <
R . < i) Xagnd ® < @] ax ) <
a a
ovvero, per le posizioni fatte 1/
< M(b-a) p.
b b p b -2 ‘ 1 wp
J |f(x) |P ax < <J |f(x) Iq dx>q . (J dx ) . 11 primo membro di tali disuguaglianze & uguale a (M - 1—(>(bk~ak)
i 1
a @ a . e tende a M - E per p+ +® . Pertanto risulta
i
b b 1- B ' b 1/p
- Gax ) 9 - 1 i P
= | £ | “ax (b-a) i Mg L | £0x) [ Tax <M
A i pr+e N\
da cui segue facilmente 1'asserto ] i e 1l'asserto segue con un passaggio al limite per k>t ] .
. . : . v 5.100 Sia f: [0,+®) > [0,+») una funzione continua e '
5.99 Sia f(x) una funzione continua nell' intervallo | [0, =) . [0, +=) .
' decrescente. Dimostrare che si ha
fa,b]; allora .
: X
1
b 1/p {: f(x) < X J f(t)dt Vx > 0. o
lim <J’ |f(x)(de> = max |[f(x)| i 0
p>+® ag<x<hb N
& ] [Basta osservare che, essendo f(x) decrescente,risulta f(x)= inf f(t) -
i 0<t<x
-1 H N N
[ sia M = max [f(x) I > 0; allora, per ogni k > M esiste un inter i per cui dal teorema della media, segue 1l'asserto ]
LX §
vallo bl C b b, tale ch . - N
Loy ] fab] conay # by, tale che 5.101 Sia f come nell'esercizio precedente. Posto per rl
| x > 0: 0l
|
f(x)] > M- = Vxe by I3 i
[ £ | X x€[a,p 1; - ¥
i ]
x) == f(t)dt |
percui,peer[a,b],siha g( ) X ,[ ( )

dimostrare che g(x) & decrescente.

) h
() (M-l) x) < | £x)| <n I
k) Xapy) 08 L !

& ; Si ha indi 1 paragraf te:
ove X[ b ] (x) & la funzione caratteristica di [ak,bk ], cioe [ si ha, come indicato ne agrafo precedente H
a
k> "k

X !
I
i

g'(x) = <x £(x) - J f(t)dt> /x?

vale 1 per x E[ak,bk ] evale 0in [a,b ]-[ a,by J. Dalla (%)
0

segue
ed allora 1'asserto segue dal precedente esercizio 1
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5.102 Sia ¢ : [0,«)> [0,=) una funzione convessa e de
rivabile e sia f : [a,b] » [0,») una funzione con
tinua. Dimostrare che vale la seguente disugua -
glianza di Jensen

¢><_fbf(t)dt) < !{b¢(f(t))dt
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5.103 Sia f : [0,+») » [0,+)una funzione continua, stret
tamente crescente,tale che f(0) = 0 e 1lim f(x)=+e,
X @

Posto g = f~',dimostrare per via geometrica che
vale la disuguaglianza

a b
ab < [ f(x)dx + !' g(y)dy Va,b > 0.
% Yo

b b
ove f g dt sta per 'b_}_a- j g dt. [ Basta osservare la fig. 5.10 e ricordare il significato geometrico
a a di integrale ]
b
[ palla ‘(2) del paragrafo 1D segue: y } f g(y)dy
& & & 9} /4
@ 297 A4 PYAT I ) LX,
b bleefm - = — — 2
Poniamo x =f(t) e X, = f f(s)ds. Allora si ha
* food
b b b ! f *
O (£(L) 2 ¢ (} f(S)dS>+ 9 (} f(s)'ds) (f(t)- } f(s)ds> E 4 JI/ o
a a a 0 a X

Integrando su [a,b] ambo i membri si ha
b b

J & (£(t))dt > (b-a) ¢ (J; f(s)ds)+
a a
b b b
+ ¢«<J f(s)ds)' f (£(t)- f £(s)ds) dt
a a a

b
= (b-a) ¢ (f f(s)ds) +
a
b b b
+h ! (‘g f(s)ds) [ Jf(t)dt—(b—a)- }f(s)ds]
a a a

Poiché il termine in parentesi quadra all'ultimo membro & zero,ne se

gue 1l'asserto ]

figura 5.10

5.104 Utilizzando 1'esercizio precedente, dare un'al-
tra dimostrazione della disuguaglianza 1.57.

-1
[ Basta scegliere come funzione f(x) la funzione f(x) = xp ]
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*apitolo [§) *

SERIE NUMERICHE

6A. Generalita sulle serie numeriche

Se a, & una successione di numeri reali, con il
simbolo

(1) a +a,ta;+.. . ta ...

si indica la serie di termine generale a,.. Posto

k
sya ta,t. .. ta, = a,
n=1
la somma s, si chiama ridotta (o somma parziale) k-sima
della serie (1).
% Se la successione s, & convergente, allora si di
ce che la serie (1) & convergente , si pone

© . \ Kk
(2) Z a, = lim s, = lim = a;
n=1 k>+ ® k> +® p=1
N

ed il primo membro della (2) si chiama somma della sg
rie (1). »

Se il limite di s, @& infinito, si dice ch &
rie & divergente. Se non esiste il limite di s, , si di
ce che Ta serie & indeterminata; ifi qUESt*ultimo caso,
la somma al primo membro della (2) non & definita.

Se la serie di termine generale a, . &._comv
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allora la successione a & infinitesima (infatti, &
a, = s, - s, e percio lim a,=lim s - lim s, =

n> +® n>+ © n>+ ©
=0). Quindi, se 1lim a, # 0, oppure se il limite di

n> +©

a, non esiste, allora la serie non & convergente.

Di solito, con il simbolo

Ms

an
n

[

1

si indica, con abuso di notazione, sia la serie di
termine generale a, che la sua somma (ammesso che
quest'ultima esista).

Si vede subito che, data una serie convergente ,
si pud modificare un numero finito di suoi termini
senza che essa cessi di essere convergente.

In particolare, se la serie di termine generale

a, converge, anche la serie

(3) T +

Ay * Apy
ottenuta da essa sopprimendone i primi k termini, &
convergente.

La serie (3) si chiama resto parziale k-simo del-
la serie (1) e risulta

Tk S"Sk

ove s, & la ridotta k-sima della serie (1) ed s Ila
sua somma. Pertanto il resto parziale k-simo coinci-
de con 1'errore che si commette sostituendo alla som
ma s la ridotta k-sima.

Ricordiamo, infine, che una serie si dice -regola
re se essa & convergente o divergente.

Di facile verifica sono le seguenti proprieta:

© ®

(a) Se = a e X b sono due serie convergenti e

n=1 n=1
w ®
c € R, allora anche le serie X caj e = (a  + b))
n=1 n=1
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sono convergenti e si ha:

@ ® ® ® ®
Zca,=c¢c = a; = (a+bh )= = a + = b .
n=1 n e i
®
(b) Se la serie = a, & divergente e ¢ # 0 allora
n=1

®
~anche la serie ca, € divergente.
n=1

6.1 Verificare chz la serie geometrica di primo ter-
mine 1 e ragione x

1+ x + x2+x3+...

@]

[

—

w

-

I
© |
O |=

i ha
31 31 31
0.313131...=0.31+0.0031+40.00003 1 +. ..= — t =+t —=
10 10 10

percid dobbiamo calcolare la somma s della serie geometrica di  primo

termine a=31/102 ¢ ragione x = 1/102% . Per I'eserciziv precedente, si
trova
~31/102 31 31
1-(1/10%) 10%-1 99

6.4 La fig. 6.1 rappresenta un triangolo equilatero,

& convergente se e solo se [x| < 1 e che, in tal
caso, risulta

©
k-1 1
> X = ET_
k=1 X
L2 k1 n-1 n
[Se x # 1, la ridotta n-sima & & x = lbxto.obx =(1-x")/(1-x) ed
k=1

n

essa converge se e solo se converge la successione x', cio®, se e solo

n
se [x! < 1. Poi se x = 1, la ridotta n-sima @ £ 1 = n e diverge
k=1
positivamente per n >+ o]

,
6/2 Sia a un numero reale diverso da zero. Verifica-
/ re che la serie geometrica di primo termine a e
' ragione x.

a + ax + ax? + ax3+....

converge se e solo se |x|[< 1. In tal caso risul-
ta

[1a ridotta n-sima, per x # 1, & s, = a(1-x")/(1-x) ]

6/3 Utilizzando 1'esercizio precedente,verificare che

|
5

di altezza h=1, contenente infiniti cerchi col
centro sul segmento CD, tangenti

figura 6.1

ai lati del triangolo e tra di loro. Quale fra -
zione della superficie del triangolo & occupata
dai cerchi?

[Con considerazioni geometriche si vede che il cerchio maggiore ha rag-
gio 1/3, il secondo ha raggio 1/9, il terzo ha raggio 1/27 e cosi via.

Percid l'area totale dei cerchi &

A= WL(1/3) 2+(1/9) 2+(1/27) 2*... J=T[ 1/9+1/81+1/729+... ]
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"

In parentesi quadra figura la,serie geometrica di primo termine a

=1/9 e di ragione x = 1/9. La somma di tale serie &

e percid A = T /8. Poiché 1'area del triangolo vale 1/ V3 , la frazio
ne del triangolo occupata dai cerchi & (T 18)/(1/V3 ) = 0.68017... ]

6.5 Dare un esempio di serie non convergente, il cui
termine generale sia infinitesimo.

[ La serie armonica \

1 1 1
R e A e
2 3 n
& divergente positivamente. Infatti, posto 3
101 1 3
s =14 =4 =4 .+ =
n 2 3 n

la successione Sh & crescente e percid ha limite s. Se fosse s €R, esi
sterebbe V tale che 1 sn‘s| < 1/4 per n > V . Allora per n,m >V ,

si avrebbe

Ism‘sn I I sm-sv[ + Is—snl <1/2

ed, in particolare, per n > V, sarebbe

|52n‘sn| < 1/2 .
D'altra parte, risulta:
1 1 + . 1 N 1 1
Sy =§ =—+—+ . t=>n - — =-
20N o4 oni m=" o 2

il che & assurdo]

6.6 Verificare che la serie

1 1 1 1-
Sl T T

2 4 6 8

& divergente.

[ Basta invocare la proprieta (b) e tener presente 1'esercizio preceden-
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te}
6.7 Verificare che la serie 1+2+3+...+n+... & diver-
gente .

[Si ha Sy = 1+2+3+...4n = n(ntl)/2, per le note proprietd delle progres

sioni aritmetiche. Percid lim s_ =+ ]
n>4o
6.8 Verificare che & indeterminata la serie:
® n
3 (-1) =-141-1+1-1+. ..
[Sihasn=-1perndispari,s

= 0 per n pari, percid la successig

ne s, non & regolare ]

\@ Calcolare la somma delle seguenti serie geometri

che A_
N P
/ @
»

. © L\ M\& ®
% 22—1{%\1\ A G :
n= T /“; n=1-
- g .
© o 4
Ei S ~+to0 ?;Z( éi <5>

@) 25 (b) 13 (c) + @5 (d)5 ]

6 A0 Verificare che, per ogni xe(-l,li vale la formu
. la

+o k
n X
s &= 2 |
n=k 1-x {
e “
[ Basta osservare che DI xk + xk+1+ e = xk(1+x+...)]
n=k
s 2 1 . i
1 Verificare che la serie X ———+ & convergen- i
a1 n(n+1) o

te ed ha per somma 1.

1 1
[ Bssendo ——— = = - — , si ha:
n(nt+l) n ntl

°
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k k
1 1 1
s -o= (1.4
=1 n(ntl) =1 n n+l
1 1 1 1 1 1
=l s 2 — )1 —
( 2 2 3 k  k+l kt+1
e percio:
® R ¥ 7 \ \
- 2 1 1 1
S —— -t = (2o ) (- ) ]
n=1 n(ntl) k>+® n=1 \n nt1 m> 4+ ntl

3

[ si utilizzi 1a relazione log [(m‘l)/n] = log(ntl)-log n. Si trova

s = log (k+1) ]

6.15 Dopo aver dimostrato per induzione la formula

k (n+1)?2 2(k+1)
Z = ——
e log n(n+2) Log k+2 ’

calcolare la somma della serie:

hd 2
z-log&. .

0S

2
i
-

6.16 Dopo aver dimostrato per induzione la formula

212 Sia a  una successione di numeri reali. Verifi- — n(n+2)
care che !
! [10g 2]
© i
> (an—an_l) converge <=> a  converge. j
H

Inoltre, se a = lim a , allora nZ:Zl (a,-a

n->+ )

= a;-a

k
[Si ha %:1 (an—aml) = aj - a,q, da cui segue subito 1'asserto ]

G.XVerificare che la serie =

1 N
o (2n-1) (2nr1) © oM
vergente ed ha per somma 1/2.
[ siha S = (. L ed allora, posto a_ =
(2n-1)(2n+1) 2 \2n-1 2n+l n

=1/ [2(2n-1)], si ha a " 1/[ 2(20+1)] e siamo nelle condizioni

dell'esercizio precedente. Percid

Ms

2 1 1 1 y
—_— —_— - — =a;- lim a =
n=1 (2n-1)(2n+1) o | 2(20-1)  2(2nt1) 1, il

=12 ]

o . ha n+l .
4 Verificare che la serie 21 log o ¢ divergen-
( n=

te, dopo aver calcolato la somma s dei primi k
termini.

& 2 31 1
n(n+2) 2 k+1  k+2

n=1
calcolare la somma della serie

= 1
5 _
n=1 n(n+2)

[3r4 ]
©
6.17 Verificare che la serie > Zuné divergente.
n=1

[Basta osservare che lim 21/n = 1]
n>®

6B. Serie a termini non negativi

©
Sia = &, una serie a termini non negativi,

n=1
sia s, la sua ridotta n-sima. Essendo Sper = Sp

e

+
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> s la successione s & crescente e percio

ntl = “n?
regolare. Dalle proprieta delle successioni crescen-

ti segue che:

+ a

©

la serie a termini non negativi 3l a, & convergente se :

n=1
e solo se la successione s, delle sue ridotte é limitata su -

periormente.
Altrimenti essa diverge positivamente.
Per le serie a termini non negativi vale il se-

seguente criterio.di_confronto :
Rt " 0

siano = a_, > bn due serie tali che

n=1 n=1
. 0 <a < b, YV neN.
‘Allora:
(1) se = b =b <+, si ha = a < b
n=1 n=1
o . ©
(ii) se = a_ = +®, si ha = b =+«
n=1 n n=1

6 X8 Verificare che la serie

had 1
= o0
n=1 1.

& convergente.

[ Dimostriamo che la successione s, delle ridotte & limitata superior-

n-1
=2 e per -

mente. Osserviamo che n! = 1-2:3-...°n > 1-2°2°...°2
n-1
cid 1/n! < 1/2 . Ne segue

1 1
n! < n=1 o0"1

M=
M=

Sk

T
[

n

Poiché all'ultimo membro figura la ridotta k-sima della serie geome

!
:
i
i
¢
H
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trica di primo termine 1 e ragione 1/2, allora s, & limitata  supe-
riormente e si ha
1 1

o
< X —xp o =2
ne1 20 1172 !

o
Verificare che la serie > 1/n? & convergente.
n=1

[ Essendo n?+ n < 2n? per ogni n €N, allora risulta 1/n2 < 2/(n 24n)<

< 2/[ n(n+1) ] . Applicando 1'esercizio 6.11, si ha 1'asserto ]

Stabilire il carattere delle seguenti serie

hd n ) ® n
Kz = ST
( n=1 n+1l n=1

© n -, o n
9 > ——
( pe1 DOHL (% ni n?+1

[ (a) Essendo 1lim =1, la serie non pud convergere e dunque, es

n>+® il

n,—
sendo a termini non negativi, divergel (b) Essendo lim Vn = 1,la
n>+®

serie diverge. (c) Essendo n/(n®+1) < n/n ®= l/nQL la serie con-
verge a norma del criterio (i) e dell'esercizio precedente. (d) Es -
sendo n/(n? +1) > n/(n2 +n?) = 1/2n, la serie diverge a norma’ del

criterio (ii), in quanto essa maggiora una serie divergente ]

Studiare il carattere della serie

L, 1 L
1+2p+3p +,,_+np+ (peR)

detta serie armonica generalizzata (0 serie di Rie -
mann ) .

[Per p <1, siha nP < noper ogni n€ N, n > 1, percid risulta 1/n <
< 1/nP. Poiché la serie di termine generale 1/n (ciod la serie armo-
nica) & divergente, tale risulta anche la serie data, grazie alla

(ii).
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Per p > 1, indichiamo con Sy la ridotta n-sima della serie -data

ed osserviamo che

2" 1

-l -p n-1 - )
Sacsars = o5 o=@ e e
2 2 n-1
k=2 +1
n-1 n-1 - n-1 n-1 - 1-p n-1
@ T TR TR L TRy

n
Pertanto, essendo L (s § - S 4-1 ) = S, - s, si ha:
i=1 2 2 2

1 .
52n< I_—Z-I,—P;+sl Vn €N

Da cid segue che, in questo caso, la successione delle ridotte & li-
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gativi, sia peR e supponiamo che esista il limite

Allora:

@
2 a, convergente, se p > 1

[ 2.,
Le(0,+w)=> 1

El
g
)

Mg

a, divergente se p < 1

=4
W
—

ot P peretdy—g it et = -
- Per una dimostrazione diversa, si veda 1'esercizio 6.50 del paragra- =0 => 2 @n convergente, se p > 1
fo 6E ]

Dal criterio di confronto enunciato al principio
del paragrafo si ricava il seguente criterio di confron
to mediante i limiti:

Sia a, > 0, b, >0 e sia

n
a.
lim — =
n—>+ow bn
® @
(j) ®Se 0<g2<+x, allora le serie X a , = b so-
n= n=1

no entrambe convergenti o entrambe divergenti.
m
(jjd)pSe 2=0 e la serie = b, converge, allora anche
© n=1
la serie Zlan & convergente.
n= ©
(jjiRSe L=+» e la serie 212 b, diverge; allora an-
P
©
che la serie > a  diverge:
n=1
,X’Dal criterio di confronto mediante i 1imiti e dal
l'esercizio 6.21, si ricava il seguente notevole cri
terio degli infinitesimi :
Sia a,+*a,+...+a +... una serie a termini non ne-

L=to => > a divergente, se p < 1.

n=1

®
é}% Verificare che la serie & (log n)/n? & conver-
gente. )
» 32
[ Posto a, = (log n)/n eb =1/n , siha:
log n o {ine ™ N %

. %n . { .
lim — = lim = (VAR L
n>t@b n>+e Vn ] uh

ed allora, basta applicare il criterio (jj) e tener presente 1'eser-
cizio 6.21, oppure si pud applicare il criterio degli infinitesimi con
p=3/2 ]

@
Verificare che la serie > 1/(3"-n) & conver -
. n=1
gente.

n no
[ Posto a, = 1/(3 -n), b, = 1/3, si ha:

an 3n
lim — = lim —_— =1
n>+® by n>+e  30-n

ed allora, poiché Ia serie geomefrica di ragione 1/3 & convergente ,
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6 Applicando il criterio degli infinitesimi, stu- 9
er il criterio (j), si ha l'asserto ] i i ) >
P ’ diare il carattere delle serie .
6&4 Applicando il criterio degli infinitesimi, stu- (a) ; (el/n y o Un 2 ) ; (el/"~e_1/")
diare il carattere delle seguenti serie o -
b 3n2+1 e ( ,EK ; Sn-1 0\ W [(a) Utilizzindo 1o, sviluppo in formula di Taylor |
pe1 DYAnt+l n=l 30?42 . - h
e =1+x+ 7+o(x2) h
3n %41 '
[ (a) Essendo 1lim n? l:—i" = 3, la serie converge. (b) Essendo e ponendo, successivamente, x = 1/n e x=-1/n, si ottiene:
N>t n +nt+ .
5n-1 5 Un Lot (L), Jym 1,1, (1
}‘Lnlm nm =§ , la serie diverge ] ¢ = n  2n? ° n2l’ e ot o r?
L L. L. . Sommando membro a membro, si ha e]/n + e-l/n:2+1/n2+o‘(1/n 2 ).Risul
6 Applicando il criterio degli 1nfw1n1te51m1,stab_1_ ta quindi:
. log n
lire il carattere della serie = Un -1/
. n=1 n lim n?(e +e -2) =1
1o, ‘ n+o
[ Essendo 1lim n CEL + @, la serie diverge ] .
>4 n
n> ‘ In base al criterio degli infinitesimi per p=2, la serie & convergen
" . . N . . . . . te. ili di t 3 : . . P
6. Applicando il criterio degli infinitesimi, stu- e. (b) Utilizzando lo stesso metodo di (a) ed il criterio degli in

© 2 1 finitesimi per p=1, la serie risulta divergente |
diare il carattere della serie X (; - sen H)
n=1

' %Applicamdo il criterio degli infinitesimi, stu-

2 1 ) . . .
[ Essendo lim n <— - sen —) =1, la serie diverge ] diare 1l carattere delle serie
n n

N+ ¢
©
- 3 i
. N . P PR . ( ( /s n -n)
6. Applicando il criterio degli 1nf1n1tes1m1,’stu— et
© } 1
diare il carattere della serie X (l ‘@1 _)' [(a) Come indicato nell'esercizio 11.48 (a) della parte prima, risul-
n=1 n " n

i
. ta
[ Ricordando la formula di Taylor per la funzione sen x (paragrafo 1.C
3

‘@? L + LY
-n=— o [ —
3n? n?

In base al criterio degli infinitesimi per p=2, la serie & convergen

3
. X .
della parte prima): sen X = X - r +0(x"), posto x=1/n, risulta

sen (1/n) = (1/n) - 1/6n® +o(1/n*), da cui:

1 1) 1 1 1
1im n®(=-sen= )= lim n® (—3+0 (7) ==
n>+® n n > 4o on 0 6

Applicando il criterio degli infinitesimi con p=3, si vede che la

te. (b) Utilizzando lo stesso metodo di (a) ed il criterio degli in-

finitesimi per p=1, si vede che la serie diverge ]

pplicando il criterio degli infinitesimi, stabi

. ‘lire il carattere della serie
serile e convergente]




5 -(1 - n? sen? l)
n=1 n

[Ricordando che (si veda la formula 11.30 (a) della parte prima)
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©

l;‘f'>cRITERIO DEL RAPPORTO. Sia > a, una serie a termini posi

k=1
tivi e supponiamo che esista il limite

sen’x = x?- x“*/3 +0(x%) e ponendo x = 1/n, si ha 1-n? senzx%: an+1
Y T 1 T 1 iig a, 2.
=1-n —-— ol —]]=— o\— n
n? 3n* n® 3n? n?
— —— —hnbase-al i i i i i = 2, ei veda che la se-
rie converge ] Allora:_
©
62?& Dimostrare che, se la serie a termini positivi L <1 => 2 ay converge
© k=1
% a, & convergente, allora, qualunque sia h eN ©
n= .
N N . b h L L > 1 => = a, diverge
TMCHC IO STTITIe = eTonvergent =
n k=1
n=1
it . . e R
[ se 1a serie I a & convergente, allora risulta lim a = 0 e per- I due precedenti criteri mnon sSono utilizzabili se
n=1 n>+®
h =1

cid esiste V tale che a < 1 per ogni n 2 V. Ne segue che a, < a,

per ogni n > V e quindi, per il criterio di confronto enunciato al
@

h
principio del paragrafo, la serie Zl an & convergente ]
n=

Per stabilire se una serie a termini positivi sia
o meno convergente, assai utili sono i seguenti due

criteri.
<o
w CRITERIO DELLA RADICE. Sia kx-l a, una serie a termini non ne-

gativi e supponiamo che esista il limite

lim "Va, = .

n->+®
Allora:
®
2 <1 => 3 a, converge
k=1
®
2 > 1 => > i
= ay diverge.

Infatti, ad esempio, essi non possono applicarsi
d 1

alla serie armonica generalizzata = e per la qua
k=1

le risulta (p > 0):

lim
n >+ ® n>+®

mentre la serie diverge per p < 1 e converge per p>1

gégg/Verificare che le serie

(@ = 1/n" ) E; nt/n"

n=1
sono convergenti.

n n P 1 ; -
[ (a) si ha 1lim 1/n = lim 1/n =0 e quindi, per il crite
n>+ @ nr+ ®

rio della radice, 1la serie converge. (b) Si ha L =
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n+l n n
. (nt+1)!/(n+1) X (n+1)!n n
= lim T = lim T < lim [ —
n>+® n!/n ot ni(ntl) n-+ o\ ntl
n
n
in quanto (n+l)!/n! = ntl. Essendo lim | —— =
n>+ o \ N+l
n n
= lim 1/ [(nt1)/n] = lim 1/(1#1/n) = 1/e < 1, allora & % =
n—>+w n>+ ©
= 1/e < 1. Per il criterio del rapporto, la serie converge]
6. Verificare che le serie

\?6) 5 2" /nteeny
/7 n=1

n 1/n 1/n
[ (a) si ha lim (n/2") = lim n /2 =1/2 (ved.il paragrafo 7D
n>+® n> +®

?‘8 ; n/2 "
‘n=1

sono convergenti.

della parte prima) e quindi, per il criterio della radice, la serie

converge.

n+l
. .2 /(nt1)!
(b) Si ha lim —————— = lim 2/(n+l) = 0 (in quanto (n+1)! /
e 2%/ny n>+o

/nt=n+1) e quindi,.per il criterio del rapporto, la serie converge ]

,6%Verificare che le serie

= n"/2" nl)
n=1

sono divergenti .

[ (a) si ha.
n+l ntl ntl n
. 1 (n+l) /2 (ntl)t (n+1) 2 n!
= lim = =
N+ n/2" ny oo o 28 (ni1)y
n
1 n+l
= = lim | — = e/2. Essendo = e/2 > 1, per il crite -
2p>+® \ n

n
1im v/ 29/n° =

rio del rapporto, la serie diverge. (b) Si ha £ = =
n>+®

n,—
=2 lim (1/ /n ) 5 =2 e percid la serie diverge, a norma del
n>+ ©

o -

A,
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‘
criterio della radice ]
o
6. Studiare, per x > 0, il carattere delle serie
n-1 n
et X 2 X
¥ = o .
n=1 M n=1
n n
) X /n! X x (n-1)! X
[(a) Essendo lim —m=T = lim =T = lim - = 0,per
-1)1 '
n>+o X /(n-1)! 5t X0 m! n>e N

per il criterio del rapporto, la serie converge qualunque sia x > O.
n+l
n

ntl
. x /(ntl) X
(b) Essendo lim 5 lim X = X,

T = lim —

n>+o X /n n>+o X (1) i ntl

allora, per il criterio del rapporto, la serie converge per 0< x< 1
e diverge per x > 1. Infine, per x=1, si ottiene la serie armonica ,

che & divergente]

6.36 Stabilire il carattere delle serie
= n2goNY ® [ n+l > "
(% :: n! (’% nzjl 3n-1 4

+1 . (nt1)®  nt
o2

n2
[ (a) Posto ag =— , siha lim =
n! nrt e 3y n-+o  (n+l)!

nt+l
= im —5 = 0. Percio, per il criterio del rapporto, la serie e
1i 5 0. Percid, per il cri io del rapp: 1 i &
n>+® n
. . n+l 1 . . .
convergente. (b) Si ha lim = — e percid, per il criterio |
no+o 3n-1 3 H

della radice, la serie & convergente ]

6C. Serie alternate

Una serie del tipo

n-1
(1) a,-a,ta -a,+...+(-1) a F...
con a, > 0 per ogni neN, si chiama serie alternata, o se- )
I
rie a termini di segno alterno. .
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Un esempio & dato dalla serie armonica alternata 6 Verifi
ificare che la serie i
armonica alternata
1 1 1 n-1 1
1- = + = - = +...+(-1 - ; ;
Lol deaen™ o IR PR I GO R
ot
Abbiamo gia visto che la serie armonica diverge; & convergente. Quanti ini
vedremo che invece la serie armonica alternata & con vono sommare i'n mod ' }ierminl Seltate diprons
o che il risultato differi -

—veigente— -
: | ' sca di 1/100 dalla somma s della ie?
Sulle serie alternate vale il seguente mnotevole -

La . . .
[ serie armonica alternata verifica le ipotesi del criterio prece -

criterio:
(1)e dente, quindi & convergente. Per determinare n tale che Is—s

se a > ap, € n]:)lln00 a, = 0, allora la serie ) [
; ) . £ 1/100 basta che sia a ,; < 1/100. Essendo a_,, = ol
convergente. Inoltre, l'errore che si commette assumendo la ri- m0 1a condizione 1/( +1ﬂ = 41 = 1/(n+l), imponia-
. N e 1/(n+l) < jod
dotta s come valore approssimato della somma S & minore o u- ) £ 1/100 ciod n » 99 ]
guale ad a4, cioeé, si ha: . p ~
. Verificare che la serie alternata ; (—1)"'1__1_
(2) [s-s |l < apm - ‘ : n=1 n?
€ convergente per ogni p > 0
. [Perp>o01 i N
6.3¢,/Data la serie alternata P a successione 1/n° & decrescente e lim 1/n° = 0. Percid
n=>+®
la serie &
1 1 1 n-1 1 € convergente
1- =+ = - =+ ... +(-1) + !
3 5 7 2n-1
verificare che essa converge e determinare la 40 Stabilire il carattere delle i i
° c € ternate: seguenti serie al-
sua somma s con un errore minore di 1/10.[ nate:
[ Posto a, = 1/(2n-1), la successione a, verifica le ipotesi del crite : L n-1 1 aoN\l ©
rio precedente, per cui la serie converge. In questo caso la (2) di- . W r§1 ('1) “2n+1 @ > (_1) n—]_’ i
n=1

viene |s~sn | Lag, = 1/(2n+l); percid, per calcolare s con un
errore inferiore a 1/10, bastera determinare n in modo che risulti .
: ‘ - n-1 1 0‘0’4 & o:’
( = (-0
n=1

1/(2n+1) < 1/10 e ciod n > 9/2. Scegliamo dunque n=5, per cui la (2)
implica ; log(n+1) n=1 n2+1
101 1,1 i <
(13450745 <o0.1. ® 1
: - ®
| { = (-1) s n-1 1
= i ™. L
101 11 n=1 v/n
Essendo 1 - ; + g - 7 + ; = 0.835...., un valore approssimato della
[ (a) converge; (b) non regolare; (e) converge; (d) converge; (e)con-

coma s a meno di 1/10  0.81 verge; (f) converge ]

6. Data 1 ie & (-1)" i
( a serie El (-1) "/n!, maggiorare 1'errore
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che si commette sostituendo la sua somma con la
somma dei suoi primi quattro termini.

[sina [s-s,|< 1/120 = 0.0083]

® -1 log e
\8 Data la serie = (-1)nl On n , verificare che
n=1

essa converge e maggiorare l'errore che si com-
mette sostituendo la sua somma con la somma dei
suoi primi nove termini.

[siha [s-sg| < (log 10)/10 = 0.230]

6D. Serie assolutamente convergenti

- Una serie di termine generale a, si dice assolu-
tamente convergente se € convergente la serie di termi-
ne generale |a |, ciog la serie

(1) la, [+]a,[+...+

Una serie assolutamente convergente & anche con-
vergente, ma non vale il viceversa, come si vede ad
esempio, considerando la serie armonica alternata(ve
d. gli esercizi 6.5e 6.38). Si osservi che applicando
alla serie (1) i criteri di convergenza per le serie
a termini non negativi, si ottengono altrettanti cri
teri di assoluta convergenza per la serie a,ta,+.. .+
+an+. o

La serie di termine generale a,  si dice commutati
vamente convergente se, per ogni funzione biunivoca i

N » N di N su N, la serie di termine generale 35 (n)
€ convergente e risulta

> a. = 2 a_.
n=1 i(n) n=1 n

si-ottiene dalla serie

co
In sostanza, la serie = a,
’ n=1 in)
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Ms

a,, riordinando i suoi termini e percid tale se
s

i
-

rie spesso si chiama riordinamento della serie ;, a,.

n=1
Una delle principali proprieta delle serie assoluta-
mente convergenti & che la loro somma & indipendente
dall'ordine dei termini. Infatti si dimostra che:una
serie € assolutamente convergente se e solo se essa
¢ commutativamente convergerite.

©
s . . n .
6. Verificare che la serie > nPx" & assolutamen-

n=1
te convergente per [x[<1, qualunque sia peR.

P n, 1/n _ (nl/n)p

[si ha fnx le,per cui lim Inpxnllln=[xf./
n->+4+ o

La tesi segue dal criterio della radice ]

6& Stabilire se le seguenti serie sono convergenti
v

sen n e
= = té 3 sen n
1i=1 n n=1

[ (a) Essendo f (sen n)/n 2 fi 1/n? la serie & assolutamente conver
gente. (b) Per n~+® ,la successione a, =senn non é infinitesima
(si veda 1l'esercizio 7.75 della parte prima) e quindi la serie non
& convergente |

¢ ©

! N 0.45 Verificare che la serie X sen n & indetermina
. n=1
1 ¢ ta.

[ Nella parte (b) dell'esercizio precedente, si & verificato che la se

©

rie 31  sen n non & convergente. Si chiede ora di provare,piti pre-
n=1

cisamente, che la serie & indeterminata. A tal fine si verifichi pre

liminarmente, per induzione, che per la ridotta k-sima vale la formu

la
k k+1
K sen o - sen =~
3 senn= —— 7

= 1
n=1 sen —
2
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Per k=1 tale formula é vera. Procedendo per induzione, supponiamo la 1 1 N 1
n
formula vera per k€ N e sommiamo ad ambo i membri sen(k+l). Otteniamo = =log — < = - — = <
n n+l n(n+l)
k+1
K1 sen — * sen ——
3. senn = + sen (k+1) . e perci¢ la serie converge, perché maggiorata da una serie convergen
n=1 sen — te ]
2
— Ricordande che wn¢+n:25g=(52 &m~/52\, _abbiamo: 6.47 Considerata la successione
\ 2 V2 )
k
k+1 1
sen Yy = = T - log (k+1
kil k 1 Kkt kK51 n & )
> senn = n senE+Zsenz cos —= .
n=l sen — dedurre dall'esercizio precedente che essa con-
2 .
verge verso una costante y (detta costante di
Qra _utilizziamo la formula di - -
* Eulero) che & anche Ia somma della serie > (= -
n=1 \1
pta n+l
sen p - sen ¢ = 2 sen 0s — ' - log
2 n
k ntl k
con p = (k#2)/2 e q=k/2; otteniamo [Essendo 3 1og — = 3 [log(n+l)- log n] = log(itl)-logl=
n=1 n n=1
k+2 k 1 k+1 .
sen —- = sen - + 2 sen 7 TS . = log(k+1), allora, si ha:
k /1 n+l L]
per cui risulta: 2 | = - log — = 2 = - log (k+1)
n=1 \ 1 n n=1 n
k+l
kil sen 3 k2 e, per l'esercizio precedente, a primo membro abbiamo una successio
- senn = Tosen 5 ne convergente. Si dimostra che Y = 0.5772. Si noti che dalle os-
n= sen - 11 1
2 servazioni precedenti consegue la formula 1+ 7 + -3— too.t— = Y4
n
La serie data risulta indeterminata, in quanto la successione del- + log (nt1) ]
le somme parziali non ha limite, come segue da quanto provato nel para
grafo 12.D della parte prima ] 6.48 Verificare che la somma della serie armonica al
®
n-1 1 |
o @ 1 n+1\ . ternata = (-1) = & uguale a log 2.
6.46 Verificare che la serie = o log )& con n=1 n

n=1
vergente.

[ si tratta di una serie a termini positivi, in quanto dalle relazioni
n ntl R ntl

(1+1/n) < e < (1+1/n) segue facilmente che 1/(nt+l) < log — <
n

1
< = . Queste ultime disuguaglianze implicano anche che
n

[Dall'esercizio precedente segue
5oL + log (k+1) " v10g Bk
= of +1) = 0 of =
2 Yk 8 Yk g x g
k+1 - -
= [ (Y = Y)+ log = T+ v +lgks= Pyt Y +log k



[
)
N

(con P = 0).

Osserviamo ora che

2k n-1 1 1 +1 ) 1+1+ +1
- - =1+t~ -t =t — ) =
z (b n 2 2k 2 4 2k

n=1

percid, per le relazioni precedenti, si ha

zk n-1 1
(-1 o Dot Y * log 2k - (Pt Ytlog k) =
n=1

o] 2k pk + log 2
da cui 1'asserto, perché lim 0, = 0]
>+

'6.49 Dare un esempio di una serie e di un suo riordi
namento, convergenti verso due somme diverse.

[ Per 1'esercizio precedente, si ha
L + log 2
- = vee = 10 .
5 g
Moltiplicando ogni termine per 1/2, si ha
L log 2
. == log
2
relazione che possiamo riscrivere come:

1 1 1 1 1 1
0+—+0-—-+0+=-+0-=+0+—+...=-1log2 -
2 4 6 8 10 2

Sommando termine a termine questa serie con la prima, si ha la serie:

B

|~

+

~iH
O | =
+

+ 31 2
.. == log 2-
2 23

e
-
=
o |-

1+

Wl
'
.
+
Gl
+

Quest'ultima serie & un riordinamento della serie data, nella quale

ogni coppia di termini positivi & seguita da un termine negativo, ed

(=]
N
(]

essa ha somma diversa dalla serie data ]

6E. Criterio degli integrali

Sia f(x) una funzione continua, positiva e de -
crescente nell'intervallo [1,+=) e sia a = f(n) per
neN.

Assai utile & il seguente

CRITERIO DEGLI INTEGRALI: Ia serie 2 a = X f(ne
n=1 n=1
convergente se e solo se 1'integrale improprio
+o
b [ oo

1
& convergente

Notiamo che il numero 1 pud essere sostituito,nel
precedente criterio, da un qualsiasi intero positivo.
Inoltre, sussistono le disuguaglianze

k1 X ' k
(2) J' f(x)dx < = f(n) < £(1) + J £(x)dx
1 n=1 |

dalle quali si ricava, ad esempio, che, se l'integra
le (1) & convergente, allora si ha:

+o +o

(3) J’ f(x)dx < Zilwl f(n) < £(1) + J £(x)dx.

1
1

6.50 Utilizzando il criterio degli integrali, verifi
©
. . : 1
care che la serie armonica generalizzata X nr
n=1

a

convergente se p > 1, & divergente se 0 < p <1
(Si veda anche 1'esercizio 6.21) '

[se p > 0, la funzione f(x) = l/xp & continua, positiva e decrescen




te nell'intervallo [ 1,+ @ ). Allora, per il criterio degli integra-

© ©
1
1i, la serie 3> -5 = 3 f(n) converge se e solo se 1'integra-
n=1 I n=1

t

+ o
le improprio j x P dx = lim f x P dx esiste ed & finito.

) >4 @
Tenendo presente gli esercizi, 5.64, 5.65, 5.66, si ha l‘asserto]

- .
6’&1 Stabilire il carattere della serie Zz 1/(n logn)
e

[ Posto £(x) = 1/(x log x) per x € [2,%), le ipotesi del criterio
degli integrali sono soddisfatte relativamente a tale intervallo.Es

sendo (si veda 1'esercizio 5.73):

1.1 1
log(k+1) < 1+ P + 3 toH X < 1+log k.

n n

[Posto f(x) = 1/x, essendo J’ f(x)dx = J (1/x)dx=1og n, 1'asser
1 1

to segue subito dalla (2) ]

©
6.55 Si consideri la serie = e —
n=2 NP logdn
(a) Utilizzando il criterio degli integrali,ve-
rificare che, se p=1, allora la serie con -
verge per q > 1 e diverge per q < 1.
et e—c e s tT—=tiorata Seric con

+ o

S 1 . D log x
—— dx = lim — dx =
- X log x >4 log x
2 2

= lim [log 1ogx]t=+‘x’,
t=> 4o 2

la serie diverge]

©
. . . 1
6.52 Stabilire il carattere della serie = —————
n=2 DN log?n
+o
[ Essendo J’ [1/(x 10g2x)] dx = 1/log 2 ‘(si veda 1' esercizio
2
5.74), la serie converge ]
. o
6.53 Verificare che la serie 3 e™ & convergente.
+oo n=1
[ Essendo J X gx = 1/e, 1'asserto segue dal criterio degli in
* 1 s 2
tegrali. Inoltre in questo caso la (3) implica~ < = e M~ ]
e n=1 e

6.54 Tehendo presente la (2), dimostrare la disugua
glianza (keN):

verge per ogni q, mentre se p < 1 essa di-
verge per ogni q.

6.56 (a) Utilizzando il criterio degli integrali sta
bilire il carattere della serie numerica

©

z <1 - arctg n) .J‘V

n=1 2

(b) Dopo aver dimostrato che per ogni x>0 risul
ta

uf 1
O<E—arctgx<;,

utilizzare tali disuguaglianze per stabili-
re, per ogni p>1, il carattere della serie

numerica
b i

z (“ - arctg np>
n=1 2

[ (a) con il metodo di integrazione per parti si trova

t
m m 1 2
by -arctg x | dx=t b arctg t |+ 2 log (1+t9)

0
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e tale espressione diverge a +® per t>+% ., In base al criterio degli
integrali la serie data & quindi divergente. (b) La disuguaglianza di si

nistra & imnmediata. Per provare la disuguaglianza di destra consideriamo
1 m N

la funzione f(x)= — + arctg x - 7’ che & strettamente decrescente per
X

x > 0 (perché f'(x) = - 1/ [x2 (14x2) ]< 0) e converge a zero per

X > + @, Quindi f£(x) > 0 per ogni x > 0.

Utilizzando le disuguaglianze con x=n , in base al criterio del confron-
to, la serie data & convergente per ogni p > 1 ]

La parte prima del 1° volume

di esercizi contiene i seguenti capitoli:

NUMERI REALI

RICHIAMI DI TRIGONOMETRIA
DISEQUAZIONI

NUMERI COMPLESSI

MATRICI E SISTEMI LINEARI

GEOMETRIA ANALITICA

LIMITI DI SUCCESSIONI

LIMITI DI FUNZIONI

FUNZIONI CONTINUE

DERIVATE

CALCOLO DI LIMITI CON L'USO DELLE DERIVATE
SUCCESSIONI DEFINITE PER RICORRENZA




