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Capitola 1

NUMERT REATL.T

1A, Opoerazicind sugli insiemi

S$ia 3 un insieme e P una proprietd definita Su

$. L'insieme 4i tutti gli elementi di S Ter cul &
vera i irdica com

{xe8&: P}

"l ar [

(i1 simbole "¢ 2i legpe “appartiene': 1 simbolo'™:
=1 legge "tale che™) e si chiama sottoinsieme (o parts)
di § delerninato dalla proprieta P.

Liinmaleme delle parci o1 8 si indica con P(8).I1 soL
teinsienme vuote di 5 & 1'insieme degli eienmenti di S
determinate da una proprieta faisa im & e =i indica
con p. L'insieme 1 cul elementi sono Ay,8,, ...,8, =i

indica cen la,,2,,...,8,1.

se X,Y seno due scttoinsiemi di 8, la loro snicne
X.¥ & 11 sotteinsiene di § determinato dalla propric
ta P = « xeX oppure  weY ®; cioé:

YUY - {xe8: xcX cppure xe¥!)



L' iptersezione X°¥ di X,¥ & il sottoinsieme di &
determirate dalla proprietd P - = xeX e x¢¥ =, guin
di:

XY = «2e5 ; xe¥ & ze¥)

Il complemente di ¥ rispetto ad X & 1l sotteinsie
me di 5 determinato dalla proprietd P= = xc¥ e XY =
(11 simbolo "¢ si legge '"non appartiene');guindi il

complenanto, che si indica con X-¥, & definito da
K=Y = {xeS @ xeX¥ e x¢¥)

In particelare il complementare di un sottoinsie-
me ¥ di 5 & 17insjeme 5-X e 21 indica con (X, oppure
con X, oppure con -X. Risulta quindi:

¥5 = [xeS ;. wfxo

Siano X, ,¥,,.. .. %, n scettoinsiemi d4i 5. La loro
n
unione LUX; & il sotteinsieme di 5 definite da
i=1
n
UX; = <=xeS: Hiedl,2,...,n%: xed;+ ;
i=1

fn

la loro interssgione M¥E; & 11 seottoirsieme di 3 defi
i=1

nito da

n
I"I}(i = {XES: e X

i=1

. ¥ie{l,2,...,n}}

(il simbelo "W si legge "'per ogni').
Una successiomne X.,¥.,...,Y,,... di scttoinsiemi



di & =i indica anche con il simboloe (X: 1. dave N

oy’

& 1'inszieme de! nuneri naturali. S pone inolore:

L, = {xes: Fiew well ;)

. L ’
Loy

is

ME: = {xe8: xcX¥ ., ¥ieW:

21 dice che X OB copterneo (& dmecduse ' oin ¥ ze 21711
elemiente di X & anche slementoe di Y; In Tl caso o
sCTiwve XCY, In simbol! riaulla

X oCy TR oMLK —F xeY

(1l simbolo "¢—»m g4 legpe "se o ozolg se'; il osim -
bole =" si legge "implica™?,

Mig insiem: XY sono uswali sc oznune di essi &
contenute aell'altro, ciog:

=¥ <—>» XY e Yo ¥

51 dice inoltre che X & contenote stroframense [ o
propriomenie) 1o Y se X Y e se X Y e =i scrive NOY

Lome gia detto, lodichiame con K 17 insieme dei i

—_

Meri patorali, ciol 1'ims|eme
b '-.1:'4:!::;:"'!]’1!'--? i

indichiamo inoltre con ¢ 1'insieme degli dntoerd (o
irteri relativi), con Q "ins:eme del numeri ramionali
¢ gon R o i'insieme dei numeri resij.

1.1 Constdcrizme 1'insieme S — <1,2,5%, (uali delle
seguentl scrilture =ono corretLe’
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]

.4

!

]

1¢S5, 2¢8, {1lles, 1> c 5

:I.a prima e la goarka j

Quali delle seguenti scritiuvre senao corrette?

SlesweR: x® -1}, DegweR: x? #F 11
GexeR: x%=1}, ledreR: =% < 1}
Pwe Ry w¥4ll © {xmcRr xT oo 2}

|—'[‘u1‘.te branne la quarta -

uall dei zeguenti sottoinsicmi oi N sone wvuotil?

A={mel: n-n-s} , E=!ineW: n=2Zn-3}

C—ime: 1/7(n+20eN}, DN={neX: n/3cH}

_Golianta A .G mono vuobi. lnwvece B= - 3 }, mentre Do cestituite dai mu-

meri naturali pari]

Consideriusme 1l'insieme 5 - {7,2,3), Detorminare
1'insieme P{%) delle warti di §.

SN E- TR T TS AT S 1 R A S-S DR U N SO (-0 S SR O B2 I I

eterminare 1 *re =atioinsiemi di N Individuati
dalle seguenti proprietd [:1 simbole "d" 51 legp-
ge Mesiste'):

P, = << 3keM: x = 3k >»
P. - <{H3EkeN: x - 341 2>,
P, - << Hked: x - 3k42 2>

T 3,6,9,12,... b osd 47,100,158, s {a,8,11,08,... 1]
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1.6 Indicare per ciascuno dei seguenti sottoinsiemi
di N una proprieta che lo determini:

A= {1,3,5,7,9,...}, B={3,5,7,9,11,...1},
C = {3,6,9,12,15,...}, D={2,5,8,11,14,...},
E = {2,4,8,16,32,...}, F={1,4,9,16,25,...}.
[A: « TkeN : x = 2k-1 »; B: « Tk €N 3 x=2k+1» 3
C: « HKEN : x = 3k » ; D: «HAREN : x=3k-1 » ;

k
E: « HkeEN: x =12 » ; F: «TkEN : x=k ? » ]

1.7 Determinare esplicitamente il seguente sottoin -
sieme dell'insieme Z dei numeri interi:

X = {xeZ : 1/xeZ}

[s¢ x>1 allora 0¢< 1/x<1; percid in tal caso 1/x ¥Z. Si verifica
in modo analogo che 1/x ?’Z se¢ x < - 1. Rimane da esaminare il caso

-1 £ % £ 1. La risposta finale & X = { —1,1}}

1.8 8ia X {xeZ: keZ:x = 3k}. Quale relazione sus-
siste tra i due insiemi

A={xeZ: TkeZ: x=0k}, B={xeZl: TkeX: x=2k}.
[a=28]

1.9 Indichiamo cen N,, Ny rispettivamente 1'insieme
del numeri pari e dispari, cio&:-

Ny={neN: HkeN: n=2k}, Ny ={neN: "keN: n=2k-1}

In quale relazione sono con Np, N4 i seguenti sot
toinsiemi di N?
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A = {neN: nzeNp}, " B {neN: n?eN4} ,

{neN: n?*eNj}

C {neN: n3eNP}, D

[Risulta A=N,, B=N4. Infatti se n & pari anche n ? & pari (n=2k => n’=

=2(2k 2)) e se n & dispari anche n ? & dispari (n=2k-1 => n 2=tk? -

~4k+1 = 2(2k? -2k+1)-1); dunque un numerc naturale & pari se e sclo se
il suo quadrato 2 pari, mentre & dispari se e solo se il suo quadrato

& dispari. Analogamente si verifica che C=Nj, D=Ng ]

1.10 Verificare che
XecoYy == X UY=Y

[ => 1In generale risulta YC ¥ UY. Quindi basta verificare che
XUY C ¥. ¢id segue dal fatto che, se x€ XU ¥, allora x €Y oppure
x€ XCY; percid in ogni casc X< Y.

<= BRasta osservare che X C X U Y =Y ]

1.11 Verificare che
Xcy (=2 AnyYy =X

[ => Essendo certamente X [1 ¥ C X, basta dimostrare che XC X 1 Y3
cid segue subito dall'ipotesi, dato che, se x€X, allora anche X €Y

e quindi x € X Y.
<= Basta osservare che X =X NY € Y]

1.12 Verificare che_

C <

XcX {==> Y < X

c c
1 Supponiamo che ¥ € Y; allora x €Y => €Y => xfX =>x €X.

c c c [
Viceversa, se Y C X , allora x €X =>x £ X =>xfY => xEY]
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c

1.13 Verificare che X-¥Y = Xn Y

< C
[x6X-¥Y «=> x €% e xfV &> xeX e % €7 <= x exNy ]

1.14 Verificare che (XC)C = X.

[
[xex)° > « X <=> x €X |

1.15 Dimostrare la proprietd distributiva dell’unione ri-
spette all’intersezione

(ANBYUC = (AUC)N(BUC)

1.16 Dimostrare la proprietd distributiva dell'intersezio-
ne rispetto all'unione :

(AUB)NC = (ANCYU(BANC)

1.17 Consideriamo 1 seguenti sottoinsiemi di N:

I

{neN: HkeN: n=4k} ,
{neN: HkeN: n=4k-1},
{neN: HdkeN: n=4k-2},
s {neN: HJkeN: n=4k-3}.

o

a+]

o
I

Verificare che essi sono a due a due disgiunti e
che si ha:

X, UX, UX, UX, = N.

3

>

[ Verifichiamo ad esempio che X , X, = &, Se esistesse n ¢ X, Nx,
esisterebberce due numeri naturali k 1» K, tale che n=4k -1, n=hk -2
cid & assurdo in quanto ne seguirebbe 4k ) -1=bk ,-2, clod ko-k = 1/4

nen sarebbe un numero intero.
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L'ultima uguaglianza si pud dimostrare verificando che ogni numerc pari

gppartiene & X, U X ,, mentre ogni numero dispari appartiene a X,UX,,

A tale scopo consideriamo n pari. In tal caso esiste h £ K per cui
n=2h; inoltre esiste ke ¥ tale che h=2k oppure h=2k-1 a seconda che h
sia pari o dispari. Nel primo caso risulta n=2Zh, h=2k e percid n=ike .
Nel secondo caso si ha n=2h, h=2k-1 e percid n=4k-2 € X, . Analogamente
si procede se n & dispari]

1.18 Dimostrare le relazioni di De Morgan:

1.20

C C

XtV = x°nvy

c ¥

[
; (¥ny) =X U Y
c
[Dimostriame la prima: x € (RUY) <=> x F3XUY «<=> x £ X e
#fY < 26X & xe¥€© <=> x et X° 0N ¥°.

c
Dimostriamo la seconda: x €(X I ¥) «<=>» xfxXNY
x¥X o x €Y <=> x€X° o x €Y% <=>xex® Uy® ]

Siano X, ,X,,...,X 1n sottoinsiemi di un insieme

prefissato. Generalizzando l'esercizio preceden
te, dimostrare le relazioni di De Morgan:

n o c n c 11 ¢
(U X3) = nNn Xy (N X.} = U X;
i=1 i=1 i=1 i i=1 1
by o 1
[ Dimostriamo la prima: x ¢ ( WU X.) «<¢=> x ¢ U X, <=>
i=1 % i=1 *
. c .
x;{Xi, vi = 1,2,...,n {=> X'eXi wi=1,2,...,n {=>
n e _
xel[t X :i . Anzlopamente si dimostra la seconda ]
i=1
. . .11 1
Per ogni keN poniamo X = {1, 51 gy }

Determinare il sottoinsieme di R RI?N Xy

|:, M Xy = {l } Cid segue dalle relazioni:
keN
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1eMX cx, = {1}]
KEN

1.21 Per ogni keN poniamo Xy = {neN: n>k}

Determinare 1'insieme M X, .

keN
[ M Xk = & . Infatti, se esistesse m & [} Xy , risulterebbe m€X;
k EN k €N

¥k € N. In particolave, per k=m, avremmo m€ Xqp» ciod 1lassurde m >m ]

1.22 Per ogni keN poniamo X = {neN: n>k}.

Determinare 1'insieme 1 X, .
k €N

[ Come nell'esexcizio precedente risulta (1 X, = ¢. Perd la dime -
k €K
strazione va lievemente modificata ]

1B. Fun= 1oxnd

Una funzione dall'insieme X all'insieme Y & una
legge che ad ogni elemento dell'insieme X fa corri-
spondere un elemento dell'insieme Y. Se indichiamo
con f tale funzione, scriveremo f: X » Y , oppure
y=f(x) con xeX e yeY. Si dice che X & 11 dominio (o
insieme di definizione ) di f.

Sottolineamo che una funzione £: X - Y & una re-
gola che ad ogni x¢X associa un solo yeY. In genera-
le non & detto che ad ogni YeY corrisponda un x e X
per cui y = f£(x); potrebbe infatti accadere che a
qualche yeY non corrisponda alcun X, oppure che a
quaiche yeY corrispondano molti XEX per cui y=f(x).

Ad esempio, la funzione f:N=N definita f{x)=2x
¢ la corrispondenza che ad 0gni numeroc naturale asso
cia il suo doppio. Con i simboli usati in precedenza
risulta X=N, Y=N. Ad ogni numero naturale XeX corri-
sponde un solo yeY {uguale a 2x). Non vale perd il
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viceversa: non & vero che ad ogni yeY corrisponde un
numero naturale xeX tale che 2x=y; c¢cid & possibile
soltanto se vy & pari; infatti, solo se y & pari x=
= y/2 e N.

Consideriamo un altro esempio: la funzione f:R-R
definita da f(x)=x?, cio& y=x%, con x,vy<R. Anche 1in
questo casc ad ogni xeR & associato un solo yeR per
culi y=x?. Perd solc ad y=0 corrisponde un solo x{x =
=0) per cui y=x?; al contrario, se y>0 esistonoc due
numeri x reali per cui y=x? (x=+/y ), mentre se y < &
non esiste alcun numeroc reale per cul x?=y<0.

Sia f: X>Y. Si dice che f & suriettiva (0 surgetti
va) se per ogni yeY esiste almenc wun xeX per cuil
y=f{x}.

Ad esempio, le due funzioni considerate preceden
temente non sono suriettive. Viceversa, la funzione
f:R>R definita da f(x)=2x & suriettiva.

Sia f:X->Y. Si dice che f & iniettiva se dalla re
lazione f{x)=f(x') segue x=x'. Cid & equivalenteadi
re che se x#¥x' allera f(xX)#f(x').

La funzione f:N-»N definita da f(x}=2x & inietti-
va, mentre la funzione f:R+R definita da f(x)=x? non
& iniettiva (perche, se (x)2=(x')?, allora  risulta
¥x=xX' oppure x=-x', & cidé contrasta con la definizio-
ne data se x'# 0). '

Se f£:X>Y & contemporaneamente iniettiva e suriet
tiva, allora si dice che f & invertibile © bigettiva
(oppure si dice che f & una corrispondenza biunivoca ) .

Se £ : X = Y & una corrispondenza bilunivoca tra
gli insiemi X,Y, allora & definita la funzione inversa,
come quella funziome che ad ogni yeY fa corrisponde-
re i1 solo xeX per cui y=f(x). La funzione inversa
si indica con il simbolo £ !. Naturalmente il domi-

nio di £"* & Y e si ha: £~ ': ¥ - X.

Infine, se abbiame due funzioni g:¥=Y e £:Y-Z7,
possiamo considerare la funzione composta h:X-»>Z defini
ta combinando le due precedenti funzioni nel modo sg
guente: se y=g{x) e z=f(y) allora z=h{(x). Si usano i
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zione £ 1: N~ W definita da: f'l(y) = y+1 se v & dispari, fhl(Y) =

= yv-1 se ¥ & pari. Quindi, in questo caso, £71 coincide con f ]

1.27 8ia f:N-N la funzione definita nell’ esercizio
precedente. Verificare che la funzione composta
di f con f stessa & la funzione identita, cioeé
verificare che f(£f{x)) = x per ogni xeN.

1.28 Consideriamo le funzioni f:N-N e g:N->N definite
da f(x)=x%*, gx)=2x. Determinare le funzioni
composte gof e fog.

[ge £(x)=g(F(x))=2x ¥ ; Fo g(x)=f(g(x)) = 8x *]

1.29 Date le funziomi g:X=>Y, f:Y=»Z, h=fog, (percid
h:X+7), dimostrare che:

(a) Se h & iniettiva anche g & iniettiva.
{(b) Se h & iniettiva e g & suriettiva allora ¢
& inliettiva.

[ (a) Se g(x) = g(x') allora f{g(x))=f{g({x')), ciod h(x)=h(x'). Dato
che per ipotesi h & iniettiva, allora x=x'.
(b} Allo scopo di provare che f:Y +Z & iniettiva, consideriamo y,y’
tali che f{y} = f(y'). Dato che g & suriettiva, esistono x,x'€ X ta-
1i che g{x) = v, gl(x')=y'. Allora f(g(x)} = f{g(x')), ciod h{x)=h{x")
Dato che h & iniettiva risulta x=x' e percic y=g{x)=g{x')=y' ]

Consideriamo una funzione f:X=>Y. Se A & un sot-
toinsieme di X, 1' immagine di A mediante £, indicata
con f(A), & 11 sottoinsieme di Y definito da

f(A) = {yeY: HxeA : y=£f(x) }
Se B & un sottoinsieme di Y, 1' immagine inversa di

B mediante f, indicata con f~!(B), & il sottcinsieme
di X definito da
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F71(B)= {xeX: f{x)eB}

1.30 8ia £: X = Y. Verificare che

(a) £ 1(£(A)) 2 A, VA
(b) £(£73(B)) ¢ B, VB c Y

U
I

[{a) Se x € & allora E(x) €f(A) e percid x¢ f'l(f(A)) per la stessa
definizione di immagine inversa.

(b) Se y € f(£71(B)) allora esiste x¢ f"1(E) tale che y=f(x). Fssen-
do x Ef'l(B),per definizione si ha che £(x) ¢E. Dunque y € B ]

1.31 Esibire un esempio di funzione per cui non va-
le 11 segno "='", invece che "2", nella formula
(a) dell'esercizio precedente.

[Ad esempio f : R = R definita da f(x)=x? . se A-{x ER:Of'xf_l},
risulta £(4) = A e £ L(fQA)F1(a)= {xeR:-1< x < 1} ]

1.3Z2 Esibire un esempio di funzione per cui nom vale
il segno "=", invece che "C", nella formula (b)
dell'esercizioc 1.30.

Lad esempio ogni funzione costante f: X > Y con Y contenente
pilt di un punte. Una funzione f costante & definita da f(x)}=y, per
ogni x€ X, con y_ fissato in Y. Risulta f(A)={yD}qua1unque sia AC X
risulta quindi anche f{(f 1(B))= {yo}qualunque siaB C Y |

1.33 Dimostrare che f£f:X>Y & iniettiva se e solo se
f 72 (£f(A)) = A per ogni A ¢ X.

[Se la condizione enunciata & soddisfatta, allora, in particolare, per
ognix € X siha £ 1 (£( {X V)= {X}, cioe {xe€X:f(x)=F(X) }-
= {_:E} e dunque f & iniettiva.

Viceversa, se f & iniettiva e 4 C X, per la (a) dell’esercizio 1.30,
basta dimostrare che & £~ ' (£(A))C A. Sia dunque x € £~ L (£(4)), al-

lora & £(x) € f(A) ed essendo f iniettiva,si ha necessariamente x€A |
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1.34 Dimostrare che f:X-Y & suriettiva se ¢ solo se
f(£~'(B)) = B per ogni B ¢ Y.

[ Se ia condizione enunciata & soddisfatta, si ha in particolare
FLE7L (¥)) = ¥ ed essendo £ 1 (¥) = ¥ se ne deduce £(X) = ¥, ciod
che f & suriettiva. Viceversa, se f & suriettivae 8 & Y, per la
{b) deli'esercizio 1.30 basta provare che F(f L (B})D B. Se y €B e-
siste x€ X tale che y=f(x). Allora y=f(x) €B e ciod x & £ L{®);per
cid esiste x € £ 1(B) tale che y=f{x). Da cui 1'asserto, per defini

zione di immagine di un insieme]

1. Massimo.,.minimo,estremo superiore, e—

mstremo inferiore

Un sottoinsieme X dell'insieme R dei numeri rea-
1li si dice limitateo superiormente se esiste un numero
reale L tale che x<L per ogni xeX. Un siffatto L si
dice maggiorante di X. Analogamente diciamo che X ¢
limitato inferiormente seé esiste un minorante di X, cloe
se esiste un numero reale L < X per ogni xeX,

Ad esempio, l'insieme X dei numeri reali-positi-
vi & limitato inferiormente ma non & limitato supe -
riormente. Infatti lo zero (ed anche ogni numerc rea
le negativo) & un minorante per X; mentre se, per as
surdo, supponiamo che L sia un maggiorante di X, do-
vrebbe risultare L. > x per ogni xeR e cid non vale
ad esempic per x = L + 1.

Un sottoinsieme X dell'insieme dei numeri reali
si dice Iimitato se © limitato sia supericrmente che
inferiormente. Quindi X & limitato se e so0lo se esi-
stono due numeri reali &,L tali che 2<x<lL per ogni
xeX. ' :

1.35 Verificare che 1 seguenti sotteoinsiemi di R so-
ne limitati

2n
n+1

A = {:Eil : neN % B = ¢ nez + .
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[ Risulta 0 <x21 per ogni x€ A. Invece per 1'insieme B, si pud veri
ficare la relazione -1Xx< 1 per ogni x€ B (si veda anche 1'eserci-
zio 1.38) ]

1.36 Ricordando la definizione di valore assolute
(|x] = x se x>0, |x|=-x se x<0), verificare
che un insieme X & limitato se e s0lo se esiste
un numero reale M tale che |x| < M per ogni xeX

[ $e X & limitato, per definizione esistono due numeri realdi £,L tali
che £<x <L per opgni x€ X. Sia M i1 pii grande tra [Rl |L |,r1-
sulta L < |L [ < M e L>- |5l[> -M. Se ne deduce che -M<x<N
per ogni x€ X e cid equivale a (vedere 1'esercizio 3. 27) |x | < M.
Viceversa, se Ix | < M per ogni x€ X, allora risulta -NM <xiM e

quindi -M & un minorante per X, mentre M & un magglorante]

Sia X un sottoinsieme di numeri reali non vuoto
e limitato superiormente. Si dice che un numero rea-
le M & 1'estremo superiore di X se M & il piu  piccolo
dei maggioranti di X. Cid equivale a dire che M & u-
no dei maggioranti e che inoltre ogni numero inferio
re ad M, diciamo M-£ con £ positivo, non & un maggio
rante; quindi M-e & minore di qualche elemento di X.
In simboli:

M=estremo superiore M>x, VxeX;
dell'insieme X {=>
(M=sup X) Ye>0 HdxeX:M-s<x.

Analogamente, se X & un sottoinsieme di R mon vuo
to e limitato inferiormente, si dice che m & 1! estre
mo inferiore di X se m & il pill grande dei minoranti d
X. Cid significa che m & un minorante di ¥ e che o-
gni numerc superiore ad m, diciamo m¥te, con £ positi
vOo, non & un minorante. In simboli:

m=estremo inferiore m<x, VxeX;
dell'insieme X {=>
(m=inf X) Ver»0 dxeX: mte>x.
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Per descrivere gli insiemi non limitati si uti -
iizzano i simboli +«, -=. In particolare si dice che
1'estremo superiore di un insieme XcR & += se X non
& limitato superiormente; mentre si dice che 1'estreg
mo inferiore di X & -« se X non & limitato inferior-
mente. In simboli:

sup X = += => V1 HxeX : x>L ;
inf X = - {(=> V& HxeX 1 X<
La prima delle due relazioni sopra scritte si

spiega in questo modo: l'estremo superiore di X vale
+» se X non & limitato superiormente; cio® se,qualun
que sia i1 numero LeR che fissiamo, L mon & un mag-
giorante di X; dire che L non & un maggiorante equi-
vale a dire che non vale la relazione: X<L per ogni
xeX; cid significa che per almeno un xeX vale la re-
lazione opposta: x>L. Analogamente si spiega la defi
nizione di inf X =- «.

Osserviamo che nelle relazioni sopra scritte ci
si pud limitare a considerare L>0, %<0.

Per finire ricordiamo che se 1l'estremo superiore
M di un insieme X & un numero reale che appartiene ad
X stesso, si dice che M & il massime di X. Analogamen
te si dice che un numerc reale m & 11 minimo di X se
m & l'estremo inferiore di X e se m & anche un ele -
mento di X. In simboli:

M=massimo di X M>x, VxeX;
{==>
(M=max X) MeX
m=minimoe di X m<x, VXeX;
L=>
{m=minX) meX.
Ad esempio, la prima delle due relazioni sopra

scritte si spiega in questo modo: per definizione M
& il massimo di X se valgono le seguenti tre relazipo
ni
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M>x, VxeX; Ve>0 HxeX: M-g<x; MeX.

Allora, dato che MeX, la seconda relazione & ve-
rificata automaticamente perche, per ogni e>0, risul
ta M-eg<x pur di scegliere x=M.

1.37 Calcolare gli estremi superiore ed inferiore ed
eventualmente il massimo ed il minimo dell' in-
sieme

n-1
n

A= neN ¥

[ Dato che ne N, risulta {n-1)/n > 0; inoltre per n=1 risulta {n-1)/n=
=0. Cid significa che il numero reale © & il minimo di A (e quindi &
anche 1'estremo inferiore) perché: 0 <x, ¥x €45 0 €A. Percid infa =
= min A = 0. Verifichiamo ora che sup A = 1, cioé che 1 > x, ¥xe Aj
e che Y& > 0, Hx€ A: 1- £< x. La relazione 1 2%, VX € A signi-
fiea 1 > {n-1)/n, che equivale a n Zn-1, ciok 0 > -1 che & quindi
verificata. Fissato £> 0 risolviamo la disequazione nell' incognita
n: 1- £< {n-1}/n; semplificando la frazione a secondo membro abbiamo
1-£<1-1/n, ciod -£<-1/n, che equivale a €>1/n, cioé ancora n>/ct.
Quindi, per ogni €> 0 fissato, abbiamo trovato dei valori di n €N
per cui (n-1)/n > 1- € ; abbiamc infatti verificato che bhasta sce -
gliere n>1/ € . Ad esempio, se £=1 possiamo scegliere n=2; se £ =
=0.001 basta prendere n pid grande di mille, e cosi via.
I1 numero 1 non & un massimo per 1'insieme A perché 1 & A, Infatti
la relazione 1 €A significa che per qualche neN risulta 1={n-1}/n;

tale relazione equivale a n=n-1, ciod 0=-1 che & upa relazione falsa)

1.38 Calcolare gli estremi superiore ed inferiore ed
eventualmente il massimo ed il minimo deli'insieme

Zn

A= {n2+1

nez

[ Come gia indicato nell’esercizio 1.35, 1'insieme dato & limitato.Tn-
fatti risulta -1<2n/(n 2+1}f_ 1 per ogni n €Z, come si verifica fa
cilmente eseguendo i conti:

-1<2n/(n 241) €1 <—> -(n2+41) <2n < n 241 x=>
(0 ?+2041) <0<n? -2nbl <e=> 0 - (n41)2 <0< p-1) 2,
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1.36

1.40

1.41

L'ultima relazione & manifestamente vera a causa dei quadrati.

Datc che per n=% 1 risulta 2n/(n 2 41)=%* 1, il numerc m=-1 & il minimo
di A, mentre M=1 & il massimo. Riassumendo abbilamo che sup A=max A = 1,
inf A = mina =-1 }

Calcolare gli estremi superiore ed inferiore ed
eventualmente il massimo ed il minimo dei se-
guenti insiemi

A = {n;rll . neN } B = {M neN }+
Cc = _{ﬂ;ili : neN}; D = {(—1)n'“11-;;l neN 3}

[ supA=.max A=2, infA=1. Conviens rappresentare gli elementi di B
nella forma 3+2/n; risulta sup B=max B=5, inf B=3. Riguardo agli in
siemi €,D, & opportunc considerare separatamente i termini che hanno
1'indice n pari {ed in tal caso (—1)n=1) da quelli che hanno 1'indi-
ce n dispari (per cui risulta (-13"=-1). §i ottiene sup C=max C=1/2,
inf € = min € =-1; supD = 1, inf D=-1]

Determinare l'estremo superiore e l'estremo in-
feriore del sottoinsieme di numeri reali X che
in forma decimale hanno parte intera uguale a

zero e parte decimale con una sola cifra decima
le diversa da zero.

[ L'insieme considerato si pud rappresentare nella forma:

a

X = {E: a £{1,2,3,...,9 }, neN}.

Risulta inf X=0, max X = 9/10 |

Determinare l'estremo supericre e l'estremo in-
feriore del sottoinsieme dei numeri reali X che
in forma decimale hanno parte intera uguale a
zero e parte decimale formata da un numero fini
to di cifre diverse da zero.

[Risulta inf ¥=0, supX=1. S¢ si ammette che il numero finito di eci-
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fre decimali diverse da zero possa anche essere zero, allora risulta
anche min X=0 ]

Determinare l'estremo superiore e l'estremo in-
feriore del sottoinsieme di numeri reali X che
in forma decimale hanno parte intera uguale a
zerc e parte decimale composta dalle sole cifre
0 e 7.

[minX=0, maxX=0.7 = 7/9]
Calcolare l'estremo superiore e 1l'estremo infe-
riore dell'insieme
2
A= {n+ = neN3}
n
[Per ogni n €N indichiamo con X, = nt2/n. Se n> 2 risulta 0<2/n<1 ;
sommande n in tutti i membri otteniame n <xn <ntl per ogni n > 2.0id
implica che 1'insieme A non & limitato superiormente ¢ guindi sup A =
=t @, Incltre, dalla relazione n< %40 ¥n 2 3 deduciamo che x, >n 23,
Dato che da verifica diretta risulta x 1%, =3, possiamo concludere
che minA = infA = 3 ]

Calcolare l'estremo superiore e 1l'estremo infe
riore degli insiemi

3 4
= — . . _— + — .
A {n+n.neN}, B {n n.IlEN},
C = {i' -n : neN3}; D = {(“l)nn+%:nEN}-

[5upA=+ <, min A=7/Z; supB=+% , minB=4; max C=0, inf C=- ® H
supD =49, infD =-w= ]

Siano A,B due insiemi limitati e non vuoti di
numeri reali, con A ¢ B. Verificare che

inf B < inf A < sup A < sup B.
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[ L'estremo inferiore di A & un minorante di A e l'estremo  superiore
di A & un maggiorante, guindi infA < supA. L'estreme inferiore d4i
B & un minorante di B, ciod inf B <b per ogni b & B; essendo AC B,
in particolare si ha infB < a per ogni a €A e percid infB & un mi -
norante di A. Ma allora infB < inf A, perché infA & il pid grande
minorante di A. Analogamente si dimostra l'ultima disuguaglianza] .

1.46 Siano f:X~»R, g:X>R due funzioni limitate. Veri
ficare che

inf £(x) + inf g(x) < inf {L(x)+g(x)};
X €X X EX ¥ EX
sup £{x) + sup g(x) > sup {f(x)+g(x)}.
¥ eX N €X x €X

[ Indichiamo ¢con m = inf £(x), m’= inf g{x). Risulta m < f(x),n' <glv),
xEeX xEX
vx €X; quindi mim' < f(x)+p{x) per ogni x €X. Cid significa che mm'

un minorante della funzione somma ff{x) + g{x). Pereid mim' <

a
< dinf { £(x)+g(x) } . In modo analogo si dimostra 1'altra disu-
x€ X

guaglianza ]

1D. Numeri razionali e anoumeri reali

Ricordiamoc che il campo dei numeri reali R & com
pleto; cid si pud esprimere dicendo che ogni sottein-
sieme X di R, noen vuoto e limitato superiormente,am-
mette in R estremo superiore. Analogamente ogni in-
sieme X¥cR non vucto e limitato inferiormente ammette
in R estremo inferiore.

I1 campoe Q dei numeri razionali non gode di tale
proprietd, ciocé momn & completo. In altre parole esi-
stono degli insiemi limitati in Q che non hannc in Q
estremo inferiore o estremo superiore (si vedano ad
esempio gli esercizi 1.49, 1.50).

1.47 Dimostrare che non esiste alcun numero raziona-
le xeQ tale che x3® = 2.



.48

.49

.50

o1

29

[Supponiamo per assurdo che esista una frdazione m/n, conm e n  interi
positivi primi fra lorc, tale che {m/n) % =2. In tal casc m *=2n2 sper
cid m 3 & pari. Ma allora anche m & pari, perché se fosse dispari an

che m 2

sarebbe dispari. Quindi m & della forma m=2k con k €N;. né se
gue 8k3 =2n 3 , ciod n Y=4k® . Ma allora anche n & pari e cid & as-

surdo, perch® avevame supposto m,n primi fra lorc |

Sia M l'estremo superiore in R dell'insieme
A = {xeQ: x3%<2}
Verificare che risulta M3=2.

[Si pud dimostrare che non sono possibili le relazioni Mi<z e M¥>2 .
Limitatamente alla prima delle due, supponiamo per assurdo che M %<2
¢ mostriamo che in tal caso M non & un maggiorante di A, ciod che e-
siste x €A, per cui M< x; se un tale x esiste, deve essere della for
ma x=M+ € con £ > C. Poniamo quindi x=M+ £ e mostriamo che & pos-
sibile scegliere £ (con 0< £<1) in modo che x €A, ciod in parti--
colare (M+ ) ¥< 2,

Essendo £<1 si ha pure 825_8 , EaiE ; quindi (M+ £ )% =0 S43M2m
+3ME%+ £5< M ? +€ (3M ? +3MH1). Ma allora risulta (M €) 3<2  se
scegliamo € minore di (2-M2 )/¢3M Z+3m+1) ]

Verificare che 1l'insieme A = {xeQ: x3<2} non am
mette estremo superiore nell'ambite dei . numeri
razionali. '

[Utilizzare i risultati degli esercizi 1.48 ¢ 1.47 |

Verificare che l'insieme B= {xeQ: x3®>2} non am-
mette estreme inferiore nell'ambite dei ‘numeri
razionali.

Se a € un numero razionale e X,y sono numeri ir
razionali (ac¢Q; x,yeR-Q), che cosa si pud dire
su atx, xty, a-x, x-y?

[a+xe R-Q; a-x €R-Q se a#0; su x+y e x*y non si pud in generale dim
nulla, nel senso che & possibile che siano raziomali o irrazicnali(il

lettore esibisca degli esempi) ]
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1.52 Siano m,neN e supponiamo che vm sSia un  numero
irrazionale. Verificare che vm + v/n & irraziona
le.

[ Se a= v’vm— + Jn fosse razionale, allora anche
a? =m2v m Vn +n=2a vm - mn

sarebbe razionale; il che & assurde perché nell'uguaglianza sopra

seritta a secondo membro compare un numero irrazionale, essendo a#0]

Ricordiamc che due insiemi non vuoti di numeri
reali A,B si dicono contigui se X = sup A = inf B. In
tal caso X & 1l'elemento di separazione di A & B.

$i verifica che A,B sono contigui se:

a<b, VaeA, VbeB;
A,B contigui <=>
Ve>0 HaeA, dbeB: b-ace

In tal caso l'elementoc di separaziome x di ALB
verifica le disuguaglianze a<x<b per ognl atA & Der
ogni beB.

1.5% Consideriamo i due insiemi di numeri razionalil
-1 ntil
A= {—?;- :neN}y , B = {':;f : neN ¥

Verificare che A,B sonc contigui e determinare
il loroc elemento di separazione.

[ 81 pud verificare che sup A= infB = 1. Oppure si pud ricozrere alla
cafatterizzazione precedente cominciando col mostrare che a<1>=b
per ogni a€ A, b€ B, ciod che (n-1}/n < 1 < {nt+l)/n per ogni n €N,
Sottraendo 1 a tutti i membri si treva -1/n < 0 < 1/n che & una
relazione manifestamente vera, essende n > 0. Verifichiamo poi che
per ogni € > 0 esiste almeno unn €N tale che (n+i)/n-(n-1)/n<Eg,
Semplificando il primo membro si ottiene 2/n<g , che & soddisfatta
per n>2/ £ . Dunque 4,B sono contigui e x=1 & il loro elemento di

separazione ]

1.54 Verificare che i due insiemi seguenti



1.57

1E.

(x],

31

+
neN 3}, B = {E;li:neN},

A=A

n+l

sono contigui e determinare il loro elemento di
separazione.

[1]

Sia B l'insieme costituito da un sole numero
b,>0 - Determinare b, in modo che gli insiemi

A = { IIEN} 3 B={bo} E]

n2+9
risultinoc contigui.

[si impone la condizione b,=supA . Allo scopo di calcolare 1'estremo
superiore di A, posto a, = n/{n 2+9), si possenc verificare le rela-
zioni a, <1/6, ¥n e a ;= 1/6. Quindi b_=max4 = 1/6 }

Sia A l'insieme costituito da un solo numero

a, < 0. Determinare a, in modo che gli insiemi
A= {a,) B = {5 N}
g, » N ni+4 ne +

risultino contigui.

[a, = inf B = 0]

Nell'ambito dei numeri razionali mnon sempre due in-
siemi contigui ammettono un elemento di separa-
zione. Esibire due insiemi contigui di numeri
razionali che non hanno elemento separatore ra-
zionale.

[4d esempio gli insiemi A,B degli esercizi 1.49, 1.50 ]
emp

Valori approssimati di nuaameri reald

La parte intera del numero reale x, indicata con

€ 11 pili grande intero {relativo) minore o ugua

le ad x. Si ha percid
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[x] =m : meZ, m < x <m + 1.

Sia x un numero reale positiveo, con rappresenta-

zione decimale x=m.a,a,a,... . I numeri a, ,a,,a

2y PRI

sono interi compresi fra 0 e 9 e si chiamanc le cifre
decimali di x. I numeri razionali

X, =M, X, m.a, , X,=m.a,a,,
1 +l X!: 4+ — r_ + L
He=m+ 1, 1% T 9 0 XeTXeT Tz e
si chiamanc rispettivamente valori approssimati per di -
fette e valori approssimati per eccessc di X, a meno di
un'unita, di 1/10, di 1/100, ecc.
Per ogni k=0,1,2,... si ha
' v - -k
Xp X 2%, Xy Xy 140 s
da cui 0< x-x, < xL - x = 10°F

Per k > 1, il numero x, si chiama anche valore ab
breviate di x alla k-esima cifra decimale.

Se x & un numero reale positive, dei due valori x
X, approssimati per difetto e per eccesso a meno di
107¥,uno & pilu prossimo ad x dell'altro(a parita, se
xi{-xm@xk:l/(z-lok) ,conveniamo che x} sia i1 pil pros-
simo ad x);lo chiameremo valore arrotondatodi x alla k-si
ma cifra decimale(a meno di 10¥)e lo indicheremo con X% -
Per stabilire quale dei valori x,, xj & il valo-

re arrotondato di x alla k-sima cifra decimale, si
procede nel mode seguente:

{a) Si considera la (k+1)-sima cifra decimale
A,y 41 X;

(b) se a,,,¢{0,1,2,3,4} allora ){}’: = Xy ;
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(c) se a,,,¢{5,6,7,8,9} allora Xy = x

1.58 Utilizzando le disuguaglianze

1

1.

1.

.29

.60

61

62

5.141592 < w < 3.141593

determinare per ciascunoc dei numeri m, /100
m 100, la parte intera, il valore abbreviato al
la seconda cifra decimale, il valore arrotonda-
to alla seconda cifra decimale.

[x=m=> [x]=3, x, = 3.1, x% = 3.14;
x = T100 => [x]=0, x,=c.03, x%¥-=0.03;

x = M200 =>  [x] =314, x,=314.15, x¥ = 31.16 ]

Scrivere due numeri reali che differiscono fra.
loro per meno di 1/100, ma che mon hanno né paxr
te intera, ne cifre decimali uguali.

[Ad esempio 0.999 e 1=1,000 ]

Sia x, il valore abbreviato alla k-sima cifra
decimale di un numero positive x.Verificare che
k k
x, = [10"x]/10".
k Lk
[Se x=m.a, a,a, ..., allora 10 X = ma,a, ...a..a,,,...;quindi [10 x]=

: k k
“ma, a 2...al:t,tla cui segue [10 X ]}’10 =ma;a, ...y = xk]

Siano x,y due numeri reali positivi e X sV g i

rispettivi valori abbreviati alla k-sima cifra
decimale. Verificare che Xy * ¥, €& un approssi-

. . . ; 3
mazione di x+y com un errore inferiore & 2710 .
-k -k :
[ Essendo 0ix~xk <10 ,0 iy—yk = 10, sommando risulta O <(x+y)-
-k
-ty < o2-10 ]

Ricordiamo che vZ = 1.414213..., /3=1.732050..;
per ottenere l'espressione decimale di v7 + /%
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1.

1.

- 1.

.63

64

65

.66

67

con errore minore di 0.001, quali valori abbre-

viati di ¥2 e ¥3 bastera sommare?

[Tenendo conto dell'esercizio precedente si ha 0 < V2 4 \/3—(xh+yh)<
-4
< 2-10 < 0,001, ove X, +y, = L.Al42+1.7320 = 3.1462. Fertanto

V2 + ¥ 3 = 3.146... con tre cifre decimali esatte ]

Sia x; il valore arrotondato alla k-sima cifra

decimale di un numero positive x. Verificare che
k

x* = [10°x + 0.51/10".

[ $i pud procedere in mode simile 2 come indicato nell'esercizio 1.60 1

Determinare i valori arrotondati alla seconda
fra decimale dei seguenti numeri reali

4.855; 83.7; 2.718; 3.994; 3.997.

[ &.9; 83.7; 2.72; 3.99: & ]

Per ognuno dei seguenti numeri scrivere i valo-
ri approssimati per difetto, per eccesso ed il
valore arrotondato a meno di 107°%.

(a) 1.23068; (b 0.1295; (c) 0.0011.

{ (a) 1.236, 1.237, 1.237; (b) 0.129, 0.13, 1.13; {c) 0.001, 0.002,
0.001 ]

Per ognuno dei seguenti numeri scrivere i valo-
ri approssimati per difetto, per eccesso ed il
valore arrotondato a meno di 10772.

(2) 25 ® ;5 ©

[ (a) 0.33, 0.34, 0.33; (b) 0.25, 0.26, 0.25; (¢) 0.16, 0.017,0.17 ]

Qual'e il pid grande valore di k per cui i valo
ri arrotondati a meno di 107% dei seguenti nume
ri coincidono?
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(a) 2.71828, 2.71832 ;
(b) ©0.39765, 0.4 ;
(¢) 3.14159, 3.13961

[(a) k=43 (b) k=2; (c) k=2 ]

1.68 Se un numero x differisce da un numerc y per me
ne di 107%, possiamo dire che le prime tre ci-
fre decimali di x somno 1dentlche alle prime tre
cifre decimali 4di v?

[Dipr_ende- Sey=m a;a,a,a,... esea, & diversoda C e da 9 al~
lora x =m. a, a,a, ..., ciod le prime tre cifre decimali di x sono
identiche alle corrispondenti cifre decimali di y. Se invece a, =00p
pure a, = 9 allora x pud avere cifre decimali differenti da y, come
accade ad esempic con x=0.9999, y = 1 = 1.0000, oppure con x=2, y =
=1.9999 |

1., I1 principic di indu=zione

I1 principio di induzione matematica pud essere
enunciato nel modo seguente: Supponiamo di avere una suc
cessione P di proposizioni (n=1,2,3,...}; P, & vera per
ogni N se

(1) P, & vera;
(ii)per ogni keN, P, implica P,
La validitad di tale principic si basa sul fatto

che ogni insieme nom vuoto di numeri naturali & dota
to di minimo. Dunque, se P fosse falsa per qualche
n, vi sarebbe il pil piccolo n per cui P @ falsa,di
ciamolo n,. Per la (i) non potrebbe essere m,=1,quin
di n,> 2. Allora mn,-1eN e inoltre P _, sarebbe vera

in contrasto con la (ii).

1.69 Facendo uso del principio di induzione dimostra
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n

re la formula X 2K = ™ L 1, che, per esteso
k=0

si scrive:

204234224234+, . 42" =1w24448+ . 42" = 2" - 1,

[ Per n=1 la formula & vera, infatti: zo42l =22 - 1. Supponiamo  che
la formla sia vera per n=k e cerchiamo di dedurne che la formula &
vera anche per n=k+1l. Percid per ipotesi risulta

E ktl
1+2+4+8+. . .42 = 2 -1.

k+1
Sommando ad entrambi i membri 2 otteniamo

E+] ktl k+] kt1 k2
=2 +2 -

14+2+4481. .. +2 1=2-2 -1=2 -1.

Abbiamo quindi ottenuto la validits della formula anche per n=k+l.In

base al principio di induzione la formmla data vale per ogni n €N ]

1.70 Utilizzando il principio di induzione dimostra-
re la seguente uguaglianza:

n +
Tk = 1424344+, . +n - LAOHL
k=1 2

[ la formula vale per n=1, infatti: 1= (1-2)/2. Supponiamcla vera per

=k e dimostriame che essa & allora anche vera per n=k+l:

(1+2+. . HK)+H(k+1)= Ei%iil + (k+1):(k+1)(§ +1)= Lhillékizl ]

1.71 Utilizzandoe il principio di induzione dimostra-
re la formula

i
T (2k-1)=1+43+54+7+.. . +(2n-1)=n?
k=1

[ La formula & vera per n=1, infatti: 1 = 1 2. Supponendo che 1l'ugua -
glianza valga per n=k e sommando {2k+1) ad entrambi i membri, la si

ottiene per n=k+l:

143454, . 4 (2k-1)4+(2k+1)= k 2 +{2k+1)=(k+1}2 ]
1.72 Dimostrare l'uguaglianza:

T 2k = 2+4+6+....+2n = n(n+1)
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[8i pud far uso del principio di induzione, oppure si pud utilizzare
la formula dell'esercizio 1.70, moltiplicandc entrambi i membri per

2}

Consideriamc la formula dell'esercizio 1.70. Da
essa, cambiando n con 2n, oppure moltiplicando
entrambi i membri per 2, otteniamo le due iden-
tita:

1+2+3+4. . .42n = n(2Zn+1) ;

2+4+6+ .. .+2n = n(n+1)

La prima uguaglianza esprime la somma dei primi
2n numeri naturali, mentre la seconda esprime =
somma dei numeri naturali pari < 2n. Dedurre da
esse la somma dei numeri naturali dispari < 2n.

[Per differenza si ottiene la formula dell’'esercizic 1.71 ]

Dimostrare mediante 11 principio di induzione
che 2™ > nn per ogni neN.

{Per n=1 1a disuguaglianza si scrive 2' > 1 ed & quindi verificata.lj

mostriamo ora che, dall'ipotesi 2> k, segue la tesi 2Kty a1, A

k+1 k

tale scopo dall'ipotesi otteniamo 2 = 272 » 2k. €id nom & equiva~

lente alla tesi; perd implica la tesi, date che 2k=k+k > k+1. Riassu

mendo, dall'ipotesi Zk > k  deduciamo che: 2k+1'> 2k 2> k+jconfrontando

il primc ¢ 1'ultimo membrc riconosciamo la tesi 2k+1 > ktl ]
Sia a >-1. Dimostrare che vale la seguente disw
guaglianza di Bernoulli:
11
(1+a) =~ > 1l+na, V neN.

[La relazione data vale per n=1 (in particolare con il segno di =).Sup

ponendo che essa valga per n=k ne deduciamo
k+1 k

{1+a) = (1+a) (lta) > (1+ka) (1+a) =

=ltatka+ka® = I+H{k+l)atka 2 > 1+(k+l)a.

4
L'ultimo passaggio & stato possibile perche ka’® >0 ]
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1.78

1.79

1.80

Nella dimostrazione sopra proposta, per dimo -
strare la disuguaglianza di Bernoulli (1+a)™ >
> l+na, dove & stata utilizzata 1'ipotesi a>-17

[ Abbiamo moltiplicato entrambi i membri della disuguaglianza (1+a}k >
> 1l+ka per la quantitd l+a. Affinché il verse della disuguaglianza

rimanga inalterato occorre che 1+a> 0, ciod a > - 1 }

Consideriamo ancora la disuguaglianza di Bernoulli
(1+a)®™ > 1+na. Dimostrare che, se n=2, la disu-
guaglianza vale per ogni aeR. Inoltre, mostrare
con un esempio che, se n=3, esistono numeri rea
li a per cui la disuguaglianza non vale.

[ se n=2: (1+a)? = 1+2a+a?> 142a,Va €R. Se n=3 la disuguaglianza
non vale ad esempic con a=-4, ¢, pitt generalmente, se a < - 3; infat
ti

(1+a) ¥ = 1+3a+3a 2 1a® = 143a4a? (34a).

Percid, se a < - 3 risulta 3+a < 0 e guindi (1+a)3 < 1+3a; viceversa
se a > -3 allora 3+a > 0 e quindi (1-1—«';\1)3 > 1+3a ]

Sia x » 1. Utilizzando la disuguaglianza di Ber
noulli verificare che

n,— x -1
VE - 1 < /= VneN.
- n
+ + = - - . - ‘n
[ La disuguaglianza si pud scrivere in modo equivalente: vx <1+(x-1)/n,
cioé ancora X < [1+(x-l)fn :I n g quindi naturale scegliere, nella
disuguaglianza di Bernoulli {1+a)™ > 1+na, a = (x-1)/n. Si ottiene..

]

Dimestrare mediante il principio di induzione

che,se x,, X, sono numeri reali peositivi con
. - - n 1

X, < X,, allora per ogni neN si ha x; < x,.

k k k+1 k k k k+1
{Sexl < x, allora x; =2x;%x;<¥; X <X, ¥, =X, ]

Sia a # 1. Facendo uso del principio di induzio
zione dimostrare la formula che esprime la som-
ma di una progressione geometrica di ragione a:



39

n+l
- &

- a

n 1
n

£ a¥ = 1+ataz+...+a” = 1

k=0

{La formula & vera per n=1, in quanto in tal caso essa si riduce alla

uguaglianza 1+a = (1-a ?}/{1-a). Supponiamo ora che 1la formula  sia

vera per un certo n e verifichiamo che essa risulta vera anche per

il successivo ntl; infatti:

ntl
ntl o ono Ml 1-a ntl
L a = a + a = + g =
k=0 k=0 l-a
ntl ntl nt? n+?
1-a -a +a 1-a ]
1-a 1l-a

1.81 Dimostrare 1'uguaglianza

n(n+1) (2n+1)

bt
¥ k% = 1+449+16+.. .+n?2

k=1 6
nt+l n 13¢2

[ Z1:12=Zlszz+(1-1+1)2-:£"Mriﬂl+(n+1)2 =
k=1 k=1 3]

_(n#1) [ 2n® +ntent6 ]| (ut1)(2n 2 +7nt6)
6 &

H
si ottiene la conclusione osservando che {n+2}(2n+3)=2n2 +7nt+6 |
1.82 Dimostrare la formula

n n 2
T k= (2 kD
k= ]‘:ﬂ k=1

[ Conviens verificare per induzione separatamente le due uguagl iamwe:

n n

n{n+l
NG SR

k=1 2 k=1 2

ni{n+l) 2

> R

Oppure,dopo aver verificato la prima deile due uguaglianze, si pud
procedere per induzione sulla formula originaria effettuando la veri
fica diretta per n=1 e procedendo poi cosi:
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1.83 Dimostrare che,

.84

ntl It n
ok 2 X g% i) ? = (T kD4 (m)(m1) ? =
k=1 k=1 x-1
n +1
= ( £ k) Z4n(nt1) 2+(nt1) 2 = (2 k)2 42 E£§—~l (n+1)+(nt+1)? =
k=1 k=1

n i I ntl
= (2 ®)2+2(Z K)(ntl)+(nt1)?=( I k+(nt1))%=( ¥ k) ?]
k=1 k=1 k=1 k=1
qualungue sia neN, 11 numero
n*+n & pari.

[12+12 pari. Supponiamo ora che k2 +k sia pari; allora
(k+1) 2+ (k+1)= k% +3k+2 = (k? +k) + 2(k+1)

& anche un numerc naturale pari |

Lz seguente proprietd & manifestamente falsa:
< Comunque si scelgonoc due numeri naturali a,b
risulta sempre a=h >

Indichiame con n il pilt grande tra due numeri
naturali a,b, ciocé& n=max {a,b}. Altrettanto fal
sa risulta la seguente proposizione: << Comunque
si scelgono due numeri naturali a,b, posto n =
= max {a,b}, risulta a=b=n »

E' ovvio che la proposizione & falsa, perche ad
esempio max {4,7} = 7, ma 4 # 7. Diamo di segui
to una dimostrazione shagliata basata sul prin-
cipio di induziore. 8i chiede di trovare l'erro
re nella dimostrazione proposta.
"TEOREMA" - a,beN; max {a,b} = n =>

a=b=n.

"Dimestrazione”. Procediamo per induzione su m.
Se n=1 il tecrema & verc; infatti, se max{a,b}=
=1, essendo a,b interi positivi deve essere a=
=b=1.

Con il metecdo di induzione supponiamo vero il

teorema per n=k:

max {a,b} =k => a =bh = k.,
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Per verificare il teorema con n=k+1 siano a',b’
due numeri mnaturali tali che max {a',b'} = k+1.
Occorre provare che a'=b'=k+1. A tale scopo po-
niamo a=a'-1, b=b'-1. Risulta max {a,b} = max
ia',b"} - 1 = k. Per 1l'ipotesi di induzione ri-
sulta a=b=k. Dato che a'=a+1l, b'=b+1, si ottie-
ne infine a'=b'=sk+1.

[L'errore non & nell'aver posto convenzionalmente N={ 1,2,3,... } ,in
vece che N = {0,1,2,3,... ) ; perch2, con la seconda scelta, avrem-
mo potuto applicare il metodo di induzione partendo da n=0,invece de
da n=1, con una dimostrazione identica nella sostancza.

L'errore & nel non aver verificato se tutti i numeri considerati ap-
partengono all'insieme N. Infatti, a',b' €N; & vero che anche a=a'-1
b=b'-1 seno numeri naturali?

Per ben comprendere l'importanza di questa verifica il lettore rileg
ga la seconda parte della "dimostrazione" proposta nel caso partico-
lare k=1 |

Dimostrare per induzione che, per ogni n, valgo
no i seguenti raffinamenti della disuguaglianza
di Bernoulli

(a) (i+a)® > l+na+ “(Tzlﬁ

2

a®, per ogni a > 0

(b} (1+a)n > l+na+ EL%;LL a? + n(n—l%(n-Z} a?,
per ogni a>- 1.

[ Tener conto, nel caso (a), che & a 321 0, mentre, nel caso (b),utiliz-

zare che & a* >0 ]

n{4n?-1)

n
Dimostrare che % (2k-1)2=
k=1 3

{si pud procedere per induzione, oppure si pud dedurre il risultato
da 1.81 mediante la relazione
in

n n n 5 n
T o(2k-1)2=F k*- % (k)?= T k-5 L x? ]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1



Capitolo 2

RICHIAMI DT TRIGONOMETRIA

2A. Definizioni

Due semirette r,r' con vertice in uno stesso pun-
to 0 dividono 11 piano che le contiene {(privato delle
due semirette} in due parti; tali parti vengono chia-
mate angoli (figura 2.1).

ri

N r

figura 2.1

Se le due semirette coincidono, cicé se r=r', al-
lora una delle due parti in cui & diviso il pianoc &
vuota; in tal caso l'angolo non vuoto & chiamato ango
lo giro. Per convenziomne, la misura in gradi dell'angolo
giro & 360, e si scrive 360° (360 gradi).

In figura 2.2 & disegnato l'angolo gire ed alcuni

suol sottomultipli interi.La meta dell'angolo giro & chia
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mata angolo piatte, misura 180° e corrisponde a due se
mirette r,r' allineate con versi opposti. La quarta
parte delli'angolo giro & chiamata angolo rettc e misu
ra 90°. E' noto dalla geometria che & possibile asso
ciare una misura in gradi a qualsiasi angolo pianc.

figura 2.2

0ltre che in gradi, & utile misurare gli angoli
in radianti. Per far cid, consideriamo la circonferen
za di raggie 1 con centro nel vertice 0, punto di 1in
contro delle due semirette r,r', come in figura 2.3.

misura
deil *angolo
in radianti

figura 2.3
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La misura in radianti di un angolo & la lunghezza dell'ar
co di circonferenza intercettato dalle due semirette. Dato
che la lunghezza di una circonferenza di raggio 1 &
2m, 1l numero 27 & appunto la misura in radianti del
1'angolo giro, 7 & la misura in radianti dell'angolo
piatto, /2 & la misura in radianti dell'angolo ret-
to.

Poich& un valore numerico approssimato di e’
3.14, un angolo giro misura pit di 6 radianti,un an-
golo piatto misura circa 3 radianti, mentre un ango-
lo rette misura circa un radiante e mezzo. Per lo
stesso motive un angolo di un radiante misura circa
60° (essendo all'incirca i 2/3 di un angolo retto );
pilt precisamente:

2.1 Determinare la misura in gradi di un angolo che,
espressoe in radianti, vale 1.

[Indicando con ¥ la misura in gradi delltangolo di un radiante, abbiamo
la propoxzione x : 1 = 360:2 T, da cui x = 360/27 = 180/T = 57.Quin
di un angolo di un radiante misura circa 57°; utilizzando anche i pri
mi ed i secondi, si trova piit precisamente che un radiante corri-
sponde zll'incirca a 57° 17' 44" ]

2.2 Determinare la misura in radianti degli angoli
che, espressi in gradi, valgono rispettivamente
1°, 60°.

[8e x rappresenta la misura in radianti dell'angolo di un grado, vale
la proporzione x:1 = 27:360, da cui x=T /180 = 0.017. Analogamente

un angelo di 60° misura T /3 = 1.047 radianti |

2.3 Verificare che vale la seguente tabella di corri
spondenze tra valori di angoli espressi in gradi
ed in radianti.

gradi 0°130°145°|60°|90°|180°} 270° 360°

radianti 0 |n/6ln/4)v/3iw/2] 7 (3/2)7 27
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Si & detto che un angolo & individuato da due
semirette r,r' uscenti da uno stesso punto 0 e che
la misura dell'angolo in radianti & la lunghezza del
l'arco di circonferenza, di raggio 1 e centro 0, in-
tercettato dalle due semirette. Consideriamo r come
retta di riferimento fissata e pensiamo di percorre-
re la circonferenza di raggio 1 per passare da r ad
r'.

f:i-.gura 2.4
In figura 2.4 1'angolo minore formato da r,r' &
PErcorsc 1n senso antiorario, mentre l'angolo maggiore
(tratteggiato) & percorso in senso orario. Nel  primo
caso si dice che 1l'angolo & orientato positivamente,
nel secondo che & orientatc negativamente.

Percid possiamo definire la misura di un angolo o~

rientato individuato da due semirette r,r', come la
misura dell'angolo presa rispettivamente con il se-
gno positivo o negativo a seconda che l'angolo sia

percorso da r ad r' in senso antiorario oppure ora -
Ti0.
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Allo stesso medo, nel movimento da r ad r' si
pud percorrere pil volte la circonferenza di raggio
1 con centro nel vertice dell'angolo. Ad esempio,con
sideriamo in figura 2.4 la retta r fissata e percor-
riamo la circonferenza di raggio 1 fino a raggiunge-
re la retta r'. Se andiamo in verso antiorario e ci
fermiamo al prime incontro di r', individulamo un an
golo la cui misura in radianti €& un numero a positi-
ve. Se percorriamo in senso antiorarioc la circonfe -
renza fino ad incontrare pilt volte r', individuiamo
angoli le cui misure in radianti valgoneo

gt2m, atdw, a+bT, .. a+2km, ...

=

Se invece, a partire da v percorriamo la circon-
ferenza in senso oraric fino ad incontrare la semil -
retta r', in funzione del numerc di giri otteniamo
gli angoli le cuil misure in radianti valgono

o-2mw, a-4m, a-67,..., a-2km,...

Definiamo ora le funzioni seno e cosenc. A tale
scopo consideriamo un riferimento cartesiano ortogo-
nale di assi x,y ed assumiamec il semiasse positivo
delle x (ascisse) come retta v di riferimento per mi
surare gli angolil. Consideriamc incltre un angolo o-
rientato che misura o radianti {aeR), come in uno dei
casi indicati in figura 2.5. Ricordiamo che la cir -
conferenza di riferimento ha centro nellTorigine de-
gli assi ed ha raggio 1.

Il seno di o, indicate con sen o, & I'ordinata del
punto P zulla circonferenza di riferimento che sottende un an-
golo di misura o, ci0o€ del punto P estremo dell .' arceo
di circonferenza di misura o.

I!1 cosenc di o, indicato con cos o, & l'ascissa del
punte P sulla circonferenza di riferimento che sottende un an-
golo di misura o.

Consideriamo alcuni esempl: Cominciamo con o = 0;
in questo caso il punto P & sull'asse delle x ed ha
coordinate (1,0}; in base alla definizione risulta
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Yi Y i
P -~ o
seng i sen
T —
cosa X
y } y 4
43
cosa o COS & -
| X : X
I send sena |
P a P

figura 2.5

sen 0=0, cos 0=1. Troviamo lo stes

¢=2T, oppure per o =- 27; cioé&
sen 27 = seh(-21} = sen 2km
cos 27 = cos{-271) = cos 2km

Se invece a=1n/2 il punto P si

sc¢ risultato Der

=0, vkeZ;
=1, vkeZ.

trova sull'asse v

ed ha coordinate (0,1)}; percid sen(n/2)=1,cos(m/2)=0.

Allo stesso modo si verifica c
sen m =0 , cos T =
sen(3/2)7m=-1, cos (3/

Dalla stessa definizione segue
SEeno e cosenc sono periediche di pe

sen (a+2w) = sena, cos{a+2n

2.4 Stabilire per quali valori di

he

- 1 ;
2im = 0

che 1e funzioni
riode 2w, cioce

)= cosa, YVa.

ae[0,2m] risulta
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J

{a) sena= 0 {(b) sen o>0 {(c) sen o < 0

[(a) @=0, a=T7, @=2T; (B) 06 < o < T; (c) T<A<2mT]

Stabilire per quali valori di awe[0,27] risulta
{a} cos a=0 {(b) cos a>0 {(c) cos ax<0
[(a) a=m/2, o=(3/2) T; (b) 0<0a<T/2 e (3/2)7 <
< o< 2m; (¢) Mz < o< (3/2)T)
Determinare tutti i numeri reali « per cui risul
ta
(a) sen a = 0 (b) cos a = 0
[(a) @=kT, VEKEZ; (b) Q=T/2+k T, ¥k € 2]
Determinare tutti i numeri reali a per cui risul
ta
{a) sen a = 1 | (b} sen o =-1

[(a) a=m/2 + 26T, ¥k €2; (b) @=(3/2)T+2k T Vkez]

Determinare tutti i numeri reali o per cui si ha
(a} cos o =1 (b)Y cos a = - 1

[(a) a=oxm,vkez; (b) a=(2k+1)TM, YKk €7 ]

Stabilire per quali numeri ce[0,2n] risulta sena
= cosda.

(1 /4, (5/6) w]

.10 Utilizzando la definizione delle funzioni seno

e coseno verificare che
{a) sen(-a)=- sena {b) cos(-gl)= cosa

La tangente di o, indicata con tga, & definita median

te il rapporto
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sen o

tga =
g cCOSs o

Naturalmente il denominatore cos « deve essered
verso da zero e cid accade per a # m/2 + km, con keZ.
Quindi la funzione tangente & definita se 11 suc ar-
gomento o & diverso da w/2 + km. ’

Analogamente si definisce la cotangente di o, indi
cata comn cotg a, mediante i1 rapporto

cotg a = £os o s a # k.
sen o

Le funzioni tangente e cotangente sono periodi -
che di periodo m, cio&, per ogni o per cul scno defi
nite, risulta '

tgla+m) = tg a , cotg(atm) = cotga.

2B. Elenco delle principali proprieti

Per comodita del lettore indichiamo di seguito
alcune tra le principali proprietd delle funzioni trd
gonometriche sen a,cos o, tg o, con sole alcunl cenni
di dimestrazione. Daremo ulteriori elementi di dimo-
strazione neil paragrafi successivi.

Dalla definizione del seno e del coseno risulta
immediatamente che

(1) -1 < sena <1, -1 < cosu< 1, VaceR;

Cid si pud scrivere 1in modo equivalente cen il valo-
Te assoluto (si veda l'esercizic 3.27):

(2) | senal< 1, |cosaf< 1, VoeR.

Altre disuguaglianze molto utili, sonoc le seguen
ti per la funzione seno:

(3) sena < a, Va > 0; |senai<|al, VaeR.
La relazione fondamentale tra seno € cosenoc £:

(4) sen®a + cos?a = 1 , YaeR;
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tale formula segue dal teorema di Pitagora applicato
al triangolo rettangolo di cateti |sena|, |cosa| in
figura 2.5 (si ricordi che l'ipotenusa & lunga 1).

Utili sono anche le formule di addizione (dimostra-
te nel paragrafo 2D):

(5) sen {(a+B) = sena cosP + seénf cosa ,
(6) cos (a+B) = cosa cosf - sena senp ,

e le formule di sottrazicne:

(7) sen{a-B) = sena cosp - senf cosa ,
(8) cos(u-p) cosg cosPf + sena senf

Ponendo B=a melle (5), (6) si ottengomo le formu
le di duplicazione :

(9) sen 2¢= 2sena cosa ,
(10) cos Z2a= cos2a - senig

Altra conseguenza delle formule di addizione e
sottrazione (si veda l'esercizio 2.28) sono le formu
le di prostaferesi:

{(11) sen p + sen q = 2 sen E%Q cos Eég ,
(12) sen p - sen q = 2 sen Eéﬂ cos 259 ,
(13} cos p + cos q = 2 cos E%ﬁ cos Eéﬂ ,
(14) cos p - cos q =-2 sen E%Q sen Béﬂ
Circa la tangente,dalla definizione tga=sena/cosa, e
dalle corrispondenti formule per SEeno e co-

seno, si bttengono le formule di addizione, sottrazione
e duplicazione per la tangente

(15) tg(dﬂ?:) _ M tg(a_B): M_

1-tgotgh ’ l+tgatgp ’
_ 2 tgo
(16) tg2a T-tg’a

Le formule seguenti esprimono sena, cosa, tga co
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me funzione razionale di tg(a/2) e sono utili, ad e-
sempic, per risclvere per sostituzione alcuni inte -
grali indefiniti od alcune equazioni trigonometriche
(si veda 1'esercizio 2.47). Posto t=tg{a/2), si ha:

2t _1-t? foq - 2t
cosa = 777 o ga = T3

{17) sena =

Riportiamo una tabella di wvalori del seno, cose-
no e tangente per alcuni angoli particelari. All'ini
‘zio del paragrafo successivo & indicato il metodo per
ricavare tali valori.

o radiantij| © /6| w/4| /3 w/2 T [{(3/2)n] 27
o gradi 0°] 30°| 45°| 60°| 90° {180° 270° {360°¢
sena 0 1/21/2/2|V3/2 1 0 | -1 0
cosa 1 {V/3/2|v2/2| 1/2 0 -1 0 1
tga 0 |V3/31 1 | /3 gﬁ;niz 0 <;§§;§;a 0

I valori della tavola precedente possono -essere
riportati in un riferimento cartesiano come nelle fi
gure 2.6, 2.7, 2.8, ottenendo alcuni punti {eviden -
ziati nelle figure)} appartenenti rispettivamente ai
grafici delle funzioni seno, cosenoc e tangente.l gra
fici completi si disegnanc in modo precisco facendo
uso delle derivate.

y i

¥ = sen x
\E/Z --.._l_:__'________ —
¥2/2 —A—— -

ver— 3n

figura 2.6
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¥ = COsx

figura 2.7
i :
y; | y = tgx
: |
] | :
(I :
[ ! :
33+ I | /
H | I |
E : | [ i -
mxnom 2 '3z noox
64 3 |2 ] 2
| :
| |
| |
| i
|
|
|
figura 2.8
Nel leggere le figure 2.6, 2.7, & utile te-
ner presente i valori approssimati vZ/2 = 0.7, ¥3/2=
= 0.87; mentre in figura 2.8 sono utili i valori

v3/3 = 0.58, /% = 1.7%3.
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20. Risoluzione di triangoli rettangoli

Nella tavola proposta nel paragrafo precedente
sono indicati i valori di senc, cosa, tga in partico
lare per o = 30°, 45°, 60°. Di seguito proponiamo la
verifica di tali valori.

2.11 Verificare che sen (mn/6) =

figura 2.9

[ 8i consideri la figura 2.9, dove & disegnato un triangole rettagolo
ABC avente l'ipotenusa di lunghezza 1 ed un angolo di 30°. Dato che
la somma degli angoli interni ad ogni triangolo vale 180°, 1'angolo
in B vale 60°. Percid, il triangolo BCB', disegnato in figura 2.9 rad
doppiando il triangolo iniziale, ha i tre angoli uguali ed & quindi

equilatero; dunque il lato BB' & lungo 1, ciog AB = 1/2 ]

2.12 Verificare che sen {(n/4) = vZ/2.

B -
1
sen 45°
45¢
C A
figura 2.10

[Si consideri in figura 2.10 il triangole ABC, rettangolo in A. Dato
che la somma degli angoli interni al triangolo vale 180°, 1'angolo
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in B vale 45° come 1'angole in €. Percid il triangolo & isoscele e
gﬁ = CA. Per il teorema di Pitagora 1 = 482 + CA?-2AB %, da cul
AB 2 = 1/2, ciod AB = 1/ v2 = +2/2]

2.13 Verificare che sen (n/3) = /3/2

figura 2.11

[ 11 triangole BCC' in figura 2.11, ottenuto raddoppiando il triangolo
rettangolo ABC, & equilatero. Percid CC' = 1 ¢ Uh = 1/2. Per il
teorema di Pitagora sen 60°=AB = v CB ? - ca 2 = 3/2 ]

2.14 Verificare che

T V3 T 42

(a) cos 6 = 3 (b} cos e
m_ 1
{(c) cos 7 - 5

[ 51 pud procedere in modo analogo a quante fatto rispettivamente ne -
gli esercizi 2.13, 2.12, 2.11]

Consideriamo un triangole rettangolo ABC, rettan
golo in A, come in figura 2.12. Per semplicita di di
segno supponiamo che il 1lato CB abbia lunghezza mag
giore di 1.

Con centre in C tracciamo una circonferenza(tratteg
giata in figura)di raggio 1 che incontra CB in B';sia poi A’
il piede della perpendicolare al cateto CA passante per
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B'. Per definizione risulta senc = A"BY, cosa = C

B

cose Al
figura 2.12

Per le proprieta dei triangeli simili (i triango-
11 ABC e A'B'C somo simili perché hanno angoli corri-
spondenti uguali fra loro) vale la proporzione A'B' /
CB' = AB/CB. Dato che CB' = 1, risulta quindi

sen ¢ = A'B' = AB/CR .,

I

Si ricava quindi che AB = CB sena. Abbiamo percid
verificato che in un triangolo rettangolo la lunghezza di un
cateto & uguale alla lunghezza dell'ipotenusa per il seno dello
angolo opposto.

Analogamente per 11 coseno si ottiene

cosa = CA' = CA'/CB' = CA/CE ;

ciogd CA = CB cosa. Quindi in un triangelo rettangolo Ia

r

lunghezza di un cateto & uguale alla lunghezza dell ipoternusa

per il cosenoc dell’angole adiacente.
Dividendo membro a membro le due relazioni trova-
te: AB = TB sena, CA = CB cosa, otteniamo

AR _ sena _ .
CA cosqa g%

cio2 AB = CA tgo. Quindi in un triangolo rettangolo la lun
ghezza di un cateto & uguale alla lunghezza dell'altro cateto

per la tangente dell’angolo opposto.
Ricordiame infine la relazione fondamentale
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sen®a + cos®a = 1,

che si ottiene dal teorema di Pitagora applicato al
triangolo rettangoloc A'B'C in figura 2.12. L'eserci-
zio seguente si risolve mediante tale identitad fonda
mentale.

2.15 Verificare le identita

1
2
sen-o

(a) 1l+tg?a = (b) l+cotg?a =

cos?a

2D. Formmale di addizione e conseguenze

Le formule di addizione e sottrazione {dette an-
che soltanto formule di addizione) sono le seguenti

senf{azR) = sena cosB + senB cosa ,
cos(a+p) cosa cosP ; sena Seng

tg (axp) = (tge + tgB)/(1 + tgo tgh).

Indichiame come dimostrare tali formule, limitan
doci per semplicitd al caso in cui gli angoli o,R so
no positivi e a+B < n/2.

4

Uy —

|
|
|
i
|

o E H A
figura 2.13
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Con riferimento alla figura 2.13 risulta

sen a = AB , cos a= DA

sen f = CD , cos B= 0C ,
sen (a+B) = ED , cos {a+B) = OE

Inoltre l'angolo segnato in D vale o perché i 1lati
sono perpendicelari a quelli corrispondenti all'ange
le in 0. :

Per dimostrare la formula che esprime sen (o + B)
scriviamo:

sen (a+8) = ED = HC + KD

-

I1 segmento HC & 11 cateto opposto all'angolo «
del triangolo rettangolo HCO, la cui ipotenusa wvale

"0C = cosf. Percid:

HC = 0C sena = cosB sena
Analogamente KD = CD cosa = senf cosa, che, in-
sieme alla relazione precedente, prova la formula di
addizione sen{a+B) = sena cosp + senf cosa.

2.16 Con riferimento alla figura 2.13, dimostrare la
formula di addizione relativa a cos(a+B), con
o,B>0, a+B < 7m/2.

[Con i simboli della figura 2.13 risulta cos«{(O+ B ) =OE = OH - KG . I
noltre OH = OC cos®® = cos B cos @, KC = €D sen® = senf send |

2.17 Dimostrare la formula di addizione relativa a

tg(a+B).
[Utilizzando le formule di addizione relative al seno ed al coseno ab
biamo
. sen( O+ B) sen O cosB + sen B cosQ
tg( o+ B)= =
cos(a'.+B) cos Cl cosﬁ - sen O senﬁ
Dividendo numeratore e denominatore per cos O cos B si ottiene il -

risultato]
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2.18 Utilizzando le formule di addizione e sottrazio
ne dimostrare che valgono le identita

(a) sen(a-B) sen (a+R) = cos?R - cos?g

() sen{a-B) _ tga - tgB (purché tutte lIe quan-
sen{a+B) tga + tgB titad siano definite)

2.19 Verificare che risulta
VB - V2 V6 + /2

(a) sen 15° = B {b) cos 15° = 7

Verificare inoltre che la somma dei quadrati dei
valori indicati vale 1, come ci si deve aspetta
re in generale dalla relazione sen?a+cos?a=1.

[ E' utile scrivere sen 15° = sen (#5° - 30°) & poi applicare le formu

le di sottrazione. Analogamente per il coseno |

2.20 Verificare che tg 15° = 2 - /3
[ Basta utilizrzare l'esercizio precedente e pol verificare, eseguendo
i1 prodotto, che (2-V3)(ve + v 2) = V6 - V2 ]

2.21 Verificare che risulta

/8 /2 (b} cos 75° =

+
(a) sen 75° = 4 2

(c) tg 75° = 2 + /%
2.22 Indichiamo con o,B,y, (0 < a,B,y < w/2) gli an
goli di un triangolo. Verificare che
tga + tgB + tgy = tga - tgB - tgy
[ i usi il fatto che, essendo O+[B+7Y = T, risulta tg(0 +B ) =
= tg( T-Y) = - tg Y]
2.23 Verificare le formule di duplicazione

(a) senZa = 2 senc cosa
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(b} cos2a = cos?a - sen?a (=1-2sen?a=2cos?a-1)
{c)} tg2a = 2tga/(1-tga)

[Basta porre £=0 nelle formule di addizione. Le formule indicate in

parentesi in (b} sepuonc dalla relazione fondamentale sen’® Q4cos %2 =

=1 ]

2.24 Verificare 1le identita {dette formule di tripli
cazione):
(a) sen 3a = 3sena - 4senda

4cos®a~ 3cosa

(b} cos 3a

[ cominciare con il porre B =2 4 nelle formule di addizione ]

2.25 Verificare che, per a # n/2 + k1, valgono le i-
dentita

{a) cosZ2a = (1-tg2a)/(1+tg?a)

() (1+tga)? _ 1 + senZa

2 1 + cos?a

]

.26 Verificare le identiti

{a) sen (m+a) =-senan (b} cos (m+a)=-cosa
{¢) sen (m-a) = sena (d} cos (wm-a)=-cosa
{e) sen (% - a)=cosa (£} cos (% -a)=sena
{g) 5en (g + a)=cosa (h) cos (g +ta)=-sena

[\Ferifichiamo ad esempico la (a): Per le formule di addizione si ha:

sen {T+X ) = sen T cosC + cos T senl¥ = sen(j_l]
2.27 Verificare le identita
(a) tg(m-a) =-tga {(b) tg(% ta)= } cotgo

2.28 Utilizzando le formule di addizione verificare
le formule di prostaferesi:
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+ -
{(a) senp+ senq= 2 sen EEQ COS EEQ
- +
(b) senp- senq= 2 sen EEQ CoSs EEQ
+ -
(c) cosp+ cosq= 2 cos BEQ CoSs BEQ
+ _
(d)} cosp - cos q=-2 sen EEQ sen EEQ

[ Ponendo o = (ptq)/2, B = (p-q)/2, si ha o +B =p, & -P =q. Ponendo
tali valori nelle formule di addizione relative a sen( Q.+ )abbiamo
ptq p-q ptq P-q
senn p = sen — ¢os — + cos — sen — ,
2 2 2 2
ptq p-q Ptq p-q
5en q = sen —— <05 — - g — 5en - .
2 2 2 2

Sommando membro a membro le due relazioni otteniamo (a}, sottraendo
otteniamo (b). Si procede in modo analogo per ottenere (c), {d) a
partire da cos (0GR )]

2.29 Mediante le formule di prostaferesi verificare

2.

30

le identita

sena + senf tg a+B  cosB - cesa
cosa + cosB =2 sena - senP

Facendo uso delle formule di duplicazione (e-
sercizio 2.23) verificare che, posto t=tg{a/2)
con a # (Zk+1)w, risulta

| -t2 2t

1
(b) cosa = Tic? {(c) tga= 1-t2

{a) senag= 2t
1+t?
|: 3i serivano le formule di duplicazione relative all'angolo /2, in-

vece che (& . Con tale sostituzione {¢} corrisponde esattamente alla
(¢} dell'esercizio 2.23, Per le {a), (b) abbiamo

a 61 2 O
sen():=259n;cos-2—, cos O = ¢cos” — - sen

2 &
2
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Dividendo per 1 = sen® (¢ /2) + cos 2 (0. /2) e poi, dividendo ancora

numeratore e denominatore per cos? (@ f2), otteniamo

_2sen (@/2) cos ((@/2) 2 rg{ a/2)
sen 2 (@ /2)tcos? (0 /2) tg2(af2) + 1

sendl

a _cos Z(0/2) - sen F(a/2) 1 -tg?{a/2) 1
o8 T sen 2 (/2) + cos 2(a/2)  tglla/z) *1

Negli esercizi 2.47, 2.48 & proposta un'applica-
zione delile formule dell'esercizio precedente.

2E. Eguazioni trigonometrxriche

Una eguazione & un'espressione del tipo f(x) = 0,
con £(x) funzione (reale di variabile reale} assegna
ta. Una soluzione dell'equazione & un numerc treale X
per cui £(x)} = 0. Risolvere un'equazione significa
determinare tutte le sue soluzioni. Se £(x) & una fun
.zZione trigonometrica (senx, cosx, tgx) od & espressa
mediante funzioni trigonometriche, diremo che la cor
rispondente equazione f(x) = 0 & un' equazione trigono-
metrica.

Le seguenti si diconc equazioni trigonometriche ele-

mentari:
sen X = a, CosS X = a, tg x = a,

dove a & un numeroc reale assegnato. Per scrivere cor
rettamente tutte le soluzioni di tali equazioni & u-
tile far riferimento ai grafici delle funzioni senx,
cosx, tgx e tener presente che tali funzioni sono pe
riodiche.

Cominciamo con senx = a, a¢R, facendo riferimen-
to alla figura 2.14, dove sono disegnati in uno stes
so sistema di assi cartesiani x,y i grafici della fun
zione ¥ = sen X e della retta v = a, per tre di-
versi valori di a.
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y i
V=2a
1 ¥ = senx
™ oS vt
-1 _-7/2 i ! AN .
—T—Xy : Xo ® T—Xg Zr X
' 2
g .
y=a
figura 2.14

Otteniamo 1l seguente schema di risoluzione

sen x = a
<{=>»

a > 1 oppure a<-1

sen x = a >

-1 <a <1

2.31 Risolvere le equazioni

nessuna scoluzione;

scelto x,e{-n/2,n/2]ta
le che senx_=a, le so-
luzioni somno x_+2km,
M-x,t2km VkeZ,

{(a) sen x = V2/2 {(b) sen x =-1/2
¥
V2
11 /—-""""'-\ ""_2'
_n ! r\\\\\\\ 7x
5 | . t 5
! 3 wN | X
: T T 7T \
=_1
-1 y= 2 v
y = senx

figura 2.15
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[(a) Risulta sen x = 1/5!2 per x = /4. Leggendo il grafice in figu-
ra 2.15 si trova che sen ¥ = ¥ 2/2 anche per x = T - T fa=(3/4)1.
Dato che la funzione sen x & periodica di periodo 27T s tutte le so-
luzioni dell'eguazione data sono x = T/4 + 2kT, x = (3/4) 42T,
¥k € Z; (b} Ricordiamo che sen x = 1/2 per x= TM/6; dalla fipura
2.15 s1 legge che sen x = - 1/2 per x = -~ T /6 & x = T+ /6=(T/6N.
Per la pericdicitad le soluzioni dell'equazione data sonc x=-T /&i2k T
(che si pud scrivere in modo equivalente x = {11/6)T+2k T )l e x =
= (7/6)T + 2k T ,Vke Z ]

2.32 Risolvere le equazioni

(a) sen x = 0 (b) sen x = 1 {c) sen x=2

[ (a) ¥~k T, ¥k €2; (b) x = T /2 + 2kT, ¥keZ; () nessuna soluzig

ne ]

Consideriamo ora 1l'equazione cos x = a, aeR, e
facciamo riferimento alla figura 2.16.

Y

1 ¥ = COsx

figura 2.16
Otteniamo il seguente schema di risoluzione
cos X = a

<=> mnessuna soluzione,
a>1l oppure a<-1
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€os X = & —> scelto x,¢[0,n} tale che
-1 < a<1 cos X, = a, le soluzioni
~ e > sono X = * x, +2kw, VkeZ.

2.33 Risolvere le equazioni
(a) cos x = ¥3/2 (b) cos x = 0
{(a) == £ T/s42em, vk IE Z; (B x= * T/2+ 2kT, Vk€Z, - che
si pud scrivere in modo equivalente x = T f2+kT , VKE Z]
2.34 Riscolvere le equazioni
(a} cos x =- 1/2 (b} cos x = 1
[(a) x= + (2/3)1 + 2kT; (b)) x = 2T ]

Facciamo riferimento alla figura 2.17 per l'equa

zione tgx = a, con aeR .
Y4

|
|

1}

§

|

|

i
Xa

mi::i

I
2

y= tgx

l
I
|
I
|
|

figura 2.17

Otteniame le soluzioni seguenti

scelto x,e(-m/2,1/2) tale che
tg x=a <{=> tgx,=a, le soluzioni sono x =
= x, + km, VkeZ.
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2.35 Risolvere le equazioni
(a) tg x =0 (b) V3 tg x = 1

[(a) x =km, (b) x = MTi6 + k 7]

2.36 Risolvere le equazioni
(a) 1 - tg x = 0 (b) sen x + cos x = @

[(a) ¥=T /& + k T3 (b} 1'equazione data equivale a tg x =-1, che ha
per soluzioni x=- T f4+kT ]

Negli esercizi che seguono proponiame la risclu-

zione di alcune equazioni trigonometriche pin genera
1i.

2.37 Risolvere le eguazioni trigonometriche
{a) sen?x =1 (b} 2 cos?x - 1 =0

[(@)x= M/2+kT; (b) x= % M/6 + 2k T e inolive x=2{3/8)T +
+ 2k T, che si pud anche serivere : x = T/4 + kT ]

2.38 Risolvere le equazioni
(a) sen?x = senx (b) 2 cos?x - 3 cosx+1=0

[(a) Attenzione a non semplificare entrambi i membri per senx, percheé
in tal caso si perdono le soluzioni corrispondenti & senx = Q. Le so
luzioni dell'equazione data sono x = kK 11 e x=T/2 + 2k T; (b) Si
tratta di una equazione di secondo grado in cos x. Risolvendo rispet
to a cosx si trova cos x = 1 oppure cos ¥ = /2. Percid le soluzioni
dell'equazione data sono x = 2k T e x= + T3+ ZRTT}

2.39 Risolvere le equazioni trigonometriche

(a) cos?®x + 3 sen x - 3=0 (b) 2sen?x+7 cosx=8

2 2

L {a) Ponendo cos* x =1-sen 2z si ottiene una equazione di secondo gra

do in senx che, risolta, da sen x = 1 gppure sen X = 23 sen x=1 ha
per soluzioni ¥ = T /2 + 2kT , che sono anche le soluzioni dell'equa
zione data, perch® sen x = 2 non & verificata da aleun valore reale

2

di x; (b} Ponendo sen °x = 1 - cos 2 %, si verifica che non c¢i sono
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.40

A1

.42

.43

.44

.45

.46

soluzioni ]

Risolvere le equazioni trigonometriche
{(a) 2 sen?x = cosx + 1 (b) sen?x = cosx - 1

[(a) £ T/3+ 2k, T +2&T; (b) 2kT )

Risclvere le equazioni
(a) tg?x - tgx = 0 (b) tgx +cotg x +2=0

[ (@) kT, T/&+kT, (b)-7/6+kT ]

Risolvere le equazioni trigonometriche
(a) tg x+sen x =l+cos x (b) l+sen?x=tg2x+cos?ix

[(a) ™ + 26T, T/4+kT3 (B) k T, T/4+ k7 /2 ]

Risolvere le equazioni trigonometriche

(a) sen?x=2cos2x-1/2 (b) sen?x+cos?y = 2

[y £ m/a+xT » (b) la risposta & immediata senza alcun conto:
nessuna soluzione ]

Risolvere le equazioni

(a) sen 2x - cos x = 0 (b} cos 2x - sen x=0

[ Utilizzare le formule di duplicazione |

Determinare le soluzioni delle equazioni

{(a) sen x-cos x-tg x=1 {(b) 1-4 senx cosx = 0

T Nessuwie -oluzione, date che sen? x=1 solo se cos ¥=0; (b) Con la so-
stituzione 2sen x cos ¥ = gen 2x si trovano le soluzioni x=T/12+kT,
¥=(3/12)T + k7]

Risolvere le equazioni trigonometriche

(a) 2 cos?x + sen?2x=2 (b) 2 cos x+cos-2x=1/2

[(a) /s + R W/2, RmM; (b) £ /3 + 2k7)
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2.47 Risolvere le equazioni

Z.

e ]

.48

49

.50

(a) sen x + cos x=1 (b) sen x - cos x =1
[ conviene scrivere le equazioni date in funzione di t=tg(x/2),ponendo
2 2 2
sen x=2t/({1+t <)}, cos x = (1-t°)/(1+t°) .

Hell'effettuare tale sostituzione occorre verificare se si scartano
eventuali soluzioni corrispondenti al caso in cui tg{x/2) non & defi
nita, ciocé %/2 = M /2 + k T, cicé ancora x=T +2k T .

{a) x = T+2K T non & scluzione dell'equazione data. Scrivendo la
equazione corrispondente in funzione di t = tg(x/2), si trova 2t z .
- 2t = 0, che ammette le soluzioni t=0 e t=1. Essendo t=tg(x/2), ri-
sulta infine x=2kTe x= T /2 + 2kT ; (b) con la sostituzione Tg(x/2)-
=t £i trova t=1l, da cul =T /2 + ZkV . Inocltre l'equazione data am-

mette anche le soluzioni Tr+2kTT:|

Risolvere le seguenti eguazioni trigonometriche
con il metodo indicato nell'esercizio preceden-
te

(a) V3 sen x + cos x=1 (b) sen x+2cos x-1=0

[(a) 2T, (2/3)T + 2k T3 (b) T/2 + 2kT]

Risolvere le equazioni

(a) cos x + cos 2x + cos 3x = 0
(b} sen x + sen 2x + sen 3X 0

[Utilizzare le formiule di prostaferesi (a) T /& + k T /2, + (2/3) T +
+2kTM; (b)Y kT, EM/j2 4 2kT , * (2/3) THZKRT ]

Risolvere le equazioni trigonometriche

{a) sen x + sen 3x=0 (b} sen x=sen3x-Z2cosix

((a) K T/2, /2 +k T3 (b) T/b+KkT/2, T/2+2KkT]

2.51 Risolvere le equazioni trigomometriche

{a) sen x + sen {m/2+x)=0 {b) 3 sen®x=cos?x
(c) 4sen?x-8cos x+1=0 (d) tg(x+n/4)=2+3tgx
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[(a)- T/a+kT; (b) £+ M/6+kT; {c) * T/6+ 2kT;

(d) £+ T/e+%k 1]

2.52 Determinare le soluzioni delle equazioni

(a} senfcos x)=0 (b) sen (sen x) = 1

[ (a) Ponendo cos x=t, 1'equazione sen t=0 ha per scluzioni t = kT,

con k €Z. Se k # 0, 1l'equarione t = cos x=kT non ha soluzioni, per-
¢hé i valori della funzione cos x sono nell'intervallo [ —1,1] Jmen=
tre k T & esterno all'intervallo [*3,3 1. 8e k =0, l'eguazione
cos ¥ =0 ha come soluzioni x=T/2 + kT, che sono quindi le soluzia

ni dell’equazione data; (b) nessuna soluzione |



Capitolo 3

DISEQUAZIONT

3A, Disegquazioni di primo & di scecondo

grado
Se m € un numero naturale, un polinomio p{(x) di
3
grado n & un'espressione del tipe
_ n n-1
p(x) = a,x"+a  x T 4...+ax + a,

dove x & la variabile {(che supponiamo reale)} e a,

per k=0,1,...,n, sono i coefficienti {che supponiamo
reali), comn a ¥ 0.

Una disequazione algebrica & una espressione di uno
dei seguenti quattro tipi:

p(x} > 0, p(x) >0, p(x) <0, p(x) <o,

Notiamo che, pur di cambiare il segno a tutti i
coetficienti del polinomio p(x) (il che equivale a
considerare il polinomioc -p(x)), ci si pud sempre Ti
condurre ad una disequazione del tipo p(x) > 0, oppu
re p(x) i Q.

Alle scopo di elencare alcuni metodi risolutivi
per le disequazioni algebriche, andiamo per ordine in
base al grado del polinomio.

Consideriamo una disequazione algebrica di primo
grade, ad esempio del tipo
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ax + b > 0, con a # 0.

Dopo aver scritto la disequazione nella forma equiva
lente: ax >-b, si divide per il ccefficiente a. Oc -
corre tener conto del segno di a, perché, dividendo en-
trambi i membri di una disegquazione per una gquantita a # 0,
il verso della diseguazions rimane invariato o cambia a secon-
da che a sia positive o negative. Nel nostro caso si ot-
tiene:

ar0: ax+b » 0 <=> ax >-b
a<{: axtb > 0 <=> ax >-b

3.1 Risolvere le seguenti disequazioni di primo gra-

do:
{a) x+5 > O (b} 3x + 7 >0
(¢} 5-x > 0 (dy -x - 7 >0

[(a) x >-5; (b) x >-7/3; (¢) ®x <5; (d) x <-7 ]

3.2 Risolvere le seguenti disequazioni di primo gra-

do:
{(a} 2x+1 > 0 (b) 2x+1 < 0
(¢} -x >0 {(d}) 2Zx-4 < 0

[(a) x 21423 (b)Y x < - 1/2; {(cyx < 0; (d)x = 2 i

3.3 Risolvere le seguenti disequazioni

(a)y 3x + 4 - x + 1 <x -6
X 1 3 5
Sl Bl = +
by S rgryxzygxrz
(c)y = -7 -2x < 7 - x

(d) x + 7 + 2x <7 -~ X

[ta) x <~11; (b} dopo aver semplificato, la disequazione data si scri
ve 1/3 > 2 che & una relazione falsa, indipendentemente da x; quindi
{(b) non ha aleuna soluzione; (c) la disequazione data & equivalente al
la scrittura -7 < 7, che & vera indipendentemente da x; quindi tutki

i numeri reali x risolvono (¢); (d) x = O ]
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Una disequazione {(algebrica) di secondo grade &,ad
esempio, del tipo

ax? + bx + ¢c > 0, con a # 0.

Per risolvere tale disequaziocne & opportunc con-
siderare il discriminante, © delta , definite da A=b?-
-4ac, e distinguere i casi in cui 4>0, A=0, 4<0.

™

1° caso: A>»0. Se il A & positivo,l'equazione ax?®+
+bx+c=0 ammette due radici reali distinte x,,x, defi
nite da

-b-/H2-dac _ ~b+vb%-4ac

X, = X
L 2a ? 2 2a

Verifichiamo che vale la scomposizione:

ax?+bx+c = a{x-x,)(x-x,) ;

infatti
-b-/b?-4ac -b+/b2-dac
@by ) (o) ma 2a Y- )
) ?412 [(Zax+b)+/bZ-Fac] [(2ax+b)-v/b?-4ac]
1

= 12 [(2ax+b)2-(b%-4ac)]= J; [4a?x2+4abx+4ac]

= ax? + bx + c.
Percio:
ax2+bx+c > 0 <=> alx-x,){x-x,) > 0.

Se a>0, deve risultare (x-x,)(x-x,)> 0 e cid & possi

bile se (x-x,), (x-x,} hanno lo stesso segno, cioe
se sono entrambi positivi o entrambi negativi. Le
quantita (x-x,) e (x-x,} sono positive se X > X, e

x > X,; dato che x, » x;, cid & verificato se X >X,
Analogamente (x-x,) e (x-x,) sono entrambi megativi
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se X < X,.

Se a < 0, deve essere (x-x, )(x-x,) < 0; cis & e-
quivalente a dire che (x-x,),(x-x,) hanno segno di-
scorde. Essendo x, > x,, non & possibile che x-x, sia
positive e x-x; negativo. Quindi deve essere x-x, <0
{cio®d x < x,) e x-x, > 0 (cio®d x > x,J). Quindi in que

sto caso le soluzioni sonoc tutti i numeri x compresi
tra x; e x,,

Se siamc interessati a risolvere la disequazione
ax’+bx+c < 0, possiamo ricondurci al caso precedente
camblande 1 segni di tutti i coefficienti. Natural -
mente le radici x,,x, rimangono invariate, mentre oc

corre ricordare che & cambiato il segne di a. Le so-
luzioni della disequazione cambiano in corrisponden-
za.

Riassumiamo di seguite 11 caso A=b?%-4ac > 0:

ax?+bx+c > O}

a > 0, &> 0 <= XS X & X2 Xy
ax?+bx+c > 0
a<0,a>0}<“> s XS X
ax?+bx+c <« 0

{=> X, < X < X, ;
a >0, 4 > 0} 1 27
ax*+bxte < 0 } (=2 X < X e X > X

a < 0, A> 0

Risultati analoghi wvalgono per le diseguazioni

ax®+bx+c > 0, ax’+bx+c < 0,



==

i

2° caso: & = 0. Se il discriminante A & nulle, la
equazione ax?+bx+c = ( ammette una sola radice real
o, come si dice anche, due radici coincidenti x ~x,.~
=-b/2a. Come in precedenza risulta

&

ax?+bx+c = a(x-x,){x-x,) = & {x-x,}°

Se ne deduce che, se a > 0, allora ax?+bx+c = 0
per ogni x # x,; mentre, se a < 0, allora ax>+bx+c<é
per ogni x ¥ x,.

Riassumiamo il casoc A=b?-4ac = 0 nel seguents
schema:

]

ax?+bx+c » 01
b«
}

=> X X, (=%
a >0, A=0 7%, (=x,)
ax?+bx+tc > O?
? .
{ <=> nessuna soluzione;
a < 0, A=0 ! ©
ax?+bxtc > Oi
(=3 Yxel & soluzioneg;
a>0, a=0 | e ;
ax?+bx+c > 01
(=3 =3, {=x.)
a <0, A=0 | 1 U7X
ax’+bx+c < 0| ‘
a > 0, A=0 }} =2 nessuna soluzione;
axZ+bx+c < O}
<=3 = X
a < 0’ A=0 r x # Ay ( 2) '

ax®+bx+c < 0]

— -
Ea
1l
Y
-

H
E
~—
il
o

L¥]
-

a » 0, A=0



ax?+bx+c < 0] .
! <==> Y xeR & soluzione.

a < 0, a=0 |
3° caso + A < 0. Se i1 discriminante & & mnegativo
1'equazione ax?+bx+c=0 non ammette soluzioni reali.
Nom & possibile effettuare la scomposizione del
polinomio ax?+bx+c come effettuato nel caso 4>0; pe-
rd continua a valere l'ultima parte della scomposi-
zione che guli riprendiamo:

ax?+bx+c = — [4a?x?+4abxtdac]

= 12 T(2ax+b)? - (b?*-4ac)].

Dato che stiamo suppomnendo che b?-4ac<0,nella pa
rentesi quadra appare una quantita sicuramente positi-
va.Percid il segno di ax?+bxtc & identico al segno
del coefficiente a.Si ottiene 11 seguente schema:

ax?+bx+tc » 0

a > 0, A<0 {=—> ¥xeR & soluzione;

ax?+bhx+c > 0
} =2 nessuna soluzione;

a < 0, A<0

ax?+bx+tc < 0
{=> nessuna socluzione;

[ —

a>(, A<0

ax?+bx+tc < 0 lf

a<Q, A<0 | <%:> vxeR & soluziomne.
Risultati analoghi valgomo per 1le disequazioni

ax?+bx+c > 0, ax?+bx+c < 0.

3.4 Risolvere le seguenti disequazioni di secondo grado

{a) x2-3x+2 < 0 (b) 1-x2 < 0
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(c) 2x%-3x+1 > 0 (d) x%+5x%x > ¢

@ 1<x<2; (B)x<-1 e x21; () x<1/2 ex> 1;
(dYx<-5 e x>0 |

Risolvere le seguenti disequazioni di secondo gra

do

{a) 16x%+8x+1 > 0 (b)Y 16x2+8x+1 < 0

{c] x? < 0 (d} -9x2+12x-4 > 0

[ {a) ¥ # - 1/4; (b) nessuna soluzicne; {e¢) x = O3 (d) x=2/3]

Risolvere le seguenti disequazioni di secondo gra
do

(a) x?-x+1 < 0 (b) -2x243x - 2 < 0
(¢) 3x2-7x+5 > 0 (d) -1+5x-7x2>0

[ {a) nessuna soluzione; (b) V¥Vx€R; (c) ¥x€R; {d)nessuna soluzione]

Risolvere le seguenti disequazioni di secondo ga
do

(a) 16x2+24x+9 < 0 (b) 5+dx-3x% > 0
(c) 5+4x+3x2? > 0 (d) (x+3)(6-x)< D

[ (a) x==3/4; (b) (2-V19)/3 < x < (2+/19)/3; (c) VxeR;
(A x<-5ex>6 ]

Risolvere le seguenti disequazioni

(a) (x-2)(x+2) + (x+1)2 - 1 < 0

(b) (x-2){x+2) - (x+1)? - 1 > 0

(¢} (x+132% + (x-1)% < 0

(d)  (x+1)% < (x-1)7

[ {a) -2 < x < 1; (b) Si riduce ad uwna disequazione di primo grade 1le
cui soluzioni seno x < - 3; {c¢) non ha soluzioni; (d)} si tratta di

una disequazione di primo grado con soluzioni x < O |



3B. Disequa=zioni algebriche 4i grado stu-

periocore al secondo

Non esistono metodi risolutivi per equazioni odi
sequazioni algebriche di grade n comunque elevato.In
questo paragrafo esponiamo alcuni metodi risolutivi,
che sonc validi nell'ambito delle condizioni specifi
cate.

iina disequazione di quarto grado del tipo seguen
te & detta diseguazione biguadratica:

ax®* + hx? + ¢ > 0.

i risolve tale disequazione in due passi, con la so
tituzione t = x2?. Si risolve preliminarmente la di-
sequazione at?+bt+c > 0; supponiamo ad esempio che
sia A=b?-d4ac > 0, a > 0 per cui si trovano limitazio
ai del tipo t < t,, t > t,. Ci si & ricondotti a stu

diare le due disequazioni di secondo grado x? < t, ,
x* » t,. Di seguito sono proposti alcuni esempi.

S
s

3.% Risolvere la seguente disequazione biquadratica
dx* - 17x* + 4 > 0

i ponendo x 2 =t, si risolve preliminarmente la disequazione AE® - 17t 4
+ 4 > 0. Risulta A = 289-64=225 > 0. Le due radici dell'equazione
4 7 -17t+H4=0 sono t 1 = Y4, ©, = 4; percid la disequazione nell'in
roghita £ ha soluzioni: £ < 1/h e t > 4. In corrispondenza otteniamo
fe due disequazicni di secondo grado x 2 ¢1/4,%x 2 >4. la prima
deile gue disequazioni ha per soluzionmi -1/2 < x < 1/2; ' la seconda
X< -2, x>72, In definitiva, la disequazione biquadratica ha soluzio
ni: x < -2, ~1/2 < x<1f2, x>2 ]

.10 Risolvere la seguente disequazione biquadratica
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9x* + 4x% - 5 > 0

[ Poniame x%=t; risolviamo preliminarmente la disequazione 9t 2 it

-5 >0 ottenendo L < - 1 et > 5/9, In termini della incognita x abp

z o.tenuto le due disequazioni %2 ¢-1, 2% > 5/9. La prima

- due on ha alcuna soluzione, mentre per la seconda  otteniamo



X < - JE}B, x> V5/3. Riassumendo, le soluzioni della disequa -
zione data sono x < - v5/3 e x> v 5/3 ]

3,11 Risolvere la disequazione bigquadratica
x“ - 2x* - 8 <0

[ Ponendo x2 = t otteniamo la disequazione t? ~2t-8 < 0, che ha come
soluzioni -2 < t € 4. Quindi devono valere contemporaneamente le due

disequazioni -2 < % 2, x 2 £ 4. La prima delle due & soddisfatta da

&
ogni x€ R; la seconda & soddisfatta da -2 < » < 2. L ' intersezione
dei due insiemi & costituita dall'intervalle -2 < x £

2, che rappre—.
senta 1'insieme delle soluzioni della disequazione biquadratica - da-
ta |

3.12 Risolvere le seguenti disequazioni biquadrati -

che
(a) x“-3x% > 0 (b) x"+8x%+15 < 0
{c) x*-x2+1 > O (d) x“+42x% > 0

{{a)y x ¢ - \/E, *=0, x > 1/5; {b) nessuna soluzione; (c} VxeER ;
(@) x # 0]

Un altro tipo di equazioni o disequazioni per au
& noto un semplice metodo risolutivo & quello delle
equazioni o disequazioni reciproche di quarto grado ,
che sono relative ad un polinomio p(x) della forma

p{x)=ax*+bx3+cx?+bx+ta,

ed in tal caso si parla di polinomio reciproco di prima
specie, Oppure

p{x) = ax* + bx® - bx - a,
ed in questo casoc si dice che p{(x) & un polinomic reci

proco di seconda specie.

3.13 Sia p{x) un polinomio reciproco di prima o di
seconda specie. Sia x_, una radice del polinomio.
ciog p(x,) = 0, con x, # 0. Verificare che an-



che 1/x, & radice del polinomio dato.

| Se ad eserpio p({x} & un polinomic reciproco di prima specie e di
quarto grado, allora, per ogni x # 0 risulta p{x}/» “ = p{1/x). Per-
cid, se p(x ) = O allora anche p(l}xo) =C.

Se p(x) & un polinomic reciproco di seconda specie e di guarto gradao

risulta pix)/x * =- p(1l/x) per ogni % # O 1
Per risolvere una disequazione reciproca di pri-
ma specie di quarto grado del tipo
ax*+bx¥+exiy bxta > 0,
per x # 0, si dividono entrambi i membri per x?*; con
cid non si altera il verso della disuguaglianza. Si
sttiene la disequazione equivalente

a{x2+;_1;)+b(x+;1;‘)+c>0.

ponnende t = x + 1/x, risulta

. : 1
x2 4+ = = {(x+ — )2 - 2 = t* - 7.
xE X

Effettuando le sostituzioni, si trova la disequazio-
ne di secondo grado nell'incognita t:

at? + bt + ¢ - 2a = 0.

Ricordando che t = x+1/x, occorre poi risalire ai va
lori X.

.14 Risolvere la seguente disequazione reciproca di
prima specile

2x* - Zx¥+4x-3Ix+2 = 0.

{ si verifica direttamente che x=0 & soluzione. Assumendo x # 0 e divi

2

dendo per ¥ © =i trova la disequazione equivalente

“

: L 1
2 (= + 7. ) -3 x+—)+4H>0.
£ x

Fonendo t=xt1/x, risulta x Zaifx 2 =t ? - 2, da cui 2t% -3t > 0. E'

5



una disequazione di secondo grado che ha per soluzioni t < 0 e ©>3/2.

In corrispondenza abbiamo le due disequaziemi:

1
*x + - <0, x +
L4

WMo
v
By | W

Moltiplicando entrambi i membri per x, e tenende conte del segno  di
x®, otteniame i quattro casi:

[x>0 fgx <0 [ X <0 [x <0

: HE oL >

- ] t 3 .
Lx2+1< o Ix*+1>0 [x2+1>‘EX |x%+1<=x.

I1 primo sistema non ha soluzioni; il seconde ha come soluzicni ogni
% < 0; il terze ha per soluzioni ogni x > 0; il quarte non ha solu -
zioni.
Riasgumendo, ogni x €R & soluzione della disequazione data ]
3.15 Risolvere le seguenti disequazioni reciproche d
prima specile
(a) x* -2x® + 2x? - Zx + 1 <0
{(b) x* - 5x% + 8x?% - 3x + 1 > 0
[(a) x=1; (b) x < (3-V 5)72, x=1, x » (3+ V 5)/2]
Consideriamo un polinomic reciproco di seconda
specie di gquarto grado:
p(x) = ax* + bx® - bx - a, (a # 0).

Si verifica direttamente che x=1, x=-1 sono radici
del polinomio, ciod p(1) = p(-1) = 0. Sempre diretta
mente si verifica che vale la scomposiziomne

p(x) = (x?-1)(ax?*+bx+a)

Percid, una disequazione reciproca di seconda specie
del tipo

ax*+bxq-bx-a > 0,

equivale a risolvere separatamente i due sistemi:
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4 ! b
i

[x?-1 > ¢ ) [x%-1 < C
\ax2+bx+a < 0

|ax“+bxta = 0

vere la seguente disequazione reciproca di
seconda specie

P2xd-8x¥+5x-2 = 0

| P L.
t Utilizzando la scoemposizione

7x® - 5 P 4 3x-2 = (22 - 1){2x? - gk o+ 2),

la disequazione data & equivalente ai due sistemi di disequaziond

¥Z-1>0 fx? -1<0o
3 |
<

- 5x42 > 0 L 2x 2 -5x +2 <0
I: polinomio p, (x) & x 21 positivo se x<-1, x > 1, ed & negativo

aitrimenti. Otteniamo i tre sistemi equivalenti

[ﬂ_<x<1

Jx < -1 |rx >1
. f )

l9x #-5x42 > © | 2x? -5342 50 | 2x 2-5%42 < 0

L ~

I1 polinomio p ,(x)=2x% -5x+2 & positive se x < 1/2, x > 2, ed & ne-
gativo altrimenti. NHe segue che il primo sistema ha pex soluzioni
X < -1, il se -+ x » 2, il terzo 1/2 < x < 1. Percid, le soluzio-

ni della dise~ ...icne iniziale sono: x < - 1, 1/2 < x < 1, x> 2]

eguent disequazioni reciproche d
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(d) 4x*-17x¥+8x2-17x+4 > 0
[(a) 1/2 <x<2; (b) -1<x<2-v3, 1<x<2+/3;
(¢) x £ -1, /4 <x<1, x>b; (d) %< 1/k, 3> 4]
3.19 Risolvere le disequazioni
(a} x®-7x*+12 > 0 {(b) x®-7x%*+12 > 0
(¢) x®-2x7-3x® » 0 (d) x'%-x® > 0O
{ (a) Effettuando la sostituzione x* =t, si determina il risultatc fina
le: x < - \/2_, —V? <X g L\V3_ _,x>»/'2“; {b) x < ?/3—,)() 3»/4_;
f{c) Si metta in evidenza il fattore x ®. Il risultato finale &: x<-1,
¥=0, % > 33 () x <~ 1, x=0, x> 1 ]
3C. Disequa=zioni razionali. Sistemi 4i
diseqgqua=zioni
Un'espressione del tipo

px) o 4
q(x) ’

dove p{x), g(x) sono polinomi, si dice diseguazione ra
zionale. Risolvere tale disequazione significa deter-
minare quei numeri reali x per cul p(x) e q(x) hanno
lo stessc segno; percid la disequazione data & equi-
valente ai due sistemi di diseguazioni:

JP(X} > 0 ) j’p(x) <0

b

latxy > o L alx) < 0

3.20 Risolvere la disequazione razionale

x+1

— >0
x-1

[Consideriemlo i due sistemi:

{w +1>0 i';5(+1(0

i
1 H
1:{-1)0 1:{*1(0
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[¥3)

I1 primo sistema & soddisfatto da x > 1, il secondo da x < - 1. Pex-

cid la disequazione razionale data ha per soluzioni x < - 1 e x >1 ]

Risolvere le disequazioni razionali

X + 5 1 - x
{a} —X+6<0 (b) E— > 0

[(a) -6 <x ¢ -5; (b) 0<x<l]

Risolvere le disequazioni razionali

3 - X 7V - X
(a) x + 1 z 0 (b) 4 - 3x £ 0

[ (a) la disequazione data & equivalente ai due sistemi

(EaS

I3—-xzo (3-x<0
(x+150 |x+1<o0

I1 prime sistama ha per soluzioni -1 < x £ 3. Tale intervalle & an-
che 1'insieme delle soluzioni della disequazione razionale data, per
ché il secondo sistema non ammette soluzionii (h) &/3 < x £ 7 1

Risolvere la disequazione razilonale

¥?-2x
A2 -Ax+3

[ 1a disequazione & equivalente ai due sistemi

x2-2x > 0 (x 2 _x<o0
B <
2 | 2
¥° -hx + 3 <0 S -4y + 3 >0

Consideriamo il primo sistems : la prima disequazione del primo siste
ma ha per sclizioni x<0,%>2;mentre la seconda disequazione ha per solugio-
ni 1<x<3; 1 valori di x comuni sono quindi 2<x<3.11 secondo sistema ha per
soluzian 0<x<1. Percid Bk disequaziore data ha seluzioni 2<x<3, 0<x<1 |
Risclvere le disequazioni raziomali
1 1 1

(a) 2 + —— > T = (b) .

1
> ——————
x-1 = =x+1 - 2-Xx

[ (a) E' conveniente portare tutti gli addendi a prime membro, riducen



do le frazioni a comme denominatore. Il risultato & x < -1, - x = 0,

x>»1; (b 0<¢x<1, x>2 ]

3.25 Risolvere le disequaziomi razionali

Ix2+7x+4 10 ,
(a) 2% <0 (b) Y > 6 X
[(a) - V3<x<-4/3, -1<x< ¥3; (b) x<-2,-1<x<1,
x> 2 ]

3.26 Risolvere la seguente disequazione razionale

1 1 1
x x-1 X-2 -

[0<x<1-v3/3,1<x<1+ V3/3, x>2]

Ricordiamo la definizione di valore asseluto, indi
cato con x|, di un numero reale x:

X se x > 0
x| =
-X se x <0
Risulta |x| > 0 per ogni x¢R e |x| = 0 se e solo
se x = 0. Valgono ineoltre le proprietd: |-x| = |x| ,
Ix-vl = |xj- 1yl , I|x/y} = Ix|/]|y|. Altre importanti

proprietd sono enunciate nei tre esercizi che seguo-
no.
3.27 Sia r > 0. Dimostrare che:

x| < r (==> -t < x <

[Ricordando la definizione di I x| , la relazione | x| £ r equivale

ai due sistemi

o x <0

»
v

X

1/

T “X £ r

I1 prime sistema equivale a 0 € x £ r, mentre il secondo equivale a
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®x < 0; l'unicne dei due intervalli & appunto 1'intervallo

<
<x<x]

-

3.28 Sia r > 0. Dimestrare che:

x| < r (==> -r < x < 71
3.29 Dimostrare la disuguaglianza triangeolare:

le * X2| f— |Xl| + |X2t ¥ VleXZER'

[ Prendiamo in considerazione la relazione |x | < r, giad studiata nel
1'esercizio 3.27. Ponendo r = 1 xl , risulta evidentemente | x[ <
£ |x | (in particolare vale il segno di uguale); in base all'eserci
zio 3.27 otteniamo - |x i < x< k x! ., VXER. Se x 13X, SONO nu-
meri reali, abbiamo quindi

'|x1|$X15|x1| s %, | ex, < =, |
Sommando membro a membro otteniamo
=( l X1 I+ |X 2| PExgy tx, < }X 1| +| le B
Utilizzande di muovo 1'esercizio 3.27 con r= |x 1| +| X, L, ottenia-
mo la disuguaglianza triangolare |
3.30 Risolvere la disequazione: |x+3] - 2 > 0.

[ La disequazione data & equivalente ai due sistemi

[x+3>0 { x+3¢co0
: ’ 4 -
Lx +3-2>0 [ ~(xt3)-2>0

Dal primo si ottiene x > - 1, dal secondo x < - 5. Percid la disequa
zione data ha per soluzione tutti i mumeri reali x per cui x < - 5 e
X > - 1]
3.31 Risclvere le disequazioni:
{a) 2-{x-2| = 0 (b)Y x > 2(|x|-1)

[(a) o<x<a; (B -2/3<x<z2]
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3.32 Risolvere le disequazioni:
{a) x*+2|x|- 3 < 0 (b) x2-2|x|-3 > 0
[La disequazione {3} & equivalente ai due sistemi
fx20 ' x <0 '
1 x $425-3 < 0 x%-22-3 < 0
Risolvende le disequazioni di seconde grado si ottiene
[x 20 {x <0

£
] -1 <x <3

n

4
-3 <x<1

Il primo sistema d& O < x < 1, il secondo -1 < x < 0. Percid la dise
gquazione iniziale ha per soluziomi: -1 < x < 1; (b) Procedende in
modo simile a guanto indicato per 1'esercizio {a), si trova il risul
tatot x < - 3, x > 3]

3.33 Risolvere le disequazioni:

(a) —xi

X2 )x]|-3 1 (b} 2|x2-x} > x|

[{a) -3¢ <-1,1<x<¢3; (B)x<0, 0<x<1/2, x> 3/2 (sen-
za risolvere disequazioni di seconde grade, il risultato si ottiene
pil semplicemente dividendo entrambi i membri della disequazione da-
ta per }x ])]

3.34 Risolvere le disequazioni

x - 1 2X 1
X k]
(a} SR ‘ > 1 (n) } T T < 2

[{a) w>4, %47 (b)Y %< 11/4]

3.35 Risolvere le disequazioni
(a) {2x2-16x+31] < 1 (b) (x+1)2% < [|x*-1]

[(a) 3¢x<5, x#4; (b) x <0, x#-1]
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3D. Disequazioni irra=zionali

Fissato un numere naturale n, espressioni del ti

Yp(x) > qx)  , VPO < qx) ,

dove p(x), q(x) sono polinomi, si dicono diseguazioni
irrazionali. I1 metodo di risoluzione & differente a
secondo che n sia pari o dispari. Di seguite distin-
gulame i due casi.

La funzione v = x " & strettamente crescente su
R se n & un numerc naturale dispari. In formule cid s
esprime:

e

n T

(=3 X, < x {(n dispari).

X < X 1 2

1 2

. . . n . -
Ne segue in particolare che la funzione x & in-
vertibile su tutto 1'asse reale, se n & dispari. La

- . - n,— - A -
funzione inversa & y = /x & definita su tutto R ed
& strettamente crescente, ciocd:

X, < X, <=> Vx, < Vx, (n dispari).

In base a tali proprieta, le disequazioni irra -
zionali con n dispari si risolvono elevande alla n-
sima potenza entrambi 1 membri. Precisamente:

n dispari

YT > qlx) <==> p(x) > [a(x)1" ;

n dispari

VPxY < q(x) <=> p(x) < [q(x)1"

3.36 Risolvere la disequazione irrazionale
VXT-x7¥3%-2 > x

[ Elevando entrambi i membri alla terza ‘potenza e semplificando per x®
si ottiene la disequazione equivalente -x 2+3x-2 > 0, che ha per

soluzioni: 1 < x < 2 ]

3.37 Risolvere la disequarzione irrazionale



?x{xz-li > x -1

[Elevando alla terza potenza entrambi i membri otteniamo la disequazio

ne edquivalente

x? - x> (x-1)% =x¥ -3x %+ ax - 1.
Semplificande per x ¥ si ottiene la disequazione di secondo grado
ax 2 —hxdl > 0, che ha per soluzioni x < 1/3 ¢ x > 1]

N , . n

Se n & un numero naturale pari la funzione v=x &

strettamente crescente per x > 0. In formule cid si
scrive:

n n

0 < x, < x, <(==> x, < X, {(n pari).

La funzione x% & invertibile mnell intervallo

N . . . . n ,— N
[0,+2) se n & pari.La funzione inversa & y= v/x ;@& dg

o

finita per x > 0 ed & strettamente crescente, cioe:

0 <x, <x, <=> VX, <VX, (n pari).

1 2

Consideriamc ora la disequaziocne irrazionale con
n pari:

Ypx) < q(x).

Per le proprietd di monotonia espresse in prece-
denza, anche in questo caso eleviamo entrambi i mem-
bri della diseguazione alla n-sima potenza; perd ri-
chiediamo anche che p{x) > 0 e q(x) > 0. In simbo-
1i:

n pari
VPR < a(x)  <=—> p(x) < [q(x)71"
p{x) > 0
alx) > 0

o

Osserviame che la condizione q(x) > 0 & necessa-
ria affinché valga 1'equivalenza sopra scritta; in-
fatti la relazione p(x) < [q(x)1"® pud essere verifi
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cata anche se q(x) & negativo (dato che n & pari )},
ma in tal caso non sarebbe verificata la rela -

zione Yp{x) < q(x),perché il primo membro & maggiore
od uguale a zero.

Infine consideriamo la disequazione irrazicnale
con n pari:

VPTXY > q(x) ;

occorre richiedere che p(x) > 0. In tal caso, se
q{x) & negativo,la disequazione data & verificata;
mentre, se q{x) > 0, allora possiamoc imporre la con-
dizione p(x) > [q(x}]®, ed in tal caso risulta auto-
maticamente p(x) > 0. In definitiva abbiamo:

n pari I

. fa(x) < 0 al{x) 20
plx) > al <= <;‘P(XJ >0 ‘!LP(XP[Q(X)]H-

3.38 Risolvere la disequazione irrazionale

Vax?T-1 < x - 3
[ La disequazione data & equivalente al sistema

"axz -1>0
x-3 » 0
]&xz—l((x-3)2=x2—6x+9;

S

la terza disequazione si scrive anche 3x? +6x-10 ¢ 0, che ha per so-
luzioni —1—\/55?3 <% < -1+ Vf§§}3; la seconda disequazione ha per
goluzioni x > 3. Dato che -1+1/_33f3 < 3 {(infatti cid equivale a
Jﬁiﬁ3 < 4, ciod V39 < 12, cioé ancora 39 < 144, che & vera), il
sistema non ha soluzioni. Percid anche la disequazions data non ha

soluzioni ]

3.39 Risolvere la disequazione irrazionale
V2-x% > 2x - 1

{1a disequazione data ha per soluzioni l'unione delle soluzioni  dei

sistemi:



(21{*1(0 (2;;—120
<
12-—;{2 >0 l2-x2 » (2z-1)2

Eseguendo i conti otteniamo i due sistemi equivalenti

]'x«(lfz ) {xglfz

5
ﬁ|_-1/2_5:r;gx/2_ -1/5<x <1

Cicé ancora:
-V <x <1z 1/2 <2< 1

Percid la disequazione data ha per soluzioni: - ey £ X< 1]

3.40 Risolvere le disequazioni
(a) vV3x-1 > 2 {b) V1-x2% < x
lia) x25/33 (b) v2/2<xe1]
3.41 Risolvere le disequazioni
(a} vVI-x? > x (by VI-x7 + x > 0
[(ay -1cx< V2/2 5 (b) - Y2z <x 1]
3.42 Risolvere le disequazioni
(a) V6a4x3 - x > 4x - 3 (b) VBX®-7 < 2x - 1

[fa)y ¥xer; (B) -1/2<=x <1 ]

3.4% Risolvere la disequazione /3x7-1 > Vx*-3
[ 1a disequazione & equivalente al sistema
32 - 120
2 -3>0
x? - 1>x2%2 -3 ,

che ha per soluzioni: x € - ey , X2 \/? ]

3.44 Risolvere le disequazioni

(a) |x|vT-2x7 > 2x2-1 (b) x/1-2%x% > 2x*-1
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{ (a) Dato che i X 1 = Vx 2 , la disequazione data & equivalente a
/W) 2x% -1, che ha come soluzioni: - Va2 < x < \/7):,#2.
Tali soluzioni si trovano piti semplicemente osservando che deve esse
re 1-2x2 2> 0 e che per tali x il secondo membro della disequazicne
& minore o uguale a zero. Percid la disequazione data & equivalente
alla diseguazione di seconds grado 1 -2x 250
(b} Conviene studiare separatamente i casi x> 0 e x < G, 8e x>0
la disequazione si risolve coume nel caso (a) e si ottiene 0<x< NEY:
Se invece ¥ < 0, si pud porre y=-x e risolvere la disequazicne
v v”.l———m < 1-2y % con y » 0. Semplificando per \/W (>0) si ot
tiene la disequazione pilt semplice vy < JW che,neli’ambity  delle
¥y > 0, ha soluzioni € < y < VYR Riassumendo, le soluzioni  della

disequazione iniziale sono 33 < x <V 202 K

3.45 Risolvere la disequazione

VX1 ¢ VRT - 2 <0

5 3,
[ Ponendo y = v %=1 ,» Tisulta v x-1 =y 2. Con tali notazioni oc-

corre risolvere v 2 4 y - 2 < . Tenendo conto che v > 0, deve es-

sereOgy(l...lasoluzioneélg}L(Z}

3E. Disequazioni esponenziali e logarit-—

miche

In questo paragrafo prendiamc in considerazione
le funzioni esponenziale y = a* e logaritmo y = log, X,
con a numero reale positivo e diverso da 1.

A titolo di esempio consideriamoe la funzione e-
sponenziale con base a = 2 : v = 2%, Allo scopo di
disegnare un grafico approssimativeo della funzione
2%, riportiame i valori di tale funzione in corri-
spondenza ad alcuni valori interi di x:

X 2 1 0 -1 -2

A 4 2 1 1/2 1/4
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Con 1l'aiuto di tali valori disegnamo i1 grafice
approssimative in figura 3.1.

~_11/2
—— ——1/4

!
[~
{
ol
¥

figura 3.1

-

La funzione 2% & definita per ogni x¢R, & positi
va per ogni x, ed & strettamente crescente, C10€:

X X

X, < X, =D 27t < 272
Consideriamo ora una funzione esponenziale con
base a minore di 1, ad esempio a = 1/2. Abbiamo la
seguente tavola di valori, ed in cerrispondenza il

grafico della funzione (1/2)* in figura 3.2.

X 2 1 0 -1 -2

(1/2)% ] 1/4 1/2 |1 2 4
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. X .. .- .
La funzione (1/2)° & definita e positiva per ogni
xeR, ed & strettamente decrescente, Cioe

S S D A
X, < X, > > > >

. . . i . x .

Pili in generale, la funzione espomnenziale y =a ¢

strettamente crescente se la base a & maggiore di 1,

ed & strettamente decrescente se 0 < a < 1. In formu-
le:

b4 X
o 1 z .
X, € X,, a > 1 > a < a H

R

X
X. < X 0 <a<1 —>»al »a

1 2°

Particolarmente importante & il caso in cui la ba
se & uguale al numero di Nepero e (=2.71...).Dato che
e » 1, la funzione espomnenziale y = e* & strettamente
crescente.

Qualunque sia la base a (a0, a # 1) la funzione
esponenziale fi{x) = a* & definita su R e la sua ilmma-
gine (o codominio) & 1'insieme dei numeri reali pPoOSi-
tivi. Inoltre la corrispondenza tra R e (0,+~) & biu-
nivoca, dato che a* & strettamente monotona; infatti,
per verificare che a¥ & invertibile, consideriamo X, 7
# x, e verifichiamo che flx,) # £(x,). Pur di cambia-
re 1'ordine dei due punti risulterda x; < x, e quindi
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se a > 1, £(x;) < £(x,); mentre, se 0 < a<1, £{x )>
> £(x,).

La funzione logaritme & l'inversa della funzione
esponenziale. Scriveremo y = log_x, intendendo che y
& 1! esponente che occorre dare alla base a per ottene
re x; in formule:

v o= logax (== X = a

Come in precedenza la base a & un numero positi-
vo e diverso da 1. Come inversa della funzione espo-
nenziale, la funzione logaritme & definita nell' in-
sieme (0,+«), con valori in R. Quandoc si scrive vy =
= log x, senza indicare esplicitamente la base, sim
tende che essa & uguale al numero di Nepero e.

Se la base & maggiore di 1, la funzione logarit-
mo & strettamente crescente. Infatti, consideriamo
y, = log,x,, vy, = log,x,, con x; < x, ; se fosse y,;>

> y,, per la monotonia della funzione espénenziale ,

¥ -
avremmo a’ ! > a’?, ciog X, = a’* > a’? = x,, contra-
riamente alle ipotesi. Per lo stesso motivo & as
surdo che y, = y,, perch& avremmo x, = X,. Deve per-

cidé risultare y; < y,. Con lo stesso ragionamento si

verifica che la funzione logaritmo & strettamente de
crescente se la base & un numero positivo minore di
1. In formule abbiamo quindi:
X, < X,, a > 1 > log X; < log, X,;

X, < X,, 0 < a<l ==> logax, » log, x,.
Esempi di grafici della funzione logaritmo, con

base maggiore o minore di 1, somno riportati in figu-
Ta 3.3.
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1
y v
y = logsx
(O<ca<1}
1 1=
|
- | A\ -
a X
y= log,yx
(a=1)
fipura 3.3

3.46 Calcolare il valore dei seguentl logaritmi
(a) log,,10 {(b) log,8 (c) log,1
[(a) log lq.lo & upuale al nmumero reale ¥y per cui 10y = 10; evidente -
mente y = 1, ciod log, ,10=1; (b) log ,8 & l'esponente y da dare alla
base 2 per ottenere 8, ciod 2y=8; risulta quindi log ,8 =y = 3; (¢}

1'esponente da dare a 7 per ottenere 1 & 0; quindi 1og71=0 1

3.47 Calcolare il valore dei seguenti logaritmi

1
(a) log,4 (b) log, = (c) log 4
3 1/2
[(a) L'espressione y = log alt & equivalente a Sy = &4, Ricordande - che
3 . ¥ 3y i gs L. .
8=2° , risulta 8 =2 = &4; quindi 3y=2, ciod y=2/3; in definitiva

logg & = 2/3; {b) 1l'esponente da dare a 3 per ottenere 1/3 & -1; quin-

-2
& log, (1/3)=-1; (¢) Risulta (1/2) = 4, quindi 1og1f2 4=-2 ]

2.48 Calcelare il valore dei seguenti logaritmi

1
{a) log]ur8 4 (k) loglﬂ*S {c} logU2 3
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.53
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[(a) - 2/3;5 (b) -3/2; {¢) 3]

Calcolare il valore dei seguenti logaritmi
{(a) 1log,3 (v) 1og1010J5 (c) log,,v1l

[(a) 1/2; () Y2 ; (e) 1/2]

Risolvere la disequazione log.x > 2.

[Scrivendo anche a secondo membro della disequazions un logaritmo in
base 5 abbiamc log. x > 2 = log o25; dato che la funzione log ox

o

strettamente crescente, cid equivale a x > 25]

. . . 1
Risolvere la disequazione log, x < E
[La disequazione data si pud anche scrivere log, x < log, 1/_3; dato

che la funzione log ,x & strettamente crescente, cid equivale a2 0O<

<x<v3 ]
Risolvere la disequazione logy?x < V2
— ) N .
{La disequazione loglﬁx < V2= 1031!?(1,-"?) ha per soluzione 1

2
nmeri x > (1/7) dato che la funziome y=logl ¥ & strettamente de-

i7
crescente j
Risclvere la disequazione 10g:u5 (x2+4x) > - 1.

{La disequazione data si pud anche scrivere:

1o 24 4x) > lo 5 .
g1;’5 ( ) glfs

Dato che la funzione logaritmo in base 1/5 & strettamente decrescen-

te, otteniamo le relazioni equivalenti
2
0 < x° +&4x <5 .

La prima delle due disequazioni di secondo grado ha per soluzioni =
X < -4, X > 0; la seconda ha per soluzioni: -5< x < 1. Riportiamo
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tali valori nello schema in figura 3.4.

Xxe—4 X =0
i
o —9 [ | 1 -
_2 0 X
—H< X<
figura 3.4

I numeri x che risclvono la diseguazione data sono quindi quelli

che
verificanc le relazioni: -% < 2 < -~ 4, 0 <x <1 ]
3.54 Risolvere la disequazione
1
log (1 + =) <1
~ -
[ La base del logaritme & il numero di Nepero e¢. Dato che log e=1, la

disequazione data & equivalente al sistema di disequazioni
L+ 1l/xge

14+ 1/x>0 .

La prima delle due disequazioni ha per soluzioni: x < 0 e x21/(e-1);
la seconda disequazione ha per soluzioni: x < -1 e x> 0. I valo-
ri commi sono x < -1 e x> 1/(e-1) ]

2.55 Risolvere le disequazioni

(a) log {(x-1} < - 1 (b) IOglm {3x-2x2)<0

[(a) 1<x<1l+1lfe; (b) 1/2<x<1}

Z2.56 Risolvere le disequaziont
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(a) log, I[x%(x2-2)] < 3 (b} log x? > log x

[(a) -2<x<-+v2, Y2<x<2; () x>1]

Risolvere la disequazione
log (X“*4x2+5) > log (x3%*+1}

x<1, x> 2]

[x<-2, -1

1~

Risolvere la disequazione 4% > 2.

. 1/
[La-disequazione si pud anche scrivere 4 > 2 = 4  ; dato che la fun-
. s X . . : .
zione esponenziale & & strettamente crescente, la disequarione &
soddisfatta se e s0lo se x > 1/2 ]

)(1-12x)x <

Risolvere la disequazione {1/3 3.

(1-12Zx)x -1 2
[La disequazione {1/3) < 3 = (1i/3) & equivalente a x-12x * >
> ~ 1, dato che la funzione esponenziale con base 1/3 & strettamente

decrescente. Il risultato finale & -1/4 < x < 1/3 ]

2

. . . x+1 X
Risolvere la disequazione 8 > 2.
3 X . . ) . I{x41)
[Datc che & = 2 ; la disequazione data si pud anche scrivere 2 >
P
X

> 2, ed & quindi equivalente a 3(x+l) > z 2. Tale disequazione di
secondo grado ha per soluzioni i numeri reali x per cui (3- JEI)!Z <

< x < (3+ Y21 )/2]

Risolvere le disequazioni

4 2 _
(a) ehx 5x° +1 < 1 (b) elx l| < ex
fga) -1 ¢x<-1/2, 1/2<x<1l; (b)=x>1/2]
Risolvere la disequazione 4%+ 2% - 2 <o,

% X
[Ponendo t = 2°, risulta & =t 2. la disequazione t2 +L-2< 0 & soddi-
‘s - x . N
sfatta da -2 < t < 1. Percid abbiamo -2 < 2" < 1; la prima disequa -
zione & soddisfatta per ogni x€ R, mentre la seconda & socddisfatta

da x<0. Riassumendo, i numeri reali negativi sono le soluzioni della
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disequazione data ]

3.63 Risolvere le disequazioni

10

{a) e* + e™ < 3

(b) e* - % > - 2

[ (a) Ponendo e* = t risulta e * = 1/t; quindi occorre risclvere la di-
sequazione t + 1/t < 10/3. Si tratta di una disequazione razionale
che ha per soluzioni: £ < 0 e 1/3 < t ¢ 3. In corrispondenza la dise-
quazione X < 0 non ha soluzioni, mentre le disequazioni 1/3 < e <3
hanno per soluziomi - log 3 = log (1/3) < x < log 33
(b} x >10g(—1+ﬁ§)]

3.64 Risolvere le disequazioni

@ D™ ™ 5 1 (b)) (x2-3)% < x2-3

[ (a) Occorre distinguere i casi in cui la base xtl & compresa tra 0 e
1, oppure & maggiore di 1. Si ottengono 1 due sistemi

0 < x+1< 1 [x+1‘>1

x?2 -1 < 90 ]x2-1> 0

Eseguendo i calecli si ottiene il risultato finale: -1< x < 0 e x>1 ;

By x<-2, Y3<xc2]

3.65 Risolvere le disequazioni

(a) log(x-1)2?-log(x-2)2>0

(b) log (2x?-13x+21) > 0O
(x-2)

[(a) x> 3/2, x#2;5 (b) 5/2<x<3;%>4 ]

3F. Diseguazioni trigonometriche

Nel capitolo 2 abbiamo gia dato alcuni richiami
di trigonometria. Ricordiamo qui alcune preoprieta del
ie funzioni sen x, cos x, tg x.

Le funzioni sen X e cos X sono periodiche di pe-



riodo Zvw; la funzione tg x & periodica di periodo

cid significa che:

sen (x+2km)
cos {(x+2kT)
tg  (x+km)

sen x ,
cos xX ,
tg x ,

keZ;
keZ;
keZ.
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Per comoditd del lettore riportiamo la seguente @

vola di wvalori.

- . _

rediants 0 w/6] /4| n/3] w/2| © (3/2)7 27
* o loe| z0°f 45°| s0° g0°|180°! 270° |zg0°

gradi

 sen x 0 1/21¥V2/2 /%72 1 0 -1 0

cos X 1 IWW3/2|VZ2/2] 1/2 0 (-1 0 1

—_ _ non 1071}
tg x 0 |/3/3 1 | V3 defi-| © defini-1 ©
nita ta

Prendiame in considerazione disequazioni trigono-

metriche del tipo

senx > a,

cos X > a, tg X > a,
sendo a un numero reale assegnato. Cominciamo con

disequazione relativa alla funzione sen x e
riferimento alla figura 3.5, dove & tracciato il gra-

']

¥ = senx

T =1/2

-r—x,

figura 3.5

y=a

es-
la
facciamo
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f£ico della funzione sen x e, nello stesso sistema di
riferimento, anche il grafico della funzione costan-
te y = a, per diversi valori del parametro reale a.
Tenendo presente che i valori della funzione senx
SOno compresi tra -1 e 1, abbiamo il seguente sche

ma &1 risoluzione:

sen X > a
a > 1

sen X > a

nessuna soluzione;

YxeR

scelto x, tale che sen X,=a
con -m/2 € x, < /2, le so-
luzioni sono:

X, t2kmex<m-x,+2kw, VXkeZ.

In modo analogo otteniamo uno schema di risolu -
zione per la disequazione sen X < a:

sen X < a

%3.66 Risolvere

(a) sen x > V2/2

>

Y xeR;

nessuna soluzione;

scelto x, tale che sen x,=a
con -m/2 < x,< w/2, le solu
zioni sono:
—ﬂ-xo+2kﬂ4x4xq+2kﬂ, Vkei.

le disequazioni trigonometriche

(b) sen x < 1/2
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[ (@) T/ut2k T < x < (3/4) T+2KT , Vk €Z;
(b) -(7/6)T+2k T < x < T/6+ 2kT, VKE Z]

3.67 Risolvere le disegquazioni trigonometriche

(a) sen x > - 1 (b) sen x < - 1/2

[ (a) -M/2426 T < x < (3/2) T+2k T, VK €Z, ciod: x # - T /2 +2kT
Vik €Z; (b) -(7/6) T +2kW < x< - T/6+ 2k, ¥k €%

3.68 Risolvere le disequazioni trigomnometriche

3.

69

(a) 2 sen2x-5senx + 2 < 0 (b} sen?x< sen x

[ {(a) Ponendo t = sen x, si ottiene la diseguazione di secondo grado
2t% - 5t + 2 < 0 che ha per scluzioni 1/2 < t < 2. La disequazione
sen X < 2 & soddisfatta da ogni x € R, mentre la disequazione 1/2 <
< sen ¥ & soddisfatta da T /6 + 2kT < x < {5/&) T + 2kT, ¥k €2,
che costituisce quindi 1l'insieme delle soluzioni della disequazicne
data; {b) ponendo t = sen x, si determinanc le soluzioni: 2kT < x <
C{ZKAL) T, x # T/2Z + 2k, Vk €Z ]

Determinare i numeri reali x dell'intervallo
[0,21] che soddisfano le disequazioni
(a) sen x < V3/2 (b) 2 sen?x > 1

[(ayogxe /3, (2/3) T < x<2MW3b) M <x < (34T,
(5/4) T < x < (7/8)1]

Studiamo la disequazicone cos x > a facendo rife-

rimento alla figura 3%.6.

Y
y=a
4 ¥ = cosx
N AT ,::a 2
\L/-xtw %e \_L/h:-:, X
y=d

figura 3.6
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Si ottiene il seguente schema di riscluzione:

cos X > a

{==> nessuna scluzione;

L{=> ¥V xeR;

scelto x, tale che cos X;=

{==> =a, con 0<x,<m, le solu-
zionl sono: -X +2kmdx<x,+
+2%m, VkeZ.

Analogamente si ottiene uno schema di risoluzio-
ne per la disequazione cos x < a:

cos x < a

-1 <a<1

(=" vXxeR;

=2 nessuna socliuzione;

scelto x, tale che cos x,=
{==> =a, con 0 < x, < 7, le so

luzioni sono:

X, F2km<x<Zn-xX,+v2kw, Ykel.

3.70 Risolvere le disequazioni trigonometriche

(a) cos x > V3/2 {(b) 2 cos x <1

[(a) - T/6+2k < & < T /642K T, YR €Z; (b) T/3+Zk T< x < 2(k+1) T -
- T /3, ¥k €Z]

%2.71 Risolvere le disequazioni trigonometriche

(a)

cos x > 1 {(b) cos x < 0
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[ (a) nessuna goluzione, (b) T /2+2kT< x < {3/2) T + 2k , Yke Z |

3.72 Risolvere le disequazioni trigonometriche

(a) cos?x - 2cos x - 3 <0
{(b) jcos x - 1] < cos x

[ (2) Ponendo t = cos %, si ottiene la disequazione t2%-2t-3<0 che ha
per soluzioni -1 < t < 3. Le corrispondenti disequazioni -1< cos x<3
sono soddisfatte da ogni x # T + 2k, ¥k € Z; (b) dato che cosx -
- 1< 0 per ogni x€ R, risulta |cos x - 1| = 1- cos x; percic la
disequazicne data & equivalente a l-cos x < cos x, ciod cos x > 1/2,
che ha per soluzioni ~T /3 + 2kT < x < T /3 + 2kT , Vke 2]

3.73 Determinare i numeri reali x dell' intervallo
[0,27] che soddisfanc le disequazioni
{a) 1+2 cos x > 0 (b) 3-4 cos®*x > 0

L(a) 0« x<(2/3)T, (/3)TM<x < 2T; (b) /6 < x < (5/6) T,
(7/6) T< x < (11/8)T ]

Studiamo le disequazioni tg x > a, tg x < a, fa-
cendo riferimento alla figura 3.7.

; - - =

I
|
|
|
_'_[L -0
-
|
|
[
|

figura 3.7
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Tenendo presente che la funzione y=tgx & periodi-

ca di periodo 7, abbiamo il seguente schema di risoclu
zione:

scelte x, tale che tg x, =a,
tg X > a {==> con - m/2 < x,<u/2, le solu
zionl sono:
x,tkr< x < w/2+kr, VKkeij;

scelto x, tale che tg x,=a,
tg x < a {=> con -T/2 < x, < mn/Z2, le so
luzieni sono:
-m/2+km < x < x,+tkm vkeZ.
3.74 Risolvere le disequazioni trigonometriche

(a) tgx >0 (b} tg x < -1

[(a) KT < x < T /24T, ¥k€2; (b) - T/2+k T <x<= T/4+kTW, ¥k € 2]

3.75 Risolvere le disequazioni trigonometriche
(a) V3 + tgx >0 (b 1 - v3 tg x > 0
[(a) - M/3 + KT < x < T/24kT ,Vk€Z; (b) -T/24kT<x < T/6 + kT,
Vk &2Z]

3.76 Risolvere mell'intervallo [0,n] le disequazioni:
(a) sen X < cos X (b) sen?x < cos?x
[¢a) 1a disequazione data & equivalente ai due sistemi

cos x > C cos X < 0

tgx <1 tgex >»1

Osserviamo che 1'equivalenza dipende anche dal fatto che, nell'inter -
valle [ 0,'ﬂ] , la funzione cos % si annulla per x=T /2, ma in tal ca-
so, essendo sen { T f2)} = 1, la disequazione sen x < ¢0S X non & veri-
ficata. Le soluzioni finali semo: 0 < x < TM/4; (b) 0 x < T /4
(37 M <x<m ]

x

3.77 Risolvere nell'intervallo (-m/2, ©/2) le disequa
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zioni:
{a) 3-tg?x < 0 (b) (3tg?x-2)tg?x < 1

(@) -T/2<x<- M/3, T/3<x<Tf2; (b) -TE/4<x< /b ]

Risolvere la diseguazione sen x < cos 2 X.

[ Ricordando la formula di duplicazione cos 2x=1 -Zseizx,possiamo scri
vere la disequazione equivalente 2 sen? x + sen x - 1 < 0. Ponendo
t = sen X, 8i trova -1 < £ < 1/2. Le soluzioni finali sono:-(7/§T+
+2KT< x < T/6+2kT, x#- T/2+2kT,Vkez]

Risolvere mnell'intervallo [-7,w] la disequazio-
ne
4 sen Xx cos x + 1 < O

[ Utilizzando la formula di duplicazione Zsen x cos x = sen 2x, si ot-
tiene la disequazione equivalente 2sen2x + 1 < 0, ciod senlx < - 1/2.
Ponendo 2x = t, cccorre risolvere la disequazione sen t < - 1/2 per
te[-2m, 20 ] . Si ottiene -(5/6)T << - T /6,{7/6)T <t<(11/6) T .
Le soluzioni della disequazicne data sone percid -{5/12) M< x <-T/12,
(7/12) W< x < (11/12)W ]

Risolvere la disequazione trigonometrica

2 cos?x + 3 sen x - 3 > @

[ Con la sostituzione cos 2x=1-sen 2x si ottiene la disequazione equi-
valente 2 sen? x - %sen x + 1 < 0, che a sua volta equivale a 1/2 <
< sen ¥ < 1. La scluzione finale &: T /6 + 2K < 2 < {5/6)T+ 2k T,
x # M/2+ 2k, Vel ]

Risolvere le disequazioni
(a} v1-2 sen’x > V2 senx + 1

(b) V7-8 cos’x > 1 - 2 cos x
[ (a) (2BHL)T < x < (5/8) T+ 2k, {7/5)T< x < 2(k¥1) T, VK€ 2 3

(b) -(5/6}T+ 2kT < x < (5/6) T+ 2KT , Vke Z]
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%.82 Risolvere la disequazione

: 3
_].:_+2> \/‘;gxc—*l—+6)

cos?x cos?x

2, =

[Utilizzare la sostituzione 1/cos 2x = (sen® x + cos? x)/cos “x = ...
11 risultato &: -T /2 +k T< x < T/a+ kT, vk £z]



Capitolo 4

NUMERIT COMEPLESSI

JA. Forma algebirrica e trigonometrica

Un numero complesso si pud rappresentare sotte &
forma

a + i b ,

con a,b numeri reali. In tal caso =i dice che il nu-
mero complesso & rappresentato in forma algebrica. Il
simbolo i prende il nome di unitd immaginaria ed ha 1la
proprietd che i-i=i? = - 1. I1 numero reale a si chia
ma parte reale del numero complesso, mentre b & detto
coefficiente della parte immaginaria. Se 11 coefficiente
della parte immaginaria & nulle il numero & reale;se
la parte reale & nulla si dice che il numerec & imma-
ginarioc puro.

Le operazioni di somma, differenza, prodotto tra
numeri complessi si svolgono senza difficolta,pur di

ricordare che i? = - 1. Per il quoziente ceonviene
moltiplicare sia il dividendo a + ib, che il diviso-
re ¢ + id, per 1l numerc complesso coniugatc ¢ - 1id:

a +ib  (a + ib)-(c - id)
c + id (¢ + id)-(c - id)

I1 vantaggio di tale operazione & nel fatto che
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il prodotto {c+id){c-id) a denominatore & un numero
reale; infatti:
(c+id) (c-id) = c? - (id)? = c? - 1%d? = c?+d?.
La divisione & quindi possibile se c?+d?#0, ciog
quando il numero complesso divisore ¢ + id & diverso
da zero.

4.1 Eseguire le seguenti operazioni tra numeri com -

plessi

(a) (1+i)+(1-21i) (b} (1-1)-(1+1)

(c) (1+i)-(1-21) (d) (1+i)-(1+i}

[ {a) 2-1; (b) -2i; (¢) 1-24 + i - 24 %= 313 (d) 1#2i + 1 % = 2i]

4.2 Scrivere in forma algebrica i seguentl numeri com

plessi
{a) i/(1-1) (b)Y 1/3
(e} (1-1)/(1+1) (d)y 13-(1+1)/(2-31)

[ {a) Moltiplicando numeratore e denominatore per 1+i otteniamo

O 1L I o
-1 (1-i)(1H) 2

vt
+

|
pat

Percid la parte reale ed il coefiiciente della parte immaginaria del

numerc complesso quoziente sono rispettivamente -1/2 e 1/2;
(b) -d;3 () - i3 (d) -1+5i]

In figura 4.1 & disegnata la rappresentazione geome

trica del numero complesso z = a + 1ib.

figura 4.1
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Nella stessa figura 4.1 & anche rappresentato i1l
modulo p € 1' argomento % del numero complesso z. Ltar-
gomento & determinato a menc di multipli di 2 il
valore di % compresc nell'intervallo (-m,n] si chia-
ma argomento principale. Valgono le relazioni:

a = p cos %
e = YaZ+b? ,
b = p sen ¢
Quindi z = a + ib = p cos $ + ip sen9.Percid pos

siamo rappresentare il numero complesso z in formatri
gonometrica

z = p (cos & + i sen 9).

Date un numerc complessc z in forma algebrica:z=
= a + ib, per ottenere la corrispondente forma trigo

a2+n2

nometrica si calcola prima il modulo p=v , poi
si scrivone le relazioni
b a b
sen § = g , C€os §= E, { => tg 8= , sea # 0),
le quali permettonc di determinare 1l'argomento $ a

meno di multipli di 27.

4.3 Calcolare il modulo e 1l'argomento dei numeri com

plessi
{a) 1 + i {(b) 2-2i
(c) V3 + 1 (d) -1 + 1 /3

[(a) p=+v72, D=t/a+2kw; () p=2v2, S=-T/4+2k T; (c)p=2,
9 = T/je+ zRT; (@) p=2, $=(2/3) T+ 2kT ]

4.4 Scrivere in forma algebrica i numerl complessi
che hanno come module e come argomento principa-
le le coppie di numeri indicati di seguito

(a)} p=1, 8=m/2 {(b) p = 3, s=-u/2



11¢

(c) p=4, 9=7/3 (d) p=vZ, 9§ =-1/4
[ (a) i3 (b) -3i; (o) ﬁﬁ_\ixz_j:_;‘_ (d) 1-i ]
f:.w o Le | L'UI—,.B;

4B. Potenze e radici

Mediante le formule di addizione per 11 seno e il
coseno (richiamate nel paragrafo 2D) & possibile e-
sprimere in forma trigonometrica il prodotto di due
numeri cowmplessi z, z':

z-z'=p{cos9+i send) -p'(coss'+i send')
=pp'[(cos9 cos'-send send)+ilsend cost+send’ cos9) ]
=pp'lcos(9+8') + 1 sen (§+9%')]

-

Quindi 11 modulo del prodotto & il prodotte dei
moduli, mentre 1'argomento del prodotto & la somma de
gli argomenti dei singoli fattori.

Ponendo 8' = ¢, si ottiene la formula per il qua-
drate di un numero complesso z:

z? = p? (cos 29 + 1 sen 2%);

pilt generalmente si verifica (il lettore esegua la ve.
rifica per induzione su n) che vale la formula di bDe
Moivre per la potenza n-sima, con n numero naturale:

n

zm" = p"{cos n®% + i sen n9)

4.5 Verificare che la petenza sesta del numero conples
so z = (V3 + 1)/2 vale -1.

[ Il numero complesso dato ha module P = 1 e argomentoc T =T /6 + 2kT
Quindi in forma trigonometrica si scrive z = cos ( T/6) + i sen (T /6).
Dalla formula di De Moivre si ottiene quindi z% = cos T+ i sen T =-1 ]

4.6 Determinare la forma algebrica dei numeri comples
si
(a) (1-i)¢  (b) (1+i)®  (c) (1-i)2?

[ (a) 8i; (b) 165 (c) -64 ]
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4.7 Determinare la forma algebrica dei numeri com-
plessi

(&) (/T + )¢ (D) (%) (c) (if—i)
[(a) - 645 (b)1; (e)i]

Una radice n-sima di un numero complesso z & un
numero complesso w tale che w" = z. Se i moduli e gli
argomenti di z,w sono rispettivamente (p,%), (p',8'),

dato che w" = z, per le formule di De Moivre risulta
p={(p')" , &+2km = ns';
percid p' =Vp = p”n , §' = (8+Z2km)/n.

In forma trigonometrica le radici n-sime di un nu -
mero complesso z = p (cos® + 1 sen$) si rappresenta-
no nella forma

1/n Q+2km ; +2km
W, = P Cos ———— + 1 sen Y s

n

e si verifica che si ottengono n radici distinte (se
p # 0), corrispondenti ai valori k=0,1,2,...,n-1.

4.8 Determinare le tre radici cubiche del numero z=1

[ I1 numerc complesso z = 1 ha modulo P =1 e argomento principale $=0.

Pertanto le radici cubiche sono rappresentate da

ZkT i Zk T
Wi = COS Y + i sen —5—— » k= 0,1,2.

Cicd w_=cos 0 +1isen0=1,w =cos (2/3)T + i sen (2/3)T =-1/2+

+1 /32, w, =cos (&/3) T + i sen (4/3) T=- 1/2 - i V3/2. In fi-

gura 4.2 sono rappresentati geometricamente Wy Wy, W ne) piano

2

complesso ]
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¥

Figura 4.2

4.9 Determinare le radici quadrate dei numeri com -
plessi

(a)y 1 {(b) -1 (c) i d) -1
[(a) + 13 (b) £i; (¢) * V272 (14i); (d) = Y272 (1-i)]
4.10 Determinare le radici terze dei numeri comples-
si
{a) 8 (b) - 8
[(a)2, -1 +iv3; (b)-2,1% i V3]
4.11 Determinare le radici gquarte dei numeri comples
si
(a) 1 (b) - 4

f(a) £1, +1i; (B) (1), * (i-i) ]

4.12 Determinare le radici cubiche di -1i.
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[i, + V'3/2 - i/2 ]

4.1% Verificare che le radici quadrate di un numero

complesso (non nulle) sonoc una opposta dell'al-
tra.

[Siaz= pl(cos 9 + isen 9). Allora W = Vo [ cos(®/2) +
+1isen ¢ §/2 )] & una delle due radici, mentre 1'altra &

—_ 3 3 — g - g
W, = \/p [cos(5+1‘r)+isen(g+ ‘1T):|=—/p [cosE+isen—1

]

Percid w, = -w
a

4.14 Verificare che le radici quadrate di un numerc
reale negative -a {a > 0) sono date da t i Va.

[ I1 numero complesse -a {a > 0} ha modulo pP=a ed argoemento principale
= T. Le sue radici quadrate sono quindi

— m il — — 3T am —_
/a(cosz— +isen2—)=i1/a, V’a(cos;—+isen? y=—i Va

4C. Radici complesse di eqguazioni algebixi
che

Un' eguazione algebrica di grado neN nel campo com

plesso & un'espressione del tipo
n n-1 = .
a, z" +a_,z + ... +taz ta,= 0 ;

n & il grado dell'equazione; z & la variabile (o inco
gnita) complessa; a, per k=0,1,...,n sono 1 coefficier
ti complessi, con a  # 0.

Un'equazione algebrica di primo grade & del tipo
az + b = 0
e, se a # 0, ha per soluzione il numerc complessoc =z
= - b/a.
4,15 Risolvere le equazioni algebriche di primo grad

(&) iz + 1 =0 (b} (2+i)z-4+31i = 0
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[ta) z = - L/i=i; (b} z = 1-24]

4.16 Risolvere le equazioni di primo grado
{(a) (1-i)z-2=0 (b} iz+l-1 = 0
[(a) 141 ; (b) 1+i]

Un'equazione algebrica di secondo grade & del tipo

az? + bz + ¢ = 0
con a # 0. Ha due soluzioni complesse (distinte se
A = Db? - 4ac # 0) che sono espresse da
-b- VbZ-4dac -b+ ¥Yb?-4ac
z, = y L, =
Za Za

Naturalmente la radice guadrata va intesa nel cam
po complesso, come indicato nel paragrafo precedente.
Si noti che, nel campo complesso, le radici quadrate
{(di A=b?%-4ac) sono due (coincidenti solo se A=0)e so
ne una opposta dell'altra (si veda 1l'esercizio 4.13).
4.17 Risolvere l'equazione di secondo grado z2+z+1=0.

[Utilizzando 1a formula risolutiva si trovane due soluzioni z = (-1%

+ /-3 )/2. Con la regola di calcolo delle radici di numeri comples

si, o pill semplicemente (si veda 1'esercizio &.14) osservando che

N R e N N A

8i trova poi z = (-1 * i /3 Y2 ]

4.18 Risolvere nel campo complesso le equazionl di
secendo grado
(a} z? + 4 =0 (kY z2 - 4 = ¢

[tay + 2i3 () =2 ]

4.19 Risolvere nel campo complesso le equazioni
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(a) 5z% - 4z+1 =D {(b) z?+4z+5 =0
[ta) (2 £ di)/5; (b) -2 * i]

4.20 Risolvere l'equazione 4z%-4z+3-2431 = 0C,

[La formula risolutiva fornisce z = (1ty-2 + 2\Ei)/2. Per cal-
colare la radice quadrata utilizziamo la forma trigonometrica:-

2K 2R
—2+2\Ei=4 {cog — +i sen —}, da cul -2 + 2J§i=

3 3
=t (1+\Ei). Percid le secluzioni dell’equazione data sono

z, =1+ (¥3/2)i, z, = - ({3/2)i]

4.21 Risolvere le equazioni di secondo grado a coef-
ficienti complessi
(a) iz?%-2z+33i = 0 (b) iz?+2z-2 = 0
[(a) 4, -34; (b) * V5/2+¢i (1 % Vel V3i2) ]

4.22 Risolvere l'equazione biquadratica

z* - (1+1)z? + i = 0

[ Ponendo z2 = w si ottiene 1'equazione di secondo grado in w: w z2 -

~(1+i) w+ i = 0, che ha per soluzioni w = (1+i ¥ V/-2i )/2.Cal-
colande la radice quadrata si ottiene w, = 1, w,="1. In corrispon -

denza abbiamo z% =1, z 2= 4, che risolte danno z=*1,z= X {1+i)/ 1/2_]
4.23 Risolvere le equazioni biquadratiche

{a} z%+1 =0 (b) z*+(1-21)z2%-2i=0

[(a) % (Wi)/VZ, * (-i)/V2 ;3 () * i, £ (1) ]

Un altro metodo per risolvere un'equazione consi
ste nel sostituire all'incognita complessa z 1'espres
sione algebrica x + iy, con X,y incognite reali,come
negli esempi che seguonc.

4.24 Si risolva con la sostituzione z=x+iy l'equazio
ne gia considerata nell'esercizio 4.21(a):



Capitolo 5

MATRICYE E SISTEMITI LINEART

5A. Determinanti

Ricordiamo alcumne proprietd delle matrici n. X n
e dei loro determinanti:

1} Scambiando fra loro due righe o due colonne, il
determinante cambia di segno.

2) Moltiplicando tutti gli elementi di wna riga (o
di una colonna) per una costante,il determinante ri-
sulta meltiplicato per la stessa costante.

%) Se due righe (o due colonne) sono uguali, il de-
terminante & nullo.

Diremo che una riga (¢ una colonna) si moltiplica per
un fattore se tutti gli elementi di quella riga(o co-
lonna) si moltiplicano per quello stesso fattore.

Diremo inoltre che una riga {(risp. una colonna)
di una matrice & combinazicne lineare di altre Trighe
(risp. colomne} se i suci elementi si ottengono som-
mando 1 corrispondenti elementi di tali righe (risp.
colonne) dopo aver moltiplicato ciascuna @i queste
per un “fattore.

51 dimostrano allora le seguenti ulteriori pro-
proprieta:

4) Se una riga (risp. una colomnna} di una matrice A
& combinazione lineare di altre righe {risp.colonne)
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di A, allora det A = C.
5) Se ad una riga {(risp. ad una colonna) si aggiunge
una combinazione lineare di altre righe (risp. colon
ne), allora il determinante non cambia.

Infine sussiste la seguente proprieta:
6) La somma dei prodotti degli elementi di wuna riga
(o colonna) per i complementi algebrici degli elemen
ti analoghi di un'altra riga (o colonna) & uguale a
ZETO.

5.1 Calcolare il determinante delle seguenti matrici

2 2 2 0.1 0.3 0.5
A:( 1 5 -3 B= |0.7 0.1 m1)

1 -3 -1 0.2 0.4 0.6

1 0 2z 5 1 2 3

3 1 0.1 (2 5 7 -1
C= D=

-2 4 2 4 \3 7 5 4

o 1 1 3 2 05 7 -1
[det A = - 16; det B = 0.012; det C = 20; det D = 0 ]

5.2 Data 1a matrice
Bi1 812 B3
A= (321 B2 3,3 s
A3q B35 %33

.t . . .
sia A la matrice trasposta di A, ciocé la matrice che
ha per righe le colonne di A:

431 @51 @3,
Ay @25 832
13 353 A 33

P . . t
Verificare che sussiste l'uguaglianza det “A=det A.
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3.3 Sia A una matrice triangelare superiore, cioé tale
'+ che gli elementi al di sotto della diagonale prin
cipale sonc tutti nulli:

471 883, 2

13 - mn
e g2 B8z2g +---8m
A= L. e eveareean.
0 0 0 ..e.oag,

Verificare che vale l'uguaglianza:

det A = a a a

11 22 iz - ann *

[ Sviluppando il determinante di A secondo la prima colonna si ha:

P - P
Q a2 R §
det A = a . 332 an
11
¢ O -1
i

Sviluppande il determinante a secondo membro secondc la sua prima co-

lonnz si ha

det A=a, qa,,

e cosi via]

5.4 8Sviluppare il determinante

|
\

[F IR R
1
w
=

secondo gli elementi della prima riga. Verificare
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pei che la somma dei prodotti degli elementi del
la seconda riga per i1 complementi algebrici dei
corrispondenti elementi della prima riga & ugua
le a zero.

[si ha
103 -2 2 3 -2 2 1 -2
A=1]2 -3 Ll - 0 -1 -3 4 +(-1) -1 2 i -
1 3 -2 1 3 -2
2 1 3
-2f-1 2 -3| =-5+0+3L-76=-5)
-2 1

3.5 Per quali valori del parametro x il determinante

2X-1  2-2h ZA- 12
DEAY = [2A-2 3-2h  2A-2
A -1 1-i A
& uguale a zero?

[ Sottraendoc e sommando 1'ultima colonna rispettivamente dalla prima ed

alla seconda colomna, si ottiene

1 0 2A-2

D{A=] 0 1 2ZA-2 = A
-1 ¢ A
che & zero se e solo se A = 0 ]

5.6 Sviluppare il determinante della matrice

sen x sen 2 x sen 3 x
A = sen 2 ¥ sen 3 x sen 4 x

sen 3 x sen 4 x sen 5 x
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[ Addizionando 1a terza riga alla prima, trasformando le somme in pro-

dotti mediante le formule di prostaferesi {ved. cap. seconds) e met-

tendo in evidenza un fattore nella prima riga, si ottiene

sen 2x sen 3x
det & = 2c¢cosx sen 2x sen 3x
sen Ax sen 4x

sen hx
sen 4x| = 0]

sen bx

5.7 Verificare che il determinante della matrice

o o oW
WMo Al

é nullo,

senza svilupparlo.

[ Sottraendo dalla seconda riga la prima e dalla quarta riga la terza ,

51 ottiene una matrice con due righe uguali}

5.8 Verificare che il determinante della matrice

2 -1
-2 -2
A=
6 1
8 -3

& uguale a zero.

3
0
5
11

4

-3
2

-1

[ Sottraendo la seconda colomna dalla prima si ottiene la terza colon

na ]

5.9 Verificare che il determinante della matrice

ho-2

2 3
A=

&

1 4

& uguale a zero.



122

5.10

[La terza riga & la somma delle prime due ]

Sviluppare il determinante della matrice nxn:

1 1 1 .1
1 -1 1. 1
A= 1 1 -1...1
1 1 1 ...-1

[Sottraendo la prima riga da ognuna delle successive e pol sviluppando

secondo gli elementi della prima colomna, si ha

101 .1
0 -2 0
n-1 n-1
det A = 0 0 -Z...0 | =(-1) i ]
o 0 0...-2

Si chiama determinante di Vandermonde di n numeri

a,, 8&,, ..., a, , il determinante di ordine n

1 1 1 o...1

ﬂl :':12 as PR r’:l-n
V{ay,a,,000,8,)= al af af ... aj

n-1 n-1 n-1 n-1

a, a, a, a,
Verificare che lo sviluppoc del determinante di
Vandermonde & uguale al prodotto di tutte 1le
n!/2!(n-2)! possibili differenze a, - a con
k > h.

[ sottraendo da ogni riga la precedente moltiplicata per a ; e poi svi

-

luppando secondo gli elementi della prima colonna, si & ricondotti ad
un determinante di ordine n-1 in ogni colenna del quale si pud mette-

re in evidenza una differenza del tipo a - a; -

5i ha infatti:
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v (al,az,...,an) =(a,-a,Ya, -al).._(an—al) .

1 1 1 a1

a, ag a, .. an
. ag ay a, .. aj

a, a, a, ...an

I1 determinante che figura a secondo membro & il determinante di Van-
dermonde degli n-1 numeri a, , asl,...,an e percid vale la formula di

ricorrenza
V(ai,a,,...,a ) (a, -a,; )(ay -a, )...(an—al)'\?(32,aa,...,an}
Applicando ripetutamente tale formila, si ottengono le relazioni
V{a,,aq ,...,an) =

={a 4 -a, }a, -a, )...(aa,n-a2 )¥(a,, a, ,...,an)

Moltiplicando membro a membro le precedenti relazioni si ottiene pol

facilmente la formula
V{a,, az,...,an) =(a,-a,) (az- al)...(arl -ag)
ECNIPE S [CR P b
(e, 1) ]

5.12 YUtilizzando 1'esercizioc precedente,verifi
care che:



124

3] 4] 4]
1 2 . n
1t 21 .. nt .
n-1 n-2 n-3 3
L2 )2 N e A E N ey
n-1 n-1 n-1
1 2 cee T

SB. Caratteristica 4di una matrice

Oltre alle matrici (quadrate) m x n, si possono
considerare pil in generale le matricli rettangelari,
m'xX n, cicé le matrici del tipo

A37 B3 --+ 41
A= 4331 Bp2 --+ 45

a, . a

m 1 amz il

con m righe ed n colonne. E' ben noto che, se m # n,
non si definisce il determinante di una siffatta ma-
trice, ma che da essa si possono estrarre delle ma-
trici quadrate i cui determinanti si dicono minori
estratti dalla matrice rettangolare. 11 numero di ri
ghe (o di colonne) della matrice estratta si chiama
ordine del minore.

Si chiama caratteristica di A 1'ordine massimo deil
minori non tutti nulli che si possone estrarre dalla
matrice A. Percid l'intero positive k & la caratteri
stica della matrice A se

i) dalla matrice A si pud estrarre almeno un mi-
nore non nullo di ordine k

ii} tutti i minori di ordine maggiore di k, che
si possono estrarre dalla matrice A, sono nul
1i.

5.13 Determinare la caratteristica della seguente ma
trice
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[z ]

5.14 Determinare la caratteristica di ciascuna delle
seguentil matrici:

5.15 Determinare la caratteristica della matrice

[ 2]

5.16 Determinare la caratteristica della matrice

[ SN PUR S
B
=
P
[ )

[3]

5.17 Determinare, in funzione del parametro A, la ca
ratteristica della matrice

A1 1
ALY = (1 A 1)

1 1 A
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[La caratteristica di A(A ) & uguale a 3 per A% 1 e Af - 2; & ugua
le a 2 per A=-2; & uguale a 1 per A =1}

Iy
5C., Lo spazio vettoriale IR

. - . - . - . n
3ia n un intero positive ed indichiamo con R 1o

insieme delle n-ple ordinate x = {xl,xz,...,xn) di
numeri reali.
Se x = (X,,...,%x,) ey =(yy,...,¥,) sono due ele

menti di R, si chiama somma di x e y e si indica
con x + y l'n-pla

Xty =(x;, ty,,.., x, vy ).

Se A e R, x

(Xy,...,% ¢ R" , si chiama predet-

It

to di A per x e si indica con i x 1'n-pla
Ax = (AXy, ..., rx ).

L'insieme R" , munito dell'addizione e della mol
tiplicazione sopra definite & uno spazio vettoriale, ¢
i sucl elementi si chiamano anche vettori . Il vetto-
re 0 = (0,...,0) si chiama vettore nullo.

Sia (%X,, X,,..., X, ) una k-pla di vettori di R’.

Si chiama combinazione Iineare di x, , Xy,... X, Ogni vet
tore della forma

Ay Xy t A, X, v oL # }\kﬁ-k

ove A Aps.n.yAy SONO numeri reali.

1
Si dimostra che 1'insieme E di tutte le possibi-
11 combinazioni lineari di x. , Xz>-+:3X, & UNn sotte

spazio vettoriale di Rn, cioé gode delle seguenti pro
prieta:
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e prende il nome di sottospazio vettoriale generato da
Xys Xosr waes Xy

Una k-pla (x;, X,,-..,x,) di vettori di R" si chia
ma famiglia generatrice di R" , se 11 sottospazio vetto

= . . n = .
riale generato da X,,X,, ... X, coincide con R ;cloe se

2k
n -
vx e R, TA, ,A,,...,A, € R tall che x =
}\151 * }\2§2+"'+)\k}_{k
Tvettori xX,,X,,...,%X, st dicono Iinearmente indipenden-
ti se, per A;,A,,...,A € R si1 ha
Axgt. ot x, = 0 => A, =, =...= =0,
altrimenti si dice che essi sonce linearmente dipendenti.
31 verifica che se 1 vettori Xx,,X,,....X,, sono

linearmente indipendenti e se X, non & combinazione

lineare di x,,x,,...,%._,,8llora anche i vettori x,,Xx,,

c Xy qs X SOTIO linearmente indipendenti.

Inoltre i vettori Xx,,X,,...X, Sono linearmente

dipendenti se e solo se uno almeno di essi & combina
zlone lineare dei rimanenti.

Si chiama base di R" una famiglia generatrice
di RY costituita da vettori linearmente indipenden-
ti.

Posto e, = (1,0,...,0); e, = (0,1,0,...,0),....,

e, = (0,0,...,1), la famiglia (e,,...,e, ) & una par

ticolare base di R®, detta base canonica di R"

Siano u, = (a,,,8,,;,---,8n,), U, ,=(@,,,8,,,.-..,

. - - n
an,l, .., U, = (8,x, a,x,-.-8,) dei vettori diR.

. . n
Si chiama matrice nella base canonica di R dei vet-
tori (U, .., l}_k) la matrice
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811 832 --- 8k
A= 821 2y -r- 85k
fn1 ang 2k
Si dimostra che i vettori u,,..., uy, sono li -

nearmente indipendenti se e soloc se tale matrice ha
caratteristica k.

Per stabilire se i vettoriu,,...,u, somo 1i -

nearmente indipendenti, ovvero se essi costituiscono
una famiglia generatrice, si pud applicare il metodo
di Gauss:

indichiamo con L,,L,,...,L le righe della matrice A;
. A a1
- se a;, # 0, sostituiame L, con L, - - L,, L; con
11
a
31 an1
Ly, - — L,, ..., L con L_ - — L;.
311 n n all

In tal modo otteniamo una matrice del tipo

813 813 --- 83k
0 Bpy »re by
u] bﬂ2 bnk

che e la matrice di una famiglia di vettori aven-
ti le stesse caratteristiche di quella iniziale.

- se a;, = 0 : se tutti gli elementi della prima co-
lonna somno nulli, allora U, & il vettore nullo e
i vettori somo linearmente dipendenti. Per stabili
re se la famiglia (u,, u,, ...,u,;)} & generatrice ba

sta verificare che la famiglia (u, u,...u,) lo &,

cio& si tratta di applicare il metodo alla matrice
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privata della sua prima coleonna.

Se uno degli a;, non & nullo, basta scambiare tra

lore le righe L, e L,, riconducendosi al caso in
cui a,, non €& nullo.

Si compiono poi le stesse operazioni sulle righe

L -,L, e cosi via. Alla fine si ottiene una ma-

2y -t

trice di uno dei seguenti tipi:

sen > k
€11 ©3:2 € 1k
& Cuy +-» €.k
0 0 Ckk
0 0 0

1 vettori somno linearmente indipendenti se nessu

225+--5Cp & nullo; incltre la

famiglia (u,...u, ) non & gemeratrice.

- se n = ki
Ci11 €32 €1n
0 Czp «+- €3n
¢ 4] Con
La famiglia (u,, ..., u,) & una base se nessuno
dei numeri ¢,,, ¢,,, ..., ¢, & nullo.
- sen < k:
€31 ®12 " ©3in -+ Sk
0 a2 Con - Cop
0 0 r:,m_1 "cnk
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I vettori sono linearmente dipendenti. Inoltre la

famiglia (gl,...,gk ) & generatrice se e solo se nes
sunc dei numeri ¢y;, C,,,...,C,, & nullo.
5.18 Siano x ,X ,. X, vettori di R*. Se le coppie {x,.

x,), X,,X,)e (X,X,) sono costituite da vetto-

ri linearmente indipendenti, si pud concludere
che i vettori x,,x,, X, sono linearmente indi-
pendenti?

[Fo. Ad esempic i vettori x; = (1,0,0), x, = (0,1,0) ex 5=(1,1,0)
verificano le nostre ipotesi ma, essendox , =yt X, , 1 vettori

dati sono linearmente dipendenti ]

Siano x,,x,,x, vettori di R*. Se 1 vettori =z,

-

2, ex, sono linearmente indipendenti, si pud
concludere che i vettori x,,x, sono anch 'essti

linearmente indipendenti?

[si. Siano A, e A, numeri reali tali che A, X, + A X, = 0
allora ovviamente & anche A,X, + A EZ, + 0X, =0 ed essendo
X 1s%sr X3 linearmente indipendenti, deve essere- A 1= }L2 = 0. Da

cui 1'asserto :|

Sia E l1l'insieme dei vettori (x,v,z) di R? tali
che x - 2y - z = 0. Verificare che E & 1l sotte
spazio vettoriale di R? generato dai vettori
u= (1,1,-1) e v = (1,0,1).

[sia w = {x,¥,2) un elemento di ®¥.allora w & upa combinazione 1i
neare di u e ¥ se e solo se esistono due numerl reali A e U ta-

1i che ¥ = Au + Uv, ciod tali che

x= A+ U
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Talle prime due equazioni di tale sistema si ricava
A=y e LH=x-y.
Tali valori di A e W wverificanc 1'ultima equazione se e solo se

z = % - 2y cloé se e solo se w appartiene ad E]

5.21 Sia ae¢ R e consideriamo i vettori di R?

u, = (i,a,a), u, = (a,1,a), u, = (a,a,1).

Per guali wvalori di a i tre vettori sono linear-
mente indipendenti?

[Utilizziamo il metodo di Gauss. Meoltiplichiamo la prima riga della matri

ce

per a e sottraiamo la riga risultante dalle altre due. Otteniamo la ma-

trice
/ 1 a a Y
A= 0 1-3% a-a?
0 a-a® 1-a°
Se a=-1, allora
1 -1 =1
A = o o -2
o -2 0

Scambiandc fra lore le ultime due righe si ricava subito che i  wvettori

U, us, Uy sono linearmente indipendenti.

Se & a # 1, moltiplichiamo la seconda riga delia matrice A per a/{ati} e
sottraiamo la riga risultante dall'ultima riga. Otteniamo cosi la matri-

ce B
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Essendo

1 ” a(a-a?) _ ~2a? +atl
-a? - =
1+a 11z

ed essendo 1 e -1/2 le radici del trinomic x > -2x° + x + 1, possiamo

concludere che se a €R - {1,-1/2} , allora i vettori u,, B&,, Y, ,

sonc linearmente indipendenti ]

5.22 Siano a,b,c numeri reali. Consideriamo 1 vettori
di R®

E: (1’6“’6’2); zz (]‘}b!bz); £=(13C!C2)

Verificare che essi costituiscono una base di R3
se e solo se il prodotto (a-b)(a-c)(b-c) non &
nullo, cio& se e solo se i numeri a,b,c sono a
due a due distinti fra loro.

[Se due dei tre numeri a,b,c sono uguali fra loro, due dei tre vettorl
X,¥,2 savanno uguali fra loro e percid X,¥,Z sarannc linearmente
dipendenti.

Se a,b,c sono a due a due distinti, la matrice associata &

( 1 1 1
a b» c¢
a? b? &

Verifichiamo col metode di Gauss che il suo determinante & diverso da
zero ; si veda anche 1'esercizio 5.11).
Sottraiamo la prima riga moltiplicata per a dalla seconda riga e sot-

2

traiamo la prima riga moltiplicata per a® dall'ultima riga. Si ottie-

ne la matrice
1 1 1
0 b-a c¢-a
0 b2-a’ ¢Z-a?

Sottraiamo ora la seconda riga moltiplicata per bta dall'ultima riga .

Si ottiene la matrice
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1 1 1
¢] b-a c-a
0 0 c*a?(c-a)(bta)

Fssendo b-a # O ed essendo ¢ - a? -(c-a)(b+a)={c-a}(c-b) # 0, il de-

terminante & diverso da zero]

S3D. Sistemi lineari di n equazioni in n

incognite

Sia dato il sistema di n equazioni in n incogni-

te Xy, Xy, .0 0,X,
11 X3 *tay, X, ..o ta x =b,
ag, %, tagz, X, + .. +amxn b,

i cud eoefficienti a; R costituiscone la matrice

. &
]
nxn

A5, 8145 ... B1p

€ 1 cul termini noti b e R costituiscono il vettore
b= (b,, b,,...,b_J.
Per risolvere tale sistema si pud ricorrere alla

seguente

REGOLA DI CRAMER. Se det A # 0 allora il sistema (*) ammet

te un'unica scluzione (Xl D ,Xn) .

Precisamente, indicata con Bj la matrice che =i  ottiene

da A sostituende la sua j-sima colonna con il vettore h,si ha:
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Eﬁ = det Bj/det A

Invece, se risulta det A = 0, allora occorre invoca-
re 11 teorema di Rouché-Capelli espostoc mel paragra-
fo seguente.

I1 metodo di Cramer si rivela perd poco efficien
te nella pratica, specialmente nel caso di sistemi
di n equazioni in n incognite con n abbastanza gran-
de. :

Ad esempio un sistema di 25 equazioni in 25 in-
cognite richiede pit di 26! moltiplicazicni. Questo
numero & dell'ordine di 102® e cosi un computer che
sappia eseguire 10% moltiplicazioni al secondo, im-
piegherebbe 10'* anni per completarle.

Un altro metodo riscolutivo di uso frequente & il
metodo di eliminazione di Gauss che consiste nel trasfor-
mare il dato sistema lineare in un altro di fam trian
golare, ad esso equivalente, cio& avente le sue stes-
se soluzioni.

Poiché tale metodo & sostanzialmente equivalente
a quello descritto nel paragrafo 5C, cil limiteremo a
desso a descriverlo nel caso particelare di un siste
ma di 3 equazioni in 3 incognite:

1
=2

a;; X; +ta;,x, taj, Xy =Dby

+ a

a 22

21 *1 X; ¥ay,3 %3 =D
a3y X3 Tagz ¥, Tagy X, =by

Se & a,, # 0, moltiplichiamo la prima riga per

a,,/a,, e sottraiamo dalla seconda riga la riga ri-

sultante. Poi moltiplichiamo la prima riga per a,,/a;,

e sottraiamo dalla terza riga la riga risultante,
In tal modo otteniamo il sistema equivalente:

a,; Xpta;,x, ta; g x5 =by
1 1 = 1
aly, X, *tahg x5 =bh

¥ 1 = 1
alg, %, tayy X3 =Dy
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Se & a;,# 0, moltiplichiamoc la seconda riga per

az,/a}, e sottraiamo dalla terza riga la riga risul -

tante.
In tal modo otteniamo il sistema in forma triangola-
re
811 X3 ta;,; 2, ta,; X3 =b
ay, %, tab, x,; =b}

aly x5 = B
che & equivalente a quello originario.

I1 procedimento risclutivo continua riscrivendo le
equazioni "all'indietro" nel modo seguente

x, = bly/ay, (se ay, # 0)
X, = (b} - aly xXg)/aj,
x, = (b, - 8;, X, - 8,4 Xa)/all

Netiamo che nel trasformare un sistema in forma
triangelare si eseguono le seguenti operazioni :

1) moltiplicazione di un'equazione per una costan
te;

2) addizione di equazioni;

3) scambio di due equazioni.

§i dimostra che, eseguendo tali operazioni su un

dato sistema, si perviene ad un sistema equivalente.

5.23%3 Riscolvere con la regola di Cramer il seguente si
stema lineare:

2% + 6y + 4=z
X+ 3y - =

=X+ y + 2=z

[La matrice del sistema 2
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2 6 4
A= 1 3 -1}
-1 1 2
ed il suo determinante & det A = 24. Inoltre si ha det B, = - 27 ’
det B, = 21, det B, = - 12, ove con By abbiamo indicato la matrice

ottenuta da A sostituendo la colonna i-sima col vettore {1,2,1}. Al-

lora, per la regola di Cramer &

det B,
X = —
det A

9
:-g;y: =

Risolvere con la regola di Cramer 1 seguenti si
stemi limneari

xty-z=2
13 1z
5.24 2x- ¥ 43z = [X=.5_; v=-3; Z=_?]
\3x+ y+2z =0
x+y=1
525 Jdox+y-z=2 [x=1; y=2=0]

5.26 [x=y=2=0]

5.28

k
ol
+
vy
,+.
=
5]
1
&=
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2, 2X+x, 76

6x | - 6x,+ 6%, +12x, = 36

5.29 £x1= 2; X, =15 x4 ="1;
he o+ 3z, +3x,.-3x,.=-1
1 2 3 & %, = 3]
X+ 2R, - X+ x, =10
SR SN T I
.+ 5%, +t ¥+ x = 8
5.30 i 2 3 N [x, =x,=x,=x,=1]
Ey-R, v hx o+, =5
| 2zt x, tx + 5, =9
[2x (+x, +x,+x, =10
X 3%, + x,+ x = 12
5.31 % L 2 8 ¥ I:X1=X2=X3:Xq:2]
x,+tx, #x,+x, =16
¥t x, +xg+ 2x, =10

5.32 Risolvere con il metodo di Gauss il seguente si
stema lineare

X + 2y + 3z = 4
Sy + 1ly + 195z = 7
6x + 19y + 47z = 10.

[ Per eliminare 1'incognita x dalle ultime due equazioni, moltipli-
chiamo la prima equazione per 5 e sottraiamo dalla seconda equa -
zione 1'equazione risultante; poi moltiplichiamo la prima equazip
ne per 6 ¢ sottraiamc dalla terza equazione l'equazione risultan-
te. Otteniamo cosi il sistema equivalente

¥+ 2y + 3z =4
¥ + 4z =— 13
Ty + 29z =~ 14 .

Per eliminare 1'incognita y dalla terza equazione, moltiplichiamo
la seconda equazicne per 7 e sottraiamo dalla texza equaziocne l'e
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quazione risultante. In tal modo ctteniamo 1l sistema equivalente

[ xt+2yt+t3z=14
g y+4z=-13
1 z =77

Sostituendo nella seconda equazione il walore di z = 77 dato dalla ter
za,si ricava y = - 321. Sostituende tali valori di z e y nella prima
-equazione si ottiene il v&lore di x = 415.

Dunque la soluzione del sistema dato & (415, -321, 77y ]

Ll

Risolvere con il metodo di Gauss i1 seguenti si-
stemi lineari con l'accorgimento di « riordinareXle
equazioni di un sistema, nel caso che la sua prima e
quazione manchi dell'incognita x.

Ix -y+tz=-12
5.33 X 5y +iz = 6 [x = -2; y=0; 2= 4]
2% +3y + 2z = 0
v+ 3z =9
5.34 Zx+ 2y -z =28 [x =32; y=13;z = 2]
{ -x + 5z =
y+ z=1
5.35 -x + 2y tz=2 [ x=0;y=1; =2z = 0]
{-2X+y+z1
1 1
X+ E y + g z =1
5.36 L : L, =9, —-3fr o=
. §x+3y+;z-—0 [x—9,y—36,z—30]
1 1 1
—-Xx+—-y+—-z=0
3 4 =)

5.%7 Risolvere con il metodo di Gauss il seguente si
stema
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2z tx, +2x, +x, =6
X "X, t x4 42x, =6
b, + 3x 2+ 31(51 —3x4 =~1
2%y + 2, %, tx, =10

[ Sottraiamo opportuni mulitipli della prima equazione dalle altre tre ,
in modo da eliminare x, in ciascuna di queste.

Otteniame cosi il sistema equivalente

r
le +x2+2x3+xk=6
-—x,+t x, =12

X, - X,-52, = -13

Ky = 34 = 4

Sottraiamo ora opportuni multipli della seconda equazione dalla terza
e dalla quarta, in modo da eliminare da queste la variabile x, .

Si ha cosiil sistema equivalente

-
> SHR AP SPE s SR T

=X, - hx, =-11

“3x,+x,=6

Sottraendo dalla quarta equazione il triplo della terza, otteniamo

il sistema triangolare

r2x1+x2+ x,tx, =6

- X, +x, =12

- Xy - 4x, =-11
13z, =39 .

Con una sostituzione "all'indietro" otteniamo x, =3; x;=-1; X, = 1;

x1:2]
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5.38 Discutere rispetto al parametro x il sistema

Xt 2y + 22 =1
)\y+ z = 2

x+y + Az = 1.

[Il determinante del sistema &

1 2z 2
o A t | =(x-1)?
R S

per cui, per A # 1 il sistema ammette una sola soluzione, che si ottie
ne con la regoia di Cramer. Se invece A = 1, con verifica diretta si

trovano infinite soluzioni del tipo {-3,y,2-¥) ]

SE. Sistemi lineari 4di m egquazioni in n

incognite

Dato il sistema lineare di m equazioni in m inco
gnite

a,1%; ta; , %, +...+alnxn=bl

&,,%, ta,, %, +...+a\21.l>|:n=b2

)

le due matrici

ay3 833 =c--84p ;Byq 8y, «x- 81y by
By @z, ees @gp Qg9 @445 ven Aoy 1:)2
»
a -
%n1 %m2 Bn m1 “mz 4 Pm

si chiamano matrice incompleta € matrice completa del si

stema (*)
Ricordiame il seguente notevole
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TEOREMA DI ROUCHE'-CAPELLI.- condizione necessaria e suf-
ficiente affinché il sistema (*) abbia soluzioni & che le matri
¢i completa ed incompleta del sistema abbianco la stessa caratte
ristica.

Inoltre, se il sistema ha soluzioni, detta k la carat
teristica delle due matrici del sistema, per risolve-
re il sistema stesso si procede nel modo seguente:

1) si scelgono k delle m equazioni, in modo tale che
la matrice dei coefficienti di queste abbia carat-
teristica uguale a k

2) nel nuovo sistema ottenuto, avente k equazioni in
n incognite, si scelgomno k incognite, in modo tale
che 11 determinante dei loro coefficienti sia mnon
nullo ed alle rimanenti n-k incognite si attribui-
scono valori arbitrari

3) si Tisolve questo sistema di k equazioni in k in-
cognite, con determinante nomn nullo, mediante le
regole note

4) gii n numeri cosi trovati, costituiscono una solu
zione del sistema (*).

Nel caso k < n, si suol dire che il sistema ammet
n-k . . . . .
te o soluzioni. Nel caso k = n, i1 sistema ha evi-

dentemente una sola soluziomne.

5.39 Risclvere il sistema di due equazicni in tre in-

cognite
x-y+tz=1
2X-y-z2=13.
[ Poiché le dus matrici
1 -1 1 i -1 1 1
[ 2 -1 -1 2 -1 -1 3
hanmo entrambe caratteristica 2, prazie al teorema di Rouché-Capelli ,

. . - - 1 . . N
i1 sistema ammette © > % cjod ©goluzioni. Per trovare le soluzioni,
osserviame che il determinante della matrice formata con i coefficien-

ti delle incognite x e ¥ &
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possiamo attribuire a z un valore arbitrario e risolvere il sistema

.
2x - ¥y

con la regola di Cramer. Essendo:

1l-=
z+3

1-z -1 1 1-=
B, = = 2(z+tl); B s T = 3z + 1

z+3 -1 A z+3

si ottiene x = 2{z+1); ¥y = 3z + 1. Le soluzioni del sistema datoe sono
pertanto: x = 2(z+l); y = 3z+l; 2z = =, con & arbitrario]

5.40 Risolvere il sistema di tre equazioni in due in

cognite
x+ 2y =2
Ity = 3
4x +hy =
{La matrice incompleta
1 2
2 1
4 5

ha caratteristica 2, essendo

i = - 3 # 0; la matrice completa

1 2
1 3
4 5 7

ha anch'essa caratteristica 2, perché il suo determinante & zero. Per
il teorema di Rouché - Capelli, il sistema ha un'unica soluzione, es-
sendo k = n = 2. Per determinare tale soluzione, consideriamo il si-

stema delle prime due equazioni del sistema dato:

X+ 2y =12
2x +y=3
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nel guale il determinante dei coefficienti &

Dalla regola di Cramer si trova la soluzione

2 2 1 2’
301 4 2 3 1
X = = — H y = = - :|
12 3 1 2 3
2 1 2 1

5.41 Risolvere il sistema di tre equazioni in tre in

cognite
X+y+3z=3
Ix +ty+ 2z =1
X - oz ==2
[Essendo
1 1
b = 2 =0
1 o -1

il sistema non si pud risolvere con la regola di Cramer. Vediamo se
& possibile utilizzare il teorema di Rouché-Capelli. La caratteristi-
ca della matrice incompleta & 2, in quanto, ad esempio

2
=~1#0,
1 V)
Anche la matrice completa ha caratteristica 2, giacché si verifica

facilmente che tutti i suoi minori del terzo ordine sono nulli. Dun-
que, per il teorema di Rouché-Capelli il sistema ammette “3n-k, cioé

@l goluzioni. Per determinare tali soluzioni basta riselvere il si-

2x+ y = 1-2=
X =z =12

8itrovax =z -2; y=5-4z; z =2z conz arbitrario |

stema



144

5.42 Risoclvere il sistema di tre equazioni in tre in
cognite

X+ 2y +3z=1
2x+ yt+ahz =7
z .

X~ y+az

[La matrice incompleta ha caratteristica 2, mentre quella completa
ha caratteristica 3. Per il teorema di Rouché-Capelli il sistema non

ampette aleuna soluzione]

5.43% Studiare al variare del parametro » 1il.sistema
lineare

L

x+y+ 3z =
Iz + 2y + Az
x+ z =3 .

1l
[va]

{11 determinante della matrice incompleta & uguale a A-6. ¥ Pertanto
.per A # 6 il sistema ammette un'unica soluzione e precisamente x=3;

y=z=0. Per A =6 il sistema ammette ol soluzioni}

5.44 Risolvere il sistema di tre equazioni in quat -
tro incognite

1}
2]

X~y + 22

th
=

x+ty+3z+t
2% —hy + 3z -t = 5 .

[Consideriamo le matrici incompleta e completa del sistema:

1 -1 2 07 1 - 2 O 2
1 1 3 1 H 1 1 3 1 1 H
2 -4 3 -1 zZ -4 3 -1 5

poiché la terza riga si ottiene sottraende dagli elementi della prima
riga, moltiplicati per 3, i corrispondenti elementi della seconda,tut

ti i minori del terzo ordine di tali matrici sono nulli. Essendo poi

le due matrici hanno caratteristica 2, e percid il sistema amette
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©? soluzioni, che si ottengono risclvendo il sistema

X-y=2- 32z
x+y=1-3z -+t

Sit 3.2 1y - t t=t]
itrovax=—-—z-—%t; y=-—===1%- —t; z=z; t=
2 2 z 7 2 ? ’

SF.Applicazioni lineari

Siano E, F due spazi vettoriali su R e sia ¢:E=F
un' applicazione lineare di E in ¥, cio& wuna funzione
da E versc F tale che

o vyut Apu,) = >‘1¢(21)+}‘2¢‘E'2)
per ogni u,,u, € E e per ogni Xi,, A,e R.

81 chilama nuclec di ¢ 1'insieme ker ¢ dei vetto-
i U €E la cul immagine mediante ¢ & 11 vettore nul
lo di F.

Si chiama immagine di ¢ l'insieme Im ¢ dei vetto-
ri v @€ F del tipo ¥ = ¢(u) con ueE.

T m - - . v
+ R" un'applicazione lineare e sia

Sia ¢ : R
(gl,gz,.“,gn) la base canonica di R'. L'applicazione
¢ & univocamente determinata da (¢(e ),v(e,} , ... ,
(e, )). 8i chiama matrice di ¢ la matrice della fami-

glia (¢(€,),..., ¢(e )) nella base canonica di R©®.

Sia ¢ :R" > R" un'applicazione lineare. Si di-

mostra che la funzione ¢ & iniettiva se e solo se &
verificata una delle seguenti condizioni fra loro e-
quivalenti

i) ker ¢ = {0}

j) i vettori ¢(e;), ¢(e, ),...,¢(e ) sono linearmen
te indipendenti.

L'immagine di ¢, Im¢ & il scottospazic vettoriale
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di R" generato dalla famiglia (¢(e ) ¢(e,),... ,
¢(§;n)). Pertanto ¢ & suriettiva se e solo se tale fa

miglia & generatrice,

Alla luce di tali nozioni e risultati possiamo in
terpretare in modo diverso la questione della risolu
zione di un sistema di m equazioni in mn incognite.
Precisamente, considerato il sistema
8441 X, +a.12x2 -1—...+a:mz><n=b:L
a,; xR, +a\22§v{2 t+...+ a

an¥, = b,

By ¥1 Pep,x, teibag x =by
. n m N - . . .
sia ¢ : K =» R l'applicazione lineare di matrice
fa3y @313 -.- a1
a 21 A& 2 tee azn
A=
1 %mz vt Gmp
Posto u = (%,;, X,,...,x ) ¢ b = (b, b,,...,b ),sia

-~ - . - . n A
me cosil ricondotti a riscolvere in R~ 1'equazione el
1'incognita u

*) ¢ (u) = b

Se ¢ ¢ iniettiva e suriettiva, il sistema ammette um
unica soluziomne.

Altrimenti, se u & una soluzione di (*), allora
1'insieme delle soluzioni di (*) & costituito dai vet
tori v +u, ove ve Ker¢.

5.4> Sia ¢ : R?* » R?® l'applicazione lineare 1la cui
matrice &
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1 1
02)
2 -1
e sia ¥ : R?* =+ R? 1'applicazione lineare la cui ma-
trice &
1 &4 )
-1 2

Determinare la matrice dell'applicazione linea-

Te ¥ o ¢ : R?T -+ R2

[Per determinare la matrice di Y o$ , basta determinare 1'immagine me
diante Y o ¢ di ciascuno dei vettori e; ={1,0) ed g, = (0,1)del
la base canomica di RZ.

Essendo § (e;) = ¢$(1,0) = (1,0,2), si ha

Bod (e ) =P (1,0,2) = P (1,0,0)042 ¥ (0,0,1)=(1,-1)+2(0,1)=(1,1)

Analogamente, essendo ¢({e,)} = $(0,1) = (21,2,-1), si ha

11’ e ¢’(§ 2):‘1{’ (1’2')_1):1;)(170;0)+2¢ (0;130)" 1b(0;031):(l;_1)+2(£‘72)-
-(0,1) = (9,2)

Pertanto, la matrice di Yo &
( 1 9 ) :|
1 2

5.46 Sia ¢ l'applicazione lineare di R* in R? lacui
matrice &

Determinare Im¢ e Kerd

[Per ogni elemento u = (x,v,2,t) €R" si ha b (u)=(x+y-z+2t, x+y+3t,

-x+z). 11 vettore u appartiene percid a ker  se e solo se

i’x+y-z+2t20

x+y + 3t =0
-
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Per risolvere questo sistema sottraiamo la prima equazione dalla se-
conda, addizioniamo alla prima la terza equazione e lasciamo ingltera
ta la terza equazicone.

Si ottiene cosi il sistema equivalente

t=20
v+t =10
-x +z =20

da cud

x=-t
A
L z=-t

Pertanto ker ¢ & la retta di R" generata dal vettore (-1,-2,-1,1).
Determiniamo ora Im$ . Questo & il sottospazie vetteriale di r® ge-
nerato dalle imagini mediante § dei vettori della ‘hase canonica di
R* , eciod dai vetteri (1,1,-1), (1,1,0), (-1,0,1), (2,3,0).
Verifichiamo che i vettori g, = (1,1,-1), e,={1,1,0) e g ,=(-1, 0,
1) costituiscono una base di R*, cioé che essi sono linearmente in-
dipendenti.

Per ogni (x,y,z)€ R? , il vettore xe, +ye, tze, & mnullose e

s0l0 se
xty=~-z=290
L+ y =
-X +z =

Utilizzando le stesse combinazioni lineari di equazioni che nel si -
stema precedentemente studiato,si ottiene come unica soluzione il vek
tore {0,0,0). Allora g; , &, , & 5 sono linearmente indipendenti e
m¢ = R? ]

5. Anvtovaloxri
Sia A = (aij ) una matrice n x n ad elementi rea-

1i. 8i chiama autovalore di A ogni soluzione X dell'e
quazione

(*) det (A - AI) =0
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ove con I abbiamo indicatce la matrice identica I
= (aij) ove 6ﬁ & il simbolo di Kronecker, cio# 6ij

=1 se i=j; 6ij=0 se i#j. Percido l'equazione (*) pud
essere riscritta esplicitamente come

A" A 875 eees Apg
R 5"22“}"“ Asn

:’::':) . = £
251 an 2 ppn= A

Evidentemente, il determinante a primo membro della
(**) genera un polinomio di grade n in A, per cui(*
& un'equazione algebrica di grado n in A. Pertanto,a
norma del teorema fondamentale dell'algebra,essa am-
mette n seoluzioni nel campo complesso. Se inoltre la
matrice A & simmetrica, si dimostra che tali soluzio
ni sono tutte reali.
Dunque, una matrice simmetrica ha n autovalori reall
contati con la dovuta molteplicita.

Il pelinomiec a primo membro della (**) si chiama
polinomio caratteristico della matrice A e si verifica
che esso ha la forma

2= (ay e, ta AT 4 Lo+ (1)" det A = 0,

Consideriamo ora il sistema lineare

re
(a11~}\)x1+a12x2+...+alnxn=0
a,, x, +{a;, - )\)x2+...+a2nxn=0
ag, X va L x L Ha - Ay x =

ove X & un autovalore di A. Essendo soddisfatta la
{(**), tale sistema ammette almenc una scluzione non
banale, cioé& diversa dal vettore nullo di R™. Una
tale soluzione si chiama autovettore di A corrispon -
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dente all'autovalore \.
Se x = {x,, X;,...,X;) & un autovettore di A, e-

~

videntemente tale & anche kx per k # 0 e corrisponde
alle stesso autovalore.

5.47 Determinare gli autovalori e gli autovettori dei
la matrice

(5 &
A=
1 2
{ L'equazione caratteristica é

5- A 4
det (A-A1)= = A% 7N +6=0

ed ammette le soluzioni >\l= 6, }\2 = 1.

Separatamente, per ciascun autovalore, determiniamo il corrispondente

autovettore: par A 1 = 6 dobbiamo risolvere il sistema
"X, thx, =0
x,-hx, =0
poste ¥, =k, si ha x; = 4k e percid 1'autovettore corrispondente a
A, =6 & del tipo (4k,k) con k¢ R - {0 }.
Analogamente si vede che 1'autovettore corrispondenfe a >\2 =1 é

del tipo (k,-k} conk € R - {0 }]

5.48 Determinare gli autovalorli e gli autovettori
della matrice simmetrica :

6 -2 2
A = ~2 5 0
2 o 7

[ 11 pelinomio caratteristico &
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6-h -2 2
det (A- AI)= -2 5-A 0 = A¥-18 A% + 99X - 162
2 0 7-A

percitc 1l'equazione caratteristica &
A% - 18 AT+ 99) - 162 = (A-3)(A-6)(A-9) = 0
e gli autovalori scno }\:L =3, }\'2 =6, ;\3= 9,

Separatamente, per ciascun autovalore cerchiamo il corrispondente au-

tovettore: per A 1 = 3, dobbiame risolvere il sistema

37 - 2x, + 2%, = 0
-x, t 2x, =0
2%, *hi, =0
posto x , = - k, si ha x;, = x,= 2k, con kER - {0 };per :\2=6,d01_3

biamo risolvere il sistema

—2x2 + Qxa =0

S =0
2X Tt ox,=0
posto ¥ ,=-k, si ha x, =%, = 2k, con k €R - {0 }; per ;\3= g, dob-

biamo risolvere il sistema

"—3:(1 - 2w, 2% 4 =0
-2x, - A, =0
]\ 2%, -2, =0
posto X, ==k, si ha x; = x,= 2k, con k€ R - {0 }. Dunque 1'autovet

tore corrispondente a }\1 & del tipo (2k, Zk,-k); gquello corrispon -

dente a )\2 & del tipo {-k, 2k, 2k); quello corxrispondente a Aa &

del tipo (2k,-k,2k) con k €R - {0 }]
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5.49

Determinare autovalori ed autovettori della matrice

-2 2 -3
A = 2 1 -6
-1 -2 0
[Gli autovalori sono }‘1 =5he }\2 = )\3 =- 3; corrispondenti auto-

vettori somo (1,2,-1}; {~2,1,0); (3,0,1) ]

5.50 Determinare gli autovalorii{complessi) della ma-

3.91

trice

con a€R, beR -{0}.

[siha A, = atib e A, = a-ib ]

Determinare autovalori ed autovettori della ma-
trice

231 212 313
A= 0 432 853
0 8] ag 4

[5i ha }\1 - }\2 A5, }t3= a4 5 corrispondenti autovet

tori sone (1,0,0); {0,1,0); (0,0,1) ]



Capitelo 6

GEOMETRIA ATIAT.TTICA

A, Coordinate cartesiane nel piano

Fissato mel piano un sistema di assi cartesiani
ortogonali, la distanza P,P, di due punti P,, P, di

coordinate (x,,v.,) e (x,,y,) si esprime mediante la

formula

PP, = Y(x,-x,)2 + (y,-¥,)?

In particolare, la distanza del punto P = (x, ¥)
dall'origine 0 & data da

PO = Vx2+y?

Le coordinate {(x,y) del puntc medio P del segmen
to P,P, di estremi P, = (x,,y.,) e P, = (x,,y,) sono
date da x=(x,+x,)/2 e y=(y,+y,}/2.

Ricordiamo che il problema del cambiamento di coor-
dinate cartesiane consiste nell'esprimere le coordina-
te di un punte P rispetto ad un sistema.Oxy;mediante le
coordinate dello stesso punto in un nuovo sistema 0'x'y'

1° caso: traslazione degli assi. Gli assi del due
sistemi di riferimento sono parallelil ed equiversi
e siano (a,b) le coordinate di 0" nel sistema di ri-
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ferimento Oxy (fig. 6.1).

Vi

figura 6.1 figura 6.2

Dette (x,y) le coordinate del punto P nel siste-
ma di riferimento Oxy e (x',v') le coordinate delilo
stesso punto nel nuovo sistema di riferimento, le e-
quazlioni del cambiamento di coordinate sono

{x’ =X - a
y'' = vy - b,

2° caso: rotazione degli assi .I due sistemi di ri -
ferimento hanno la stessa origine 0 ma il nuove si-
stema di assi si ottiene dal primo mediante la rota-
zione di un angolo & (fig. 6.2). '

Dette (x,y) le coordinate del- punto P nel siste-
ma Oxy e (x',y') quelle dello stesso punto P mnel nuo
vo sistema Ox'y', le equazioni del cambiamento di
coordinate sono

x' = x cos § + y sen ©
y' =- X sen 8 + v cos $

0, equivalentemente,

b

3% caso : cambiamento generale di coordinate. 1 due s

x'cos § - ¥y' sen &
x'" sen & + ¥v' cos §
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stemi sono arbitrari con origine 0 e 0' rispettiva -
mente; sia ¢ l'angolo Xx' e siano (a,b) le coordina-
te di 0' nel sistema Oxy (fig. 6.3).

Allora le equazioni del cambiamento di coordina-
te somno

x'=(x-a)cos 8 + (y-b) sen $
y'=-(x-a)sen 8+ (y-b) cos %
¢, equivalentemente,

%x = x' cos'%-y‘ sent § + a
= x' sen %+y' cos § + b

figura 6.3

6.1 Dati i numeri reali positivi x > 0 e v > 0, dire
a quale quadrante appartiene ciascuno dei seguen
ti punti del piano cartesiano

(x,y); (-x,-y); (x,-v); (-x,vy).
[1°53°58052° ]

6.2 Determinare le coordinate del punto medio del seg
mento di estremi A,B.

(a) A=(1,2); B=(2,1) (b) A=(1,2); B=(3,3)
(c) A=(0,-1); B=(-1,-2) (d) A=(0,¥%3 ); B=(1,v2)
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6.3

6.4

L(a) (372, 3/2); (B) (2, 5/2); (¢} (-1/2, -3/2); |

() (1/z, (V3 +7/2)/2) ]
Calcolare la distanza delle seguenti coppie di
punti A, B del piano cartesiano.
(a) A=(0,0); B=(1,1) (b)a=(0,0); B=(0,1)
(c) A=(2/3,1); B=(1,2/3)

(d) A=(1+/3,2); B=(V3,2 + vZ )

[a) V25 (®) 13 (¢) V273 (&) V3 ]

"Determinare il perimetro del triangolo i cul ver

tici hanno le seguenti coordinate nel pianc car-
tesiano: A={2,-1), B=(2,4), C=(4,0).

[5++v20+ V5 ]

Verificare che il triangolo di vertici A= (0,0},
B = (2,2), €= (1-/3, 1+ /3 ) & equilatero.

Determinare 1l numerc positivo x tale che 1
triangolo di vertici A = (06,0), B = (1,0), C

= (1/2, x) sia equilatero.

[x=1/?}'2]

=

Determinare le ccordinate del punto equidistante
dai tre punti A = (6,0}, B = (-1,1), Cc=(0,2).

[ (0,1)]
Quali sonc le nuove coordinate dei punti (-1,4),
(3,1), (3,-2) se 1'origine si sposta nel punto

(2,1) ed i nuovi assi sono paralleli ed equiver-
si ai primi?

[(‘3)3)5 (1,0}; (1,-3) ]

Quali sono le nuove coordinate del punto (1,1)



157

~quando si fanno ruotare gli assi attorno all'ori
gine di un angolo di 60°7

[+ V3 )2, (- V32 ]

6B. FEguazioni della retta

Ricordiamo che ad ogni retta v di un piano, nel
quale si sia fissato un sistema di assi cartesiani or
togonali, si pud asscciare un'equazione di primo gra
do in due variabili

(1) ax + by + ¢ =0

nel senso che le coordinate di tutti {e solo)} i pun-
ti della retta soddisfano tale equazione. L'equazio-
ne (1) prende il nome di eguazione cartesiana della ret -
ta T.

Nel caso particolare che r sia parallela all'as-
se delle y, l'equazione (1) assume la forma x - c=0
mentre se r & parallela all'asse delle x, la (1) as-
sume la forma y-c = Q.

Viceversa, ad ogni equazione del tipo (1), con a
e b non entrambi nulli, si pud associare una retta T
di cuil essa & l'equazione cartesiana.

Se nell'equazione (1) risulta a=0, b#0,allora la
equazione diviene by+c=0, ovvero

y = - c¢c/b

e rappresenta la retta parallela all'asse delle x,
passante per 1l punto dell'asse delle y di ordinata
-c/b.

Se invece & a # 0, b=0, allora l'equazione divie
ne ax+c=0, ovvero

X = - cfa

e rappresenta la retta parallela all'asse dellie v,
passante per il punto dell'asse delle x di ascissa
-c/a. '



158

Se infine & ¢ = 0, l'equazione rappresenta una
retta passante per l'origine.

A seconda del tipo di problema che si vuol stu -
diare l'equazione della retta assume forme particola
Ti:

- L' equazione esplicita di una retta v (non parallela
all'asse delle v} &

y =mx + g

ove m & 11 coefficiente angolare di r, cioé la tan
gente trigonometrica dell'angelo & che 1l'asse del-
le x forma con r e q & 1'ordinata all'origine di r,
cio&d 1l'ordinata del punto in cul la retta incontra
ltasse delle v (fig. 6.4)

q/{/ x

figura 6.4
- L' equazione della retta passante per i punti P ={x, ,Yole
P,=(x,,y,), (non parallela ad alcun asse coordina-~
to) &
X-X, Y Yo

Xl_xo YI_YO

- L' equazione segmentaria di una retta (non passante per
l'origine, n& parallela ad alcun asse) 2

1Y q
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ove p & l'ascissa del punto A di intersezione del-
la retta con l'asse delle x e q & 1'ordinata del
punto B di intersezione della retta con l'asse del
le v (fig. 6.5)

g4

~roo

Alp,0) .
@] \ X

figura 6.5

- Le equazioni parametriche di una retta sono del tipo
X = x, + it
v =y, + ut te R

ove (X,,Y¥,) sono le coordinate di un punto della
retta e A,n sonc due numeri non entrambi nulli,det
ti numeri direttori della retta.

©.10 Qual'é l'equazione della retta i cui punti han-
no ascissa uguale a d7

[x=4d]

6.11 Qual'é l'eguazione della retta i cui punti hamo
ordinata uguale a c?

[y=¢c]
6.12 Scrivere le equazioni delle rette passanti per

le seguenti coppie A,B di punti del pianc carte
siano
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6.14

6.15

6.16

6C.

(a) A=(0,0); B=(3,3) (b) A=(0,1); B=(3,4)
(c) A=(2,5); B=(6,3) (d) A=(0,-1); B=(1/5,0)
{e) A=(1/5,3); B=(1,2/3) (f) A=(5,1/3); B={1,;3/2).
[(a) v = x5 (b) y=x*1; (c) y=-x/2+6; (d) y=3x-1; (e) 35x+12y-43=0;
(£} Ta+2hy-43=0 ]

Determinare il coefficiente angolare deila ret-
ta passante per 1 punti A,B indicati

{a) A=(0,0); B=(1,3) (b) A=(1,3); B=(-2,4)
{c) A=(0,0); B=(1,0) (d) A=(0,0); B=(0,1).
[(a) 33 (b) - 1/3; (c) 0; (d) non & definito ]

Scrivere l'equazione segmentaria di ciascuna del
le rette di cui & data l'equazione cartesiana

(a) 3x+y-3 = 0 (b) x + 3y - 3 =10

{(c) V2 x + my-u/2=0 () V2 x+ /3 y- V6 =0.
y_ .. X -1 ()2 Y 4. L

[{a)x+;—1, (b) S +y =1 ()H+J2_ L) 2=+ e 1]

Scrivere 1'equazione segmentaria della retta che
interseca gli assi nei punti A=(vVZ,0)e B=(0,/3).

X y o
LE s

Scrivere le equazioni parametriche della vretta
r che congiunge 1'origine 0 delle coordinate con
il punto A = (2,3)}.

[x=2t; ¥=3t pert € R ]

Problemi sulle rette

Siano r e r' due rette di equazioni
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ax + by + ¢ =0
() .

a'x+ b'y+ c'=

cona #0, b#0, a" # 0, b" # 0. Se le due rette si
incontranc in un punto P, le coordinate di questo pun
to costituiscono una scoluzione di entrambe le equa -
zionl & percid del sistema da esse formato.

Viceversa, se il sistema (%} ammette una soluzio
ne {(x,y), allora x,y sono le coordinate di un punto
comune alle due rette.

Pertanto, per stabilire se le rTette r e r' sono
fra loro incidenti o parallele ¢ coincidenti basta
risolvere il sistema (*). Se tale sistema ha una so-
la soluzione, allora le rette r,r' sono incidenti. Se
il sistema mon ha soluzioni, le rette r,r' sonc pa -
rallele. Se il sistema ha infinite soluzioni, le ret-
te sonoe coincidenti.

Supponiamo ora che il determinante ab' - a'b del
la matrice incompleta del sistema (*) sia diverso da
Zzero, Ccioé& supponiamo che sia

a/a' # b/b';
allora il sistema (*) ammette l'unica soluzione

_ _bc'-b'c _ca'-c'a

- ab'-a'h E ¥y = ab'-a'b
e tali sono le coordinate dell'unico punte di inter-
sezione delle due rette r,r'.
Se invece 11 determinante ab'-a'b & nullo, cioég,

se &
afa' = b/b' ,

allora, detto k il valore comune dei rapporti a/at,
b/b' si ha a = ka', b=kb' e il sistema (*)assume la
forma

{a'x + by

a'x + b'y

0 =0
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da cui si vede che, se & ¢c/k # ¢' il sistema non ha
soluzioni e le rette sono parallele; se invece & c/k
= c! allora le due equazioni del sistema coincidoneo
e percid r = r'.

Dalle considerazioni precedenti segue, in parti-
colare, che due rette v ed r' di eguazioni

ax + by + ¢ = 0
a'x+ byt ¢'= 0

sono parallele se e s0lo se esiste k tale che a=ka',
b=kb'.

Ricordiamo, invece, che tali rette sono perpendi-
colari fra loro se e solo se & aa'+bb'=0. '

Inoltre, 1'equazione della retta passante per il
punto P, = (x,,v,), parallela (risp.perpendicolarelal
la retta di equazione axtby+tc=0 & a(x-x,J)+tb{y-v,)= 0
{(risp. bix-x,}-aly-y,) = 0).

Se le rette r e r' sono espresse mediante la lo-
ro equazione esplicita

y =mx +q
y = m'x+ qf,

allora esse sonc parallele se m=m', sono perpendico-

lari tra leesn se mm' = - 1;

Ricord .mo infine che la distanza 4 del punto
P=(x,,y.} .alla retta di equazione ax+by+c = 0 & da-
ta da d - jax,+by, +tc|/ Ya?+bh?

6.17 De- zrminare le coordinate del punto P di inter-
sezione di ciascuna delle seguenti copplie di ret
te del pianc '

£ 3x+vy - 9 = 0; 2x + 5y - 1§

I
=

(1 2x+3y -5 = 0; 4x + 9y - 12

I
v

(¢ 2x+3y -1 = 0, X -y + 2 =0,

Simy bR = 0342, 23); (e) B2 (-1,1) ]



6.18 Verificare che, condizione necessaria e suff: -
ciente affinché 1 tre punti A = (x,,v.), B =

= {x.,.v.}), C =(x } siano allineati su di una
1,Y1 ’ Z:YZ
medesima retta & che sia

X ¥, 1
X, vy, 1 = 0.
X, ¥, 1

[ Tale & infatti la condiziene di compatibilita del sistema nelies inco

gnite a,b,c
ax + by +c=0
ax, + by, +¢ =10
ax ,+ by, tc=28
6.19 Stabilire se 1 tre punti A,B,C, d4i cul soun:s

cificate le coordinate, sono o mon sonc alllins
ti

(a) (0,1); (2,-1); (3,-2) (b} (1,13; (5,5); (13,113
(c) (1/2,7/4); (0.2,2.2); (1,1) (d) (1,5/3);(1/2,2);{3,1/3)

()

[(a) si: (b) no; {¢) si; (d) si ]
6.20 Scrivere l'equazione della retia parallela allizs
retta data e passante per il punte indicato
{a) 2x+3y-1=0; P = (1,1) (b)) 2x+y-3=0; P={2.1)
(c) x+y-1=0; P=(1,1) (d) x+8y-3=0; P=(3,35)
(e} v = mx+q; P=(x,,v,).
[ (a) 2x+3y-5=0; (b) 2x+y-5=C; (c) x+y-2=0; (d) xH8y-43 O3

(e} ¥ = m(x—=x, Jy ; }

6.21 Scrivere l'equazione della retta perpe1 icolare
alla retta data e passante per il punt. indica-
to
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(a) vy = 3x+1; P=(0,0)  (b) y=2x+7; P=(1,3);
(¢} v = =x+9; P=(3,3) '

(d) y =mx +q (conm # 0); P=(x,,y,)-

[(a) y=-(1/3)x; (b) y=-x/2+7/2; (e} y=-x+é; (d) y=-(¥-x ) )/mty ;]

6.22

Determinare la distanza del punto P=(2,2) dalla
retta di equazione 2x+y-5=0.

[ 1v/5 1]

Determinare la distanza del punto P={i,1/3)dal-
la retta di equazione x-y-2=0.

[4/3v2 ]

I lati di un triangolo ABC hanne equazionl x=0;
y=0; x+y = a. Determinare le coordinate del verxr
tici A,B e C.

[(0,0);5 (2,003 (0,2) ]

Determinare le coordinate dei vertici del trian
golo i1 cui lati hanno equazioni v=0;

X, X, X,X_
a + b 1; 5 + 1.

[(a,0); (b,0); (ab/(a+b), ab/{a+h)) ]
Scrivere le equazioni delle mediane del triango
lo di vertici A=(2,3); B=(-2,-3)}; C=(4,-1).
[x+£ry=_0; 5x-y-7=0; 4x-5y-?=oj .
Determinare il parametro X in modo tale che la
retta v, di equazione

(O+D)x + (A-1)y + 2% -1 =0
soddisfi ad una delle seguenti condizioni

{a) passi per il punto (1,2)
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(b) sia parallela all'asse delle ¥y :
(c) sia perpendicolare alla retta di equazione:
ix -y + 1 =20,

[ (a) Affinch® la retta ry Ppassi per il punto {(1,2) occorre che 1la
coppia (1,2) soddisfi 1'equazione di r;. Deve essere percid A4l +
+2(A-1) + 2% -1 =0 e ciod A=2/5. (b) Affinché la retta ry ri
sulti parallela all'asse delle ¥ cccorre che nella sua equazione map
chi il termine conltenente la y; dev'essere percié A=1l. (¢) Affinché
la retta ry sia perpendicolare alla retta Zx-y+1=0, occorre che il
coefficiente angolare di Ty . sia uguale all'opposto del reciproco del
coefficiente angolare della retta 2x-y+1=0. Si ricava A= - 3 ]

6D. Equazioni della circonferen=a

L'equazione cartesiana della circonferenza di cen
tro (X,,¥,) € raggio r > 0 &

(x-x,02 + (y-y,)?% = r?

Sviluppande 1 calcoli si perviene ad un'equazio-
ne del tipo

("3 x2+y2+ax+fy+y = O

con a=-2x,, B=-2y,, v = x3 * ¥} - r*.

Viceversa, un'equazione del tipo (*) & 1l'equazio
ne di una circonferenza, se e solo se & a?/4 + B2/4-
- v > 0; in tal caso le coordinate del centro somno
- a/2, -8/2 ed il raggio & dato da r = Ja*/4+B2/4-Y.

6.28 Scrivere le equazioni delle circonferenze di cen
tro C e raggiec 1T, con C ed v indicati

{a) C=(0,0); v = 2 (b) C = (1,2); r
{(c) C=(-3,3);r = 4 (dy C (1,0); r

1l
[&X]

1/5.

[(a) x2 + y 2-4=0; (b} x*+y2- 2% -4y -k =0;
(e} 2%+ y Z423-6y-6=0; (d) x2 4y 2-2x425/25 = 0 ]



.29 Stabilire se le seguenti equazioni rappresenta-

ne o meno una circonferenza e, in caso afferma-
tivo, determinare le coordinate del centro C ed
il raggio T

(a) x?+y?-2x+2y+i=0; (b)) x¥+y?-4dx+2y+1=0
{c) x?+yi+x+y+l = 0; (d) O9x*+9y2-6y-26=0.

¢ = (1,-1); r=2; (b} € T (2,-1); r=2; (<) mo; {d) C = (0,1/3);
=v3 ]

.30 Sia C la circonferenza di equazione x?*+y?*=r? e

consideriamo la retta di equaziocone y=mx+q. Veri
ficare che tale retta & tangente alla circonfe-

renza C se e s¢olo se l'equazione di secondo gra
do

(1+m?)x2®+Zmgx + q*-r?* = 0
ha due radlcil coincidenti.

. Basta imporre che il sistema nelle incognite x,y:

sz+y2 -2

ly=m+q

zbtia una sola soluzione}

{1
Y

Verificare che la retta di equazione y=2 & tan-
gente alla circonferenza di equazione x*+y*=4,

M
(%)

Scrivere l'equazione della circonferenza con cen
tro in {1,1) e tangente all'asse delie vy.

(22 +y?% -2x=-2y+1=0]

.35 Determinare l'equazione della tangente alla cix

conferenza di equazione xi+y?-4x-6y-12=0 nel
suc punte P = (5,7).

[3x + 4y - 43 =0 ]
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.34 Per guali valori del paramentro k&R l'equaziomne

x2 + y2 - 2x + ky + k = 0 rappresenta una cir-
conferenza?
Lk#2]

.35 Determinare i punti di intersezione della civ-
conferenza di equazione x?+y?-3x-5y+8=0 con la
retta di equazione y=2Xx.

[ (1,2} e (8/5, 16/5)]
.36 Determinare i punti di intersezione della cir-

conferenza di equazione x2+y?-2x+dy+4=0 con la
retta di equazione x-y-2=0.

[(0,-2) e (1,-1) ]

.37 Determinare l'equazione della circonferenza di
centro nell'origine degli assi e passante per
il punto (3,4).

[x?+y?® =25 ]
.38 Scrivere l'equazione di una generica circonfe-
renza con centro sull'asse x.
2 2 _ Z
[x?+y?+0ax+ Y =0con Yy < 0%/s ]
.39 Scrivere l'equazione di una generica circonfe -
renza con centro sull'asse vy.
[x?+y2+By+ v =0, cony < B?/5 ]
.40 Scrivere 1 ' equazione di wuna generica cir-

conferenza passante per 1 ' origine degli as
s1.
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[ x2+y?+ ax+ By=0,0%+B%+0 ]

6.41 Scrivere 1l'equazione della circonferenza avente
il centro di coordinate (1,1) e passante per la
origine degll assi.

[x2+y2-2x-2y=0]

6.42 Determinare 1l'equazione della circonferenza pas
sante per i tre punti non allineati di coordina
te (0,0), (1,0), (0,1).

[k2+y2—x-y:0 ]

6.43 Determinare 1l'equazione della circonferenza pas
sante per i1 tre punti non allineati di coordina
te (4,7), (5,0), (-3,6).

(k2 4y2 -25-6y-15=20]

6.44 Determinare, al variare del parametro k,le cooxr
dinate dei punti di intersezione della circonfe
renza di equazione x? + y* - 2x - 2y = 0 con la
retta di equazione y = kx.

[(0,0) e (2(k+1)/ (k% + 1), 2k(k+1)/(k2 + 1)) ]

6FE. Laaoghi geometrici. Ellisse, iperbole,

parabola

$i chiama Iluogo geometrico (piano)} l'insieme dei
punti del piano verificante una certa proprieta.

Oltre alle rette ed alle circonferenze, che co-
stituiscono gli esempi pilt semplici di luoghi geome-
trici, & interessante studiare le ellissi, le iperbo
le e le parabole.

L'ellisse & 11 luogo dei punti del piano per cui
& costante la somma delle distanze da due punti fis-
si F, e F,, detti fuochi.

Considerande un sistema di assi cartesiani orto-
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gonali, tali che F, e F, si trovino sull'asse delle
x, con coordinate (-c,0}, (c,0); detta a una costan-
te positiva, l'ellisse costituita dai punti P tali

che PF, + PF, = 2a, con a > ¢, ha equazione
x? ¥
a? T pr Tt

con b = va?-¢c? (fig. 6.6).

—b
figura 6.6

I due numeri a e b si chiamano semiassi dell' el-
lisse; se risulta a = b, allora l'ellisse si riduce
alla circonferenza di centro (0,0) e raggio a.

I1 rapporto e = c/a compreso fra 0 e 1 {0 per la
circonferenza) si chiama eccentricitd dell'ellisse e
misura di quanto l1'ellisse, per la sua forma pil o
meno allungata, differisce dalla circonferenza.

Ricordiamo, infine, che i quattro punti di inter
sezione dell'ellisse con gli assi coordinati si chia
mano vertici dell'ellisse.

L' iperbole & il luogo dei punti del piano per
cui € costante la differenza in valore assoluto del-
le distanze da due punti fissi F, e F,; detti fuochi.

Considerando un sistema di assi cartesiani orto-
gonali, tali che F, e F, si trovino sull'asse delle
x con coordinate (-c¢,0), (c,0); detta a una costante
positiva, l'iperbole costituita dai punti P tali che
|PF, - PF,| = 2a, con a < c, ha equazione
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2 2
SR
a b2

con b = Jc2-a? (fig. 6.7).

I
¥

-
£y
-
‘0*
—_c I
}

figura 6.7

I due numeri a e b si chiamano semiassi dell'iper
bole; gli assi delle x e delle y assi dell'iperbole,
le rette bx - ay = 0 e bx + ay = 0 asintoti dell'iper
bole. Se Tisulta a = b 1l'iperbole si dice equilatera.

Ricordiamo infine che i due punti di intersezio-
ne dell'iperbole con 1'asse delle x si chiamano ver-
tici dell'iperboile,.

La parabola & il luogo dei punti del piano che
sono equidistanti da un punto F (detto fuoco ) e da
una rvetta d {detta direttrice).

Considerando un sistema di assi cartesiani orto-
gonali tali che F si trovi sul semiasse positivo del
le x con coordinate {(c/2,0) e la retta d sia paralle
la alltasse delle y con equazione x=-c/2, si vede fa
cilmente che l'equazione della parabola &

y? = 2ZcXx.

11 numero ¢ si chiama diametro della parabela, lo
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asse delle x si chiama asse della parabola, il punto
di intersezione della parabola col suc asse (in que-

sto caso l'origine) si chiama vertice della parabola
{(fig. 6.8).

v

c/2.0} x

y2= 2cx

figura 6.8

Se il fuoco e la direttrice di una parabola sono
orientati diversamente rispettce agli assi coordinati
si ottengono equazioni diverse per la parabola stes-
sa, pur continuando a supporre che il vertice coincil
da con 1'origine degli assi e che il fuoco gilaccia su
uno degli assi.

Si hanno cosi altri tre tipi di equazioni, nelle
quali il numero ¢ rappresenta sempre la distanza tra
il fuoco e la direttrice (fig. 6.9).

v

i
1
|
R )
F ) - (0.0) N
{-¢f2.0) wpq X x
— <
! F Fo-
lx= &
P
y2=—2cx x2=2cy x2=-2cy

figura 6.9
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L'ellisse, l'iperbole e la parabola hanno dunque
in comune la proprietd di esser rappresentate da e-
quazioni algebriche di secondo grado.

Le loro equazioni sono casi particelari della pil
generale equazione di secondo grado in x e ¥y

2 - _—
(*) a,,x%+2a,,xy+a,,Vy +2a, ,X+2a, yta,, = 0

E' percid interessante studiare in generale le
curve piane rappresentate da un'equazione di tale ti
po. Tali curve si dicono coniche perché si dimostra
che si possono ottenere come sezioni di un piano con
un cono circolare retto.

Per lo studio della conica di equazione (*) si
devono esaminare i determinanti

a a

11 832 &1

8'13 a’23 a33

Si dimostra infatti che se & A # 0, la conica di
equazione (*) & un'ellisse, un 'iperbole o una parabo
la, a seconda che sia A;, > 0 ¢ A-a,, <0 oppure

A,, < 0, oppure A , = 0. Cid va inteso nel senso che

& allora possibile determinare un sistema cartesiano
rispetto al quale 1'equazione della curva assuma, &
seconda del segno di A,,, una delle forme canoniche
precedentemente indicate.

6.45 Calcolare i semiassi e le coordinate dei fuochi
delle seguenti ellissi
(a) x2/25 + y2/4=1 (b) 4x?* + 9y? = 27
{(c) 4x% + 6y? = 36 (d)y x2/9 + y2/5 = 1.
[(a) 5,2; (+/21,0); () 3 ¥ 3/2, V3, (£ ¥ 15/2,0);

(c) 6,276, (+/ 3,005 (d) 3, V5, (£2,0) ]
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Scrivere l'equazione dell'ellisse passante per i punti
P=(2,2v/5/5)e Q=(-1,4/5/5)e con i fuochi sull'asse Xx.

[x2/5+y%3m=1 ]

Scrivere l'equazione dell'ellisse i cui fuochi
hanno coordinate (# v2,0) e il cui semiasse mag
giore & 3.

[x2/0+y 2/1=1]

Determinare l'equazione dell'ellisse il cui se-
miasse minore & b = Y6, la cui eccentricita &
e = 1//7 e avente i fuochi sull'asse Xx.

[x*/7+y2/6=1 ]

Determinare 1l'equazione dell'ellisse che ha due
vertici coincidenti con i punti (23,0) e fuochi
nei punti (£2,0).

[x2/o+y 2/5=1]

Determinare l'equazione dell'ellisse che ha due
vertici nei punti (#n,0) e fuochi mnei punti
(+(n-1),0) con n intero positivo.

[x2 /2 +y?*fizn-1) = 1 hi

Scrivere l'equazione dell'ellisse la cui eccen-
tricitad & uguale a 1/2 e 1 cui fuochi somno i
punti (+2,0).

[x2 /16 +y2 12 = 1]

Dimostrare che per ogni meR esistono due tangen
ti all'ellisse di equazione x2/a? + y?/b?=1 a-
venti coefficiente angolare uguale a m. Determi
nare le equazioni delle tangenti.

[ I punti di intersezione dell’ellisse con la retta v = mx + g si ot-

tengono risolvendo il sistema
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6.33

6.54

6.55

6.56

6.357

yz
_+-—--2:1
a b

y=mx+gq

Fliminando la y tra le due equazioni, otteniamo 1'equazione di  se-

condo grado in x
(b2+a2m?)x® + 2a° mgx + a” (q Zp2) = 0.

Tmponendo che tale equazione abbia due soluzioni coincidenti, ossia
che il suo discriminante sia nullo, otteniamo la condizione aZm? +
+1b?2 -¢q% =0, da cui si ricava q = + va’n*+b?. Dunque le
rette y = mx % va 2m 2+ b? sone le due tangenti all'ellisse aven-

ti coefficiente angolare uguale a m 1

Scrivere le equazioni delle rette, di coeffi -
ciente angolare m = 4, tangenti all'ellisse
x2/4 + y2/3 = 1.

[v=4x = \/??P]
Scrivere l'equazione dell ' iperbole che ha i

vertici in(+3,0) e distanza focale {(cio@ distan
za tra i fuochi) uguale a 8.

[x2/9-y2/7=1 ]

Scrivere l'equazione dell'iperbole di vertici
(£3,0) e fuochi (+ V13,0).

[x2/0 -y2/6=1]

Serivere l'equazionme dell'iperbole di vertici

(+4,0) e passante per il punto di coordinate
(8,2).

[x2/16 -3y 2/4=1 ]
Scrivere l'equazione dell'iperbole che ha per

asintoti le rette y = = (1/3)}x e passa per il
punto (3,0).
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6.60

6.61

6.62
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[x% -9y? =9 ]

Scrivere l'equazione dell'iperbele passante per
£5,3/2) ,con 1'asimtoto di equazione y=x/2 e fuochi sull'asse x.

[x2 /16 ~y2 ja =1 ]

Data l'iperbole di equazione x?/a?-y?/b? = 1, ve
rificare che, per ogni numerc reale m tale che
jm| > b/a, esistono due tangenti all ' iperbole
aventl coefficiente angolare uguale a m.
Determinare le equazioni delle tangenti.

[ 8i procede in mode analoge a come nel caso dell'esercizio 6.52.5i tro-
vay-m £ vaZn®-1p? ]

Scrivere le equazioni delle rette, di coefficien

te angolare m = 1, tangenti all'iperbole di equa
zione x2/9 - y3/4 = 1.

[y =x £ V5 :|

Sia data 1'iperbole equilatera di equazione x? -
- y? = a?, Supponendo di far ruotare di 45° il si
stema di assi, quale sard la nucva equazione del

1'iperbole riferita al nuove sistema di assi
Ox'y'?

[ Applicando le formule di cambiamente di coordinate per rotazione diun
angolo § = 45° (ved par. 6A) si ha

% = x' cos 45% - y' sen 45° = V2 {x'-¥")/2
v = x' sen 45° + y' cos 45° = vz (x'+y")/2
da cui, con facili passapgi, si perviene all'equazicne x'y'=-a 212 ]
Scrivere l'equazione della parabola il cui fuoco
& in (2,0) e la cui direttrice ha equazione x=-2

[y? =8x]
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6.

.63

.04

.65

.66

67

.68

.69

.70

Determinare le coordinate del fuoco e 1l'equazigo
ne della direttrice della parabola yZ=12x.

[(3,00;2=-3]

Scrivere l'egquazione della parabola il cui fuo-
co & in {1/3,0) e la cui direttrice ha equazio-
ne x =- 1/3.

[y2 = (a/3)x]

Verificare che la retta di equazione y=x+1 & tan
gente alla parabola di equazione y* = 4x.

Verificare che la retta di egquazione y=mx+p/2m

& tangente alla parabola di equazione y?=2px.
Determinare l'equazione della tangente alla pa-
rabola y2?=3x nel punto P = (3,3).

[La retta per P di equazione y-3=m(x-3) & tangente alla parabela se
e solo se l'equazions my2 - 3y + 9 {1-m)=0 nell'incognita y ha due
radici coincidenti, ossia se il suc discriminante & nulle. Si ottie-
ne cosi la condizione (2m-1) 2=0, cicd m=1/2. Dunque la tangente cer
cata ha equazione ¥-3 = (1/2)(x-3) ]

Scrivere l'equazione della parabola con vertice
nell'origine e fuoce in (-3,0).

[y2 =-12x ]

Scrivere l'equazione della parabola con fuoco
in (0,1/4) e direttrice y =- 1/4.

[x% =y]

Determinare le coordinate del fuoco e l'equazio

ne della direttrice della parabola y=-x?/12.

{(0,-3); 33 ]
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6.71 Verificare che la comnica di equazione

6.72

6.73

y = ax? + bx + ¢ (a > 0)

¢ una parabola, facendo vedere che, assumendo
due nuovi assi x',y' ottenuti da x,y con una ro
tazione di angole % = /2 e con l'origine nel
punto 0' = (-b/2a, c-b?*/4a), la conica ha equa -
zione y'? = (1/a)x'.

[Le formule di camblamento di coordinate (ved il par. 6A, 3° caso) si

scrivone:

= - bfla - y!

i

[x
(1_}’ ctb®fha+x

sostituendo tali valori nell'equazione y=ax2 +bxtc si ottiene 1'equa
zione della conica rispetto ai muovi assi: y'2 = (1/a)x'. Cid  con-
ferma quanto affermato. nel presente paragrafo perché la nostra coni-
ca pud esser scritta sotto la forma (%) con A=a/t # O e A, 4 =0 ]

Verificare che anche nel caso a < 0 la conica da
equazione y = ax? + bx + ¢ & una parabola.

[ come nell'esercizio precedente, in cui perd si scelga & =-T/4 ]

Verificare che la conica di equazione
x%2/a® + y2/b? - 2x/a = 0
¢ un'ellisse.
[sihaa=-1/a’b?, A,5~1a%b?, a , =1/a® e in particola
re A e &, , hanno segni opposti. Per disegnare l'ellisse basta ese -
guire la traslazione ¥ = a + x', ¥y = yv' & osservare che & x'?/a®+

+y‘2fb2=1]



Capitelo 7

IL.TMITI DI SUCCESSIONT

7A. Uso della defini=zione

Ricordiamo la definizione di limite (finito o in
finito) di una successione. Cominciamoc com il caso
del limite finite.

Diremo che una successione a, tende ad un numero

reale a (a, converge ad a), e scriveremo

lim a = a , oppure a, ~ a,

n—+o
se, per ogni numerc reale & = 0, esiste un numerc VN tale
che |[a, - al < €, per ogni T > V.

Diremo che una successione a, tende 2 + « (an di-

verge a + ®), e sSCriveremo

lim a = + =, qppure a, >+ ®,

n>r+®
se, per ognl numero reale M > 0, esiste un numerc V tale che
a, > M, per ogni m > V.

Ditremo che una successione a, tende a =@ (a, diver

ge a -®), € scriveremo
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tim a = -«, oppure a v - ©,
1 =4
se, per ogni numerc reale M > [, esiste un numerc V taie

che @, < - M, per ogni n > v.

Gli esercizi proposti in questo paragrafo hanno
lo scopo di far familiarizzare il lettore con la de-
finizione di limite di una successione.

7.1 Utilizzando la definizione di limite, verificare
che

. oon
lim ——— ==

h e 20%5 2

[Discutiamo la disupnaglianza

1 . n 1
a_ - — < £, ciod - - < E
oz 25 2
Semplifichiamo il primo membro :
2n - {2n+5) -5 _ 5
2{2n+5) 2(2n+5) Lr+10

Percié la disuguaglianza iniziale equivale a 5/{4nt+l0) < £ . Inter-
pretiame tale disuguaglianza come una disequazione nell'incognita n,

che & facilmente ricavabile:
5 5 5 5
n+ 10>—- , n>—- -10, nn>— - —
£ £ hiE A

Ponendo WV = 5/(4E ) - 5/2 abbiamo verificato cid che volevamo,e ciod

che, per ogni € > 0 esiste V per cul l a, - 1/2 l€ €, per ogni

n>\)}

E' noto che, se i1 limite di una successione esi
ste, esso & unico. Percid & chiaro che la successio-
ne considerata nell'esercizio precedente non pud con

vergere ad un numero reale diverso da 1/2; per esem-
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pio, non pud convergere ad 1. Verifichiamo cid diret
tamente con la definizione.

7.2 Utilizzando la definizione di limite verificare
che

i n
ijg Znts 71

[ Occorre discutere la disequazione 1 nf{2n+5)-1l‘:€.

Semplifichiamo:
-n~5 n+5
-1 = = < £
Ints Znts 2n+5
Ricaviamo 1n:
n+5<2En+5%¢6, {1-2€n < 5{E - 1) .

Se £ & abbastanza grande, ad esempic se £ > 1, la disequazione &
verificata da ogni n € N, perché il prime membre (1-2 €} n 2 negativo,
mentre il secondo membro 5( € -1) & positivo. Perd, se scegliamo £

pii piccolo, ad esempic € = 1/4, si trova la disequazicne
(1-1/2)n < 5(-3/4}, cio& nf2 < - 15/4,

che non & verificata da nessun interoc pesitivo.
Ricordando che la definizione di limite richiede la verifica di disu-
guaglianze utilizzande un parametre £ 2 0 arbitrarioc, possia-

mo concludere che il limite dato non vale 1 :|

7 3 Utilizzando la definizione di limite verificare
che

ntd n-4 1
1 — = b - —_— = -_
(a) nljf}” o 1 (b) nl+1+r!r1co insl 3

[(ay v =u/e; (b) v=(13/€-3)/9 ]

7.4 Verificare che la seguente successione converge
a zero:
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[ Risulta | an-Ol = * (-1)n.fr1| =1/n. Ponende V= 1/ £, 51 trova che
| an-Ol‘(S perognin > V

7.5 Utilizzando la definizione di limite +verificare
che
3n

U S : B _
(@) Um 751 = ° (&) Mm \oiigg = ¢

[(a) Pern >V =1/82 - 1 risulta 1/ v nitl < € ;
(b} Semplifichiamo la relazione:

« 3n
n2-10

Per n » 3, ne N, risulta n

< g <=3 — < g2

2-10 > 0 . Possiamo quindi  moltiplicare

per tale valore entrambi i membri dell'ultima disuguaglianza, ottenendo
n < £2(n?-10), ciod £2n? - 3n - 108? > o,

3i ftratta di una disequazione di secondo grado in n, che @ verificata
se n & esterno all'intervallo di estremi (3 * Voruo £ ¢ )z £2. Quindi

s5a
n> V =max {3; 3+ omoe®)/2e?},

allora vale la disuguaglianza di limite da cui siamo partiti]
7.6 Mediante la definizione verificare che

lim Va4 + 1 = 2
n >+« Il

[Fissate £ > 0, occorre riselvere la disequazione nell’incognita n:

| vasrm-2| < €.

Dato che 4+1/n > 4, risulta anche V4l > Vi = 2. Percid 1'argomen
to del valore assoluto & positivo e basta risolvere

(%) Vi -2<¢€

Portando il 2 a seconde membro ed elevanﬁo_al quadrato si trova
v= [(@+e)2-4]1-1/mere?).
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Proponiame un altro metodo: si possono moltiplicare entrambi i membri
della (%) per la quantitd v 4+l/n + 2, che & positiva ed anzi Vi+ln+
+2>Y4+2=04,lLa disuguaglianza che si ottiene

(541/n) - & < € { ¥ b+1/n + 2),

segue quindi dalla disuguaglianza seguente, che & pit semplice da ri -
solvere:

(441/n)-4 < 4E

Semplificando a primo membro si ottiene n > V = 1/(4E ).
Naturalmente la stima trovata con il secondo metodo {n > 1/(h E)} 3
peggiore della stima precedente ]

7.7 Utilizzando la definizione di limite verificare
che

lim (n%-1) = + «,
n —r4 s

{La relazione n2- 1 > M equivale a n? > M+l. Essendo n > 0, cibd equi

vale ancora an > v M+1 . Percid, sen > V = VM+1 , risulta nZ-1>
>M ]

7.8 Mediante la definizione verificare che le seguen
ti successioni divergono a +«
(a) a, = n* - 2n - 3 (b) a, = n® - én + 1
[(a) Pern>V =1+ Y 4+M risultan® - 2n - 3 > M

) v =3+ /8m ]

7.9 Utilizzando la definizione di limite, verificare

che
ni+2n n?-8n+4
(a) n+1 > T = (b) -4 > + ™
[ (a) Vv = (M-2+ &4 2)/2;
(b) V -max {4; (8+M+ VE8 +M2) /2 } ]
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7.10 Mediante la definizione verificare che

lim (5-n2) = - =
nt®

[ La relazione 5-n2 < - M equivale a n? > M5, Percid , perm > V=
= VM5 risulta 5-n2 < - M ]
7.11 Utilizzando la definizione di limite verificare
che le seguenti successioni divergomno a-<«.

(a) a, = 1-4n-n? (b) a, = 4n - n?-4

[(a) Sen> v =2+ /5 risulta a < -M;

(b} Pern > Vv =2+ /M risulta -(n-2)2 =an<-M]

7B. Operazioni sui limiti. Foerme indetex
minate
Sianc a,, b, due successioni convergenti e a,b&R
i rispettivi limiti.

Valgono le seguenti proprietd, dette operazioni sui

Iimiti:
a, +b >a+b; a - b, > a-b;
an =8
a b =+ ab; E:‘+ b’ S b #£ 0.

Valgono inoltre analoghe proprieta per suc-
cessioni divergenti mnei casi specificati di se-
guito . Indichiamo con a un numero reale.
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a, »> a bn -+ +w =%> a, + bn + +
a, > a bn-+-°0 =5 a, +bn 5 -
&n Tt bn_}+m .=> an+bn T
a, - ® b, > - =D a, +b +-o
g, = a>0 bp + +e > a“'bn > +w
a, +a<fh bn - 4o > a, bn > -
a, =t b -+ ===> a, " b, > +e
a, >+t bn > - == a, bn S
a, > - b, > -e [ => a, b, + to
a, > a b, - te => a, /b, + 0
a, = a>) bn > 4+ —> bm/an > 4o
a, » a<0 b, > +w => b, /a, > o
a, - a#l bn -+ 0 = |an /bn | B
a, > = b, ~> 0 —> [an/bn[ - 4o

Non rientranc mella tabella sopra proposta le se
guenti situazioni, che vengono dette forme indetermina
te:
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0w jl a > 0 = a-b_ - 7
b wtee
n
2 [an TEe — &n o
® Ibn *de bn
0 a, » 0 a,
a : => Er - 7
b -0 _ n

Altre forme indeterminate, legate alla elevazione
ad esponente reale, sono espresse da:

fa_ - 1
@ n b
1 : | =5 ann - 7
1131‘1 -t
fan -+
. J = a n - 7
{bn > 0
+
a, = 0 by
0°: => a > 7
b -0

Affermare che un dato limite & una forma indeter
minata non significa dire che il limite non esiste,
ma significa che esso non & immediatamente calcolabi
le con una delle regele della tabella precedentemen-
te propoesta. Vuol dire inoltre che & necessario sem-
plificare o, comunque, trasformare l'espressione da-
ta in modo da togliere, se possibile, 1'indetermina-
zione.
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51 vedano gli esempil seguenti.

. o . 3n-1
7.12 Calcolare 1l limite: 1im p—
>t n+3

[ I1 limite si presenta sotto la forma indetemminata o joo DHvidendo

numeratore ¢ denominatore per n si ottiene

3~ 1lim 1/n
. 3n-1 . 3-1/n n>+%
1im = lim = - =
nrtoe 03 i 1¥3/n 1+ 1im 3/n
n >+

Sono state utilizzate le proprietd che il limite del gquoziente, della
differenza, della somma & uguale rispettivamente al quoziente,alla dif
ferenza, alla somma dei limiti |

—

7.13 Calcolare 1 limiti per n»+» delle successionil

; n+l nY+5

(a) o1 (®) o1
nd+} 1-n?

O N — () T2y

[si divida sia i1 numeratere che il denominatore per n, oppure per n2,
oppure. ..
(a) 05 (b} 05 (o) + ®; (d) -1 ]

7.14 Calcolare il limite lim —%:3*

a

B ) 1/11 1
[Dividendcr il mumeratore ed 1l denominatore per v n, si verifica che

la successione tende a - °°:|

n
+ -
7.15 Calcolare il limite lim LAZil
n—++o I17 (-1)

7.16 Calcolare 1lim (Vn+2 - Vn-1 )

n =+ @

[ i tratta di una forma indeterminata + - %, Moltiplichiamo e dividia-

mo per la sorma delle radici:
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-]

-3

_ ——  {n+2) ~ {n-1) 3 .
Sz - Vil = ——= — = — = + 0
B " Vrz ¢+ Y ne1 T ]
17 Calcolare 1lim (vne+l - vn).
7
—_— — 12 - fn -1
[\/’nﬂ_—w/n: (r‘+1)n-: :1 _— -+ w!
SR+ +vn Vitl/nZ+ vi/n -
.18 Calcolare i limiti di successione
——
(a} 1lim Vn+l - n (b) 1lim nv -
n+i

n=s+ @ n *+

[(a) @ ; (b)) + = ]

19 Verificare che se una successione a_ & convergente,
" :

allora lim (a _, - an) = 0,
n—++ =

[Basta serivere il limite della differenza come differemza di limiti ]
20 L'enunciato dell'esercizio precedente nom & in-

vertibile. Verificare che, ad esempio, la suc-
cessione a = logn ha la proprieta che a ., -&a,~

-~ 0 per n » + @, ma a nom & convergente.

1 -
[_an+1 -8y = log(n+il)-log n = log(lt - } o+ log l=20 ]

.21 Verificare che se una successione & converge
sl [=3

ad un numero reale nom nullo, allora

1

1lim ——— = 1
n—o+ @ an

[ Basta calcolare il limite del rapporto come rapporto @i limiti ]

.72 L'enunciato dell'esercizio precedente non & in-
vertibile. Cioc&, se il rapporteo a,/a 6 converge
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ad 1 per n»+=, allora:
(a) non necessariamente a, converge;

(b) se a  converge, nomn mnecessariamente conver-
ge ad un numero reale non nullo.
Trovare degll esempi.
[ {a) a, = n, oppure a = n? » oppure...

(b} a, = 1/n , oppure... ]

7C. Successioni e valore assoluto
7.2% Verificare che a converge a zero se e solo se
|a, | converge a zero.
[-Basta applicare la definizione di limite alla successicne bn:| a, l

b= 0 se, per ogni £ > 0, esiste un mumero V per cul | b <

a al

< € per ogni n > V. Datoe che ib

" | I , l'asserto & provato]

:|an

7.24 L'enunciatoe dell'esercizio precedente non vale
se si sostituisce il valore zero con un valore
differente da zero. Trovare un esempio

n
[Ad esempio a, = (-1) non ha limite, mentre b, = |an | & la succes-

gsione costante, uguale ad 1, che quindi converge ad 1 }

7.25 Dimostrare che:

lim J|a, [+|{b, | = 0 ==> 1lim a_, = 0, lim b_=0.
n—++ o n-+ @ n=+w

[ Per ipotesi, per ogni € > 0, esiste un indice Y per cui
|lan1+!bn”=|an|+1bn|<€, Vln >,

Dato che | a < la, | +] ®, |, risulta anche |an I < € per

al =

ogni n > V. Percio a  converge a zerc. Analogamente per b, ]
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7.26 L'enunciato dell'esercizio precedente non vale

7.28

7.29

se, nell'ipotesi, si abolisce il valore assolu-
to. Esibire un esempio.

[basta porre by = - a,, con a, comunqgue scelta. In tal case evidente -

mente an+bn -+ 0 ]

Siano a , b due successioni tali che a_> 0 ,

b, > 0, per ogni n. Dimostrare che:

lim (a_  + b )=0 = lim a, =0, 1lim b =0
n++® n-r+m n* +%
[ Come nell'esercizio 7.25; anzi, si tratta di un caso particolare,per

ché nelle ipotesi attuali risulta |a, | =a, [b, | =, ]

Dimostrare che:

lim  ja [+|b,l=0 => 1im |a b | = 0

n—>+w® n -+«
Dimostrare inoltre, con un esempio, che non wva-
le l’implicazioqe opposta; ciloe che, se il pro-
dotto converge a zero, la somma non necessaria-
mente CoOmMverge a zZero.

[ Segue dagli esercizi 7.25 e 7.23. Circa il controesempio, basta con-
siderare la successione b costante uguale a zero ed a, comungue scel
ta ]

Dimostrare che, se a  converge ad a, allora b =

= |a,| converge a |a| (notare che guesto enun -

ciato non contrasta con quanto affermato nell'e
sercizio 7.24: se |la | » |af # 0, non & detto
che a_ - a}.

[ 8i utilizzi la definizione &i limite e la disuguaplianza

[ I xi-1vll = |=v], ¥ x,y €R.

Questo esercizio & riproposte, con il linguaggio delle funzioni con-
tinue, nel capitolo 9(8i vedano gli esercizi 9.6 e 9.7) ]
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7.30 Verificare che a & convergente se e solo se sg

no convergenti le due successioni b ,c  defini-

te da:
= -+ S - ]
b, a, fa_| c,=a - la_f{.

[ se a, > a allora {esercizio precedente)lan|-+ |a |. Percid bosel
convergono rispettivamente aji wvalori a % 1a i. Viceversa, per som-
ma si ha

b, +c,=2a, clod a = (b +c.)/2

Percid, se bn e ¢, convergono, anche a, converge]

7.31 Verificare con un esempio che la comvergenra

della successione b, = a_+ |a_| non implica la

convergenza della successione a_ .

[ ad esempio a g =-1+(-1)n & una successione che non ammette  limite
pexr n ¢ + <, mentre bn =0 per ogni n. Pill in generale, basta sce-
gliere per a,  una qualsiasi successione non convergente, con a, < 0

per ogni n ]

7D, Elenco dei principali 1limiti notevo-—
13

Riportiamc un elenco di limiti noteveli che scono ab
la base del calcolo di altri limiti di successione.
- - . . . - 113
Cominciamo con 1 limiti dell' esponenziale a e del

la potenza nP

[+ se a 1
. n 1 se a =1
1) lim a = J
( )nﬁ+m 0 se -1< ad 1
nen esiste se a £ -1
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. fte se b >0
(2} lim n = {1 se b =0
n 4 0 se b < 0

Altri 1imiti noteveoli di tipo esponenziale (ciog
dove l'esponente dipende dalla variabile n} sono 1
seguenti:

(3 1lim Y@ = 1lim a™ =1 , Va >0
- +e0 N+ o

(4) lim YA® = lim n"™ = 1, Yb e R
n 400 n >4

- - 1]
La successione esponenziale a , con a > 1, & la

successione potenza nP, con b > 0, divergono a+tw.Spes

s¢ tali successioni.- vengono confromtate con leg n e
con n! (n fattoriale, definito da n! = 1:2:3-...-(n-D-
-n) che pure divergono a + «. Consideriamole nell'or
dine:

log n; n; a ; n!

Nel modo indicato sono infiniti di ordine crescente,
nel senso che valgono i seguenti limiti notevoli

R o)
(5) lim (log n)/n = 0 (b > 0);
Rt
(6) 1im n°/a’ = 0 (a>1,5>0):
n -+ o

(7) lim an/nI {a > 1)

o —4

1]
o]

Molto importante & il limite alla base della de-
finizione del numeroc di Nepers e:

(g . 1lim (1 + 1 yW'o= e

n—+ + = n
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piu generalmente, per ogni numerc reale x:

(9) 1lim (1 + i)“ = &

n—+ +oo
a
(10) a_ » + = —> (1+§i—)n+e"
I1 seguente limite & fondamentale per trattare

successioni trigomnometriche

. sen ay
(11) a, >0 (a, # 0,Vn) => — 1.
n
Infine ricordiamc le proprietd seguenti, che di-
scendono dai teoremi sulle medie aritmetiche e geome

triche di una successione:

a‘l’l
12 lim — = 1lim a -a ),
{ ) ne>+w 11 n -4 @ (n+1 nJ
a
(13) lim V&, = 1im —2 |
n—++00 n—> 4o ay,

purché, in entrambi i casi, esista il limite a secondo
membro. Inoltre in (13) si assume che a, > 0 per ogni
I.

7E. Uso dei l1limiti notevoli

Proponiamo una serie di esercizi che si risoclvo-
no con i 1limiti notevoli elencati nel paragrafo pre-
cedente. Di seguitoc facciamo riferimento ai numeri
(1), (2),...,(13) di tale paragrafo.

7.32 Calcolare i Iimiti

(a) 1lim e" (b)Y 1im (;)n

n=+ <« n P+ 2
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[ 83 utilizzi i1 limite notevole (1) del paragrafo 7D.
(a) + <, dato che la base e & maggiore di 1;
(v 0]

.33 Calcolare i limiti

(a) 1lim (e"-2") (b} lim (3"+ 4" - 57

b 11+ e

[ (a) e -2l [1-(2fe)n I w40 5 (b)) - ]

.34 Calcolare i limiti

) 2n+]._ n-1 n+l +
(a) 1lim 2“4 () 1lim 1
n—r +%« 3 n n =~ w@ 3” + 1
2n+l hn“l 2 1 4
- n n
(@ —— -2 -7 > - =5 ®mo ]

3

.35 Calcolare i limiti di successione

(a) 1lim nj/#2w : (b) 1im =n

n=+ @ n—> +<

2

[ I risultati seguono  direttamente dal limite notevole (2): (a) +«;

(b) o]

.36 Calcolare i limiti

n
(a} 1im = (b) Llim
n—++ @ n n‘/g
[ Dal limite notevole {3) si ottiene, in entrambi i casi, . il valore
limite 1 ]

.37 Calcolare 1 limiti_di successione

(a) 1lim 1?5? : {(b) 1lim n/fﬁ

n >4 ® n-—>+ o

n, —w n,— n,—
[ 5i utilizzi il limite notevele (4): (a} 1; (b) v2n = v2 - ¥ n =1 ]
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7.38 Calcolare 1lim (n-log n).

n->+ow
[n-logn=n [1-(l0g n);"n-]diverge a + @, utilizzando il limite notevp

e {5) con b=1 ]

7.39 Calcolare 1im (2" - n?).

n-+ o
[ Utilizzando il limite (&) si ottiene:

n n n
2 -n? =2 (1n?2/p2) v+ ]

7.40 Calcolare 1im (2" - al).

71

n n
[ 11 1imite vale -« . Infatti, in base alla (7): 2 -n! = n! (2 /nl-1)>
> - @]

7.41 Calcolare, per n » + «, i limiti delle success-

sioni
_/n 37 Y n®
@ o M © & @

[ (a) I1 limite vale +, per la (5) con b = 1/2; (b} + ®; (c) 0;
(d) Per le (6), (7), il limite vale O]

7.42 Calcolare, per n>+e, i limiti delle successioni

+1
(a) -4 (b) (n 3"+ %+ 1) -n!
30- n! (342 - (nrl) !
a) Dividendo numeratore e denominatore per n!, si verifica che ila
[ (a

successione converge a zero; (b) Si noti che n!'/(n+l)i=1/(nt+l). Divi-
dendoe mmeratore & denominatore per 3", si verifica che la successio-

ne converge a 3 :|

7.43 Calcolare 1 limiti

. log®n ) n
(a) lim (b) lim 1 + 10g3n

n =+ ® n n -+ o
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2 2
[(a) 280 (;‘%“) > 05 (b) + @]

n
7.44 Calcolare i limiti

] 5" - ns ) (n?+1) log n
(@) lim Sipe (B) lim =e

[(3) + =35 (v)o]

7.45 Calceolare i limiti, per n»>+= , delle successio-

ni

© A oy B
[0 o o @ o

() BAEDL L mat G L e

7.46 Calcolare, per no+«, i limiti delle successioni

z_ . -
(a} 3rl.+1 _ 31/11 1 (b) 2 n-2 -. 2 n 1
: Ja 2o . )
[ R L {1_3Jn 1 - (n+l) )
Caiéoliamo separatamente:
Vn?-1 - (n+1) = (LIS DTG S o - - 1.
Vn2-1 + (n+1) Vn? -1+ (n+1)

Percit la quantitd in parentesi graffa converge a 1-371 - 1-1/3=2/3 .
Ne segue che la successione data diverge a + ® 3 (b) - |

+1.
7.47 Calcolare il limite lim (%f“.

n>t+®@

[$i utilizza il limite notevole (8):

(=) [ar2)"]% > e? ]
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7.48 Calcelare limiti

. 1l .n .

{a) 1lim (1 + =— ) (Y 1im (1
n—f o IZn n>+ @

[ 5i pud utilizzare il limite notevele (9), prima con x = 1/2, poi con

-1, (a) Ye; (b) 1/e]

1, n
")

¥y =

7.49 Calcolare i1 1imiti di successione
nt+l

2y ) 1im (B

a lim 1 + —=
( ) n-* @ [ 1/11 ) ner+ n-1
[ si utilizzi il limite notevole {10)}. (a) e2; (b) ( — )n+1 =
ey, n ol n s Ll
( = 1) (n_l) (n_l 3T (1 + n_l) +e ]

7.50 Calcolare, per n>+=, i limiti delle successioni

n n
n2+n n2+n

(a) (na-n+2) (b) (n2+n+1)

[ ¢a} allo scope di applicare il limite notevole (10), ricerchiamo X,

per cui:
2 1
r12—+n =1 + —
n -nt2 X,
Risulta evidentemente
2
1 n“+n Zn-2
N T R e
X, n -n+2 n “-n+2

L] .
Invertende la frazione si vede che X, >+ @, Inoltre

ir
) -y g

(n2+n
n

n % -n+2
La successione in parentesi gquadra converge al numero e, in base al 1j

mite notevole {(10). Inoltre il rapportc n.fxn converge a 2, per n¥ +% .,
2,
>

Percid la successione data converge a e
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(b) con lo stesso metodo proposto nel caso precedente si trova il valo-
re limite 1;"e]

7.31 Calcolare, per m>+e, 1 limiti delle successioni
2

n2+n . nZz- n \"
@) (2727) ® (55%)
[(ay + ;5 ()1 ]

7.52 Calcolare i limiti

(a} 1im 1n semn 1 (b} 1im 10 sen 3
n 4o n n -+ ™ n
. 1 . sen (1/n)
1 tg — a 1
(e) e 8y (a) n>ie sen (3/m)

[si utilizzi il limite notevole {11), con a, = 1/n, oppure con a =3/m.

(a) 1; (b) 3; (¢} 1; (d) 1/3 ]
7.53 Calcolare, per n»>+», 1 limiti delle successioni

(a) n? (lfcos i) (b)) n?(l-ceos i)

1-cos 2 (1/n) _ n? sen? (1/n)
1+cos (1/n) i+ cos (1/n)

[{(a) n? (1-ces z } = n?
n

Dal limite notevole (11) otteniame n? sen? (1/n) - 1. Dato che
cos (1/n) = 1 per n =+ ® |, la successione data converge a 1/2; (b}

osservande che n? sen 2 (2/n) — 4, la successione data converge a

2]

7.54 Calcolare, per n=>+~, i l1imiti delle successioni

tg2(1/n) 1-cos(3/n)
(a) l1-cos (1/n) (b) sen (3/n?)

[(a) 25 (b) 3/2]
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7.55 Utilizzando la successione a, = {-1)n, verifica

re che la formula (12) del paragrafo precedente
nen vale se non esiste il limite a secondo mem-
bro.

n+l
Lan+l -a = 2{-1) non ha limite, mentre a /n converge a zero |

7.56 Con 1'aiuto della proprietad (13) del paragrafo
precedente, calcolare 1 limiti

(a) 1im ntac1) (b) 1lim 2

s n o+ @
[ ta) Posto a, = ni{n-1), risulta an+1fan -+ 1. Per la propriesta (13),la

successione data converge ad 1; (b) 2]

7 57 Calcolare il limite della successione VAl

[+ =]
- .. . i
7.58 Calcolare il limite della successione p
n!
n e—
[ Possiamo scrivere la successione data nel modo seguente ‘/an . con

I
a, =n /n!. Applichiamo il criterie (13) del paragrafo precedente; ot-

teniamo
n+l n
an+l {nt+1) n! {n+1) n
= == . ={1+~-3 > e
a (nt1)! b

1]

Percid la successione data converge ad e]

7.59 Allo scopo di mostrare che la formula (13) del
paragrafo precedente non vale nel caso in cui
non esiste il limite a secondo membro, si consil
deri l'esempioc seguente: Siano A,B due aumeri
positivi distinti e sia a_, la successione tale

che a, = A, se n & pari, a, = B se n & dispari.
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Verificare che

nt+l

non ammette limite.
n

7.60 Scegliendo opportunamente la successione a_ , ve-

rificare che le formule (3), (4) del  paragrafo
precedente discendono dalla (13)}.

b b
[1In particolare, per la (&), ponendo a, =n, risulta am_la“an = (1ti/n) =
> 1]
7.61 Dimostrare che, se a & una successione conver -

n____
gente ad un numero positivo, allora Ya  conver-
ge ad 1.

[Utilizzare la formula (13) ]

7.62 Se A,B sono due numeri reali positivi, verifica-
re che

N
lim YA+ B® = pax {A;B}

b B

[Utilizzare il limite notevole (13) ]

7F. Uso dei teoremi 4di confronto

- Riportiamo di seguito alcuni teoremi di confronto per
successioni che risultano particolarmente utili nel cal

colo di limiti.
(1) Se esiste un numero V per cui a, < bn per ogni

n > v, e se a  diverge a +®, allora anche b, di-

verge a 1t @,
(I1) Se esiste un numero Y per cui a_ < b per ogni

n — n

n> v, ese b diver\ge a -=, allora anche a  di-

verge a -~
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(I11} Se esiste V per cui a <c, £ b, per ogni M2V

e se le due successioni @

- b, convergono ad uno

stesso limite a, allora anche la successione C,

converge al valore &.

Come mostrato nell'esercizio che segue, da (T11)
si deduce il seguente teorema di confronto.

(IV) se a, converge & Zero e se bn & limitata,allora il
prodotto a b~ converge & zero (ricordiamo che
una successione b = si dice Iimitata se eSi

ste una costante M per cui |b, [< M per ogni

n eN).

7.63% Dimostrare 1'enunciato (IV).
[ Per ipotesi esiste un numerc M per cui l bn lg M per ogni n. Quindi

1anbn‘ = |an\' 1bn [ <M \an l , ciod (si ricordi la proprieta

del valore assoluto dell'esercizio 3.28):
-Mlanlg_anbngﬁ ‘anl, Vn €N.

Se a; 0, anche \an[ > 0 {si veda l'esercizio 7.23). Per il teo-
rema (111} la sticcessione anbn converge a zero]
Proponiamo alcuni esercizi che si risolvono uti-

jizzando i teoremi di confronto (I},(iI),(III),(IV}.

7 64 Calcolare il limite 1im {(n-sen n)
n>+*

[ pate che -1 £ sen x £ 1 per ogni X€R, in particolare sen n £ 1, ciod
-1 € - sen n, per ogni n € N. Percid n-1 < n - sen n. In base al teo-
rema (I) di confronto, il iimite vale + ]

7.65 Calcolare, per n>+e, i1 limite delle successio-
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ni .
{a) [Cbs(n+1)]2—(n+l)2 (b) n(2-sen(n2+1)]

[ (@) [cos(ntr) 12 -(n+1) 2 < 1-(n#1) 2> - {v) n [2-sen(n®+1} ] >
>n [2:1 ] =n~ o]

7.66 Calcolare 1im Stsen 1

n=>« 1

[ Risulta 2/n < (3+sen n)/n < 4/n. In base al teorema (ITI) di confronto,
i1 limite dato vale zero |

7.67 Calcolare i limiti, per n - +=, delle successio
ni

2 + cos n Zn + sen n log n
(a) sen?(1/n) (b n

[ (@)+e;(b) 2 ]

7.68 Calcolare: lim cosn[log(vm-1)-log vn-1 J.

n—*+4 <«
[bn = ¢c0S n & una successione limitata, mentre

V-1

n-1

an=log(\/:;-1)—log1/;1_:i.=log

converge a zerc. In base al teorema (IV) il limite dato vale zero |

n -+

7.69 Calcelare: lim [log n - % log{(n?+1)Jsen n.

[0]

7.70 Calcolare: lim (n~ - 2%).

n +@

n n n n
[n ~2 =n {1-(2/n} ). Tenendo presente che 2/n<2/3 se n > 3,risulta

1 n n n
n-2 >n [1-(2/3) ] , ¥a) 3.

In base al teorema (I) il limite dato vale + < |
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7 71 Calcolare il limite: 1im [3" - (/a )" 1.

n =+ ®©

[ I1 risultato & -® e si ottiens dalla disuguaglianza

3n—( \/E)ng 3 1 fﬁfs)n 1< S 1-(f+f3)n],

che vale per ogni n 2> 16 ]

7.72 Dopo aver dimostrato per induzione la validita

della disuguaglianza

n! 1
=— < " ¥ neN
IIn - zn 1 > 3
. o . n!
verificare che la successione &, = H; CONVETEE
a zZero.

[ Per n=1 la disuguaglianza & un'identitd. Procediamo per induzicne con-

siderando:

{n+1)! ~ n! (nt1) - n! o n!

(n+1)n+1 (n+1)(n+1) n (n+l)n ol {1+_%)n
n {(—

n
Ricordiame che la successione {1+i/n) & strettamente crescente e che
quindi tutti i suoi termini sono maggiori del primo, che vale 2; per-

n n n-1
cid (1+1/n) > 2. Dall'ipotesi di induzione nl/n £ 2 otteniamo

-n
(n+1}!f(n+1)n+15 2 . A questo punto, dal teorema (III) e dalle disu-

guaglianze

¥ne N,

deduciamo che n!/n converge a zero ]

7G. Successioni non regolari

Abbiamo detto che una successione si dice conver

ente se, per n»>+e, ammette limite fimito; s1 dice
2 »
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‘divergente se ammette limite +«, oppure -«. Se una
successione & convergente o divergente si dice rego-
lare.

Se una successione non ammette limite si dice non
regolare.

Proponiamoc ora alcuni esempi di successioni non
regolari; altri esempi verranno forniti nel paragra-
fo successivo.

[0l

7.7% Verificare che la successione a = (—1)n non
regolare. .

[ La successione a, ammette soltanto i valori *1; & pertantc limitatae

non pud divergere a + %, oppure a - <. Mostriamo che a, non pud con

vergere ad un limite a » 0; infatti, sea >0 esen & dispari, dato

che a, = - 1, risulta

1311 -a | =I —1-a| =1+a > 1

& pertanto non & minore di € , se scegliame € < 1. Analogamente, a,
non pud convergere ad un limite a < 0, e lo si vede prendendo in con-

siderazione gli indici n pari ]
Lla successione

a, = Sel nx ,

con X numero reale fissato, costituisce un interes -
sante esempio di successione non regolare. C'é perd
qualche eccezione, perché, in corrispondenza a parti
colari valori di x, sen nx risulta convergente.
Studieremo in dettaglio, mel capitolo 12, la suc
cessione sen nx, per ogni valore reale di x. Qui con
sideriamo i due semplici casi x = 71/2, x = 7, ed an-
che il caso x = 1. Prendiamo in considerazione il ca
so x = 1 anche negli esercizi 7.92, 7.93, nel deter-
minare sottosuccessioni regolari di a = sen n.

7.74 Studiare la convergenza delle successioni
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{a) sen %g (b) sen nn

[(a) la successione a, =

= gsen (nT /2) ammette, per infiniti indici, i
valori ¢, +1, -1. Come nell'esercizic 7.73 si verifica che non ha
limite; {b} si tratta della successione costante a =0, che ovviamen-

te converge a zerol

7.75 S8i consideri la successione a, = sen n.

(a) Verificare che i termini a  della succes -
sione somo a due a due distinti.

(b) Con l'aiuto del disegne in figura 7.1 veri-
ficare che a, non & regolare.

R j::f.:._ ¥2

//T/ ' ™, ’
2k " | N on+3 n+4 n+5 /T
7o n-+1 n+2 \\¢ ‘ / n+8

N /

TR N

- Ta -
2 —
figura 7.1

[ (a) Occorre verificare che sen n # sen m, se n, m sono numeri natura
1i distinti. A tale scopo utilizzdame la formula di prostaferesi

n-m n+m
sen n - senm= 2 sen —— COS

Ricordando le semplici proprieta dell'esercizio 2.6, si deduce che
sen n = sen m se e 50lo S8

T + kT
oppure —_— = -
2 PP 2
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per qualche k€ Z; clod, se e solo se
n-m=2kT oppure ntm = (Zk+1)T

Nella prima delle due relazioni deve essere k # 0, dato che n # m.Per-
¢id, in entrambe le relazioni seritte, a primo membro ¢'é@ un numero in
tero, mentre a secondo membro c'd un numero irrazionale (dato che il
& irrazionale). €id prova che tali relazioni non sono verificate per
aleun valore di k, cicé che sen n # sen m, $& n # m.

(b} 5i congsideri la fipura 7.1, dove sono rappresentati valori di a, =
= sen n per aleuni valori consecutivi dell'indice n. In figura 7.1 n &

deelto in dipendenza da k€ N in modo che
[(n-1)/2m] < k= [ ns2zm]

Dato che T = 3.14, incgni intervalle lunge T /2 cade almenc un nume
ro interoe (ed al pi@t due). In particolare, ¢'é almeno un intero ™ (in
figura py, = ntl) nell'intervallo {2k + T/u, 2k T+(3/4) 7], per
cul

a“k > 1/5}2 .

Incltre, ¢'é almenc un intero o {in figura 7.l pud essere my, = nthop

pure my = n+5) nell'intervallo [ 2k TH(5/&)T , 2kH +{7/4) T ], per cui

risulta
By < - T

Abbiamo quindi verificate che, per ogni k EN, esistono due interi ng,
m, , entrambi maggiori di 2KT , per cui ap 2 V212, By < - V272,
Se ne conclude che la successione a, non ammette limite; infarti, s&
a, tendessead aper n > +<, allora anche ogni successione estratta
da a  dovrebbe tendere allo stesso limite a. Cid contrasta con il fat-
to che le due successioni estratte 2ny > gy TON POSSONO tendere allo

stesso limite.

Nel capitolo 12 & proposta una diversa dimostrazione del fatto che
1, non amnette limite guando n*'+“3]

sen nx, anche per x
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7H. Successioni estratte

In conformita con il fatto che n & uno dei simbo
1i pit usati per indicare un numero naturale, si suo
le indicare una generica successione di numeri natu-
rali con il simbolo mn,. Cio&, n, & un 'applicazione
dall'insieme N = {k=1,2,3,...} in se stesso.

Sia a, una successione reale. Se m, € una succes-

sione strettamente crescente di numeri naturali, allora la
composizione Any, si dice successicne estratta (0 sotto -

successione ) della successione a, data.
Ad esempio, se n, & la successione dei numeri na
turali pari

n,=2, n,=4, mn,=6,...,n

L= 2k, ...

allora, per composizione con a , si ottiene la sotto
successione del termini di posto pari ank = A,y

3.2, L gy ceny By g

Se ny & la successione dei numeril naturali di -
spari

n,=1, n,=3%, n,=5,...,n = 2k-1,...
allora, per composizione com a_ , si ottiene la suc -
cessione estratta dei termini di posto dispari a“k = A,

a a

15 ar Bgaeeny Bopgsees

Se una successione ammette limite,anche ogni suc
cessione da essa estratta ammette lo stesso limite
Viceversa, esistono successioni che non ammettono 11
mite {non regolari), ma tali che opportune sottosuc-
cessioni hanno limite. Ad esempic, a =(-1)" non ha Li
mite per m->+=; mentre a, = (-1)%* =1 & la succes -

sione costante (uguale ad 1) e quindi converge ad 1;



207

analogamente a, _, ={-1) 21 -4 converge a -1.

7.76 Verificare che una successiome a_ converge adun

numero a se e $0lo se entrambe le successioni ¢
stratte a, , a,_, convergono alle stesso numero

a.
[ se | an-al < & oper ognin > 'V, risulta anche
(1) | Aoy a-l < £,

pur di scegliere 2k > ¥V, cioé k > V/2. Analogamente

(2) | 2y qal < &,

per ogni k > { v+1)/2.

Viceversa, se vale la {1) per k > V, e se vale la (2) per k > V,,al

lora risulta ian—al < £ per ognin > max {2\)1;2\)2-1} ]

7.77 Supponiamo che a _ sia una successione crescente

cio& a,_ < &y, per ogni n. Dimostrare che

lim a =1 ==> lim a = 1.
k= 4o 2k n—>+ @ n

[ Dato che a, & monotdna, essa ammette limite. Sia a ¢rRU{*=} tale va-

lore limite. Ogni successione estratta da a tende ad a. In particola-

re a, + a. Per 1'unicita del limite a = 1]

7.78 Supponendo che a_, sia una successione decrescen

te, dimostrare che

Lim ag . == =2 lim a =-« .
=+ > n =+«

[ tome nell'esercizic precedente ]

7.79 Dimostrare che due successioni estratte da una
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stessa successione monotdna ammettono lo stesso
limite.

[ Basta osservare che 1a successione data ammette limite, e quindi ogni
estratta ammette lo stesso limite ]

7.80 Supponiamo che le successioni a, , ade,dei ter
mini di postc pari e dispari, estratte da una
successione a, , siamno entrambe monotdne. Dimo -
strare che, se

(3) 1im (a,, - a,.,) = 0,
Kk 4

allora a ammette limite.
[ Le successioni Bops gl_1s sssende monotere, ammettono limite. Siane

a,b e RU{+®} i rispettivi limiti. Per 1l'ipotesi (3), a=b. In base
all'esercizio 7.76 (che vale anche per successioni divergenti) anche

a, & regolare]

7.81 Verificare con un esempio che 1l'enunciato dello
esercizio precedente non & invertibile. Cioé, e
sistono successioni regolari a , tali che a, ,
Agp.1 SOMO menotone, ma

1im f{a - a, . ¥ 0
K >t @ 21 2k~1

 Ad esempic la successione a =n verifica tutte le ipotesi, mentre a,, -
-y = 1]

7.82 Verificare che, se ‘la successione a,6 ammette 11
mite e se 1lim (a, - ay,.,) # 0, allora a @& di
= 4o
vergente.

[ Se a, convergesse ad un numero reale a, allora anche Qops Agpnq sareb-

pero convergenti ad aj; quindi... ]
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7.83 Supponiamo che a_# 0 per ogni neN. Supponiamo
inoltre che le sottosuccessioni a, , &, , siano
entrambe monotdne. Dimostrare che, se

. & 2k
(43} lim a. - =1,
k—> Jco 21{-1

allora a, ammette limite.
[ Le successioni By Bop_1» essendo monotdne, ammettono entrambe limite .

Siano a,b € RU{#®} i rispettivi limiti. Per l'ipotesi (4) risulta
a=b (cid vale anche se a,b=0, oppure se a,b= *® }. Percid tutta la suc

cessione a  converge ad a]

7.84 Esibire un esempio di successione a convergente
con a, # 0 per ogni n, tale che a, , a,.; silano
monotone, ma lim am/a.m__1 # 1.

K>+ @

Y .
[ Ad esempic a, = (-1) /n. Risulta a,, = 1/2k, che & decrescente, mentre

ay_q = - 1/(2k-1) & crescente. Inoltre aj/fay q = (2k-1}/(2K)~> -1 ]

Un risultato fondamentale sulle successioni & 1l
teorema di Bolzano - Weierstrass, di cul ricordiamo ~l'e-
nunciato: Da ogni successione limitata & possibile estrarre
una sottosuccessione convergente. (Ricordiamo che una suc
cessione a, & limitata se & contenuta in un interval-

lo; ciod&, se esistono due numeri reali A,B per cui
A<a, <B, per ogni neN; equivalentemente, se esi -

ste una costante M per cui la_| < M, per ogni neNJ}.

Nei due esercizi che seguono proponiamo prima u-
na generalizzazione, pol un raffinamentc del teorema
di Bolzano - Weierstrass.

7 85 Provare che da ogni successione & possibile e-
strarre una sottosuccessione regolare.
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[Se la successione & limitata si pud applicare il teorema di Bolzano-
-Weierstrass. Nel caso che a, non sia limitata, supponiamc, per fis-
sare le idee, che a non sia limitata superiormente. Cid  significa
che, gualungue sia il numero reale M, esiste un indice n per cui
aﬁ > M. Poniamo M = k con k€ N; per ogni k, esiste un indice ny tale

che ap > k. Pur di cambiare n (per k = 2,3,...) con n =max {ni_1-+
41, nk} , bossiamo supporre n, strettamente crescente. La succes -

sione estratta any cosi costruita diverge a +% |

7.86 Provare che da ogni successione & possibile e-
strarre una sottosuccessione monotdna (stretta-
mente monotdna, se la successione assume infini
ti valori).

[ In base al teorema di Bolzano-Weierstrass e all'enunciato dell'eserci

zio precedente, esiste una successione ank, estratta da a . che ammet
te limite. Sia a€ RU{ =} 4l limite, per k>+, di ap, - Supponiamo
preliminarmente che a € R. In base alla definizione 4i limite, almeno
uno dei due intervalli

(a-1,a ] , [ a,a+1)
contiene infiniti termini della sottosuccessione Apy - Per fissare le

idee, sia [a,a+l) 1'intervallo con la proprietd anzidetta. Allora
esiste un primo indice k, per cui By €[ a,a+tl). Consideriamo pei
1

1'intervalle [ aan, ) {occorre considerare 1'intervallo chiuso.
1

[a,ank 1 = {a} nel caso a = any }; esiste un primo indice
1 1

k, >k; per cui ank2 € [a, ankl ). Evidentemente ankz < ankl . I

terande il procedimento otteniamo una successione a“k. Strettamente
h

decrescente, che converge ad a.

Se a = - @, si inizia il procedimento, ad esempio, dall'interval

lo (- =,0). Esiste un primo indice k, per cui aﬂkl < 03 esiste poi



211

ap <ap ,conk, > k, ,eccetera. Il caso a=+® & analogo ]
k ky

2

'7.87 Verificare che una successione non & regolarese
e soltanto se esistono almenoc due successioni g
stratte che tendono a limiti distinti.

[In base all'esercizio 7.85, esiste una successione By s estratta da a
che tende ad a2 € ® U {£=} . Dato che a, non & regolare, esistono un
intorno I di a ed infiniti termini di a che non cadono in I. Da tale
insieme di infiniti termini & possibile estrarre una successione A,
regolare; dato che A £ I per ogni k, il limite di ay, Ton & a.

Viceversa, Se esistono due sottosuccessioni che tendono a limiti — di-

stinti, allora a, non & regolare, perché, se lo fosse, tutte le suc -

cessioni estratte dovrebbere tendere alle stesso limite di a 1

71. Ricerca di successioni estratte rego-—

laxri

11 teorema di Bolzano-Weierstrass non & costruttl
vo, infatti afferma l'esistenza di una sottosuccessio
ne comvergente, ma non precisa il metodo per determi-
narla; inoltre non precisa quale sia il valore limite.

Negli esercizi che seguomno proponiamo la ricerca
esplicita di sottosuccessioni convergenti e dei loro
limiti. Gli esercizi somno presentati in ordine di dif
ficoltad crescente.

7.88 Estrarre dalla successione

in+l

a, = (-1

due sottosuccessioni convergenti a limiti distin
ti.

[aZk converge a 3, mentre a, 1 CONverge & -3 ]
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n
n(-1)

7.89 Estrarre dalla successione a, = 2 due sot-

tosuccessioni aventi limiti distinti.

I:a?.]:c diverge a +=@ , A5, CONVerge a o] ]

7.90 Estrarre una sottosuccessione convergente da

_ nm
an = s5en 4

[Risulta convergente ad esemplo a,, = sen kT = 0}

7.91 Consideriamo l1'insieme di numeri razionali

1 1

— + = : n,meN

{n m , ¥

Ordiniamo in successione gli elementi di tale
insieme, utilizzando il procedimento diagonale 11-
lustrato nello schema seguente:

m = 1 m = 2 m= 3 m = 4
n=1 1 + L 1 + l'--—"-*;-ﬁt 1 L + T
1 1 1 2 1 3 1 4
. s s / ’
g L,171 .1 1,1 1 1
2 1 2 2 2 3 2 4
e L ,171 101,17 1,1
3 1 3 2 3 3 3 4
1 1 /’1 1 ,/
e R

Cosi ad esempio

3 3 : 4
alzz, a2 = -2—, aa = E’ ak = g} a5=1’
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(a) Determinare una sottosuccessione che conver
ge a zZero. '

{b) Verificare che & possibile estrarre infini-
te sottosuccessioni che convergono a limiti fra
loro distinti.

{ ta) La successione estratta che si ottiene considerando la  diagenale

principale {m = n) della tabella sopraindicata & data da:

1 1
- 4 =
n n

F) “aa oy 3 s

[ K
+
ol
03 | B
+
SN
[T
+
w | =

Si tratta quindi della successione 2/n, che converge a zero per n~+ *.
(b) Tutte le sottosuccessioni ottenute considerando una riga, od wna
colonna, risultano convergenti. Ad esempio, la successione estratt dal
la prima riga converge ad 1; quella estratta dalla seconda vriga conver

ge ad 1/2; quella estratta dalla n-sima riga converge ad 1/n ]
Allo scopo di studiare la successione
a = sen n, n € N,

e di determinarne alcune sottosuccessioni convergen-
ti, premettiamo il lemma seguente.

LEMMA. - Sia A un numerc reale positivo. Esistono due
successioni di numeri naturali T, M,, con I, strettamente

crescente, per cui

iim (n, - Am,) = 0
k k
k=>+ >
Dimostrazione: Supponiamo preliminarmente A > 1.
Consideriamo la successione di numeri naturali ay

= [Ak], ciocg a, & la parte intera di Ak. Dato che Ak-

- 1< a_ < Ak, risulta anche

k

A4 - > Alk+1) - 1 - Ak = A-1.

Iterando la disuguaglianza precedente, per ognl cop-
pia di numeri naturali k', k", com k' < k", abbiamo
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(1) ak" - ak' > (k” = k') (.Qg'l)

Definiamo x, = Ak - a, = Ak - TAk] (x, si chiama la
parte decimale di Ak). Chiaramente risulta 0 < X < 1.

Per k > 2 consideriamo l'insieme

Xy KXo s Xz o0 Xaenre k2 }

Si tratta di un insieme composto da k numeri zrealil
appartenenti all'intervallo [0,1).

Dato che 1'intervallo & lungce 1 ed i numeri sono
k, ne esistono certamente almeno due che distano fra
loro non pitt di 1/{k-1). Indichiamo 1 corrispondenti
indici con k', k'; abbiamo

‘X v T X rll < L

K R

Dato che k" - k' > k, dalla (1) otteniamo
(2) a-kn - akr > k (A'l) .

Definiamo le successioni m,, m nel modo seguente:
N, = @~ 8y , Wy = k" - k'

Dalla (2) si deduce che n, diverge a +> {ed anche m,

perche k™ - k' > k). Pur di passare ad una successio

ne estratta, possiamoc supporre 1, strettamente cre-

scente, in base al risultato dell'esercizio 7.86. I-

noltre, ricordando la definizione di x,, abbiamo:

n X = Xgnt A(k”-k')=xk,-xkn+Amk.

S U
Percid |ny- Am | = X X | £ 1/(k-1),da cui la te
si. '

Se 0 < A < 1, indichiamo con X un numero natura-
le per cui AA > 1 (abbiamo utilizzato la cosiddetta

"proprieta di Archimede"). In base alla dimostrazio-
ne sopra proposta, esistono due successioni di inte-



ri n,, m tali che
lim (n, - AAm.)
L= 2
Definiamo m] = ng. La coppia di successioni (m,,m/ )

verifica la tesi del lemma.

7.92

Facendo uso del lemma precedente con A=2Zm, dimo
strare che la successione a, = sen n ammette u-
na successione estratta che converge a zZero.

[siano Ny s My le successioni di numeri naturali del lemma precedente,per

cui risulta

- - -
b n, Z'Ika 0.

Risulta anche
sen X = Sen (nk~_2 '1ka) = sen ny .
Facendo uso della disuguaglianza | sen X [ < 1x | » abbiamoc infine

fan, | = Isenng [ = [seng e[| =0 )

Facendo uso del lemma precedente,verificare che:
(a) Esiste una successione strettamente crescen
te di interi n, per cul valgono contempoeranea -
mente le relazioni di limite

lim senn, = 0 ; lim cos n, =1

k-4 = k= 4+
(b} Qualungue sia k,eN, esiste una successione
estratta da a_ = sen n, che converge a sen k,

{¢) Qualunque sia Lk, &N, esiste una successione
estratta da b_ = cos n, che converge a cos k,

(d) Tenendo presente che 7 & un numero irrazio-
nale, verificare che le successioni sen n, Cos n
ammettono infinite sottosuccessioni convergentl
a limiti fra loro distinti.
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[ (a) Si pud procedere come nella dimostrazione dell'esercizio prece-

—_—
dente, tenendo anche conto che cos X = V1-sen X, » Se |xk | <
< T /2.

{b} $i consideri la successione estratta an%, con nﬁ = k0 + Ny s ed

m come in {(a). Dalle formule di addizione deduciamo
sen nﬁ = sen (k_+ nk)= sen k_ cos m + sen n, cos k.

Per la parte (a), sen n;c ~> sen k_ per k=,

(c) Analogo a (b).

(d) Limitiamoci alla successione sen n. Abbiamo giad verificate in
(b} che, per ogni k €N, esiste una successione estratta che conver -

ge a sen k_. Per provare 1'asserto basta verificare che sen k_#senk,
se ke k, sono numeri naturali distinti. Cid si verifica come nel-

la parte (a) dell'esercizio 7.73 ]



Capitelo 8

ILIMITT DI FUNZITONI

8A., Defini=ioni

Consideriamo una funzione f£(x} definita in umn in
sieme X di numeri reali e sia x, un punto di accumula -
zione per X, ciod& un punto tale che in ogni suo in -
torno cadono punti di X distinti da x,. Se 1l letto-
re non ha familiaritd con i punti di accumulazione ,
pud limitarsi a considerare il caso semplice in cuil
¥ & 1'intervalloc chiuso [a,b], oppure 1l'intervallo a
perto (a,b), e x,ela,b].

Ricordiamo le definizioni di limite di fun21one
Cominciamo con il caso im cui x tende ad x, ed il 1i
mite & finito. .

Diremo che f(x) tende (o converge) ad & per Xche
tende ad X,, € SCTriveremo

lim f£(x)
XX
se, per ogni € > 0, esiste un numero §>0 tale che ]f(x)-
-.?.l < g, per ogni xeX, con 0 < |X-}{01 < 4.
Schematizziamo la definizione precedente:

Ve > 0, 36>0: J£(x)-2}< ¢,
lim f(xX)= <=> v
X

X *Xx
o

e X: 0 < |x-x,}< 6.
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Analogamente si definiscono i limiti #= di f£f(x)
per x che tende ad x,; ricordiamo le definizioni 1n
simboli:

VM > 0, F650: £(x)> M,
lim fF(x) =+ = <=>

X7 X, ¥xeX: 0 <|x-x,[< 6.

YM>0, T8>0: £{x)}<-M,
lim f{x)=-« <=>
XX, VxeX: 0<|x-x,[<8.

Nelle definizioni precedenti la limitazione M>0
non & necessaria; cosl pure, se M & un numerc reale
di segno arbitrario, & equivalente scrivere M oppure
-M.

Si definiscono anche il Iimite destro {(x>x}) ed
il Iimite sinistro (X+X.]):

. ve»0, 36>0: [£(x)-2|< &,
1im £{x) = & <=>
x>k YxeX: 0<x-x,<6.

Ve>0, 98>0 |[f(x)-2]<e,

i
P

I
N

lim £{x) <
X7 xS ¥xeX: -8< x-x, < 0.

YM>0, T8>0: f(x)>M,
lim f(x)=+e <=>
X x : ¥xeX: 0< x-x, < 6.




¥ M>0,
lim f(x)=+= <=>
X7, ' VxeX:
{ vMs0,
lim f(x)=-= <=
LRER VxeX:
YM>0,
1im f(x)=-= {=> 1
RFR" YxeX:

Supponiamo ora che l'insieme X, di
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46>0: f(x)>M,

-§<x-x, <0,

§>0: Flx)<-M,

Dex-x, < 6.

T8>0: f{x) <-M,

-6<x-X,<0.

definizione

della funzione f(x), sia illimitato superiormente, Clioe,

per ogni k > 0,
de di k.

esiste almeno un numero xXeX piu gran

In tal casc si danno le definizioni di limi
te per x che tende a +«=:

ve >0, gk>0: [f(x)-2|<e,
lim £(x) = & <=> '
x>+e o ¥xeX: x > k.
YM>0, Tk>0: £(x)>M,
lim f{x) =t= <(=>
X+ vxeX: x > k.
¥YM>0, 2k>0: f{x)<-M,
lim f(x) =-= <=>
x>+ = ¥VxeX: x>k,
Se 1l'insieme X, di definizione della funzione

£(x),

&

illimitato inferiormente

{(per ogni k>0

esiste

almeno un numero xe¢X minora di -k}, si danno le defi
nizioni di limite per x che tende a -=:
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ve>0, 3k>0: j£(x)-2j<e,
1im f(x) = & <=>
g>- YxeX: x<-k

¥M>0, 9k>0: £(x)>M,
lim f(x)=te» {=>
x> -® YxeX: x<-k.

¥YM>0, k>0: £{x)<-M,
lim £f(x)=-« <=>
K- ® ¥xeX: - x<-Kk.

Tutte le definizioni di limite date sopra rien - .
trano in uno schema generale. Ricordiamo preliminar-
‘mente che un intorne di un punto x,¢R & un insieme
del tipo {xeR: |x-x,{< § }, con & > 0; mentre intor-
ni di +~ sono rispettivamente insiemi del tipo {xeR:
x>M}, {xeR: x<-M}, con M=>0.

Sia x,¢RU{t>}. Se x,e¢R supporremo che x, & un
punto di accumulaziome per 1l'insieme X di definizione
della funzione f(x); mentre, se X,=+®, supporremo che
X & illimitato, superiormente se X,=+=, inferiormente
se x,=-=.Infine sia LeRU{z=},

Si dice che f(x) tende ad & per X>X, se per ogni in
torno U di L, esiste un intornmo V di X, tale che

xeXNV - {x,} =3 f(x)e U.

I1 lettore contrelli che le definizioni di 1limi-
te date in precedenza con i simboll £,8,M,k, sono e-
semplificazioni della definizione con gli intorni U,
V.

8.1 Utilizzando la definizione di limite, verificare
che

1im L. L
S5, 2x-1 5
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1 2
5

5

1 3-x
Za-1 2x-1
reali x per cui 2 < x < & risulta 3 < 2x - 1 < 7. Abbiamo quindi

[ Abbiamo , Limitatamente ai mumeri

LI P Py
2%x-1 & 15 ' ?

se 2<x<h, ciod se | x-3 | < 1. Percid, ponendo & = min {1;(15/2)E}
se |x3 | < & risultaanche | 1/(2x-1)-1/5}<€]

8§ 7 Utilizzando la definizione di limite, verifica-
re che

lim cos x = 1.
x 0

[ Utilizziamo la formula di prostaferesi:

b
cos x -1 =cosx-cos 0=-2 sen ? E »
e la disuguaglianza Isen t | = | t| , con t = x/2:
2 X X o X2
cos x-l{ =2 sen - ~ £ 2(5) = -
Fissato £> 0, risulta x 2 [2< £ se |x 14 /3¢ . Ponendo & = V 2E

si verifica la definizione di limite,cicé: |x |< § implica | cosx-
-1]<e ]

8.3 Utilizzando la definizione di limite, verificare
che

. 1

lim —7 = + =

x*0 X

[ Risulta 1/x 2 > M se |x [ <1/ VM. La definizione di limite 2 soddi
sfatta scegliendo &= iV ]

g 4 Utilizzando la definizione di limite, verificare

che
2 2
(a) lim xiaxxlxl o, (b) Lim x2axtixl _,
x>0° X x =07 X
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88.

[L:i_mitiamoci al caso (a): Per x > O risulta I x| = x; percid la fun -
zione data vale (x 2 +2x)}/x=x+2. Si verifica facilmente che la defini -

zione di limite & soddisfatta scegliende & = & ]

Utilizzando la definizione di limite, verificare
che

lim {(x-2V/x ) = +e=
bl it

[Fissato M>Q, risolviamo la disequazione -2 % » M; con la sostituzio-
ne t=+v & otteniamc la disequazione di secondo grado t?-2t-M > 0, che
ha per soluzioni t < 1-v i e t > 1+ v 1M . Il caso t <1-Y 1+ @

da scartare, essendo t negativo. Quindi, se
_ 2 _ / 2
% =t E=(1++/ 1+ }*“ ,

risulta x - 2V x > M, che & quanto si voleva verificare

Utilizzando la definizione di limite, verificare
che

(a) 1lim log x =+ (b) 1iq_ log x =-

xrt e x>0

M
[ {a) Pexr ogni M > 0, se x > k = ¢ , risulta log x>M; (b) Fissato M > O

la disequazione log x <-M & soddisfatta da 0 < x < e

§=eM, se 0 < x ¢ &, risulta log x < - M]

. Percid , posto

Legame tra limiti di funzioni e 1imdi

ti di successiorni

I 1limiti di funzioni sono strettamente collegati

ai limiti di successioni. Ad esempio, relativamente
al limite finito di £(x) per x»x,, vale il seguente
tecrema:

sia F(x) una funzione definita nell'insieme X e sia X,

un punto di accumulazione per X. Allora

lim £(x) = &

A 4
o
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se e soltanto se, per ogni successione X, convergente ad X
con XpeX- {X,} per ogni m, risulta

lim £(x } = %.

n= +®
11 teorema precedente in simboli si scrive

vi{x <X, x4 # X, ¥n,
lim f(x) = & <=>

XX
L=

‘ x, > X, => flx;) » L.

Analogamente valgono le seguenti caratterizzazio
ni

: vix, X, x, # X, ¥mn,
lim f(x) = > <=>
x-*xo

X, > X, —> flx ) ¢ =

Yi{x, e X, x 2 X, -¥n

2

lt

lim+ f(x)=1 {==>

xrx X, > %o =5 f(}(n)—> 2

Yix }e X, x;, > X Yn

n © 4

1im+f(x) = o <{==>

X 7X, x =~ x, =—> £(x;)> =

V{xn}c X, x, < Xg ¥,
1im f(x)= = '
x*x;

X, > X, = f(x )} 4,

. Vix,1c X,
lim £(x) = 2 <==>

LR X, wEe => fix ) 2.

Vi{x, }c X,
lim f(x)= #=« {==>

il Bt

X, 7 te =2 f(xn}+icﬂ>.
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Yi{x,}cX,
1im f(x)= 1= <=>
- X!‘l - = f(}(n )—>i°°.
8.7 Utilizzare la proprieta (11} del paragrafo 7D
per dedurre che
1im B2 - g
X

x*0

8.8 Utilizzare la proprietd (10) del paragrafo 7D per
- dedurre che

{a) 1im (1+ —) = e (b) 1im (1+ ") = g

X ¥+ @ % = -0

8.9 Verificare che vale l'implicazione

lim f(x) = & =—> 1lim £( ) = 4

x>0 n-=*+o=
[Basta osservare c¢he la successione xn=1!n converge a zero )
8§.10 Verificare che non vale il viceversa dell'impli
cazione precedente; cio®, trovare una funzione

f(x) per cui £(1/n) converge per n+te, ma f(x)
non ammette limite per x>0.

[ Ad esempio £(x) = sen (2 T /x); si veda l'esercizio 8.13 ]
8.11 Verificare che vale 1'implicazione

lim £(x) = ¢ ==> 1lim f{n) = ¢

x>H@ n—+ @

]: Basta considerare ¥, =10, con ne N, che & una successione che diverge a
4]
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Nell'esercizic 8.58 proporremo un ' applicazione
dell'implicazione precedente al calcolo di limiti di
successioni.

' Le caratterizzazioni presentate all'inizio di
questo paragrafo possono essere utilizzate anche per
dimostrare che un dato limite di funzione non esiste.
Infatti, se & possibile determinare due successioni

X,, Y, entrambe convergenti ad x,, con X #X,, Y FX,

per ogni m, e tali che f(x, ), f(y,) convergono a li-

miti distinti, allora si pud affermare che non esi -

ste il limite di f£(x) per x»x,.

8.12 Verificare che non esiste il limite, per x-0,dd
la funzione f(x) = x/|x|.

[ Posto ®,~1/n, yn=~1fn, risulta f(xn)=1 & f(yn)=~1:

8.13 Verificare che non esiste il limite
. 27
lim sen —
bt -)0+ x
[ Posto x, = 4/n risulta sen (2T /x ) = sen (InT )=0. Determiniamo poi u-
na successione y, tale che, ad esempio, sen(Zﬂ'lyn)=1. Possiame porre

2m ;"yn = T /2+InT , cioé ¥y = 4/{4ntl). Dato che ¥, converge a zero,va-

le lo schema:

x_ >0, X, 0, f(xn)—> 0;

Yp > 0 vy, 70, £y 1

dove f{x) = sen (27/x). In base alla cavatterizzazione del limited fun
zioni mediante il limite di successioni, possiamo affermare che il limi
te dato non esiste]

8.14 Verificare che il seguente limite non esiste

lim sen x
x>+
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[ Considerare X, = Q+2nT , essendo O un numero reale fissato ]
8C., Limiti notevoli

Diame un elenco di 1imiti notevoli, che sono alla
base del calcole di altri limiti di funzione.

+oo se a > 1
(1) 1lim a = =
4 o
X 0 se 0 < a< 1;
o) lin ax A 0 se a > 1
X - +oo se 0 <a<1l;
(3) 1lim x° = m AR
X7+ 0 se b <0 ;
(4) 1im log x = + @ ;
X oo
im 0g X = - ®
(5) 1i 1
x>0
(6) %i& x " log x = 0 (b>0);
b4
. 1
(7) 1linm -°—gb—x =0 (b>0);
x>+ @ X
b
(8) lim =— = 0 {a>1,b>0);
x>+ © 3
(9) 1lim (1 + )% = ;
x>+ X
im + = = @&
(10) Lim (1 + 27 = e;

W=
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(11) 1im 29;1—35 =1

x>0

Inoltre possonc essere considerati limitil notevo
1i anche i seguenti, che sono proposti nuovamente an
che pilt avanti, nel capitolo § sulle funzieni continue

X X

(12) 1lim a = a'° (a > 0);
x-*xo

(13) lim x? = XE (x,> 0);
x-‘*x0

(14) 1lim 1log x = log X, {(x,> 0J;

X X
[+]

(15) 1im sen x = sen X, ;
X

{(16) 1lim cos X = cos X,
h:4 ﬁ'xo

Dai limiti notevoli fin qui elencati si deducono
i limiti che seguono, che sono mon meno importanti
dei precedenti.

8.15 Verificare che lim Log X _ 0 f{a > 1).

¥ >+ ®© a®
[segue da (7), (8)]

8.16 Verificare che, qualunque sia il numero reale b
i ha
b

iim (1 + h}x = g
X @ X

[ 11 risultato & immediato se b=0. Altrimenti, con la sostituzione y=

= x/b, otteniamc

b 1 b 1 b
a+2) ==y s Lars)y’]
b4 bl ¥
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Se b >0, v tende a2 +© quando ¥ > +% ; percid il risultato segue dail
limiti (9) e (13). Se b < 0, ¥ tende a - ® per x>+ ; in questo caso
il risultato segue da (10), (12) ]

8.17 Verificare che, per ogni numerc reale b, risul-
ta

lim {1+

N> -

[ Come nell'esercizio precedente]
§.18 Verificare che valgono le relazioni di limite

1im x log (1+ % ) = 1im x log{(1l+ i‘) =1

- 3 - @

[Per le proprietd dei logaritmi risulta
1 1l x
% log {1+ — )= log {1+ — ) > log e = 1;
® X
abbiamo utilizzato i limiti noteveli {9}, (10), (1&) ]

8.19 Verificare la relazione di limite

Lim log (1+x) _

x>0 X

[ Con la sostituzione y=1/x, ci si riconduce ai casi considerati nell's

esercizio precedente ]
8.20 Verificare la validitia della relazione
<
e -1

lim = 1.
x -0 X

X
[Con la sostituzione y = & ~ 1 otteniamo

X
e -1 ¥

b4 log {(1+y)




229

Se %> 0, per (12} anche y> 0. Percid il risultato segue dall'esercizio

precedente ]

8.21 Generalizzando i risultati dei due esercizi pre
cedenti, verificare che, per ogni numerc reale
a positivo e diverso da 1, valgono le relazioni

log  (1+x) 1 . a -1 .
1im = 7 ; Llim = log a.
% =0 cga x>0 X

8.22 Verificare che valgono le relazioni di limite

(a) lim l-cos x _ 0 (b) lim l-cos x _ 1

£ >0 x _—— x2 2

[ Moltiplicare numerateore e denominatore per l+cos x ed utilizzare i 1i-
miti noteveli (11) e (16) ]

Ulteriori limiti notevoli sono i seguenti

(17) lim tgx =-=; lim tgx =+
¥ - -+ X—>‘|1-
> Z
(18) lim arctg x = - L ; 1im arctg x = Iz
K- ) 2 ¥ 4 @ 2
(18} lim cotg x =+= ; lim cotg X =-«
X0 x>
(20} lim arccotg x=1 ; lim arccotg x=0
- @ X oo

che si utilizzano assal spesso nelia pratica.

80. Limiti 4di fun=ioni composte
In questc paragrafo proponiamo il caliceio di 1i-
miti utilizzando il seguente teorema sul Iimite di fun

Zioni composte:
Siano g:X> Y e f: ¥ + K due funzioni tali che:



im f{(y) =&, ed esista
—)yo

i< § => g{x} # y,. Allora & anche:

(1) 1iim g(x) = v,

K7H_

~
]
-
1.4 |.—.I

§>0 tale che 0 < 1x-x

c
{3) iim f(g{x}) = %.
e 3
Una semplice dimostrazione di tale teorema $1 OL
tiene invocando il teorema del paragrafo &B. { Sia
x_ - x, tale che x  # x,, ¥neN; aliora dv tale che

=]

s

0 {xn-xoi< §, ¥n » v & percid, per la (1}, si ha
s I b ] - - -~ -
gix )~ vy, con gix,J 7 vy, Vvn » v. Dalla (2] segue al-

lora flglx_)) » % e percio vaie la (3)J.

Dal teorema precedente segue in particolare ia
formula '
FARN _— ~ i R 4+ I \
(*) iim flg{x)} = 1lim £y}
XX yry

e percid, guando si calcola il limite a primo membx o
delia (*) mediante tale tecrema, gi suol dire che es
o si calcola pomende g{x}=y (o, mediante la sostituzio
ne g(}{} = Y) .

Osserviamo che la condizione: 46>0 tale che @ <
[x-x,]< & => g{x) # v,, & essenziale per ia validi-
t3 del teorema. Infatti se g{x} e £(yJ} somno definite
da

1 se v # Y.

g(x)=y, vx ; £y} =
0 se Y = Y.
aliora F{g(x})=fly,)=0 ¥x, e percid risulta
iim f{g{x)=0, mentre si ha lim f{y) =1.
3t 3 ¥,

Osserviamo inoltre che giad in qualcuno degli e-
sercizi precedenti abbiamo calcolato dei limiti ese-
guendo semplicl sostituzionl.

gi vede subitco che se, pil in generale, abblamo



[
L2
i—l

due funzioni g: X-»R, f: Y»R, allora il teorema prece
dente continua a sussistere purché abbia significato
la funzione fog e x_, sia di accumulazione per il suoc
dominio.
§.23 Calcolare il limite 41 funzione composta

z2

i (35)
11m x-1

Xx—>1
{ Posto g(x) = ix+1i ,!i x-1 i , £(y)=y © il limite dato coincide con
iim f{g(x)) e si pud calecolare ponendc y=i x+] i f | x-1 i . Poiché,
X7l

per x *1sihay=|x+tl | /| %1 |[*+® e per v >+ ® si ha yi> +
allora risulta

8i osservi che la condizione gi(x) # y =+ * per 0 < i x-1 1 < 6 e
certamente verificata]

§.24 Calcolare il limite di funzione composta

iim (log xJ?
x> ot

[Posto ¥y = log x, per x->0+si ha v = log 2 >~ e per y>-° gi ha

y¥> +® | Pertanto 1lim {log %} 2 = lim y° =+ ® |
x ot

y -

I1 teorema sul iimite di funzioni composte si P
applicare anche nel caso di funzioni composte median
te pil di due funzioni, come si vede nel seguente e-
sercizio.

'8.25 Calcolare il limite

<. W L
lim arctg™* —
x>0 X

LIl limite per x>0 di 1/x non esiste e tuttavia esistono i limiti de-
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B.27

8E.

mite
qual

stro e sinistro. Pertanto possiamo applicare il teorema sul limite j
delle funzioni composte, calcolandec i limiti destro e sinistro in0per
la funzione data.

Per x *0 si ha y=1/x *+ ®; per y*+® s5i ha t=arctg y=>T /2 { in
base alla (18} del paragrafo precedente}; per t>T /2 si ha tT(mnt

- .
Pereid lim arctg ® T = ( T /2) . Analogamente si vede che
: b4
x>0

S S i
lim arctg ° == (-T /2) * e percid il limite proposto & uguale a
X

Calcolare 11 limite
. 1/x
iim x
x>+ @

- /x flog x)/x . }
| Essendo x = e , esepuende la sostituzione y=(log x)/x ed ap
plicando le {7}, {12) del paragrafo precedente si trova che il limite

datc & uguale & 1 j
Verificare 1'uguagliianza

iim arctg logix =
b et S vl

=

Calcolo di l1dimditdi

In questo paragrafo proponiame il calcolo di 1i-
di funziome utilizzando i teoremi fondamentali ,
i i teoremi di confronto ed i.teoremi relativia

ie operazioni di somma, preodotto e quoziente di iimi

ti.

Fareme uso anche dei limiti noteveli elencati nel

paragrafoe 8C.

.28

Calcolare 1 1imiti di funzione

rd - o= AX ] - i
{a} iim Z2"- x? {(b) 1im log x - vX
¥+ X4+
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§.30

[}
ol
rl

[ {a) 5i tratta di una forma indeterminata ®- <. Con la rappresentazic-

ne
Z

zx 2 2x 1 X )
-x = - N
X
si ottiene una forma del tipo +°* -1 {in base al limite notevocle {8}

del paragrafo 8C); quindi il limite dato vale +%; (b) con la fattoriz
zazione
log x

-1
T Y
si vede che la funzione data tende a - %, per x >+ %, in base al limi-
te (7) del paragraio 8C,con b = 1/2 |

log x - vx = V% (

Calcolare i1 1iimiti di funrziomne

.o log vx+1 P log(x3+1}
la) iim (b)) 1lim
X ™ ® x b Sce B X

[ $i utilizzi in entrambi i casi il limite notevole (7) del paragrafo 8C

lop VJE log {(x+1 x+1
(a) - 1 log {x*1)  x#1 03
b4 2 x-l_-l 4
3 s 3—‘-'3-——‘-‘
log (x~ +1) log Vx4 ¥ x% +1 .
(p) =3 . -0 ]
* v x° +1 X

Calcolare i 1imiti di funzione

. .. log vx¥1i son .. log (x3+1)
(a) 1im b) 1im
x>0 X x =0 X

[ Si utilizzi il limite dell'esercizio 8.19: (a) 1/2; (b) O ]-

.31 Calicolare i 1limiti di funzione

v 1. log(x®+1) o ] X
fa} 1im ( ’ (b} l1lim
b4 2x
X>+® 2 ¥+ 0 lL-e

[ 51 utilizzino i limiti noteveli (7),(8). Il risultato in entrambi i ca

siao |



]
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8.32 Calcolare i 1limiti di funzione

.y .. log (x%+1) P X
{a) 1im - b) Lim — =~
¥+ 0 £ x=+g 1-€

[ (a) E' un limite immediato, uguale a 0; (b} Utilizzando il limite del

l'esercizic 8.20, si trova

3
|
+
1
=R o
| -

—~ a - = = - o -~

§.3% Calcolare i 1imiti di funzione

N a s . 1. 2x PN ; SZXTS | 1-x
{(a) 1im (i- ;) (b} lim ( )]
X = @ ¥ -

[ (a) Utilizzando il limite dell'esercizic 8.16, con b=-1, si determina

il valore limite e 23 (b) e /% ]

$.34 Calcolare i limiti di fumnzione
X - L. x-1
(b} 1lim x
¥+l

]

-~ Y - = (X+ ~
taj iim ()
bl ] X+

[

{ {a) I1 risultato segue dal limite notevole (9), con la scomposizione:

X
x+2 x 1 xt1 e
—_— - 1+ — e o
A il ) [ gy ) ] 4
{b} con la sostituzione 2/(x-1)=y ed utlllzzando i limiti deg]l aser

cizi 8.16, 8.17, si trova il risultato e ]

8.35 Calcolare 1 1imiti di funzione

,w o log X

{a) 1im x (b3 llm x 8
X'+0+ X'+0

| si utilizzi la relazione (che & immediata conseguenza della definizio

ne del logaritmo}:

g(x)
£(x) leg £(x) glx}log f(x)
fix) =e = e

log x 0
{a) xX = ex & + e =1, per i limiti noteveli (&), (12);
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L

log X
% -

(b) E(log %)

P
=
1

= |
[

.36 Calcolare 11 limite 1im x log
x>t @

=]

[Analogamente alllesercizio 8.18, si trova il valore limite -1 ]
8.37 Calcelare 11 limite di funzione
1im x3{logi{x®+23-2 log x]
N 4 o

[Utilizzando il limite dell'esercizio .18, si ottiene

- - - o x4 - x° - -
x “| logix “+42)-2 log x ] =x ° log = =21 E log(it — ) |72 |
i X
8.38 Calcolare 1 l1imitl di funzione
2 %1 2
{a} 1im —— (b} 1im x log (1+ =)
x>0 X 4 0o 10 X
{Si veda l'esercizio 8.21. (a) 3 log 2; (b) Z log,, e:|
§.39 Calcolare i 1imiti di funzione
- ..  log x : P log (i+v/x-1 )
{(a) iim —=—= b} 1iim 08 E —— 2
x>l - _ xe—i* vEe-1

[(a) I1 risuitato & 1; si ottiene effettuando la sostituzione y=x-1 e u
tilizzande il limite dell'esercizio 8.1%; (b) E' utile la scomposizio-
ne del denominatore: v x- -1 = vx-1 » v x+1 . Il risultato & 1!‘/2 ]

8.40 Calcolare 11 limite

im
x =0

log{i+x)+ log(l-xJ
X:

[Dato che la somma di logaritmi & uguale a... il risultate é -1 ]

§.41 Calcolare i 1imiti di funzioni trigonometiriche
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. sen 3X .~ .. Sen 4x
(a} 1im ————— (b) 1im —&/ —
sen 2x tg %
x*+0 ® >0
[ $i utilizzi il limite notevole {11).
sen 3x 3, sen 3z | 22X 3
(a) == - -
sen 2x z 3x sen X Z
sen 4y sen 4x
{b) = CO8 X > h
tg x senx
.47 Calcolare i 1limiti 4i funzione
4 1 - s - 1
(a} 1im X sen < {(h) 1im (Z-xJsen -

K>t x=¥-®

1 sen (1/x%)

[ (a) x sen = = ——F +1§ (b)-l]
X /=
8.43 Calcolare i limiti di funziomni trigonometriche
) i-cos X . . tgix
(a) 1im —— (h) iim .
< >0 sen?x x>0 CoS X

I Si moltiplichi e divida per 1 + cos x. (&) 1/2; (b) 2 ]

8.44 Calcolare 1 1imiti

; ~ .. log Zx cin .. log (x+x?*)
{a) 1im - {b) 1im =
BN log 3x <>t log X
. log 2% log 2+log x 1+log 2/1log %
L (a) = = > 1

log 3x log 3+log X 1+log 3/log x

log{xtx ° log xt+log(x+l log(x+1
(b &{ ) _ log glxtl) ., eslxtl)
log x log x log x

§i ricordi che la forma 0/ ® non & indeterminata, ma vale O ]

§.45 Caicolare i limiti
bl
P log (i-x+x?) i w .. log CcOS X
{(a) 1im & L 2 (b} 1im 2
x>0 X %0 X
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[Si utilizzi il limite notevole dell'esercizio 8.19.

log(1l-x+x %) _ log(l-xix 2y

a ¥-1) *+-1;
(a) —— T D) ;
log cos x 1og[ 1+(cos x-1) i . cos x-1 i -
(b) 2 = 3 - - - J
X cos X -1 X 2

.46 Calcolare i limiti

1 1
{(a) 1lim (i+|senx|)* (b} 1lim {(i+|sen xi{)*
x>0t x>0”
[Rappresentare la funzione data nel modo seguente:

L __1____| '] senxi
; , X [( 1 )}sénx | ] X
{1+ {senx|) = 1+ —
14 1senx|
(a) e; (b) lie ]
§.47 Calicolare 1 limiti

1 1
B

(a} 1im {i+sen x) (b) 1im (i+sen2x}
x~>0F x>0

[Rappresentare la funzione data in modo analoge a quanto indicato nellos

esercizio precedente (a) e Ly (b)) e? ]

§.48 Calcolare i iimiti
LY - P 1 ‘\X r hY - o
(a) 1im {(i+ ——— ) {(b) lim (i+
x>+ 1og X

[Moltiplicare e dividere 1'esponente per la funziene... (a)yt <« 31B)O ]
§.49 Calcolare i 1limiti di funzioni esponenziali
PN . x X v s v "X
{a} 1im (1+e*} (b} 1iim (1+e*)
¥ F-@ %@

[(a) 1; (b) Si tratta di un limite immediato, uguale a O ]
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8.

8.

8.

e e = - b o oo S PR
L35 valcolare 11 1dimite: lim (e - e

[ws]

50 Calcolare i limiti
1 1
{(a) iim {(cos x}* (b) 1im (cos Zx)Fen"x
0 x*+0
[ {a) Ricordando il limite dell'esercizio &.45 {b}, si ottiene
1 1 1
=r == log cos X -5
{cos x)*° = &% > e 2
wz A
(b} e J
51 Calcolare i 1imiti

(a) 1im (*“LM* + logx) (b) 1im+(i'+1og sen X

x>0 Sen x x>0

- 1 1 =

1 (a} + log x = — ( + % logx) > + @
sen X X sen X

Abhiamo utilizzato i limiti notevoli (11) e (6); (1) +°°]

[, o Ca e . P v x%4x v xt-1,
52 Calcolare 11l limite: 1lim (e - e }
e i

[Utilizziamo la scomposizione

i P = F— Fi—— LA - A
v oxT vxc=1 VoRTHR VRl - xR

e Y = e (1-e

e consideriamo separatamente 1'esponente:

/ -1l-x ~1fx -1
Vx2-1 -V x%4x = — —_— = -
Vri-1+ vzl Vi-1/x 2+ v 1+1/x

Per x >+, lTesponente converge a -1/2. Percid l'espressione in pa -

-1/2

rentesi converge a {l-e )y = (1-1/ 1#’;; }, che & un murere reale posi

tivo. Ne segue che il limite richiesto vale + © |

Yri-1 .
J

X S+

[ con il metodo proposto nell'esercizic precedente si trova che il 1imi-

te vale - °°:|
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8.34 Utilizzando 1 teoremi di confronte per i l1imiti d
di funzione, calcolare:

zen x

(a) 1im

x o X X vt ®

[{a) Dato che, per ogni x€ R, valgono le disuguaglianze -1 < sen x < 1,
allora, per x > 0, risulta anche

sen ¥

1
- <
X

A

X

Per x ++%, il primo e 1'ultimo membro convergono a zerc; percid il
limite dato vale Q; (b) Dato che {cos 0)/x+0 per x>+ =, i] risultate &
1/3]

8.535 Facendo uso dei teoremi di confronto per i limi
ti di funzione, calcolare:

1im sen x[log{(v¥x + 1)-log v/x+1 ]
s S
[Calecoliamo preliminarmente il limite, per x >+, della funzione in

parentesi quadra:

log{ vx + 1)-log v %+l = log ——— = log 1 = O.
ol |

Feggsendo - 1 < sen x £ 1 per ogni -x€ R, il limite dato vale 0 ]
log{(vVx-1)-[log(x-1)]3/2
5-2 cos x

8.56 Calcolare: 1im
B x>+ >©

[Osservande che 3 € 5-2 cos x € 7, si verifica che il limite datoe vale

0]

.57 Utilizzande 1 teoremi di confronto per i limiti
di funziomne, calcolare:

P sen _x e sen X - X
{a) 1im —]—/—/—— {(b) 1lim —
i - 2
y>+® VX+COS X yr+®@ COS X+H/1+X
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e
L]

[ {a) Utilizzando le disuguaglianze [ sen x 15_ 1ecosx?> -1, ottenia

mo

sen X 1
£

v x+cos x R
I1 secondo membro converge a zero per x ~»+® ; percid il limite dato
vale 0; {b) Dividendo numeratore e denominatore per x, si trova che
il limite vale -1 ]

8.58 Calcolare i seguenti limiti di successione fa-
cendo usoc della proprietd dell'esercizio 8.11 ,
in cui il calicolo di iimiti di successione & ri
condotto al calcolo di corrispondenti limiti di

funzione.
- - e 2: n Y R , o 1 T
{a) 1im ({itsen =) (b} 1im (l+sen —=

R o n It v 1L
R - 1. n .. 1.n
{(¢) 1im (l-sen —} {(d) lim (i+sen —5)

n -+t ® n nw++ @ Il

[ &lla variabile discreta n si sostituisca la variabile reale x. (a) e?;
{(b) +5 (e) 1/e; (d) 1]

8F, Infinitesimi

Sia £(x) una funzione definita in un insieme X e
sia x, un punto di accumulazione per X. Si dice che
la funzione f(x) & infinitesima 1n x, (o per x»>x.) se

1im f{(x) = 0.
x _>x0
Siano f(x), gi{x) due funzioni infinitesime per
X+X,. Supporremo diora in avanti che f£(x) e g(x) non
si annullano quandoe X & in un opportunc intorno di
X,, €ton X ¥ x,

S5i dice che £(x)} & un infinitesimec di ordine superio-
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re a g{x) se

1im £
xox 8

In tal caso si dice anche che £{x) & un ' o picco
lo' di g(x}, e si scrive

£(x) = o(g(x)) (per x»x_)

8.59 Verificare che per il simbolo '" o piccolo ' valgo
no ie relazioni seguenti:

(a) of{g(x))+olg(x))=0(g(x)}
(b)) olgxi)olgx) = o(g*{xJ)J
1 (a) sianc f ,(x}=o(g{x)), £,(x) = o(g(x)), due funzioni infinitesime
di ordine superiore rispetto a gix) (per x ¥ x )}, cioé
f(x) fa(x)
(*) lim = lim =0

-y B{x) x>x glx)

Allora [ £, (x)4f, (x)] /g(x) >0 per x >x_, ciod f,(x}+f,(x) & un in-

finitesimo di crdine superiore a g(x), cicé ancora fl(x)ffz{x)m(g{x,));'
{(b) Come in precedenza, se vale (%), allora
£0x) £, (=)

lim ———— = 0

X7x g 2 (x) ’

ciod £ (x)£,(x) = olg*(x)) ]

.60 Verificare che, per il simbolo "o picceolo" wvale
ia proprietd seguente: Se g, {x) > 0, g, (x} > 0,
per ogni X # x,, allora

olg, (x))+o{g, (x))=olg, (x)+g, (x)) (x=x.].
[ Foniawmo f 1 (x)=0(g,(x)), f,{x}=o(g,(x)). Risulta quindi:

£,(x) £,(x

y e £2()

X% gl(x) xIrx gz(x)
o o
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Tenendo presente che g, e g, sono funzioni positive, per x +x_ ot

teniamo
SNEITINEIIN P E, (x)HE (x) |
g 1 (x)+g (%) S g (mitg,(x)
[£, (0] [£,00 | £, ) [£,4%) |

- 0

+ < + -
g, (x)+g 5 (%) gilxHg,(2) 7 gy (%) g, (%)
Percid £, (X)+f, (x) = o (g, (x)+g, (x)) ]

2.01 Confrontando la formula {(a) delifesercizioc 8£.59
e la formula deli‘esercizioc 8.60, si ottiene

L—

o{g(x)) = o (Z2g{x)

Tale formula non & contraddittoria. Verificar-
io con degli esempi.

{ ad esempio la funzione x * & allo stesso tempo o(x) e o(2x) ]

Si dice che f(x) e g(x) sonc infinitesimidelloc stes-
so ordine Se
] £({x) i
1im = i
X X g(}:)
Q
essendo & un numero reale diverso da zero. Se £=1 si
dice anche che f{x) e g{(x} sono infinitesimi equivalen-
ti.
3i dice infine che f(x) & un infinitesimo di ordine
inferiore a g(}c) se

. g(x)
lim S =0
o
s A .. A +
Si danno analoghe definiziomi per x»Xx, , oppure

per X—-ie
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8.62 Verificare che, per x»0", f{x)=x & un infinite-
simo di ordine superiore rispetto a g{xj=i/logx
[1hux]pgx=()]
R0

§.63 Verificare che, per x»0, f{x) =l1-cos x & un in-
finitesimo di ordine superiore rispetto a g(x)=

= sen X.
£i(x) l-cos x l-cos? x sen x .
= = = =+ 0 J

glx) sen x sen x{1l+cos x) 1tcos x

Y

.64 Verificare che, per x»0, f{x)=l-cos x e gix)=x?
sone infinitesimi dellec stesso ordine.

o

[ lim (l-ecos x)}/x% =1/2 ]

x 0

Spesso si confronta una data funziome £{x), infi
nitesima per x»x,, con lfinfinitesimo g(x}=x-x,, op-
pure con una potenza di xX-x,..

Molto utiliizzata & l'espressione

flx)=g{x)+o{x-x.] (x>x,0;
secondo la definizione data, con la relazione prece-
dente si intende che la differenza f(x)-g{x) & un in
finitesimo di ordine superiore a x-X,, cioé

.. fix

iim =10

X >R X=X,

a

.65 Utilizzando 1 1limiti notevoli del paragrafo BG,
' verificare la validitd delle formule seguenti:

{a) sen x = x + o(x)

. x? -
(b} cos x = 1 -'E-+ o{x?)
{c) log {i+x)= x + o{x)
(d) e* =1+ x + o(x)

81 dice che f({x) & una funzione infinitesima di or-
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dine a in x, se [f(x)]| e |x—xc[OL sono  infinitesimi
deilo stesso ordine per X>X,.
§.66 Determinare 1l'ordine di infinitesimo, per x-0,
delle seguenti funzioni: '
{a) sen Zx o {b) 1 - cos x
[(ay 13 (b) 2]

3.

fw1Y

- - _— 4 - - - - ' - ~+
7 Determinare l1l'ordine di infinitesimo, per XU ,
delle seguenti funziomni:

(a) sen x - tg x {b) tg x Vsen x

[ (a) E' un infinitesimo del terzo ordine, come si ricomosce facilmente
dalltidentita

sen ¥ (cos x - 1}
sen X - tg x =

cos X

{b) E' un infinitesimo di ordine 3/2 ]

§.68% Determinare 1'ordine di infinitesimo, per x> 0,
delle seguenti funzioni: '

(a} vVi+x® - J/i-x° (b) log (1+x)"

L@s el
8.60 Verificare che, per il simbolo ' o piccolo ', va-
ie la proprieta per x» 0" (a,B > 0):

o(xa)+o(XB)=o(ij, dove y=min {co,p}.

[ siano £, (x)=0{xa ), £ (x)=0 (xb); cid significa che

£ (%) £,(%)
lim, —— = lim =0

x>0 b4 x>0t Xb

Se, ad esempio Q=Y =min {Q; B}, cicd se & < B, abbiamo

£,(x)+,(x) £,(%) f.(x) PB-a
lim ————— = lim + lm S x = 0.
>0 X x*00 X x>0 X



Quindi fl(x)+f2(x)=o(xa)]

Utile si rivela 11 principio di sostituzmione degli in
finitesimi, <¢he si pud enunciare nel modo seguente:
Consideriamo funzioni £,(x}, f,{x), g,{x), g, (x}, in

finitesime per x>x,. Se g,{(x) & infinitesima di ordi

PR PR

ne superiore rispetto a f£,(x) e se g,{x) & infinite-

4

PR

sima di ordine superiore rispetto a f£,{x), allora 1

1imiti seguenti sono uguali,purché uno di essi esista:

» £, )+g, (%) 11 f, (x)
im = im = -~
x**xo fz(x)+g2(xj x*xg LX)

Con il simbolo "o piccolo’ tale relazione si scrive:

oo £, o, (X)) o £,00
11im - - o~ - lim T 7
xox E, Q0% olf, (x))] xox Fo(X)

La dimostrazione & immediata e segue dall'identita:

f,0a0+g, (x) £, (x)  1+g, (3 /F, (x)
f,(0+g,(x)  £,(x) 1+g, XD /£, {x)

11 principio di sostituzione degli infinitesimi
sarda ampiamente utiiizzato nei capitelo 11, nel cai-
coie di iimiti di funzioni con i‘'ausiliiec della formu
ia di Tayloer.

§.70 Utilizzando le formule (a), {¢c) dell' esercizic
8.65 ed il principio di sostituzione degli in-
finitesimi, calcelare 11 limite

iim sen x
x =0 log (1+X)

L}
et
I
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8.71 Utdilizzando il principio di sostituzione degii
infinitesimi, caliceclare 11l limite

[In base alle formule (c), (d) dell’esercizio 8.65, abbiama

t sen®x a 5
e =1+t+oft) ==> e = 1tsen~x + o(sen “X);
log(l+t) = t + o{t) => log(i-x?® )=-x2 +o(-x3).

Dal principio di sostituzione degli infinitesimi otteniamo

sen x A
e -1 sen "% -

lim ———— = lim = -1 ]
X ~*0 10g(1—x3) x>0 -x°3

8.72 Facendo usoc del principio di sostituzione de-
gii infinitesimi, calicolare il limite
i-cos Zx

log(l-x)+log(1+x)

iim
X 0

[ 8i utilizzino le formule {(b), (c) dell'esercizio 8.65 e la proprieta
dei logaritmi
log(1-%) + log (I+x) = log (1-x° }.

I1 limite vale -2 |

8G. InfFiniti

Considerazioni analeghe a quelle fatte nel para-
grafo precedente valgono per limiti infiniti.

Precisamente, f(x} si dice infinita in x, {o per
X*X,) se

lim [f(x)| = + =

XX
[+]



o
I
~3}

Siano f{x), g{x) due funzioni infinite per x-Xx,.

Si dice che f{x) & un infinito di ordine superiore a gx)
se

- (x -
1im %.—_g_ = u
x-*xo Tix)

Si dice che f{x), g{x) sono infiniti deilo  stesso
ordine Se

. f{x)
iim —”%—% = L

b

con % nhumero reale diverso da zero. Se i=1 si dice
che f{(x) e g{x) sono infiniti equivalenti.
31 dice che f(x) & un infinito di ordine inferiore a
g{x) se
. ) .
iim —%—% = 0
o
81 danno analoghe definizioni per x»x,%, oppure
per X-wto,

§.73 Verificare che, per x-»+w=, logx & un infinito di
ordine inferiore alla potenza xP, gualunque sia
b > 0.
{8i ricordi il limite notevole (7) del paragrafo 8C ]

§.74 Verificare che, per x>0, log x & un infinito di
ordine inferiore alla potenza x°, gqualunque sia
b < 0.

[5i ricordi il limite notevole (6) del paragrafo 8C ]

- o .o - . b4

.75 Verificare che, per X—+w, la potenza x b>G

un infinito di ordine inferiore rispetto all'e-
sponenziale a* (a > 1).

. e
o’

[8i ricordi il limite notevole (8) del paragrafoe 8C B
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Analogamente agli infinitesimi, vaie 11 principio’
di sostituzmione degli infiniti :; Considerlamo funzioni
£,00, £.(x3, g, (x), g,{x), infinite per X>X,. Se
£.(x}) & infinito di ordine superiore rispetto a g,(x)

e

w

e £,{x) & infinito di ordine superiore rispetto a

g, (x), allora i limiti seguenti somo uguali

. fl(Xj+g1{x) . f1(X)
im =T = lim %
¥ tszJ+g2(X) xR fszJ

La dimostrazione si ottiene come nel caso degll
infinitesimi.
§.76 Utilizzando il principio di sostituzione degli
infiniti, calcolare il limite
x® + x*{2+sen x) + log x
1+3x3+6x°

lim
X7+ ®

[ £, (x) = 2% & un infinito di ordine superiore a g, (x)=x§(2+senx) +
+log x; inoltre f, (%) = 6x % & un infinito di ordine superiore rispet
toag, (x)=1+3x3 . In base al principio di sostituzione degli infini-
ti i1 limite vale 1/6 ]

§.77 Utilizzando il principio di sostituzione degli
infiniti, calcolare il limite

. Z2x log x - x*log?®*x + cos X
iim

X+ I+ x* logTx

E I1 numeratore & un infinite equivalente a -x? log2 %, mentre il deno-
minatore & un infinito equivalente a x*? 10g2x. In base al principio

di sostituziome degli infiniti il limite vale -1 ]



Capitolo §

FUNZITONI CONTINUE

JA., Comntinuita e discontinuitas
Sia f(x)} una funzione definita nell'intervallio I
di R e sia x_¢el.
Si dice che f{x) & continua in x, se
lim  £(x) = f£i{x,)
h e 'd
=]
o, cid che & lo stesso, se, per ogni successione X -
+ X,, si ha f(xn) - f{x,J.
Si dice che f(x) & continua da sinistra {(risp. da de
}  in x, se

1im £(x) = f£(x.) {(risp. lim f{x)=£{xJ.

xox X“"X+

o <
Evidentemente, se I = [a,b] con a,beR, la continuita

di £ in x.= a (risp. in x_.=b)} va intesa come conti -
nuitad da destra (risp. da sinistra}.

851 dice che f(x) & continua in I se essa & conti-
nua in ogni punto di I. In particolare £{x) & conti-
nua in {a,b] se e solo se f{x) & continua in (a,bled
& continua da destra in a e da sinistra in b.

Se fi(x) & una funzione definita neil' intervallo
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o
[

I di R ed essa non & continua nel punto x, di I, si
dice che x_ é un punto di discontinuitd per f.

Vi sono tre tipi di discontinuitad per una funzie
ne in un punte:

a) x, & un punto di discontinuitd eliminabile se esiste
il limite di £ in x_, e risulta

Iim £{x) # £{x.)

XX
o
In questo caseo, posto £ = lim f{xJ, la funzione f(x)
XX
definita da
B fi{x) se X F X,
f{x) =
% se X = X,

& evidentemente continua in x_,. Per tale ragiome si
paria di discontinuitad eliminabile.

b) x., & un punto di discontinuita 4i prima specie S€& €51
stono finiti i 1imiti destro e sinistro di fi{xj in
X,, e si ha

iim £(x) # 1lim £(xJ
X xu_ b g xo+

c) x, & un punto di discontinuitd di seconda specie se u-
no almeno del due iimiti
iim £(x) , lim_kf(x)

b 4 ¥
o =]

non esiste oppure & infinito.
Ricordiamo che una funzione monotdéna pud ammettere al pil
discontinuita di prima specie. .
Sia x,¢I e sia f{x) una funzione definita nell'in
sieme I-{x,}. Se esiste il limite
£ = 1im £(x),

b4
2



allora, la funzione f{x) definita in
~ fix) per

flx}=
i) per

si chiama prolungamento per continuitid di f£{x} in x,
una funzione continua in x,. In particolare, se
era gid continua in I-{x_,}, si dice che f{x) & il pr

iungamento per continuitd di f su I.

[
[y
[y

I da

X = X,

. €
fix

s
IO (D

Ricordiamo che una funzione composta mediante funzioni

continue & anch'essa continua.

[

9.1 Dire se la funzione f:xeR-{Z} - - ° continua in

[ Mo, perch® non & definita in x =2 ]

9.2 Sia f{x) la funzione definita in (0,2) da

X se 0
f(x) =
1 se 1
Determinare 1'insieme X del punti
ta di £{x}.

[x=9¢ ]

< x <1
< x <2

di discontinui-

9.3 8ia f(x)} la funzicne definita in (0,2) da

_ X se 0
f(x) =

se L

I~

Determinare l'insieme X dei punti
t3 di f{x).

[x={1}]

3.4 Sia x, un numero reale e sia f(x)

<x <1
<x <2

di discontinui-

ia funzione de-



B
[#]]
b

finita in R da

ax + b se X

1A
]
o

c se X > X,

Sotto quali condizioni su a,b e ¢ la funzione
f{x) & continua? '

[Dev‘essare axo+b = cj

8.5 Studiare la continuita delia funzione definita m
R da

_ i ;
arctg ; se X F 0
O se x = 0

[E' continua in R- { 0} . Nel punto 0 ammette una discontinuitad di prima

T

gpecie, essende lim f{x} = - — e lim fi{x) = — ]
x>0 2 x=0" 2

5.6 Dedurre dalla disuguaglianza itriangolare del va-
lore assoluto: |a+bf < jaj+[b| per ogni a,beR ,
la seguente disuguaglianza:

|1X|'_ixc|| iiX‘Xcl
per ogni x,x_eR.

[ Dimostriamo dapprima che Ex i— ixD | < |x—xD i. A tale scopo basta os-
servare che, per la disuvguaglianza triangolare, si ha } X i: i(x—xo} +
+ x i< ix—xi+ix

Q - L=

o i. Analogamente si ottiene 1'altra disupuaglianza

| =, i— ix l £ | x| = l x-xoi . Ne segue 1'asserto, in quanto il

. 1 . 1 1 1 1 3
valore assoluto di lx |— |x° | & wuguale a | x| -|x_ | oppure a |xui-
LR

9.7 Tenendo presente l'esercizio precedente,dimostra
re che la funzione f(x} = |[x] & continua in R.
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.8 Verificare che la funzione f{x) definita in R da

0 se xeQ
f{x3=
il se XeR~-Q
non & continua in alcun punto. Che tipo di di-

scontinuitd ammeitte tale funzione?

[ Di seconda specie. Infatti, verifichiame che, VX, ER non egiste
lim*_f(x). Se, per assurdo, fosse § = 1im+f(x), con % > 0, per fissa-

xFR L e I8 A

re le idee, numero reale, esisterebbe un mumero o > Q tale che

(=} xu<x<xo+é=> lf(x)—ii(%.

Scegliendo in (*) %€ Q,la disuguaglianza a destra implica L < % ; sce-
gliendo invece x€ R-Q,si trova | 1- £ < i . Poiché queste due disugua-

glianze su { non possono coesistere, abbiamo ottenuto un assurdo |}

.9 Verificare che la funzione definita da

X se xXeQ
fi{x)=
0 se XeR-Q
& continua solo in x, = 0,

),i0 Sia f£: R - R definita da
x? se xeQ
fx)=
-x2 se xeR-0.

Verificare che f & continua solo in x,=0.

{Dato che per ogni x €R risulta -2 < F(x) £ x2 , dal teorema dei cara

binieri si deduce che lim f{x) = 0 = f(0Q). Per verificare che f non
x+0

& continua in alcun punto x # 0, procedere come nell'esercizio 9.8 |

3,11 Tenendo conto dell'esercizio precedente, verifi
care che il seguente enunciato & falso: ""Se f(x)



b
[ %31
o

& continua in x,., allora essa & continua anche
in un intorno di x,". Proponiamo di segulto una
dimostrazione shagiiata. Trovare l'errore.

Per ipotesi f{(x) & continua in x,. Quindi, per
ogni € » 0, esiste un & > 0 tale che

(%) fx-x,|< & => [£0)-flx.)j<e.

Se indichiamo con I = {xe R : jx-x.{<d} 1'intor
no di x, di raggio 6, allora f & comntinua in I.
Infatti, per ogni x,eI risulta

3+

J-fix, )] £

Ha
Fain

X

{3

x.)-flx )] < 2e

L'ultimo passaggio segue dall'ipotesi (¥}, dato
che sia x che x, distano da x, per meno di &.1la
disuguaglianza sopra scritta prova che fix) &
continua per X = X,, che & un generico punto deb
i'intorno 1I.

4
i

[ L'intorno I non & stato ben definito, eéssendo dipendente da € . Avrem
mo avuto una buona definizione di I, utilizzando un raggio diverse, ad
esempio E_ com € & numero positivo fissato. Cosi facendo, perd, natu-

ralmente, non si riesce a provare la disuguaglianza di contimaitd per

ogni £ ]
9.172 Sia f(x) 1a funzione definita in R da

s -

x sen {(1/x} = se x # 0

1 ' se x = 0.
Che tipo di discontinuit3d ammette tale funzione?
{ Una discontinuitd eliminabile in x_= 0 ]
9.13 Sia f{x) = x sen (1/x) per xeR-{0}. Dimostrare
che £{x) ammette un (uniceo) prolungamento per
continuita su R.



3.14 Dire se la funzione definita in R-{0}da f(x)
=x/ |x|pud essere prolungata per continuita su R.

[ro ]

.15 Dire se le seguenti fumnzioni f,, continue in o-

gni punto di R-{0}, possono essere proliungate per
continuita su R e, in casoc affermativo, determi-
nare il prolungamento f;

'1)"):2 P

f.{x) = e ; f,{x)=(sen x)/x ;
o~ ra R oo oo T | r ra X Y 4
f,(x)={log{i+x)J/x; f,(x)= (e -1)/x

- -1/x 2 -

| Essendo lim e = 0, basta porre f, (0) = 0.

x>0

Essendo lim (sen x)/x= 1, basta porre Ez {0) = 1.
x>0

Essendo lim [ log(1+x) |/x = 1, basta porre f, {0} = 1.
x>0

X - .
Essendo lim (e -1)/x = 1, basta porre f, (0) =1 |
X >0

9.1i6 Studiare le discontinuita della funzione

- 1/x P
sen X-Z se XOF U
f(x)= '
0 se x = 0
LLa funzicne & continua in R - {0 }. Essendo

. 1/x ¥

1fx Sen x 2 . senx ., .. 2

lim  sen x-2 = lim ——— " = 1im Y lim — =+ @

x>0t ot x 1/x x »0t % yrtoo ¥

lo zero & un punto di discontinuitad di seconda specie per £(x) ]

§.17 Determinare & e b in modo che 1la funzione f{x]
definita in R da



256

. m
sen X se x < - —

- Z

m i

f(x) = a sen X + b se T <X < 7
z Z

it

cos X se X > 5

sia continua in R.

- T
{ Essendo £(- 2 )= -1, f(—) = 0, deve risultare b-a=-1 e atb=0. Da
. 1 107
euia= — e b=- ? 1

Liog (i+x)]i/x se xe {-1,0)
fix)=
(e -1)/x se xe (0,1)
¢ continua in (-1,1) - {0}, ammette prolungamen-

to continuo su (-1,1}, ma non su [-1,17.

[Basta. osservare che lim £(x) =+ mj
+
x -1

9.19 Determinare ¢ ¢ B in modo che la funziene f(x)
(-1i,1

definita in i,1}) da
x” sen?x se 0Q<x<1
f(x)=4 @ se x =0
|x|Bc052(1/x) se -l<x<0

sia continua.

[ Dovendo essere lim +f (x)=0, deve risultare @ »-2 . Dovendo essere

x—)ﬂ-
lim f(x)=0, deve risultare B > 0 ]
x>0
9.20 S8ia f:xe B » [x], ove [x] rappresenta il pit

grande intero minore ¢ uguale a x. Verificare de
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f & discontinua in ogni ne¢Z, con dlscontlnulta
di prima specie.

[Risulta 1im [ x] = n-1j [xJ=[n]=n ]
xrn _ -x—>n

9B. Fun=zioni contirmae in un intervallo

Per le funzioni continue in un intervalile valgo-
no i seguenti fondamentali teoremi:

TEQREMA DEI VALORI INTERMEDI. sia f:1I = R una -funzio
ne continua nell’'intervalle I di R. Allora f assume un gualun-
que valore compresc fra il suc estremo inferiore ed il suo e-

stremo superiore su I.

COROLLARIOQ (TEOREMA DEGLI ZERI) .sia f:[a,b]>R una
funzione continua tale che f(a)-f(b)<0. Allora esiste X, € {@,b)
tale che f(x_, ) =

TEOREMA DI WEIERSTRASS .sia f:[a,b]l> R una funzione con
tinua nell'intervallo chiuso [a,bl. Allora esistono X,,X,¢

¢fa,b] tali che

fix,) = min £(x) , £{x,)= max £{x}.
x € [a,b] z & [a,b]
Ricordiamo inoltre che una funzione f:{a,b]»R & con-
tinua se e solo se per ogni x,¢la,b] e per ogni suc-
cessione (x_ ) con x,¢[a,b]l, si ha
lim x, = x, —=> lim.f(xn)=f(xcj_
Ii n

. .
$.21 sia P(x) = X a, x¥ un polinomio a coefficienti

reali, avente grado dispari. Verificare che es-
so. ammette almeno una radice reale,ossia che
dx,¢R tale che P(x,) =

[ Essendo



[
o
[#.a]

-1 : o
P{x}) = x {a, + + o0+ —
{a, - o)
si ha:
- = se 8y >0
lim P(x)=
X -
: 4 @ sa a_ <0
n
o
+ se a, >0
lim P(x)=
K EpoR
- = =4=3 a, < 0
Dungue :
inf P(x} =-° ; sup P(x) =+ @
X ER HER

Poiché P(x) & una funzione continua in R, essa assume un qualsiasi va~
lore compreso fra il suo estremo inferiore ed il suo estremo superiore.
Pertanto esiste almeno un x_€ R tale che P(x_)=0 ]

n

5.22 Sia P{x) = 3 ay x* un polinomio a coefficien-
k=0

ti reali, avente grado pari. Se a, < 0, a > 0,

P{x) ammette almenoc una radice positiva ed una
negativa.

[ Essendo 1lim P(x)=+®, P(0) = a_ < 0, lim P(x)=+® , la funzione
XF>- X+

continua P({x) si annulla almenc una volta nell'intervallo (- < ,0 ]ed

almeno una volta nell'intervallo [ 0,+ =} ]

9.23 Sia f: [a,bl - [a,b] una funzione continua. Ve-
rificare che esiste almeno un punto unito, cioe
un punto x_.¢[a,b] tale che f{x,6)=x,.

-

[ Congiderata la funzione g{x) = f(x)-x, essa & continua in [ a,b ] ed
inoltre risulta gla)=f(a)~a > 0, g(b)=f(b)-b £ 0. Se g(a)=0 oppure
g(b)=0, abbiamo trovatoe un punto unite per f. Altrimenti, se g(a)>»0 e
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g(b) < 0, a norma del teorema degli zeri, esiste almenc un X, E{a,b)ta

le che g{x_} = 0, cioé tale che f(x_) = x_]

Mostrare con esempil che esistono funzioni conti
nue in intervallii noen chiusi oppure non limita-
ti prive di massimo o di minimo

[Sia I{x) =2 pexr X €(0,1) oppure per X€ f0,+°° )]

Calcolare glii estremi inferiore e superiore del
ia funzione definita in R da fix)=1/({1+4x?%).Ve-
rificare che f{x) & dotata di massimo, ma & pri
va di minimo in R.

{La funzione & limitata, in gquanto & O < f(x) < 1 per ogni x € R. Es -
sendo £(03}=1 si ha £(0) = max f(x). Per verificare che & 0 = inf £(x}),

x€EER XER

basta osservare che per 0 < £ < 1 la disuguaglianza 1/(1+4x )< € &

verificata dagli x tali che ix l > J(l—E)fﬁ e |

.26 Calcolare gli estremi inferiore e superiore del

()

~.]

X -
. T e -1
la funzione definita in R da £{x)= P
X
= e_l - . - ro
| Essendo -1 < X < 1 per ogni € R, la funzione f{x) & limitata. Lo
=

estremo superiore & 1, in guanto per 0 ¢ £ < 2 la disuguaglianza
X X - -
{e -1)/(e +1) > 1-£ & certamente verificata per x > log [(2- )/ € ].

Analogamente i verifica che 1l'estremo inferiore & -1. Evidentemente

non esistono n@ il minimo né il massime 41 £ su R |

Sia I un intervalle di R non necessariamente
chiuso né limitato. Sia fix)} continua in I. Se
f{x) tende a +» per x tendente agli estremi del-
i'intervalio I, allora esiste i1l minimo di f{x)
su I.

[ Per figssare:le idee sia I={a,b) con ab € R. Sia M > f£((a+bh)/2). Essendo

lim £(x) = 1im f{x) =+® esiste § = § (M) tale che:
a’ x*b "
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x € (a,até U (b6 ,b ) = £(x) > M.
Per il teorema di Weierstrass dx_¢[at § ,b- &] tale che £(x )<f(x),
vx €[ at §,b-8 ]. In particolare & f(x ) ¢ £({a+h)/2), e percid si ha

f(x ) < £{(ath)/2) <M < £(x) VX €( a,atd) U{b-6 ,b ),
ciod f{x ) < f(x) vx € I ]

9.28 Una funzione f:(a,b)+ R si dice convessa se per
x,ve{a,b) e per re{0,1) si ha
FOx+{(1-2)y) < » £0x3+{3-aJ£(y).

Verificare che una funzione convessa in {(a,b) &
ivi continua .

[ siano x_€(a,b) e >0 tali chex-8€{a,b) e x +8€(a,b). Per ogni
$€(0,1) si ha x_=(x_-8 )9 /(1+8 )+(x_+ §6)/(1+ 9 ) e, per la conves
sita di f:

(1) flx)< B£(x,-8)/(1+ 9 3z +98)/(1+ 9).
D'altra parte & x +84 = & {x +6 )1~ 9)x_ e, per la convessita di f:
(2) fx v §8) < 9f(x + 6 )H(1- 9)E(x ).
Da (1) e {2) si ha, in definitiva, ¥%€(0,1)
(1 $)F(x) - FE(x- 6) < Flx+ §6)g FE(x + §)H(1- 9)f(x)
¢ allora & lim +f(xo+%‘6)=f{xo ), cioé f 2 continua da destra in x_ .

§=0
Analogamente si vede che f & continua da sinistra in x|

9. Funzioni uniformemente continue

Sia f: IR una funzione continua nell’intervallo
I di R. Si dice che £ & uniformemente continua ‘se Ve>0
98>0 tale che risulti [£{x)-f(y)|{<e per ogni coppia
x,y di punti di I tali che [x-y|< §.

Notevole & il seguente



261

TEQOREMA DI CANTOR. Se f & continua nell'intervalle chiuso

e limitato [a,b], allora essa & uniformemente continua.

9.29 Verificare che la funzione f:xe[l,+=) » V/x & u-~
niformemente continua.

[ Per ogni coppia x,ye [ 1,+ @) si ha

—_ ' wy | 1
PPN E - S S N
N 2
Allora, per ogni € > 0, posto §_ = 2 siha ivx-Vy| < &
per ogni coppia di punti x,y€[1,+®), tali che |x-y | < 'cSE ]
- - - - — - . - b
9.30 Sia beR. Verificare che la funzione f:xe(-«,bl»> e
& uniformemente continua.

C
e-1
[ Essendoc lim =1, esiste T > 0 tale che |t ‘4 n ==
t>o t
| 3 | R -
=> jet1] < > [t {. Allora, per x,y €(-=,b] tali che

ix-y] < N, st ha
H i - 3 b
1ex~« y] =ey| e Va1 < E e ix-yi_ .

Pertanto, fissate £ > 0, posto

. . 2¢e
¢ = min tﬂ,;;;a*},
si ha |x—yi‘<5=> iex'—eylﬁs_]

9.31 Sia £:I > R una funzione continua nell’intervai
lo I di R. Verificare che f & uniformemente con
tinua se e solo se per ogni coppia (X }, (y,)di

successioni di punti di I tali che lim |Xn")’n|:
. n

= 0, si ha 1im {f(x ) - £(y, )| = 0.
n
|: Sia f uniformemente continua e siano (xn), (yn) due successioni di pun
ti di T tali che Lim | x-y, | = 0. Fissata €& > 0sia § >0 tale
n

che |x-y | < 8 => | £@)-f(y) | < £. Per ipotesi esiste VEN
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e e - . - o N a4 5 < .
V.55 vla o 2 U e sla r: XepU,te) > X epl,+>)] . Verltl

oI

[\¥]

451

[oN]

tale che, ¥n >V, i 0 Yn i < & ; allora, per 1'implicazione preceden
te & If(xn)-f(yn)l <€, ¥n > VvV ciocd lim 1 £(x,) -£(y,) | = o.
n

Viceversa, se & verificata la condizione indicata, la f & necessaria -
mente uniformemente continua. Supponiame per assurdo che HE > Q =]
R 1 | 1 t r
H(xn), (yn) tali che | x -y | <5 e | £z )-Elyl | = &. Allora

&  lim i xn—yni = Q0 mentre non pud essere lim if(xn)-f(yn) 1 a ]

n n
Tenendo presente 1l esercizio precedente | mo -
_ e e . P 1 .
strare che la funzione f: xe(0,+=) = L mon & u-

niformemente continua.

r 1 2 ' ‘ 201

Posto. ¥, = — v, = - si ha lim - = 1lim |- - - = 0

L 5L a0 n [ 957y | n n n ?

: . ' 1 2 1 . Il -

mentre si ha iim |f(yn)-f(xn) | = lim | £(=) = £{=) |= lim = =+ |
n n n n n z

uniformemente continua se e 5010

care che £ @
o < 1.

se & 0 <
[ Poiché, a norma del teorema di Cantor, f & uniformemente continua nel-
l'intervalle chiusc e limitato [ c,1 :| , basta verificare la tesi nel-
1'intervallo [ 1,+ = ).
v

o
Se & 0‘.gl,peryglesihazzlequindi(Z) < = . Allora:
X b4 X

81 &3 [ v o - [O 4 -
¥y -x =X L(Z) - 11<x L; -1
ciog, risulta
¢ o  o-1
y -x <X (¥-x}.
i a-1
Essendo 0 < 1, x > 1, allora 2 anche x £ 1 e.percid
8] &3
y -—x £¥-X

Da cid sepue facilmente che £ & uniformemente continua.
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[#5]

o
Se invece & 44 * 1, ¥ * x =1, allora si ha (Z} > Y e guindi
2 x

a o o . oy 4 G-y -
¥y = =x L)y 1]2x L=--1]
X H
ciod, risultaper y 2 x > 1
a o -1
v - x & X {y-x).
-1
Allora, posto x =mn, ¥y, =n+ 1/n » 51 ha
a o a-1 a-1 -1
Vo T Xp 2%, (yn—xn) =n in =1
i ] . . 1 a G. ]
e dunque, pur essendo lim |y - % | = O,non =i ha lim |y, -%, | =G
n n

81
Cid a norma dell'esercizic 9.31, implica che f{x)=x per O > 1 non

& uniformemente contirma}

Una funziocne f: I =+ R definita nelli'intervalio I
di R si dice lipschitziana sSe esiste una costan-
te L » 0 tale che

< L [xX-¥] Y ox,yel.

| £(x}-£(y)
Verificare che una funzione lipschitziana & an-
che uniformemente continua.

i : . £ . |
| Fissato £ > 0, sia OE = L ; allora risulta | £{x)-f(y) | <€ per

ogni coppia %,y di punti di I tali che ! x-y iﬂ GE]
Tenendo presente 1l'esercizio precedente, dimo-
strare che le funzioni senx e cosx sono unifor-
memente continue in K.

| Tenendo presente le formule di prostaferesi, si ha:

1 1 X [ x+ 1 1 X 1 1 1
| ser x-sen y |=2|sen Ty | | cos -Ez | 32|sen7y £ jx-¥ |

in quanto !sen t i | tl » ¥t € R, Analogamente si prova che E cosx-

)
-cos y"| R 5 1 . Da cui, grazie all'esercizio precedente, segue

LT assertoj
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9.36 Sia f:{a,b)»R una funzione continua nell'inter-
vallo Iimitato (a,b) e supponiamo che esistano
finiti i 1imiti di £ in a ed in b. Verificare
che £ & uniformemente continua.

{ Pesto £ ' = 1im f(x), £ " = lim £{x), la funzione
zrat x ~b-
o se X = a
fi{x) = f(x) se Xx€ (a,b)
im se X =h

& continua nrell'intervalle chiuso [ a,b ] ed allora - & uniformemente
continua, a norma del teorema di Cantor. Di conseguenza, anche f & uni

formemente continua |

9.37 Verificare che la funzione f(x}=x? & lipschitzia
na neli'intervailo [-1,1].
[ Per ogni coppia x,y di numeri reali si ha | £(x)-£(y) | =] x®-y 2 ]=
= i(xﬂr){x-y) |= I xty | |x—yi . Inoltre ¥,ye[-1,1 | => ~igx €1
-1 y<1l=> -2<&xty<2=> |xty | <2. Abbiamo cosi dimo-
strato che per x,y €-1,1 |, | f(x)-£{v) i < 2 i X~y I i

9.38 Verificare che ia funzione f{(x) = x? non & iip-
schitziana in R.
[ Se f fosse lipschitziana,esisterebbe k > 0 tale che, per ogni x,y € R
I %2 -y 2 | < k i X~y i . In particolare, per y=0, si avrebbe
iil2 = kixi per ogni x E:Redt.u'ch.t.e_}c2 < kx,¥x > 0. Da cid
seguirebbe x < k per ogni x 5 0, il che & assurdo ]

$.39 Verificare che 1la funziomne f{x) = vX non & lip-
schitziana nell'intervallo [0,1].
[ Se £(x) fosse lipschitziana, esisterebbe L > 0 tale che |V x -Vy [<

< L I x-y | per ogni coppia x,y di punti &i [0,1 j. In partico



.40

265

lare, scegliendo y = O,si avrebbe vV < Lx,¥xe€ [0,1 ] e ciog

o . 1
1/ x < L per ogni x §(0,1 }. cid & assurde, in quanto lim, —= =
—_ x—>g+ '/ X

=+ w ]

Sia f(x) una funziome continua su R e periodica

di periodo T(>0), ciod tale che f(x+T}=f(x) per

ogni x¢R. Verificare che f(x} & uniformemente
continua su R. '

[1In base al teorema di Cantor, f(x) & uniformemente continua nell’in-
tervallo chiuso e limitato [ 0,2T] . Quindi, per ogni £ > 0, esi -

ste & > 0 tale che
K,y € Lo,2T ], | x-y | < & => [ f{(x)-£(y) |<C€.

Pur 4i cambiare & con & '=min {&;T } , possiamo supporre che sia

& < T.

Consideriamo ora due mmeri reali x',vy' tali che Ix‘—y' 1 <4 .

Se, ad esempio, 2 ¥' < y', allora risulta x' ¢ y' < x' + § .Indichia
mo con k(= [ %'/T ]} la parte intera di x'/T, ciod 1'intero tale che

X‘
K< — <k+1.
T

Rigulta kT < x' < {k+1)T. Essende & ¢ T, risulta anche
kT_g ¥ <y < + 8 (BT + T = (kH2)T.
Posto x=x'-kT, y=y'-kT, sl ha
0<% <T; 0y < 2T; 1x—y| =| x'-y! ik 8.

Dato che F{xY=£{x+kT)=f(x'), F(y)=f(y+&I)=f(y"'), la tesi segue dal-
1a uniforme continuitad di £(x) nell'intervallo [ O,ZT] :

b ex-£yh) [= e £ f < € ]



Capitolo 10

DERIVATE

10A. Derivate delle funzioni elementari
Sia f: XSR » R e sia xeX un punto di accumula -

ocrdiamo che £ si dice derivabile in X

zione per X. Ri
ed & finito i1 limite

C
se esliste ed £

x+h)-£{x)

3]
-y

1im "
h -0 n

Famnt
24
L—

L]

Tale 1imite si indica con f'(x) o con Df(x) e pren-
e 11l nome di derivata 41 £ in x.

Se nella (*) si considera, in luogo del 1limite
per h~»0, soltanto il limite destro per h-07 oppure
il limite sinistro per h=0" si parlia di derivabilita
{o di derivata) destra oppure sinistra in x.

Assai utile & 1la seguente tabella delle derivate di
funzioni elementari

o

D xa*axa_l‘ Diog x = —1 Da”=a*ioga;
» ga X]_Oga x -g 3

Dsenx=cosx; Dcosx=-senx;

Dtgx= ; Dcotgx =-

cos?x
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' Darcsenx = = : Darccosx = - S S
1-x2 7 1-x2
Darctgx = T p
i+ x?
In particolare:
ﬁyf S Diog x = L. De* = e*
e 0 Pres T
Ricordiamo incitre le regole di derivazione della somma
del prodotto e del quoziente
(1) D{f+g) (x) = Df{x) + Dg(x)
(z) D{f-g)(x) = DE(x)-g(x)+£{x)-Dglx)
.+ o I O DE(x) rgixi-f(x) Dglx)
(33 DT (x) = —3
g (gix))?
10.1 Applicandoe le regole di derivazione, dimostrare
che
(L;. - Foa !+ -
D (Vx + x) = 1/4 ¥x® + 1
D (3x%+5x+4) = 6xX+5
D {x®-2x+cos X} = 3x? - 2 - sen X
D {x cos x + sen X)=2 COS X - X Sem X
D {x sen xtcos X) = X Co0S X
D {(sen x cos x + X)=2 cos®Xx
D x*-1 _ __4x .1 x® _ 3x?%-2x°
X2+l (x2+1}7% 7 1-x (i-x3%
D sen®x = sen2x ; Dtg?x = Ztgx/cos®x
D {tgx + 1l/cosx}={1ltsen x)/cos?*x
D (xiog x - x} = log x; D{i/x?)=-2/x°



D{x%2-2%) = XZX(2+xlog Z2)
D(leogzx)

2%{log 2 10g2x+1/x10g 27

D{ifsen x} = -~ cosx[senzx
D(l(’logzx) = -1/{xlogZ logz )
Di{a-x)/{atx)] = - 2a/(a+x)?
D[{ax+nJ/{cx+a)] (ad-bcl/(cx+d)?
DL{x+ vx }/¥Vx 1 =1/(2v/% )

{x logx) = x (n log x + 1}
-y X, 2 X . PR
D{e /x)= e (x-2)/x
D(e” /senx)=e *{senx-cosx)/sen?x
DL(1+e™) /(i-e")] = Zex/ -esz

Dilogx/{1+x*) j={1+

ot
[

|_I.
I\)

x2{(1-Zlog x)]/x{1+x?)*

D{x arcsen x + ¥i-x® ) = arcsen X
D[extg(x/z}] = {(i+sen x)e /{l+cosx)
D{x-sen x cos x)/2 = sen?x

D{x+sen x cos xJ}/2 = cos?x

. X - X - “

D(e cos x) = ¢” (cos x-sen xJ

D{cos x/exj=—(senlx+cos x)/e*

— - - R 2

Dl (1-e*)/(1+e™ ) i=-2e /{i+e )

.o%, 2
(e /sen x)= e (senx-cosx)/sen x

)

=

[(1-tg x)/(1+tg x}] =-2/(sen x+cos x}°?

)

Dl (1+/X ) /{1~ ¥yx )1=1/[Vx{(1-vx)2]

(x cos x log x}=log x{cos X-X sen X)+cos X



D[ {(1+cos x)}/cos x] = senx/cos®x

i0.2Z Calcolare, in base alla definizione, la deriva-

ta D{1/x).
1 1

. . xth X % - {xth) -h

[si ha D(1/x) = 1lim ~——— = lim ———— = lim ———r =
>0 h h>o hx (x#h)  psg bx{xih)
1 2 -

= lim - ———— = - 1/x* ]

h»>0  x{xth)

i0.3 Calcolare, in base alla definizione,la derivata

D vx .
[Siha DY = lim Gxth - Sx)
h=0 h
. (V'xth - Vx )}V xh + ¥ x)
RN h{¥xth + v ) )

h

R €. S il SOV S
Thse b/ mm+ VE) pop B (VEm <+ Vx)

1 1 :
Y Al

i0.4 Calcolare, in base alla definizione, la deriva-

ta Dtgx.
tgxt+tgh .
[Dtex — 1im tg(xth)-tg(x) _ Lim 1-tgxtgh -
n >0 h h—0 h
" t 1 .
=(1+tg“ x) lim _%E * lim ——— = 14+ tg?x = 1l/cos “x per
h+o b h—+0 1-tgx tgh
senh 1
1im B2 - i . -1 ]
cosh

x # (2k+1) /2, infatti
- h=+0 h h=0 bh
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10.5 Calcolare, in base allia definizione, la deriva-
ta Dx", con n intero positivo.

n n
{(xth} - x

!
[px = lim —— =
h >0 h
n n-1 n-2 2 n-1 n n

14 X mx  bin(n-l)x  h /2+...+nxh +h -x
= 1im

h~>0 h

3 - n-1 n-2 n-2 n-1 . n-1
= lim [nx ~ + n{n-13x h/2 +...+ nxh  + h J=nx 7]

h—+0

Ricordiamo che le funzioni iperboliche sono defini
te per xeR da
4 - X “X - - o X =X .
senhx=(e " -e " }/2Z; coshx={e +e  }/2;
X 4 X —-X
tghx = (e -e ") /(e +e )
Determiniamo le loro inverse. Ad esempio, mnel caso
deila funziome seno iperbolico, se & vy = sen h x=
X = . X . _— -
= (e"-e ")/2, posto e = a, si trova a2?-Zyg-1=0 e
quindi, essendo o > 0, si ha

S - o~ I, Y

a=y+ ¥il+ys x=log (y+/1i+v=)
Percito la funzione inversa del seno iperbolico, che
prende il nome di settore senc iperbolico, & definita

per yéR da settsenhy = log (y+/1+y?).
Analogamente, da
y=coshx=(e"+e )/z, y=tghx=(e"-e ™)/ (e*+e™*)

si ricava rispettivamente

x=log (yt vyZ-1 ), x=[log(i+y)/{i-y}i/2

per cui le funzioni inverse di y=coshx e y=tghx sono
definite, rispefltivamente per y > i e per |y| < 1 da

settcoshy=log{y+/y®-1 ), setttghy=[log(i+y}/(1-y)1/Z

stabilendo di assumere il segno + dinanzi al radica-



ie che figura nellfespressione di settcoshy.

10.6 Verificare che

Dsenhx = <cos hx; D settsenhy=1//1+y?

Dcoshx = sen hx ; D settcoshy =1/Vy?-1
{per v # 1J

Dtghx = 1/cosh?x; Dsett tghy=1/(1-y?%)

Di{i-setttghx)}/{(1+setttghx}] =
= 2/(x2-1)(1+setttghx)?

—
[
=

Derivate delle fun=ioni composte
delle fun=ioni dnverse

Ricordiamoc le regole di derivazione delle funzioni
composte e deile funzioni inverse:

(4) D £(glxy) = £ {g{x)Ig" ()

o - b ~ -1

(5) D £ (y) = /£ (£ (y))

Dalla (4), tenendo presente le derivate delle fun
zioni elementari, si ricava 1'ultericre tabella di de-
rivate

T & S I ¢ L RN

Dlgix}l = algix)] gixy

— I — ~ ~ r —_—r % i’ rd - rd -~ ) -~

D vg{x) = Dg{x)/2 vVg{x) ; D[1i/g({x)]=-Dgilx)/g*(x};

Bgix) | eg(X) _ eg(m

D log g(x) = D Dg{x)";

" oo o bglx) glx) __glx)- N
D logag(}:) 2ix) log a D a a log a-Dgi(x);

D sen g(x)=cos g{x) -Dg(x); Dcos gix)=-sen g{x) -Dg{x);
- coy. —belx) _ _ . Dgix}
b g glx) cos?g{x) ’ Deotg g(x) sen?g(x)

Dg (%) Dg{x

D arcsen g(x) = ; Darccosgix)=- -5

J1-g2(x)
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D arctg g(x) = ——Q$%E%
1+g=(x)

Ricordiamo che ie funzioni elementari sono deri-
vablli in ogni punto del loroc dominio, ad eccezione
della funzione y=x% {0 < ¢ < 1) che non & derivabile
per x = 0, delle funzioni y=arcsenx, vy=arccos X che
non sono derivabili per x=-1 e per x=1 e della fun-
zione y=settcoshx che mon & derivabile per x=1.

Pertanto, se f & una di tali funziomi, detto X
1'insieme di definizione della funzione hi{x)=f(g(x))
non & detto che tale funzione sia derivabile in ogni
punto di X.

Ad esempio,nel caso della funzione h{x)=arcseng(x),
1l teorema di derivazione delle funzioni compo-
ste non si potra applicare nei punti x_¢X tali che
g{x,)=tl. Per stabilire i'eventuale derivabilita del
la funzione h{xj=arcsen g(x} in tali punti, si potra
studiare direttamente il limite del rapporto incre -
mentale, oppure, se esiste 11 limite

iim h'{x) = &,

> X,
si potra utilizzare un teorema (ved. esercizio 10.36
in base al quale, se 21¢R, allora h & derivabile in x,
€ risulta h'(x,)=%; se %=t~ allora h non & derivabi-
le in x,.

—
)
.

Verificare che la funzione h{x)=arcsen vi-x7,de
finita in [-1,1], & derivabile in {(-1,0)u{0,1},
ma non & derivabile in -1,0 e 1.

[ Essendo vxe {~1,0) U{0,1} h*{x) =-x/( 11-4 ixfl—xz),ne segue

lim h'(x) =t®, lim h'(x)=l, lim h'(x)=-1, lim_h'(x)=-%]
x>-1 x>0 X0 x> 1

16.8 Verificare, mediante le regole di derivazione ,
che le seguenti funzioni sone derivabilii in wun

sottoinsieme proprio X° del loro dominio X. Ve-
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rificare poi che, per ciascuna di esse, il limi
te del rapporto incrementale relativo ad x,eX-X'
(x, di accumulazione per XJ & +& |

rd Y ~ A /x Fak ] o -~ La
{a) f{x)= e {(b) fi{x} = vsen x
{c) f{x)=log arcsenx {(d) f{x)= viog x

Utilizzando 1la regola (4) di derivazione delile
funzioni composte, verificare che

k=1

SEenaX=aCcosax; Dcosax = -a senax

iog log x = 1/x log x

ot T

log log log.x =1/[x log x log log x]

. sen x 52N X -
3 =3 iog 3 cos x

. arctg x arcte x
9 B =] g

=i

log 9/(1+x?%]

Vx vx
= e

o N i
I

/24x%

4 -
cos 3 =- sen 3 - 3 log 3

log cos x =- tg x

s B o S e

{xtgx+liog cos x-x?/2)= xtg?x

Yx24x+i = {(Zx+1}/2¥x*+x+l

[

arcsen®x = (5 arcsen®x)/vyi-x

o I o B

{log,x)? = 3{log,x)*/ (x log 2)

)
_wSxt] xSkl
2 = 3 log 5

[t

b=t

log (Vi+x [/ Vi-x ) = 1/(

. arcsen x
4 =

i arctg x

v I o B

- tex -

I—t

log senx = cos X/sen X

=

sen log x = {cos log x}/x



b
~]

(-
Lo

'—l
=

'._I.
(et

— - - Ry, & i o
Dosenmy 35 =, (6es 55)5 (dlog 3
D senLarcthJ—LcosLarcthJ]/{1 K& =

=1/[(1+x?) vi+tg?(arctgx) J=1/[ (i+x2)v1+x? ]
. 1/lo DA e B
Pie - == ¢ B /x log?x
— %/ lopx ~¥%/log % _ e S 5
BRSNS Ath log Z2(log x-1)/log?x
o X 7 - X~
D log [e /(e +1)]= 1/(i+e")

P ¢ sen X . n:l sen x
D{x = X (ntx cos xJ
e o l+sen X 1
D log = =

l-sen x Cos X

D arcsen [(x2-1)/x?] =2/(x v/2x2-1 )

-

D arcsen (x/v¥i+x? J = 1/{1+x?)
Diarctg(log x)+log(arctgx)]=1 1/[x(i+log?x)] +
+I/{ (1+x2)arctgx]

arctg (1/x) = - 1/(1+x2)

=)

cos cos cosx=-(sencos cos x)sen cosx)(sen x)
3 R - L F 2 i 4 3 ra o
Vx+/x = (1+2vX)/[6vVX V (x+/X)? ]

- :

log cos [{x-1)/x] = (-1/x2)tg [(x-1)/x]

=i

s

o

arctg [(log x+1)/{logx-1)]J=-1/[x(log2x+1)]
.10 Verificare che D|x| = x/|x| per x # 0.
[Bast.a verificare che D Ix i =lperx >0e Dj X i =-1 per x<0 ]

= = - = i 1

.11 Verificare che D log x| = 1/x per x # 0.
[Essendo D [x 1 = x/ ix | per x ¥ 0, allora, per il teorema di deri-
1 1= - b4 1

vazione delle funzioni composte, & Dlog |x i= I_X-i —|X—i :

1}
—_J

W«

.12 Sia f(x) una funzione derivabile neli'interval

i
o I di R. Dimostrare che per ogni xe¢I tale che

[
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f(x) # 0:
D log [f(x)| = £'(x)/£(x)
fSe & f(x) > 0, allora f & positiva in un intormo di x e dunque:

D log i f(x)|

D log f(x) = £ (x)/f(x)2,
Se & £(X) < 0, allora f & negativa in un intorno di x e percid:
D log | £(x)| = D log (~£(x))=(-1/£(x))"D(-£(x)) =
=(-1/£(x)) (-£' (x))=£" (x)/£(x) ]
Utilizzando 1'esercizio precedente, verificare
che

D leg |cos x| =-tg x

D log |[log|x|fj= 1/(x1log |x| )

D log,|sen x| = cotg x/log 2

D log |tg(x/2)| = i/sen x

D (x=- 2log|xtl]|) = €x-1)/(x+1)
D log |tg x| =1/(sen X cos x)
D log ic0£gxi = - 2/sen 2x

Siano f e g due funzioni derivabili nell'inter
vallo [a,b] e sia f(x) > 0, vVxel[a,b].
Calcolare la derivata

D [Eo 1B

EEssendo f f(x)] g(x) = eg(x)log £

delle funzioni composte, si ha:

, per la regola di derivazione

gl(x)log £(x) g(x)log £(x)
e = e

b [£x) 18- b -D(g(x)log £(x)) =

o o ; S -
s PG T B s e iber e s T
F(x)
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Utilizzando ltesercizio precedente, provare
che:

Dx* = x (i+log x)

— T ;(— P \‘/; o T . o~ " P ]
D{vx) ={x ) T [{logx}/4vx + 1/2¥x ]

Dxl/¥ = x(1/x)-2 (1 log x)

ArcCosy arceos X - oo I - N~ g m
Dx™ = X [{-log x)/vi-x*+{arccosx)/x]
b4 X X .o 2 ;
D x* = x* - x (log'x + logx + 1/x):
— « K X .. 4 \
D (senx}” = (sen x) {log sen x + x/tg xJ}
- cos X - ~ COS X 2,
D{sen x) = {sen xJ (cos "x/senx-
-sen X leg sen xJ
. 5en X -~ ~ Senx . 4 .
D(cos x) ={cosx) (cos x log cosx-senxtgx)
-~ log % -~ logx-1
D x ¢ 2x 8 -log x
- X o ~ & . - - -
B {logx) = (log x}" (1/logx + log log x)
— X
De*==¢e* (1+ log x) x
log x . logx . log x . .
D sen (x %) =2{log X)x P cos({x B )/ x
< L/ iy L.

X e £y . s
=-{cos x} [ (log cos x)/x +tg x]/x

=
—
0

&

n

by
-

Dire se la funzione f(x)= x|x-2{ & derivabile

nel punte x = 2.

fix)-£(2 x{x-2 E(x)-£(2
[ Essendo 1lim £=x)-f2) 1im x{x-2) 2, e 1lim (x)-£(2)
X —>2‘|' ®x-2 X‘)2+ x-2 e -7
. x{Z-x) . .
=1 2 = = 2, la funzjone neon & derivabile nel punto X=2 |
_ x-
x 2

Data 1la funzione

X2 se X < c

ax+b se X > c

determinare a e b in funzione di ¢, in modo che



[
|
|

esista £'(c).

[Deve risultare c 2 - ac+be 2 =a. Da cui a=2c, b=—c 21

10.18 Scrivere 1‘equaziome della tangente al grafico
deila funzione y=x" , n ihtero positivo, nel
punto (1,1).

[Ricordando che se £ & derivabile in % la retta tangente al grafico

di f nel punto (x_.f(x_}) ha equazione
y=E(x I+ (2, ) (xX) 5

la tangente cercata ha equazione y=nx+l-n ]

10.19 Scrivere l'equazione della retta perpendicola-
re al grafico della funziome y=ilog X nel punto
di ascissa 1.

[Se £ & derivabile in X,» la retta perpendicolare al grafico di f nel
punto (xo,f{xo}) 2 la retta passante per il punte e perpendicolare
alla tangente. Percid, se & £'(z ) # 0 la perpendicolare ha equazio-
ne

y = £) ~ s

Nel nostro caso, allora, la perpendicolare ha equazione y=l-x }

(x—xo) .

i0C. Derivate di ordine superiore

Sia y=f({x} una funzione derivabile nellfinterval
lo {a,b), ciod derivabile in ogni punto di {a,b). Se
ia funzione xe{a,b)> f£'{x) & derivabile in un punto
x, allora la sua derivata in X si chiama derivata se-
conda di f in x e si indica con £"(x). Analogamente
si definisce la derivata terza £ (x},...,la deriva-
ta n-sima £®™ {x) di £ in x.

Spesso la derivata n-sima di f in x si indica ocm
il simbolo D" £(x).

Ricordiamo la formula di Leibnitz per il calcolo
della derivata n-sima di un prodotto f-g :
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D“(f-g}=g-D“f+(?) Dg-Dnﬂf+...+( n) D'y -Df+fD" g

ove
ny_ ni
k ki{n-kj}1i

10.20 Calcolare la derivata seconda delia funzione

axZ+bx+c
a'xf+b x+c’

Y:
[81 ha y'=[ (ab'-a'b)x?+2(ac’-a'c)x+(be'~b'c) ] /(a'x Z+b'xtct)? |
Inoltre & y"= [ -2(ax ¥+ Bx 2+.cx4D) J /(a'zx2+b'x+c'}?  con
A = a'{ab'-a'b}; B= 3a' {ac'-a'c); C = 3a'(be'-b'c); D=b'(be'-h'c)t

+ c'(a'c-act) ]

-
L]
]
—

Posto, per x > 0 ,f{x)= 1/x, verificare, per in
duzione, che per ogni neN e per x > 0 si ha
N - N 4] . -{n+l

(x) = {(-1) ni x( )

[La (*) & evidente per n=1. Supponiamola vera per nem e dimostriamola
per n=mtl; in tal modo, per il principio di induzicne, la (%) sara
vera per ogni n. Sia dunque f(m){x) = (-1)" m x (1) per x > 0. De
rivando si ha £ (x) = ¢M (yo(1)Pmy [ -y ] x"(WDT

_ (_1)m+1(m+1)! x-(m+2)

. Da cuil l'asserto :[
10.2Z2 Verificare che, per ae¢R, si ha:

- a . . .- _
o" x? = a{a-1)-... - {a-n+1)x®™ ¥x > 0.

'_.I.
o

- P ~ - - - . Y n .
.23 Sia p(x) il polinomio p{x) = a x +...+a,X+a,;
n

verificare che &
n_ . k

D'p(x) = ni a, Dplx) =

]

per k > n.

Calcolare le derivate n-sime delle seguenti fin
zioni

‘._..I.
o]
| ]
B



.27 Calcolare la derivata D

]
=1
L]

P X o —_ o -x
(a) v =e (b) v = 3 (c) v=e
(d} v = log x
. % ~ -1 (n-1)!
D) s oy Fog 97 (@) (0" e (@ (0 ]
=
.25 Verificare che
D" sen x = sen (x+nm/2}; D" cos x=cos (x+nm/2)
26 Calcolare la derivata
nax + b {ad-bc#0)
cx + d 79)

- n-1 n-1 n+l -
L (-1} c nif{ad-be){ (cx+d) 3

e -~
{(x*log xJ.

_ n
[ Per la formula di Leibnitz si ha D (x° logx) =
% 1 k 2 n-k n-1
= & (b x~ 3D . log x)={-1) {n-13)!'/(n-2) +
k=0

n-2 n-2 n-3 : n-2 3 n
(-1 an(ne2) /e A(-1) n{a-l)(n-3)1/x =(1) 20r8)ux ]

.28 Calcolare la derivata

n .
D arctg X
per X=0.

{ Posto f{x)=arcigx, si ha f'(x)=1!(1+x2 Y, f"(x)=-2x£(l+x:)2 yeanm
Per ottenere una formula relativa alla derivata n-sima si procedenel
modo seguente: derivando n-1 volte ambo i membri dell ' upuaglianza
(1+x2 YE'(x) = 1, con la formula di Leibnitz, si ha:

f14x 2 )f(n)(x)+2(n-1)xf(n_l)(x)+(n—1)(n-2)f(n_2)(x) =0

da cui f(n)(x)=—(n—1)[2xf(n_1)(x)+(n—2)f(n_2)(x) 1/(14x2 ). Per x=0

si ha f(n)(0)=-{n-1)(n-2)f(n-2)(0). Essendo f(o)(0j=f(0)=0 ne segue

(2n) {2n+l) n
£7/(0) = 0. Essendo £'(0)=1, ne segue £ (0)=(-1) (2n)! ]
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10D. Applica=zioni delle derivate

Ricordiamo alcune conseguenze del tecrema di La-
grange :

- Se f(x) & continua in [a,b] e derivabile in (a, b)
allora £ & crescente in [a,b] se e solo se risulta
£f'{x) > 0 per ogni xef(a,b).

- S8e £(x) & continua in [a,b] ed & f'(x} > 0 (risp.
£'(x) < 0) per ogni xe{a,b), allora f & strettamen
te crescente (risp. decrescente) in [a,b].

Ricordiamo le definizioni di punto di massimo o di
minimo relativo per una funzione £, definita nell'in
sieme XCR.

Si dice che x_,e¢X & di massimo (risp. minimo) re-
lativo per f se esiste un intormo I di x, tale che
flx,) > £{x) (risp. f(x,) < f({x)) per ogni xeInX.

Notevole, per la ricerca dei punti di massimo o
minimo relativo per una funzione derivabile & il se-
guente

TEOREMA DI FERMAT. sia x, €(a,b) e sia f derivabile in X, .
Allora, se x, & massimo o minimo relativo per f, si ha £fiix_J)=
. =0.

Osserviamo che l'annullarsi della derivata prima
f'(x,) in un punto x, interno all'intervallo [a,b] &
condizione necessaria, ma non sufficiente, affinché x
sia di massimo o di minimo relativo.

Ad esempio, sia £({x)=x® per xe[-1,1]. Allora &
£'(0) = 0, ma 0 non & n& punto di minimo né di massi
mo relativo per f.

Una condizione sufficiente & fornita dal seguen-
te teorema:

Sia x,¢(a,b) con £'(x,)=0. Sia f derivabile due
volte in (a,b). Allora

o

f"'(x,) > 0 => %, minimo relativo;

f"(x,) < 0 => x, massimo relativo.
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10.29 Determinare gli insiemi in cui le seguenti fim
zioni sono crescenti o decrescenti:

(a) £,(x)=x2-3x+5 (b) £,(x)=x3-3x-4
(c) £,(x)=x3-3x2+3x+4 (d) f,(x}=x+1/x per x>0
() £,.0x)= VX - 2/x¥Z |

Lta) decrescente in (-, 3/2 1, {bj decrescente in [ -1,1] {¢) cre-
scente in R, (d) decrescente in (0,1], (e) decrescente  in
—['2}'5, + ® )1

10.30 Per ciascuna delle seguenti funzioni, determi
nare i punti di massimo o minimo relativo:

(a) £,(x) = x* - 3x? + 3x-4 per x¢[0,2]
(b) £,{x) = 3x+1/x per xe{0,3]

(¢) £,(x) = x2 (x-5) per xe[0,4]

(d) f,(x) = x2//x%2+1 per xe[-4,3]

(e} £,(x) = x?/JETIEE per xeR (a#0)

[{a)} x=0 minimc relativo, x=2 massimo relativo; (b) x=1/\/§ min.rel.
%=3 mass.rel.; {(c} x=0 e x=4 mass.rel., x=2 min.rel.; {d) x=—4 e x=3
mass.rel., x=0 min.rel.; (&) x=0 min.rel.]

10.31 Determinare i punti di minimo o massimo rela-
tive in [0,1] per la funziome ivi definita da
f(x) = x?- x*.

[Poichd 0=F(0)=£(1) < f(x) per ogni x€[0,1]} , i punti ¢ e 1 sono di
minimo assolute e percid anche di minimo relativo per f. D'altra pax
te 1'unico purtto x di [0,11 in cul £'(x)=0 & x=lh/3. Tale puntcs
grazie al teorema di Weierstrass, € di massimo assolutc per £ e per
¢id anche di massimo relativo. Nom vi sono altri punti di massimo o

minime relativo per £

10.32 Determinare due numeri positivi aventi somma
assegnata uguale a s e tali che i1l loro pro-
dotto sia massimo.
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10.33

10.34

10.35

[Detto ¥ uno dei due mumeri ed s-x 1'altro, dobbiamo trovare il massi-
mo della funzione f:x€[0,8]> x(s-x). Poichd £(0)=f(s)=0 ed £{x) > 0
¥x € (0,5), la funzione f ha un massimo positivo assunto in un punto
di (0,s}. Essendo £'(x) = s-2%, si ha f'(x)=0 se e solo se x=s/2. Es-

sendo inoltre £'"(x)=-2<0, il punto x=s/2 & di massimo per f |

Dimostrare la seguente versione del teorema di
Rolle: Sia f(x) continua in f[a,+=) e derivabi-

le in (a,+«); se 1lim f{x)=f{(a), allora esi-
%+ o

ste Eefa,+=) tale che £'(g)=0.

[ e £(x) & costante il risultato & ovvio. Altrimenti, esiste b »a con
f(b) # £(a). Supponiamo che £(b) > £(a); allora esiste k=k(b)tale che
x > k ==> £(x) < f(b}; pertanto, in [a,k], f{x) ha un massimo "
assoluto & diverso da a e da k. Ne segue £7(£ ) = 0 ]

Sia f(x) continua in [a,b] e derivabile due wil
te in {(a,b) ed esista ce(a,b) tale che f(a) =
=f(b) = £(c). Dimostrare che esiste £e(a,b) ta
le che £"(£) = 0.

[ Per il teorema di Rolle, esistono £ E(a;c), L,€lc,b) tali che
£9(5,) = £'(E, ) = 0. Poiché f' verifica le ipotesi del teorema di
Rolle nell'intervallo [3:',1 R 52 ], esiste E e gl ,E)z) tale che

£(§) = 0 ]

Sia f(x) una funzione derivabile nell'interval
lo I di R. Verificare che, se il prodotto £(x)
-f'(x) ha segno costante, allora sia f(x) che
f'({x)} hanno segno costante in 1I.

[Per la formula di derivazione delle funzioni composte si ha D [£2(x)]=
= 2f(x)f'(x). Poiché per ipotesi tale derivata ha segno costante, al-
lora la funzione g(x)=f °{x) & monotdma in I. Da cid segue.che  £(x)
non cambia di segno in I. Infatti, se per assurdo esistessero x,x, €
€Y con x, € x,, tali che £(x,)"f(x ,) < 0, 2 norma del teorema de-
gli zeri esisterebbe X E (%;,X;) tale che f(x )=0. Si avrebbe
quindi x ; K2, <x, eglx,) >0, g{x)=0, g(z,) > Gpercid glx) =

=f 2 (x) non sarebbe monotdna.
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Da quanto appena dimostrato e dall'ipotesi che £(x)-f'(x) ha segno
costante segue che anche f'(x) ha segno costante ]

10.36 Sia f una funzione continua nell'intervalico 141
R e derivabile in TI-{x,}. Verificare che,se e-

siste finito il limite 1lim f'(x}=%, allora e-
X *X

siste anche f'(x,) e si ha £'{x,)=2%.

[ Sia h # 0 tale che x°+h €I, Per il teorema di Lagrange esiste E nel
1'intervallo di estremi x_, X _+h tale che [ f(xo+h)—f(xo)1 /m=f'E).

Per ogni € > O esiste & > 0 tale che, se 0¢ ' x—xoi < &, xEI =>
=> | £7(x)- 1]|< £ . Per ogni h tale che 0< h < §, x_+h€ I,si ha,
essendo 0 < |E, X l < &, l [f{xo+h)-f(xo)1 - L |= lf'(g,)—ﬁ, I <g

Da cui llasserto |

10.37 Applicando il teorema di Lagrange alla funzlo-

3
ne f(x) = vx per xe[1,2], dedurre la stima
3

13/12 < V7 < 4/3%.
3
. . — 2/3
[ Per il teorema di Lagrange esiste c¢ €(1,2) tale che V2 - 1=1/3¢ .
. 1/3 2/3
Poicht 1 < e <2 =>1<¢ < 2 ne segue 1/12 < 1/3e¢ < 1/3, da

cui sepue subito 1'asserto ]

10.38 Sia f{x) una funziome derivabile nell'interval
lo I di R ed esista k > 0 tale che {f'(x)}| < k
per ogni xel. Dimostrare che f & lipschitziana
di costante k e percid uniformemente continua
in I.

[ Ssiane a,b€ I con a < b. Per il teorema di Lagrange esiste c €(a,b)a
le che f(b)-f(a)=£'(c)(b-a). Ne segue |f(b)-£(a)| =| £'(c)(b-a)| <
<k l b-a | ]

10.3%39 Sia f£(x)} una funzione continua con la sua deri
vata prima nell'intervallo [a,+=). Se esiste
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ed & finito il limite 1im f'(x)=%, allora f
. it O

& uniformemente continua.

[sia § > a tale che | £'(x)~ £ < lper x> §. Allora & | £1(x) |
<1+ | ﬁl per x > § . Posto k = max { sup |f‘|',1+ [R[ }, ri-

a,

sulta | £'(x) | <& per ogni x €[ a,+ ). Dall'esercizic precedente

segue 1'asserto]
10.40 Dimostrare la disuguaglianza

log x < x-1 Yx > 0.

Dedurre da questa 1'altra disuguaglianza (per
n intero positivo):

log x < n (x¥™ - 1) Vx> 0.

[ rosto f{x) = logx - x+l, si ha £f'(x) = 1/x - 1 e dunque il punto x=1,
& di massimo per f. Ne segue f{x} < f(1) = 0, Vx > 0. Per ottenere la

seconda disuguaglianza basta porre xlfn

al posto di x nella prima |
10.41 8ia p > 1. Dimostrare che per x 20, y 20 ri
sulta

p

X+ y? < (xy) P o< 2P

(x® + "),

[se ¥=0, le disuguaglianze sono ovviamente verlflcate. Sey >0, di-
videndo i tre termini per yp otteniamo le dlsuguagllanze equivalenti
a quelle date

-1
gp

i v 1<y +1)f ¢ [y +1] .

Posto t = x/y, le disuguaglianrze da dimostrare diventano

-1
(*) tp + 1< (t+ 1)P < zp (tp+1) Vt2>o.

Consideriame la funzione g(t)=(t+1)P-tP—1 e dimostriamo che g(t) > 0,
' p-1  p-1 .
Ve €[ 0,49 ). Essendo g'(t) = p [ (t+1)° - ¢ ] >0, 12 funzione

g & crescente; essendo g{0)=0, ne segue la prima disugnaglianza (*).

. -1
Consideriamc la funzione f{t) = ZP (tp+1)—(1:+1)p e dimostriamo che
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-1 -1
£(t) » 0, Vee[0y+®).Essendo £'(t)p [ (2t -(#1)° ], si ha
£1(£)=0 per t=13 F'(t) > 0 per t > 13 £'(t) < 0 per 0 < t<1. Aliora
il punto t=1 & di minimo per f ed essendo £(1) = 0, ne segue la =ze-

conda disuguaglianza {¥) i

Se una funzione ha derivata nulla in un inter-
vallo, allora & ivi costante. Utilizzare tale
proprietad per provare le identita:

(a) arctg x+arctg i = % , ¥vx > 0
: . 1 T

(b) arctg x+tarctg XT3 ¥yx < 0

1+x T
(c) arctg Tox 4 + arctg X, vx < 1
X

(d} arctg x=arcsen T ¥Vx € R
(e) arcsen x=arctg Jiizf s Vxe(-1,1)

Vxe(~-1,1)

(f} arccos x = s -arctg ——=
_ 2 vo1-x2
[ verifichiamo, ad esempio, le identitd (a) e {b). Posto f{x)=arctg x+
+ aretg (1/x), risulta f'(x)=0 per ogni x # O. Percio f(x) & costan~
te in (0,+® ) ed & anche costante (eventualmente un diverso valore
della costante) in (- < ,0). Le costanti si determinano caleolando
f(x) ad esempio per X = *1, oppure calcolando il limite di f{x) per
+ .
x> @ g per x >0~ ; in particelare per x > 0 risulta
F(x)=f(1}= lim £(x) = im £(x) = /2.
b x ot
Notiamo che le identitd (e}, (f) sono utili programmando con il com-
puter,per calcolare rispettivamente le funziom arcosenc ed arcocoseno
in termini dell'arcotangente, che in genere & una funzione di libre-

ria gia predefinita nel linguaggio di programnazione]



Capitolo 11

CALCOLO DI L.TMITI CONMN
L' SO DELLE DERIVATE

11A. I1 tecrema di L'H&pital

Consideriamo un limite della forma

1im %)
b4 g(x)

¥

essendo f{x), g(x) funzioni infinitesime per x-x,.Si
dice che i1 limite date si presenta sottoc la forma in
determinata 0/0. Se invece f(x}),g(x}) sonc infinite
Per X = X,, allora il limite si presenta sotto la for
ma indeterminata «/e

Abbiamo gia visto neil capitoli 7 e 8 che, se un
limite si presenta sotto forma indeterminata, & ne-
cessario operare su di esso fino a trasformarlo, se

possibile, in un limite calcolabile elementarmente
11 teorema di L'Hdpital & un ausilioc a tale scopo.

TEOREMA DI L'HOPITAL. - s$ia I un intorno di X, e siano
£({x), g(xX) funzioni derivabili in I-{x_,}. Supponiamo che

(I} 1lim f{x) = lim g(x) = 0, oppure =zo;

H Fx I
o Q

(FI) g'(x) # 0 per ogni xel-{x,};
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(111) esista ( finito o infinite) il limite

1im £'{(x)/g'(x).

h e 8
Q

Allora anche il rapporto f(x}/g(x) ammette limite per X~

> X, & 5i ha
lim ﬁ&il = lim f, x)
163 B - (x)

11 teorema di L'Hépital vale anche per limiti de-
stri e sinistri (x=x,%) e per xX>iw=.

Prima di applicare 11 teorema di L'Hépital al cal-
colo di un limite, & opportuno accertarsi che valgono
le ipotesi (I}, (I}, (III}. Negli esercizi che seguo-
no mettiamo in luce 1'importanza di tale verifica.

11.1 La regola di L'Hépital pud nomn valere se applica-
ta ad un rapporto f£(x)/g(x) della forma &, /%,,con
%,,%, numeri reali mon nulli. Verificare cid po-
nendo f(x)=x, g(x)=x-1 ed x, generico in RU{zx}.

[ I seguenti limiti sono immediati:

1im—)-{--:—xﬂ—,sex#1; 1

x>x X1 x,-1 x>it x-1
I1 rapporto delle derivate delle funziond E(x)=x,g(z)=x-1&f " {x)/g'(x)=1
per ogni x. Evidentemente, per x-*x_, il rapporte delle derivate converge
ad 1, ed 1 & diverso dai limiti trovati, qualunque sia x_  €R ( infatti
x /(x -1) # 1 per ogni x € R}.

Infine f(x)/g(x)=x/(x-1) 1 per x>+ . Quindi la regola di L'HSpital va
le per il rapporto delle funzioni £{x)=x, g(x)=x-1 nel oaso in cui x>t
Cid non meraviglia perché, per x>*®, il rapporte £(x)/g(x) & una forma
indeterminata @/ °°]

£({x) £'(x)

11.2 Verificare che 1lim # 1im ; .
<o 8Lx) st 8 (%)

nel caso in cui f(x)=log x e g(x}=x. Spiegarne il
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11.3

11.4

motivo.

{ Per x~ot i1 rapporto £(x}/g(x) = logx/z tende a - ® , mentre £'(x)/
/gt {x)=1/x tende a +<, Non sono verificate le ipctesi del teorema di
L'H6pital, perché il rapporto f(x)}’g(x); per x>0", non & una  forma
indeterminata, ma & del tipo - © /0 = -]

L'ipotesi (II} del teorema di L'H&pital garanti
sce che il rapporto f£'(x)/g'(x) sia ben defini-
to. Anche il rapporte f(x)/g(x) & ben definito,
dato che g(x) & diversa da zero in un intorno
di x,, escluso al pit il punte x,. Verificare

cid separando i due casi: '

(a) 1im g(x)=+= (b) lim g{(x) = 0

XX b S
=] a

[ (a) 8e g(x) diverge a +® per x>x_, allora esiste un numero & per
cui g(x) > 1 se O <l x-xal < 63 (b) Supponiamo per assurde che esi-
sta un numero x ; € I- { X, } per cui g{x; )=0. Definiamo in I la fun-

zione g(x) nel modo seguente:
g(x)=g(x) se x eI-{x_}, g(x) =o0.

La funzione g(x) & continua in I; dato che coincide con g(x) se 2#X_ '
risulta g{x ;)=g(x,} = 0. Applichiamo il teorema di Rolle alla funzig
ne g{x) nell'intervallo [ LIS 31 }. Le ipotesi del teorema di Rolle sa
no soddisfatte perch® g(x} & continua nell'intervalle chiuso [xo,xlj
ed & derivabile nell'intervallo aperto (x_,x ;). Inoltre g(x_)=g(x )=
=0. Percid esiste un punto Eé(xo,x 1 ) per cui g'( £ )=0. Cid contra
sta con 1'ipotesi che g'(x)=g'(x) # 0 per ogni x &€ T- {x_} ]

L'ipotesi (III) del teorema di L'Hdépital & im-
portante perché, anche se il limite del rappor-
to delle derivate non esiste, pud esistere il
limite del rapporto delle funzioni. Verificare’
cid nei casi seguenti:

) 2
(a) lim (b) 1lim x%sen(1/x)

Xt X x>0 sen X

X+sen X
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[(a) Poniamo E(x) = xtsen x, p(x)=x. Si tratta di funzioni che diverge-
10 a +% per ¥ »+® . Inoltre g'(2)=1#0 per ogni x. Dato che sen =/ x
Cconverge a 0 per x> +% , il rapporto f(x)/g(x)=ltsenx/x converge ad 1
per x >+ _ Invece il limite del rapporto delle derivate f*({x)/g'(x)=
=1 + cosx non ammette limite per x —++% .

{(b) Poniamo f(x) = x 2 gen (1/x), g(x)=senx. Per x = 0 entrambe le fun
zioni convergono a 0. Inoltre g'(x)=cosx # O per x € (- T/2,T f2). Ii
rapperto  f(x)/g(x) converge a 0 per x -* 0, perché

X 1

lim =1, lim x sen — = O.
x>0 Ssen X x>0

Al contrario, verifichiamo che il limite del rapporte delle derivate

non esiste:

£'(x) _ 2x sen (1/%) _ cos {(1/x)

g' (%) B cos X cos X%

Per x >0 il primo addendo converge a ¢ (il numeratore converge a zero
ed il denominatore converge ad 1), mentre il secondo addendo non ammet
te 1imite]

Supponiamo che le funzioni f£{x), g(x) verifichi-
no le ipotesi del teorema di L'Hdépital per x»>x,. Al-
lora il limite del rapporte f{x)}/g{x) & ricondottoad
limite del rapporto delle derivate f'(x)/g'(x).Se ta
le rapportc & ancora una forma indeterminata per x -
> X,, Si pud iterare il procedimento e calcolare il
limite del rapporto delle derivate seconde f'(x)/g"(
e cosi via. Ad esempio, si voglia calcolare

X
lim Eg
x>+ X
Tale limite si presenta sotto la forma indeterminata
wfw. Si vede subito che anche il rapportc delle deri
vate & una forma indeterminata «/«. Applichiamo tre
volte la regola di L'Hépital:
e® e @ et (3) e )

lim =5 = 1lim 7 = lim —— = lim -~— = + =,
wr too X ¥ <0 Ix ¥ oo 6x el

L'uguaglianza (4) & immediata, mentre le ugua-
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glianze (1), (2), (3) vanno "interpretate”. Infatti
tali uguaglianze valgono, in base al teorema di L'H®
pital, solo se il limite a secondo membro esiste. E'
allora opportuno considerare preliminarmente la {3).
La (3) vale perché il limite a secondo membro {della
funzione e*/6) esiste. Quindi, a ritroso, vale anche
la {2), perch& il limite a secondo membro (di e*/6x)
esiste, e, per lo stesso motivo, vale anche la (1}.

Nel seguito sottointenderemo questo argomento a
ritroso. Perd ricordiamo ancora che, se non esiste il
limite finale ottenuto iterando la regola di L'Hopi-
tal, non & lecito dedurne che anche il limite inizia
le non esiste.

Un consiglio importante: prima di applicare la

regola di L'H6pital & opportuno semplificare,se pos-
sibile, 1l'espressione di cui si wvuole calcolare il
limite. Consideriamo l'esempio seguente:
. X-Senx cosx s . l-cos®x+tsen?x
lim 2 L'Hépital 1lim Tx2
X 0 X - x>0 X

Dopo aver applicato la regola di L'Hépital abbiamo o
tenuto una nucova forma indeterminata /0. Invece di
applicare nuovamente la regola di L'Hépital, & pit
semplice porre 1l-cos?x= sen?x.Ricordando che senx/x>1
per x>0, si ottiene
. X-SEenxXcosX ) 2 sen’x A
lim =~ = lim — -3 =7
%20 X 20 3x 3
Terminiame il paragrafo facendo notare un errore
concettuale in cui & possibile cadere applicando 1la
regola di L'Hspital in modo acritico come ad esem -~
pio per studiare il limite

(*) 1im s5€n X _ 1.
. x=0 X
E' vero che la regola di L'Hépital stabilisce che

il risultato & uguale al limite di cos x per x»0,cioé
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cos 0 = 1. Perd, per affermare cid, & necessarioc sa-
pere a priori che la derivata della funzione sen xX &
la funzione cos x. A tal proposite il lettore ricor-
dera (se mon lo ricorda & bene che lo vada a control
lare) che il calcolo della derivata della funzione
sen x presuppone la conoscenza del limite notevole (¥

Questo & il motive per cui si dimostra la formu-
la (*) normalmente per mezzo dei teoremi di confron-
to sui limiti, senza l'ausilio del teorema di L'H&pi
tal.

11B. Uso del tecrema 4di L'HSpital

11.5 Per mezzo della formula di L'Hépital calceclare
i limiti (b > 0, aeR):

' 03
+ -
(a) 1im IREX () 1im ) -1
X+ @ X X+ 0 X

[ (a) 05 (v) a]

11.6 Calcolare 1 1imiti

Vx

(a) 1im & (b) 1im Log X7

x>0 X P x

[(ay+<e; (b) Il limite vale O e si ottiene applicando tre volte la fore
mila di L'Hpital, oppure verificando che il limite per x>+ della ra
dice cubica della funzione data tende a zero:

logx 1/x 3

lim — = lim 3 ~—— = lim — =0 |
Xk @ Y x>~ 323 yere Y3

11.7 Con il teorema di L'Hépital calcolare 1 limiti

; log(2x+1) o log(1+v/X)
1 b 1im
(a) xéfﬁ log x (b) X St log x
[(a) 1im loa(Zxl) _ 1im =y 3

gy o log x gr4oo 2XTL
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, log{1+ /;)‘ . X 1
(b) lim ————— = lip ———————— == ]
X AP Jog x X+ (1+  x )2 /% 2z
11.8 Calcolare i 1limiti
. g 2 . g{1+x°®
(a) lim log{1+x?) (b)) lim log(1 xa)
P =) 1ogx T - log(2+x )

[ (a), 2; (b) 5/3]

log{x(x+1){x+2) (x+3)]

11.9 Calcolare il 1imite: 1lim

X =4 o0 ]_Og X
[ Invece di applicare la formula di L'H8pital al rapporto cosi come

scritto, & opportune utilizzare le proprietd dei logaritmi. Il numera-

tore si pud scomporre nella somma:
log [ x(x+1)(x+2)(x+3)] =log xtlog(x+1)+log{x+2+log(x+3).

In base al teorema di L'Hépital, da tale aspressione otteniamo il limi

te equivalente:

101 11
lim (S +——+-———+—)x=-4]
X+ X X+l x+Z x+3

11.10 Con il teorema di L'Hépital calcolare i limiti

: log x . log|senzxj
{a) lim {(b) 1lim
ot log sen x <30 logl|sen3x|
A log x sen X A 1
[(a) 1im = 1im+ 1:Lr|z+ = 1 3
x>0 log sen x x>0 X X0 CO8 X

(b} E' opportuno calcolare separatamente i limiti destro e simstro
P »OB

pure, pil rapidamente, utilizzare la formula di derivazione:

i | £ | £1(x)
— lo X =
dx g f{x)
. 2 cos 2x sen 3x
Otteniamo il limite: lim . =1 ]
x> S5en 2x 3 cos 3x

11.11 Calcolare i limiti



. 1-sen x
(a) lim _—
I cos X
¥ 5

293

' . l-sen x
(b) lim ———
L Ccos?®Xx
X""E

[ 8i giunge al risultato finale sia con la regola di L'H&pital,che mol

tiplicando numeratore e denominatore per l+senx. {a) 0; {b} 1/2 ]

11.12 Calcolare i limitil

sen X

i1im
cos 2X

x 0

{a)

SEen X

jud
5

Llim
x>0

(b3

cos (x+

[ (a) Non si pud applicare la regola di L'H8pital! Si trattadi wn limi-

te immediato uguale a 0; (b} I1 limite vale -1 anche in base alla re-

gola di L'Hopital ma, 2 maggior ragione, dato che cos(x+ 'ETi2)=-senx:|

11.13 Facendo uso del teorema di L'Hépital,calceclare

i limiti

: LOF sen X
lim log sen X

T Cos X
X+ T
2

{a)

. log sen x
lim — =
S cos X

2

[ (a)

11.14 Calcolare i lLimiti

L (a) -23

b) Prima di applicare la regola di L'Hépital &
PP 2

.. L1OF COS X
(®)  lim sen?x
x =+
COs X _ 05 (1) - }_ ]
-senzx - ? ) 2
— -
. iog vi+xX"
(b) lim log V1+x
<=0 1 -cos X

opportuno

semplificare il mumeratore ponende log V1 4x? o= (1/2)log(i+x? ) .

71 risultato del limite & 1 |

11.15 11 limite 1im xe -

¥ - 0
indeterminata =-0.

si presenta sotto la forma

Calcolarlo con la regola di

L'Hopital, dopo averlo trasformato in una for-

ma «/e=,
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-X X 1
[ lim xe = 1lim —— = lim — =0 ]
yx =+ x b N &
11.16 I1 limite lim X log x si presenta sotto la

x+ 0
forma indeterminata 0-(-«). Calcolarlo con la
regola di L'Hépital, dopo averlo trasformatom
una forma «/<.

log % Lix
[lim x log x = lim g = lim 2=0]
x >0" x>0t M/x  xagt 1Ux

11.17 I1 limite 1lim x (arctg x - } si presenta

bt 2
nella forma indeterminata «-0. Calcolarlo con
ia regola di L'Hépital, dopo averlo trasforma-
to in una forma 0/0.

[ 1 arctg x - T/2 X 1/ (1+x2) 1]
im ——— = —_— = -
X =+ 1/x - =1/ 2
. . . +1 1
11.18 Calcolare il limite lim (X - j
>0 X log (x+1) /

[11 limite si presenta nella forma indeterminata @ - . Dopo aver ri -

dotto a denominatore comune abbiamo

{xt+1l}log(xtl)-x . log (x+1}
im ——— . im
x=q X log(x+l ) w0 rog(x+l)+x/(x+l)

Si pud derivare ulteriormente, oppure & possibile dividere numeratore .

e denominatore per log{x+l), ottenendo

=R

X 1 y-1
tim 1+ ———— ° —= =
®>0 log{x+1) wtl

avendo tenuto in conto che ®/log {x+1} =+ 1 per 0]

11.19 Calcelare 1 limiti

: i : 1 1
(a) iil;lél (X sen X ) (b) i.:'_;]él ( sen X tg}()
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[(a) 0; (b) o]

L2

521 X x €0 X

)

11.20 Calcolare il limite 1lim (l +
% =0 X

[ si applichi due volte L'Hopital e poi si divida numeratore e deno

minatore per x 2. 5i trova ~1/3]

11.21 Calcolare il limite lim [log sen x?- log { 1-
-cos x)]. 70

[ Per le proprieta dei logaritmi il limite dato si pud esprimere nella

forma 5
. sen x

lim  log ——

=+ Q 1-cos x

Calcolande separatamente il limite per x>0 della funzione senx 2 /
F(1l-cos x) si trova il valore 2. Quindi il limite dato vale log2 |

11.22 Proponiamo una generalizzazione dell'esercizio
precedente. Siano f(x), g(x) due funzioni deri
vabili in un intorno di x_, e tali che

lim  £(x)= 1im g(x)=0; £(x),g(x)>0 se x # x, .

X *X X K
=] Q

Se esiste lim f£'(x}/g'(x)=2¢(0,+=) allora

X+ X
=]

lim [log f{x)}-log g(x)] = log 2

'S
=}

[ In base alla regola di L'Hépital e alla continuita della funziene 1o

garitmo abbiamo

log £(z) -~ log g(x) = log Fx) -+ log & ]
g(x)

11.23 Calcolare 1 limiti seguenti, che si presentano
nella forma indeterminata «-w

fa} 1lim (x-log x) () lim (i + logx)

X >t x 0
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[(a) Dato che logx/x =0 per x >+ otteniamo
£-logx = x{l-logx/x) =+ + =

(b) Poniamo Ll/% + log x = (1+x log %x)}/x. Dato che, in base alla rego
la di L'Hfpital, x log x * 0 per x - oF {si veda 1l'esercizio 11.16)

i1 limite dato vale +% ]

11.24 Calcolare 1 limiti

] cosyX - co0s X
() i, S5
(p) lim (x cos ;%:— x? sen 1 )
X—>+te X x

[(a) -1/43 (b} 11 risultate & -1/2 e si cttiene cosi:

1 , 1, A 1 1
X cos —— - X sen — = X2 {— cos — - sen — ) ;
b4

4

con la sostituzione y=1/x ci riconduciamo al caleolo del limite

. ¥ cos \/; - sen y
lim >

v —+0+ ¥

In base al teorema di L'Hépital il limite & anche vguale a

cos/? -~ ¥ sen \/_y}'(Zw/?) - cos ¥y

lim =
y 0 2y
. cos w/_},:—cosy-f 1 i sen\/; 1 1 1
= lip, ——————= - = lim, T = - — - ===
v+0 2y Loy Wy L & 2

11 risultato & stato ottenuto utilizzando il limite in (a) ]

s } 1 1
11.25 Verificare che 1im - = )=0.
< >0t arcsen Xx X

11.26 Calcolare i limiti

é (sen(1/x)) e(sen(l!x))_z
- (b) lim S———

el Stk ex

(a) 1lim

s e
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[(a) La funzicne data si scrive nella forma equivalente
1
sen{l1/®)
e
Calcoliamo separatamente il limite dell'esponente con la sostituzip
ne y=1/x:

1

1m —_—— - X = 1im -
x4+ sen{l/x) y-+0+ sen y ¥
L'ultimo risultato si ottiene, ad esempio, riducendo a comune deno-
minatore ed applicando la regola di L'Hopital. Percid il limite da-

to vale e”=1; (b) 61;3 ]

11.27 Calcolare 1 limiti

. 1/vx . sen x
(a) 1lim x (b) 1im x
x=>4 @ ) X’*O+
X x}logf(x
[E* utile la relazione f(x)g( ) _ eg( Ylogf () (£(x) > 0).

1/ Vx logx/ v x —

{a) = = e converge ad 1 per x— +% , perché logx/ vx
senx sen ¥ log x &)

tende a zero; (b} x = e -+ & =1, dato che senxlogx

converge a zero per x>0 ]
11.28 Calcolare 1 limiti

2
{a) 1lim (sen x)tgx (b) 1im (1+2c052x)t.gX
.t .
2z 2
L(a) 1; (b} e? . Indichiamo il metodo mel caso (a):

log sem x
5en ¥ ——
tg x tg x log sen x cos X
(sen x) = e = e :
come nell'esercizio 11.13 (a) si verifica cheflog senx)/cosx conver
ge a zero per x+M/2. Percid 1'esponente converge a zero & quindila

funzione data converge a ? =1 ]
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11€. T.a formaila 4di Tavloxr

lLa formula di Taylor con il resto di Peanc & utile per
i1 calcolo di 1limiti d4i funziomi e di successioni;ri
cordiamola: Se f(x) & una funzione derivabile n  volte
in un punte X, , risulta

f(n)(}(o) 0
T =F{x I+E (x ) (x-x )+. ..+ T (x-x,)}  +
n {k}
+ 0((}('}(0311) = % 'fT(X"")— (}(-—Xa)k+o((x-}(ﬂ)n),
k=0 :
Come nel paragrafo 8F, "o piccolo' di (x-x,) si-
gnifica che i
Coellxx) ) .
lim (x-x_) 7 =

i+
a

Si utilizza spesso la formula di Taylor con cen-
tro x,=0 (ed in tal caso si chiama anche formula di
Mac Laurin ):

" (n)
£00) ., £200)

> .. N x Mo (x).

Fx)=F{0)+£" {(0)x+
Esplicitiamo tale formula per alcune funzioni e-
lementari:

5 n

2z
(1) ex:1+x+ %+§—!+__,+‘}§1'—!' + o(xn) ;
x? x? X n
(2) log(l+x)=x- 7;“+-€‘-...+(—l) — + of(x J;
(3) senx=x- X, X +(-1) " Efii**— ro (x 7,
> 31 5t (Zn+1) ! ;
(4) cosx=1- = + X - +(-1)" x” ro(x™hy
2 41 R (2n)! '
(5) arctgx—x- =+ X - . +(-1)" S ro(x™%y,
arc gX 3 5 P 2n+1 »
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x3 x3 X2n+l n+2
(6) senh x = x+ N Por teet ZEH:ITT + olx )
x2 X " 2ntl
(73 cosh x = 1 + 5+ 35 +...+‘(2n)1+o(x ).

Le formule precedenti sono sviluppi in formula d
Taylor di ordine n (oppure 2n+l, 2n+2, a seconda dei
casi). Ad esempio, gli sviluppi delle funzioni senx,
cosx, con centro x,=0, di ordine rispettivamente 2 e
3 sono dati da

2

X
sen x = x+to(x?); cos x=1—'3*+ ol{x?).

Nell'elenco che segue ricordiamo gli sviluppi ai
primi ordini di altre funzioni elementari.Cominciamo
con la potenza ad esponente reale a:

afa-1)

(8) (1+x)*=1+ax+ >

Xz S+ O(XZ) ,
che, nei casi particolari o=-1, a=1/2, diventa

1
(9) Tix - 1 - x + x* + ofx?) ,

(10) V1% = 1 + % x - % X2 + o(x2),

Valgone inoltre:

(11) tg x = x + % x® + o(x*});

: 1
(12) arcsen x = x + 3 x® 4+ of{x*);

x? + o(x")

o |

(13) arccos x= % - X -

Per scrivere la formula di Taylior di somme, pro-
dotti, composizioni di funzioni elementari, sono uti
1i le proprieta del simbolo "o piccolo' elencate nel
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seguente esercizio.
11.29 Verificare che, per il simbolo "o piccolo',val
gono le proprietd {m,neN):

(a) o(x™ + o(x™) = ox™)
(b) a-o{x™= o(ax™= o(x"), a=costante¥0
(&) olx™ - o(x™= o(x") |
(@) x"olx") = o)
(e) o(xM-o(x™) = oflx
(£) o(o(x™) = o(x")
(g) olx™o(x")) = o(x™

jiigns]

)

[Per {(a),(b},{c),(d),{e) si pud procedere come nell'esercizic 8.59. Di-
mostriamo (f): Posto g{x) = of{o(x )), cccorre provare che g(x)=o(x™) ,
ciod che g(x)/x® — 0 per x = 0; infatti:

gx) _olo(x)) oG | ofx)

n - = hn
x i o(x™) o

3
(g) si dimostra in medo analogo ]

11.30 Utilizzando le proprietd dell'esercizio prece-
dente e la formula di Taylor di centro x,=0 del
le funzioni sen x, cos x, verificare che

2 Xq

- E— 4 o(x%)

2 —
{(a) sen?x z

|
he

L

{(b) cos?x 1 - x% + 5;' + o(x®)

H

[ (a) Utilizziamo la formula di Taylor al secondo ordine della funzio-

ne sen X :

' 3
X
sen2x=(x-?+ o(xq))z =
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& b 3

2, * by 72 _ X ny_ X 4
=X+ — + [o(x - — + Ix o(x7)-— ol(Xx .
% Lo(x*) ] p (=) " (x")

Valutiamo separatamente ogni singolo addende. Si vede che, per x >0,
sono infinitesimi di ordine superiore a x 5 cicd sono ofx®), i sepuen
ti addendi:

x5 z?
by T2 u n
—-— oflx | 2% ofx -— ofx ).
= Lex™ 1%, ("), -5 o)
Percid sen® x = x° - K */3 + o(x 5y; (b) Si pud procedere in modo ana-
logo (il lettore esegua i conti}, oppure, pili velocemente, si pud uti-

lizzare la formula (a) ed il fatto che cos?x =1 - sen? x|}

11.31 Verificare che cos2x = 1 - 2x2+{2/3)x*+0o{x%) ,
sia direttamente dalla formula di Taylor, <che
per differenza dalle formule (b),{a) dell'esexr
cizieo precedente.

11.32 Utilizzando la (9) e gli sviluppi in formula d
Tayior delle funzioni senx, cosx, dimostrare
la formula (11) relativa alla tangente.

[Commciamo con lo serivere lo sviluppo di 1l/cos X in base alla {%):

1 i 1

cos X 1-x 2 /240(x ¥ )

=1 - [-x?%/2+0(x®)] +f o0 ]2+ o(x™ = 14x 2 j2ro(x? ).

Percid otteniamo

1 x> y x2 3
tg x = sen ¥ = (x~ — +ofx")) {1+ — +o(x7)) =
cos X% 6 2z
+:‘{3 I‘{3+(L‘) +X3 u

=y 4 — - —+ ofx =X +—
. , tox) ]

11.33 Verificare che, per x>0, vale lo sviluppo

1 1 X
- — - = 4 2
1+e* 2 4 o(x*)
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[Si pud procedere direttamente calcolando la funzione = la derivata
prima per x=0, oppure si possgono utilizzare lo sviluppe di e* e la
formula (9):

2 2
x.-1 X -1 1 XX -1
(1+e ) = {1414x+ - +o(x%)y} = ; {1+ s +o(x?)} _

LB (x*))+
. ofx {

| ™

- — {1 by ox D)) -

B ]

+o{x?) } ]

i
= e 1 -
-

1.3%34 Verificare che, per x>0, valgono gli sviluppi

x? - L x* 4+ of{x*)

{a) log (cos x)= - >

sen x

(b) e = 1 + x +

2

X x* o+ o(x")

I

1
i
8

[ Verifichiamo {a) (la verifica di (b} & analopa).Partiamo da:

2 4 2
cosx=1-x—+x—+o(x5) log(1+ )'—"Y‘y_"'o(Vz)
2 24 ? Y 2 ; )

Ponendo y=-x 2/2 + x* /24 + o(x 3}, otteniamo

X2 4 _ 2

log{cos x =——~+-X— + ofx ® —E -X—+... 25 o(x*) ]
g ( ) 5 ™ (x°) 2( " ) {=*) !

11D. Uso della formula 4di Taylor nel

calcolo di lidmitidi

Gli esercizi che proponiamo di seguito si risol-
vono utilizzandoe la formula di Taylor con il resto
di Peanoc e le altre proprietd descritte nel paragra-
fo precedente. Avvertiamo il lettore che alcuni tra
gli esercizi propesti in questo paragrafo sono parti
colarmente complessi e che in genere neon si risolvo-
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no agevolmente senza gli sviluppi asintotici in for-
mula di Taylor.

11.35 Calcolare il limite

1-cos X + log cos X

lim "
>0 x
[Utilizzando la formula di Tayloxr, di centro x_=0, della funzione

cos z e della funzione log cos ¥ (si veda 1l'esercizio 11.34(a)) otte

niame i1 limite equivalente

XZ L 2 4

1-(1 X4 oasy)- = + o)
=fl= — _— Ql X - [ul .4
2 prn 2z 12

1
i
v
—

1im
handl] =

11.3%36 Utilizzando la formula di Taylor, calcolare 1l

limite
; : 1 1
1lim - =)
x— 0 X tg x X
1 1 _ cos X 1_xcosx—senx_
X tg X% x? X sen X x?2 x? sen x
®{1-x272 + o(x3)) - (xx3/6 + o(x ™)) LUl ]
x? (xto(x)) s
1-cos x°

11.37 Calcolare il limite 1lim

x
x>0 (gen x-x cos Wi 32

[11 rigultato & 270%/2 e si ottiene con gli sviluppi:

. 1 1
1-cos x% = 1- (1-Ex19'+o(x10))=-£ x10+o(xln);
x X3+X5+ x5y [1 1(}C )2+
Sen X - X o5 - = K T — - ol X - X - = |—=
V3 6 5! : 2 /3
4 5
1 X 1 1 X
+ — -} + o(x ) = x5 = - — )+ 25 y= — + o(x%).
&1 ¢ v 3 ( J 51 419 ) 270

Percid il limite del rapporto, per x>0, & 2707/2 = 36 150 ]
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11.38 Utilizzando la formula di Taylor, calcolare 1

limiti
2] 2 2_32_&
(a) lim cosh f 1-x (b) lim 3senh x6 HE-N
®=+ 0 X -+ 0 x

[ (a) 1/3; (b) 2/15 ]

11.39 Calcolare i limiti seguenti con la formula di

Taylor
(a) 1im Ecosh X : COS x}z (b) 1im x3§?x—cgs g)
>0 (senh X sen x) g X -sen®x
[ (&) 95 (b) 3]
11.40 Verificare che
lim X’ = 15

<20 [(3+x*)senh x-3x cosh x

11.41 Utilizzando la formula di Taylor, calcolare i

limiti
. 1 sen X X
(a) lim —5 ( -
%0 X X sen x
. , sen x? - sen’x
(b} 1lim x 2 2
x>0 sen x° - tg x

[(a) - /33 (®) - 2/3 ]

11.42 Calcolare il limite di successione

1im n? [(1+e”n)_1 . 4ntl ]
4n

n>r+®
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[I1 risultato & 0 e si ottiene con lo sviluppo in formula di Taylor pro
posto nell'esercizio 11.33

(H_nnfl 11 b ol 1) 20-1 ( 1 y ]
e = - - —= of —) = o il
2 in n? 4n n?

11.43 Calcolare 1 limiti di successione

1 — e
7 -1 -
¥n (b) Lim Y1/n 1

{(a) lim —
n*t®  Jog vn

n>+ longﬁ

[ ta) seriviamo la successione in forma esponenziale

2
n o — — log n
Van? -1 el "

n—
1og1/n llogn
n

2z
Poniamo ¥y = — log n > 0 nello sviluppo ey = 1+yto(y).L'espressions
n

precedente risulta uguale a

v
e -1=2y+0(y} 52 () - 1]

Ll

viz v
11.44 Calcolare i limiti seguenti con la formula di

Taylor
() lim x-sen? Vx - sen®x

- x?

. sen?x + 3 (x-sen?Vx )

(b) 1lim

x+0+ x*
[(a) - 2/3;5 (b) 2]

11.45 Calcolare i limiti seguenti con la formula

Taylor

di
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] 1 1 ] 1 s (E0S X 2
() Lin (53 - ) ) Lin [ = (5]

. [ {a) Porre tg x=sen %/cos X e poi ridurre ad un unice dencminatore.Il
risultato & 2/3; (b} &/3

11.46 Utilizzando la formula di Taylor, calcolare i

limiti
X2
(a) 1inm e = 1 - log (1+x arctg xJ
X 0 Ji+2x* - 1
XZ
(b) lim e(e Teos x) cosh 3xX
> 0 x{x - arcsen x)

[ (a) 4/3; (b) + =]

11.47 Calcolare 1 limiti

sen x (55 - 27)
{a) 1im sen x + log {i-x)
x=+ {
(b) 1im Xx4 -2 x 1)
<= 0 X - arctg X

[ (a) 2 1og (2/5); (B) 3 (1-log2) ® ]
11.48 Calcolare 1 l1limiti di successione

(a} 1im (¥n3+1 - n)
: 4o

[P
(b) 1Iim (V/n%+n? + 1 - n )
n>+o

[ (a) 03 (b) 1/4. Indichiamo il metodo nel caso (a): Ricordando . 1lo
sviluppe (8} della potenza con esponente ¢=1/3, otteniamc
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g — 3
Y n® 41 —1'1=n(1/1+1;’n3 - 1) =
1

(v 21 o () 1) =gty ) >0 ]
=n -_—— o - = — of—=
3n3 n3 3n2 n2

11.49 Calcolare il limite seguente con la formula di
Taylor

1im  {2x{x-1)-x? log(l+ sen i)}

¥ S

[11 risultato & -4/3. Si inizi con lo sviluppe:

3
log (l+sen y} = log {i+y- y? +o(y®)) =

3
=y - %: + o(y *)- % (g% * % (3.7 +oy®)

1
=y--3 +gy3 +oly?).

Poniamo y=2/x, osservando che ¥ >g* per x > +%

NN {1 )
-1 [e] - .
3 x3 x3

2
o2

W

2
log (1 + sen — ) =
4

1

Poi, con semplici passaggi, si ottiene il risultato finale ]

11.50 Con il metodo dell'esercizio precedente, calco
lare i 1limiti di successione

(a)} lim {n® log{l+sen 2 J-3n? + 2 ﬂ }
n-—*4 <« n 2

(b) lim {n? + B4 no log (1-sen % )3

n-—++ 2

[(a) 9/2; (b) -1/6]

11.51 Calcolare il limite

] -X) T+ e - 47 - IX
[(1 ) L x]2 42x 2 %2
im p

1
x>0 X
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2 3

-1
[ Utilizzare lo sviluppe (1-x) = txtx?+ ¥+ o(x?) . Esepuendo i

conti si trova
-1 x 32
[i1-x) +e ]2 = u48x+l0x %+ 5 =3+ oofn?y.
Il risultato finale & 16/3 |

11.52 Calcolare i limiti di funzioni esponenziali:

1 _ 1
—_— —
(a) 1im (1+x3Y "% (b)) 1lim (1+x?)¥0F
x>0 x -*0
1 1
2 no 2
(¢) lim (cos x)°" ¥ {(d) lim (cos x) 2x
eV x 0

[ {a) 11 risultato & 1/; e si ottiene scrivendo la funzione data in
forma esponenziale con base fissa uguale ad e:
1 log (1+x3 )
(1429 )x 2sen 2x L 2 sen 2x

e calcolando separatamente il limite dell'esponente:

log{l+x ) _ x4 o(x?) R 1
2

x % sen 2x x 2 (2xto(x))

(b) e® 5 () &Y% (ay & MH]

11.53 Utilizzando la formula di Tavlor, calcolare i

limiti
' 2
(a} 1im ( sen X )l;’x (b) 1im ( SN X )lfx
% >0 x "0

-1/é
[(a) e 5 (b) 1. Il metodo, ad esempio nel caso {a), & il seguente:

1 . sen x 1 ) =236 + o(x?)
, sen X 1/x? x? o8 X x2 °8 %
( = e = @a =

X
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1 -x? ferolx? 1
— log(1-x” /eto(x?)}) ——~————5———l -
X X 5]

- e = @ = s ]

11.54 Calcolare il limite 1im sen x- (x sen )
b s

[ Il risultate & 0. §i utilizzino i teoremi di confronto per i limiti e

le relazioni:

1 = 1 0x sen 1/
| sen x (x sen =) | < (x sen =) = (___y)y
X A yEifx ¥

11 risultato si ottiene come nella parte {(b) dell'esercizio preceden-

te

11.55 Calcolare i limiti seguenti con la formula di

Taylor
. , ) ]
(a) lim (sen ZX)UX (b) lim (sen 5x)1u
10 2x €= 0 3x
-2/3 -3/2 .
[(a) e ; {(b) e i
2t
x oy
11.56 Calcolare il limite 1im 1

x> 1

[si pud eseguire la sostituzicne y=l-x. I1 risultato & 3}(29)]
. .. . log x
11.57 Calcolare il limite llm+ (cos x) .

=+ 0

log x log » log{cos x)
e

[ {cos x) = . Calcoliamo separatamente il limite,
per % %'O+, dell'esponente con la regola di L'Hépital:
. log % . {log cos x)?
lim —_— 3 lim L T ces .
x—>0+ {(log cos x) % 20 X sen x

Mediante la formula di Taylor si verifica che
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{log cos x)? _ {lcug(l—x2 ,n"2+0(x2)}) 2 N x* fi++o(x“) s 0
¥ sen x B x(xto(x)) T x Z4o(x2) )
Quindi il limite dato vale e® = 1 ]
e e . 1/x 2 1
11.58 Dopo aver verificato che 1im (cos x) = —=
€0 Je
calcolare
(cos 0% - 1vE
Iim >
X
X0

[ 11 risuitato & -1/(12 v e ). Partiamo da

1/x? {log cos x)/x?
(cos x) = e

Utilizzando lo sviluppe in formula di Taylor di centro %, = 0 della

funzione log cos x (si veda l'esercizio 11.34 (a)) otteniamo

iog cos x 1 1
—_—— = -~ - —x?% +ofx?)
® 2 1z
1/%° -1/2 w2 12+0(x?
Risulta quindi (cos x)} = e e %)
Infine si conclude:
1/x 2 -1/2 - = %2 f12+0(xz %} -1/2
{cos x) - & e -1 o e ]
= B - -
x? x 2 12

11.59 Calceolare i limiti di successione

. 1 n* _ 1.
(a) 1im n? [(cos - h] = ]

n -*+ <@

() lim n® [(1r 7 - e(1- =

Tt

E (a) E' lo stesso limite dell'esercizic precedente, quando si ponga
x = 1/n. Naturalmente il risultato & -1/(12/ e); (b) (11/24)e ]
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11.60 Calcolare i 1imiti seguenti con la formula di

Tavlor

(a) lim f1+x+x2/2]ux— e
X+ 0 X

(b) lim (1rx-x2/2)"™ - ¢
20 X

[(a) 05 (0) - e ]

x“-1-x log x

11.61 Calcolare il limite 1im

ot < 3/2
[11 risultato & 0 e si ottiene con lo sviluppo
X X log x 1
% =e ¥ i 1ogx+5x210g2x+o(x210g2x) ]

11.62 Utilizzando la formula di Taylor, calcolare 1

limiti

(a) 1im 2 cos(?x?}(1+x2)x—(l+xz)_x
“HF 0 x ¢

b)  lim (1+x3)x+(1+x3)1 -2 cos {(5x%)
x>0 x®

[(a) -50; (b) 26 ]

11.63 Verificare che

log %
. 1-({cos x) &
lim 2 Tog x =
ot * g

0 |

11.64 Calcolare i1 limite seguente con la formula di
Taylor
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. 1 -1
lim [(1- Tos = )T (1)
x>0 g
: e
(11 risultate & 3
i 1 ~logx _ -logx log (1-
logx e

Valgono gli sviluppi:

1
l-cos X
) log o

» Utilizziamo la rappresentazione esponenziale:

1 log(1+x)

1
logx ); (1+x)S€N X —o  sen x

1

-1 1
-lo lo 1- =-log x -—+ o0 o=
g% log ( log x ) & (logx 2 log2x log *x
1 1
=1+ + 0
2 logx log x
-1 log(1- to
o108 X log( log x ). eie 2logx 1ogx _e(1# =t 4o (—))-
2 logx log x
log{14x) %222 +o(x %) 1-%/2 + o(x) N (x)
= : =1~ —+ o(x);
sen x x-+ ofx?2) I+ o(x) 2 ’
log{i+x) 2
e -7+ o x
e SONX = e.e 2 =e {1 - E + o{x)).

Quindi, dato che -x/2 + o(x) & un infinitesimo di ordine superiore

1/log x, otteniamo
1

-10 —
. (1+x) P& =

)

1_
( logx

Il risultato finale & conseguenza

con la regpola di L'HSpital:

2 logx

a

log x )

del limite seguente, che calcoliame

1 l1-cosxy
. 98 Tsemx .
1im = 1im
x> 0+ log x s 0+ Ben



Capitole 12

SUCCESSIONT DEFINITE PER
RILICORRENZA

12A. Uso del principio di indu=ione

Consideriamo successioni a  definite per ricorrenza,
o0 per induzione, nel modo seguente
a, assegnato B4 = fla,),

essendo f£(x) una funziomne continua.

Per studiare il comportamento di una successione
definita per ricorrenza si esaminano i seguentil aspet
ti:

S3i calcolano 1 possibili valori del Mmite.Pw pre
cisamente, si suppome che la successione a  sia rego
lare, e sia acRU{z=} il limite della successione.Per
cio a = a e quindi anche a ,, - a. Essendo f{x) con

tinua, risulta a=f(a).

Si verifica preliminarmente se a=i® puo soddisfa
re tale equazione. Poi si risolve a=f(a), supponendo
acR. Si vengono cosi a determinare i possibili valo-
ri del limite.

Si cerca di stabilire se la successiomne & regola
re, ciod se essa ammette limite (finito o infinito).
Cid accade, ad esempio, se a € una successione mono
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tdona; in questa fase pud essere utile il principio di
induzione.

Se il limite esiste, si cercano delle relazioni
atte a stabilire quale, tra i. possibili valori trova
ti, & il limite effettivo. Anche in questa fase pud
essere utile 11 principio di induzione.

Ad esempio, se i possibili limiti di una succes-
sione a,  sono a=0 oppure a=+«, e se si riconosce che

a, & una successione crescente a termini pesitivi,al

lora necessariamente 11 limite & +=; viceversa, se
a, & decrescente, allora il limite & zero. Un esempo
in cui si verifica questa situazione & quello propo-
sto nell'esercizio seguente.

12 -1 Studiare la successione definita per ricorrenza
da

a., = 2 a = g2
1 ’ 1 n

[ se a ~ aER U{ze}, anche a .y ™ &; quindi, passande al limite per

a 2, si ottiene a=a =. Il valore =

—f ell 1 =
n T a relazione A n

2 una possibile soluzione; invece - < non & un possibile limite, per-
che la relazione -®=(- ®)? = +® non & soddisfatta. Se a €R, 1l'equa
zione di seconde grado a=a 2 ha per soluzioni a=0 e a=1.

Dimostriame che &, & strettamente crescente, verificando per indu-

zione che

v
a, < a1y7 n € N,

Osserviamo preliminarmente che tutti i termini somo positivi. Per n=1

la relazione & vera, infatti a, =2 < &, = 4. Buppeniamo a_ < a_,,; da

0 < a, < a

2 2
4] Sesue 0 <a” <a

o b1y S0 A, < 8.49- Percic a, e stret

i

tamente crescente e quindi, come tutte le successioni monotdne, ammet-
te limite,
Abbiamo gii visto che i possibili limiti sono 0, 1,+ . Dato che tutti

i termini a  sono maggiori del prime termine a, =2, il limite nen pud

essere néd 0, né 1. Percid a, diverge a + ]



315

12.2 Studiare le seguenti successioni definite per

Ticorrenza
a, = 1/2 a, = 1
(a} (b)
= 2 - 2
a ntl a’n a ntl a n

[ ta) Come nell'esercizio precedente si verifica che i possibili limiti
sono 0,1,+%. S8i verifica poi che la successione & strettamente decre-
scente: Infatti a, =1/2 > a, = 1/4; dall'ipotesi di induzione 0 < a . {
< a; si deduce che 0 < aéﬂ < aif , cloé an+2 < anﬂ.

Dato che il primo termine della successione & 1/2, 1l limite non
pud essere né 1, néd +%° ., Percid il limite & zero.

{b) §i tratta della successione costante, uguale ad 1]

12.3 Studiare le seguenti successioni definite per 1l
correnza

a, = 1 a, = 13
(a) (b)

an}1=J6+an a .= \/12+an

[ (a) Per induzione si verifica che tutti i termini sono positivi,percid

la successione & ben definita. Se a, > a &R U {+=}, anche a ) - a
ot

e quindi a = J6ta . Il valore a=+% & un possibile limite; inoltre,se

- a - 650 ammette a=3 come

a & reale, 1l'equazione di secondo grado a
unica soluzione positiva.
Verifichiamo che a & una successione strettamente crescente; pro-
n
viamo cio&, per induzicne, che a < a 1 per ogni n: Per n=1 risulta
nt

a,=1<a = \/_77 ; supponendo che a_ < a ctteniamo é+a_<é6+a
! z ;oSwP n o Ty : ° T

da cui veta_ < Véta , cicg a <a .
n n+l T om¥l n¥2

bata che a & strettamente crescente, essa & regolare. 1 limiti

possibili sono a=3, e a=+%, che, con gli elementi che abbiame fine ad
ora, sono entrambi possibili.

Proviamo per induzione che a < 3 per ogni n: Risulta a,; =1 <3 ;
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sea <3 allora 6ta_< S e quindi a- =V 6ta, < V9 = 3.

n n n+1 n

Riassumendo, a, & una successione a termini positivi e minori 4i 3
ed & strettamente crescente; percid, per n> +® , a, converge a 3.

{b) La successione converge decrescendo a 4 ]

12.4 Studiare le seguenti successioni definite per

Ticorrenza
a, = 3 a, = 1
(a) {b)
a .= 2 (a, -1) a,,= 2(a -1)

[(a) Se a 2 il limite della successione, risulta a=2(a-1).Percid a=ztw®,
oppure a=1. Da verifica diretta risulta a, =4, a, =6, a, =10,...51 pud
percid congetturare che la successione diverge a + ® crescendo.

Proviamoe per induzione che a < a per ogni n: Gia sappiame che
: i n+l

a < a.,; supponendo a_ < a otteniamo a_ -1 < a -1 da cui
1 2 5 SHUPP nC e’ n 1

2{a -1} < 2({a - 1), cicd a < a . indi la successione & stret
¢ n ) ( n+l ’ nt+l nt2 @ -

tamente crescente. I1 limite, che esiste, deve essere maggiore del pri
mo termine. Percito il limite e + =,

(b) La successione & strettamente decrescente e diverge a- © |

12.5 Studiare le seguenti successioni definite per

ricorrenza
a, = 0 a, = 6
(a) al+4 () a? +4
n
a = a =
n+l 5 ntl 5
[(a) La successione & strettamente crescente e converge ad 1; (b) la

successione & strettamente crescente e diverge a+‘”}

12.6 Studiare le seguenti successioni definite per
ricorrenza
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(a) (v

a

o
|

ml  4-a i 6-an

[ (a) La successione & strettamente crescente e converge a 2: (b)la suc

cessione & strettamente decrescente e converge a 2 ]

12.7 Studiare le seguenti successioni definite per

ricorrenza
a, = 4 a, =0
(a) s (b) s
mi  6-a nl 6-a
n

[ (8) La successione & strettamente decrescente e converge ad 1, (b) 1la
successione & strettamente crescente e converge ad 1]

12.8 Studiare le successioni definite per ricorrenza

a, = 4 a, =1
(a) (b)
a = Ja a = 3/a
n+l n ntl n
[ (a) La successione & strettamente decrescente e converge ad 1; (b)

& strettamente crescente e converge a 9 ]

12.9 Studiare le successioni definite per ricorrenza

a, = 1 a, 5
(a) a2 +6 ()

a = — a =

+ 6
ntl 5 1 5

2
a’l’l
[ (a) La successione & strettamente crescente e converge a 2; (b) la suc-

cessione & strettamente crescente e Jiverge a +‘”]

12.10 Studiare le seguenti successioni definite per
Ticorrenza
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a_l = = j_ al = l
(a} (b)
= - e - 2
ag = 4-a, a ., = v3-a2
[(a) La successione non ammette limite. Infatti, se a, =-1, allora
a,:qy T d-a, = 5 e quindi Bpyg = Bma .y = &-3=-1. Percid, per induzione,
risulta
-1 se n & dispari
a =
n - .
5 s n e pari.
{b) La successione non ammette limite perché risulta aik 1 =1, a2k=

12.11 Studiare le seguenti successioni definite

=2 ]
ricorrenza
(a} a, = €, a
(b} a, = 1/e,
(c) a, = g, a

per

2
n+l an 10g a

n

a_ log? a

n+l n n

(log a,)?/a,

[ (a) $i verifica per induzione che a, & la successione costante,ugua-

le ad e; (b) a =
a =

n

sione non ammette limite ]

e se n & dispari, mentre a, =

1/e per ogni n; (¢} si verifica per induzione che

l/e se n & pari. Percid la succes

12.12 Studiare le successioni definite per ricorren-

za
(a) a, = 4, a_,
(b) a; = 1, a4

-+

Zn
2
?.—U—_‘_

2

m|hJ:F|N
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[(a) $i verifica per induzione che a, > 0 per ogni n. Da un calcele di

retto dei primi termini si pud congetturare che la successione & stret

tamente decrescente, cicé che

%, 2 ¥ nen
a_n+1—2 : (a.n, nen.,

n

Moltiplicando entrambi i membri per 2a, (che & una quantiti positiva)

si ottiene la disequazione di secondo grade in a;:

I
a; 4 > 0
Limitatamente ad a, > 0, tale disequazione & soddisfatta purche risul
tia > 2.
Proviamo per induzione che a, > 2 per ogni n: Per n=l,a,= & > 13

risulta poi

=8
7o - _B 2 2 2
4 a = —= — — - = - .
(%) A + : >2 <=> al-tha +4= (a-2) >0
H

Quindi a & strettamente decrescente e converge a 2.

(b) In (*) abbiamo verificate che a ., > 2 indipendentemente da  a,.

Percid tutti i termini della successione, tranne il primo, sono mag -

giori di 2. Quindi la successione & definitivamente decrescente e con

verge a 2]

Studiare la successione definita per ricorren-
za da

[La succassione a, non ammette limite, Infatti, se a, convergesse ad

un numerc reale a, avremmo a=(a-1}/a; a=0 non & soluzione; se a # 0,
otteniamo 1'equazione di seconde grado a 2-a+1=0, che non ha soluzio-
ni realti. Infine, se supponiamo a= £, passande al limite per n—>t+

nella relazione
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otteniame a=1-1/a, ciogé 1'assurdo & =1-0

12B. successioni definite tramite funzio

ni monotdne

Sia f(x) una funzione definita in un intervalio
I <R in se&, ciog& f: I-I.

Un numero X,€I si dice punto unito, © punto fisso,
per la funzione f(x) se

X, = £(x,)

Ricordiamo (si veda l'esercizioc 9.23) che, se f(x} &
continua in I e se I & un intervallo chiuso e limita
to, allora f£(x) ha almeno un punto unito in I.

Se f:I+I,& ben definita la successione

a,el, a ., = fla)
In questo paragrafo supponiamo f(x) monotdéona in

I. Cominciamo col caso in cui f{x) & crescente in T.

TEOREMA. - sia f:I1-1 una funzione crescente. Allora la
successione a, definita da

a eI, a, = fla, ),
& monotdna. In particolare, se a, < a, allora a, & crescen

te, mentre se &, > a, allora &, & decrescente (guindi a, é

2
costante se 4, = &,).

Circa il limite di a_, (che esiste }, se f(x) & ere -

.scente econtinua in I ed 1 & un intervallo chiuso,vale il =se
guente schema:
1) se a, < a, allora a, converge (crescendo) al pun-

to unito X, pit vicino ad a, e maggiore di a,, se esiste



un tale punto unito. Altrimenti a  diverge a + =,

2) Sse a, > a

1 allora a, converge {decrescendec) al pun

2

tec unite X, pit vicino ad a, e minore di &, se esiste un ta

le punto unito. Altrimenti &, diverge a -%.

DIMCOSTRAZIONE: Supponiamoe che a, < a

k)
i

, & proviamo per

induzione che a_ < gy DT OgMI T

Per n=1 la relazione & vera per ipotesi.Se ania_+l
n

dato che f{x) & crescente in I, si ottiene £(a ) <

< £(a

), ciot a _,, £ a,

n+l 2

Se a, » a, si procede in modo analego utilizzando

2

la relazione: a a, = a = fla ., ) 2 fla d=a

nti 2 Fg w2

Supponiamo ora che f: I-1 sia una funziomne cre-
scente e continua e che a, < a,, come in figura 12.1.

a; = flaxdr--

a, = f(a,)

| . i i . ““;"_L.M

———

e a8 &4 8, a, X, b X
fipura 12.1
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Ricordiamo che I & un intervallo chiuso. Percid,
o I & illimitato superiormente, oppure esso ammette
un numero reale b come massimo., Proviamo preliminar-
mente che, se I & limitato superiormente, allora £
ammette almeno un punto unito nell'intervallo(a,,bl.

Infatti, la funzione g(x) = f£(x)-x assume valori
di segno opposto agli estremi dell'intervallo [a,,b]
perché:

g(al) = f(al)_al = aE_ a'l > O’
g(b) = £(b) - b < 0, essendo f(b)el.

Per il teorema dell'esistenza deglil zeri, esiste x, ¢
e{a,,b) per cui g(x,) = 0, ciod x,=f(x,}.

Indichiamo con x, il pit piccolo tra i punti uni
ti di £(x) nell'intervallo (a,,b] (utilizzando la con
tinuitd di f(x) il lettore verifichi che esiste 1l
minimo dei punti uniti) e verifichiamo per induzione
che a, £ x, per ogni n:

La relazione & vera per n=1 perche x_ e(a, ,b]l; se
a, < %,, dato che f(x} & crescente, risulta anche

a = f(an] < flx,) = x%,.

n+l

Essendo a crescente e limitata superiormente da
X.,essa converge ad un limite a < x,. Passando al 11i

mite per n>+« nella relazione a ., = f(a )} ed utiliz-

zando la continuita di f{x) si trova che a & un pun-
to unitoe per f(x) nell'intervallo (a,,b].Cid im-
plica che a=x_,, perch& altrimenti X, non sarebbe il
pil piccolo punto unito per f(x) in (a ,b].

Se poil l'intervallo I & illimitato e f{x} non ha
punti fissi maggiori di a,, allora la successione a

diverge a += perché, se fosse una successione limita
ta, dovrebbe convergere ad un punto fisso maggiore

di a, che, come dette, non esiste.



Si procede ir modo analogo se a;, - 4,
12.14 Utilizzando il teorema precedente studiare lLa
seguente successione definita per ricorrenza

a, = 1/2. 8., = Sen a,

[ Scriviame la successione nel modo eguivalente :

a, = T2, an+1=f(anj con f{x) = sen x.

La funzione f(x)} applica 1l'intervallo {0, /2 ] in s&, perché 0 <
¢ sen ¥ < 1l< T/2 sex el o,m/2 1. Inoltre £{x) & contimia e cre-
scente in E 0, T/2 } . Dato che a_.= sen { T ,2)=1 < /2 =a,, in
base alla parte 2) del teorema precedente si pud affermare che a,
converge a X =0, unico punto unito della funzione sen x]

12.15 Studiare la seguente successione definita per
ricorrenza '

S )

log (i+a )

. La funzione £{x) = (1/2) log {1+x) & continua e crescente per x>-1 .
E! opportuno restringere 1'insieme di definizione; scegliendo  come
dominio 1'intervalle I = [ O,+ ®), risulta £:I-T.

$i verifica che 1'equazione x=f(x) ammette, per x >0, solo la sg

luzione x =0 : infatti, la funzione g{x) = x - £{x) & tale che

1 1+2x

g0 =1y T T 0

percid g{x) & strettamente crescente in I. Essendo g(0)=0, risulta
g{x) > O per ogni x > 0; cicd x > £(x} per opni x > 0. )
Essendo ® » £(x) & anche a. > f(a;)} = a,. In base alla parte 2)

del teorema precedente la successione a, converge a zero |

12.16 Studiare le seguentili successioni definite per

riceorrenza
(a) a, = 2, a., = log (1+a _}/log2
(b) a, =1, a,, - 2log (1+a }/log 3



[ ¢a) si proceda in modo analogo a quanto indicato nell'esercizio pre-
cedente, tenendo conto che la funzione f(%)=log{1+x)/log2 ha due pun
ti uniti, per x =0 e per x =1. Si trova che la successione a, conver
ge decrescande ad 1; {b) la successione converge crescendo a x, = 2,

che & un punto unito per la funzione £{x) = 2 log (1+x)/log 3]

o
=1

Studiare le seguenti successioni definite per
ricorrenza

1, am—l = € -1

(a) a,
(b) a,

X
[ La funzione £:R =R definita da £(x) = e - 1 & contimia e crescente

1

-1, g, -~ € -1

ed ha l'unico punto unito x_=0. Risulta anche F(x) > x se x# 0 (si
confronti £(x) con la sua retta tangente nel punto x_ = 0). Pereid
a, =fla;)>a, se a; # 0. In base al teorema precedente si ot
tengono i seguenti risultati: (a) la successione diverge at ®; {b)la

successione converge a 0 ]

1..1¢ Studiare le successioni definite per ricorren-

za da
[a, =1 a, = 4
(a) | )
‘am»l: f(an) an+1= f(an)
dove £f{x) = x+1-log x.

[ La funzione f(x) applica 1'intervallo [1,+= ) in s&. Pil precisamen
te, fr [ 1,4 ®) =+ [2,+2), perchd £{1)=2 e perchd f(x} & crescen-
te, essendo £'{x) = 1-1/x > O per ognix > 1. Inoltre f(x) ha x_=e cp
me unico punto unito. $i ottengono i risultati: (a) a, converge cre-

scends ad e; (b) a, converge decrescendo ad e :|

~ .19 Studiare le successioni definite per ricorren-
za tramite la funzione f({x)=3x+cosx-1



(2) (b)
a = flay) |anﬂ_: fla,)

LLa funzione f{x)} & definita su tutto 1'asse reale ed & strettamente
crescente, dato che £'{x) =3-sen x > 2 per ogni x €R. In modo simile
si verifica che % =0 & l'unico punto unite di f(x) e che £(x)¢ x se

N

X 2 0. In base al teorema precedente si ottengono i risultati: {a; a_

diverge a + @ ; (b) a diverge a - @]

12 .20 Studiare la successlone definita per ricorren-
za

p

(3]
o
L)

H

a, >0, a_,~ fla,) con £f(x) —?;4

al variare del prime termine a,e[0,+w)

oo fl

[La funzione £(x) & crescente per x > 0 ed ammetts in
punti wniti x=2 e x=4. Inoltre :

f(x) >z se x <2 oppure X > Lj

f{x) ¢x se 2<x<h .

In base al teorema precedente si ottengono i visultati:

0<a; £2 => a converge crescendo a ¥
2<a, <4=> a converge decrescendo a ?

a, = 4 =2 anecostante = 4

a > 4 = a, diverge a +< J
Consideriamo ora il caso in cui f(x) & decresco:
te.

TEOREMA . - sia f: I=-1 una funzione decrescentc. Al
lora la successione &, definita da

€l, a,, = fla,) ,

1 nt+l
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ha le sottosuccessioni Aoy v 85y monotone. In particolare |

se a, < a

1 allora Q-1 € Crescente e &, & decrescente;

3

mentre, se &, > a, allora a ¢ decrescente e ay, & cre

scente.

Inoltre, se a, < a allora a

1 oA, < 8, per ogni k; se

2k-1
. 5 .
invece a, > a, allora a,_, 2 &, per ogni k.

Infine, una condizione necessaria affinché la successione
a4, abbia limite é che @, sia compreso tra a8, e a,.

Dimostrazione: La funzione g(x) = {(f(x}) & crescen
te; infatti.

X, < x, ==> f{x,) » f(x,) => £{f{x,)) < £{f(x,)}).

Inoltre, dato che a, = fla,_,), risulta

8o = Tlag I=tlfla, ))-glay ).
Percid la successione a, ., del termini di posto

dispari & definita per ricorrenza tramite la funzio-
ne crescente g(x). In base al teorema precedente a,

¢ una successione monotdna, crescente se a, < a e

a

decrescente se a, > a,.

Si procede in modo analogo per la successione a,

dei termini di posto pari, dopo aver osservato che

= B
a,€ 4, st a; 3 d5.

Suppenende a, < a,, proviamo per induzione su k

che a < a Per k = 1 la relazione & vera per i-

2k-1 2k

potesi; supponendo che azkﬂ_gaZK ottenlamo

Aoy = 8lag ) < glay ) = ay,

In figura 12.2 schematizziamo due diverse situa-
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zioni a seconda che a, sia interno od esterno all'inm

tervallo di estreml a, e a,.

S doy
-
aj<a;<a, ! | [ 111 Li 1 1 I
81 33 35 36 a4 az
82Kk 82k
ay<ag<a, —tl L L " L L L tlt
ag 33 dq 82 34 36
figura 12.2
Se a, & esterno all'intervallo di estremi a,, a,,

ad esempio se, come in figura 12.2, a, < a, < a,, al
lora a,,_, © decrescente e a, & crescente. Percid,es

sendo

. :
A1 = Fx Bz X B o

il limite per k>+= di a, , & diverso dal limite di

a quindi il limite per n~>+« di a_ non esiste.

2%

12.21 Verificare che la seguente successione soddi -
sfa le ipotesi del teorema precedente (ed ov-
viamente anche la tesi) ma non & convergente:

a, = 2, a,, = /a,.

[La funzione f(x)=1/x & un'applicazione decrescente dell'intervallo I=

=(0,+ @) in st e risulta a,, ;=2, 24 = 1/2 per ogni k EN ]



328

12.22 Studiare la seguente successione definita per
ricorrenza

- = 2
a, 1, a 41 2/a’

[ La successione non ammette limite. Cid segue dal teorema precedente,
infatti la funzione £{x)=2/%% & un'applicazione dell ' intervallo
(0,+® )} in s& ed & decrescente. Dato che a, =1, a, = 2, ag= 1/2,non
& verificata la condizione necessaria (a, compreso fra a, ed a, )

affinché la successione abbia limite ]

12.23% Studiare la successione definita per ricorren-

za da
X+2
a, =0, a_, = f(a,) con f(x)= %11
[ La funzione f(x) & positiva e decrescente (dato che £'(x)< 0) per
x » 0. Percid
0< fix)<f{0y=2 , ¥x 2 0.

Ouindi £: I=I, dove I & 1l'intervallo [0,2] . Risulta a =0, a,= 2
a, =4/5. Percid 2y € crescente, a., € decrescente e a5, 4 < Ay -
La condizione necessaria a,< a, < a, & verificata. In figura

12.3 sono rappresentati aleuni termini della successione.

Y
y=1x
2 I
3 -
1
— ——— A ! _ x+2
e Y 2x+1
| I L 1
| t |
[ I I |
a0 |
|
i 2)
dn 63 g da 'S

figura 12.3



Osservande la figura 12.3 si pud congetturare che la successione a,
converge ad 1. Per dimostrarle & opportuno studiare separatamente le

successiond a,y_q, 84 Per a,, . risulta a, =0 e a2k+1=g(a2k_1),dg

ve
bois 4
+ 2
(£)=E(£(x)) 2x+1 5% + &4
X: X = =
& X+2 bx + 5
2 +1
2x+1

La funzione g{x) & crescente nell'intervallo [o,2 1 ed ha in tale
intervallo un unico punto unito, uguale ad 1. Percid, per k >+ ,la

successione a,, _, converge ad 1. Analogamente a,, > 1. Quindi tut-

ta la successione a, converge ad 1 pexr n>+® |

12.24 Studiare la successione definita per ricorren-
za da

4
= — y —
a 1, a . 1 3 12
n
[La funzione f{x)=1+4/(x+2) & un'applicazione decrescente dell'inter-
vallo [ 1,+ @) in s&. Con lo stesso metodo dell'esercizio preceden-
te si verifica che per n+% la successione a, converge a 2, unico

punte unito di £(x) din tale intervailo ]

120, conmtra=zioni

Una funzione f{x) & lipschitziana in un insieme I
se esiste una costante L ( costante di Lipschitz ) tale
che

If (le) ‘f;(X:z) I <L 1 Xy,7%, I, Vx,,x,¢el.

Se f{x) & un'applicazione da 1 in s& ed & 1lip -
schitziana con costante L < 1 allora si dice che es-
sa & una contrazione nell'insieme I.

Alcuni esercizi sulle funzicni lipschitziane so-
no proposti nel paragrafo 9C. Qui proponiamoc 11 se-
guente:
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12.25 Verificare che:
{a) f{x)=|x| & lipschitziana su R

(b) £(x)=|x-1]/2 & una contrazicne su R

[Utilizzare la disuguapglianza proposta nell'esercizio 9.6 1

TEQREMA DELLE CONTRAZIONI. - sia I un intervallc
chiuso (non nacessariamente limitate} e sia f : I-1 una con-
trazione con costante 1. < 1. Aallera esiste in 1 un unico
punto unito X, per f(x), cioé tale che X, = f(X,). Inol

tre, comungue si scelga a,¢1, la successione & definita

per ricorrenza da 8.1 = f(ah) , & convergente ad X, e va-

le la stima dell'errore:

Dimostrazione: Proviamo preliminarmente 1' unicita
del punto unito: Se per assurdo supponiame che x, e
x, siano due punti uniti distinti per £(x) in 1I,cioé&
tali che x,=f(x )} e x, =f{(x,), allora, dato che L<1,

otteniamo la contraddizione
[XI-X2]=|f(X1)-f(X2)|i L|X1'X2l{|xldxzi

Proviamo ora l'esistenza del punto unito. Osser-
viamo preliminarmente che ogni funzione lipschitzia-
na & continua (anzi uniformemente continua) in I.

Se I=[a,b] & un intervallo chiuso e limitato al-
lora il risultato segue, come nell'esercizio 9.23,dal
teorema dell'esistenza degli zeri applicato alla fun
zione g{x) = f(x) - x nell'intervallo [a,b] (infatti
gla)=Ff(a)-a > 0, g(b)=f(b)-b < 0 e quindi esiste x,¢

el per cui g(x, J)=f(x,)-x, = 0).
' Supponiamo ora che I sia un intervalle illimita-
to del tipo [a,+=) (i casi (-«,bl, oppure (-«,+») si
trattano in modo analogo).

Dato che f: I-»I,risulta f(a) > a. Inoltre, dalla
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disuguaglianza [£{x)-f{a)| < L|x-al|=L(x-a)valida per
xela,+®), otteniamo f(x) < f(a) + L{x-a) e quindi

f{x)-x < £(a) - La + x(L-13, VYxela,+w),

Dato che L < 1, 11 secondo membro tende a -« per
x+to, Percid

H

lim f(x) - x

i o

Esiste quindi un numero b > a per cui f(b)-b < 0.Per
il teorema dell'esistenza degli zeri, esiste x_¢[ab)
per cui f(x,)-x, = 0.

Proviamo ora per induzione che vale la stima del
1'errore (*): Tale relazione & vera (con il segno =)
per n=0. Assumendo che (*) sia vera per n, date che
x, = £{x,), risulta anche

lap, -, | = |£(amﬂ)—f(xo)| =
n+l
<L Iami - Xol < L .al_X01
Percid la (*) & dimostrata. Da essa deduciamo

- Il
che, per n»+«, a converge ad X,, perché L - 0, es-

sendo 0 < L < 1.

12.26 Mostrare con un esempio che 11l teorema prece -
dente mon vale in generale se I & un interval-
lo aperto.

[ Ad esempio la fumzione f(x)=x/2 & una contrazione nell'intervallo a-
perto (0,1), ma non ammette alcun punto unito in tale intervalle.Evi
dentemente z_=0 & un punte unite per la funzione %/2 nelltintervalle
chiuse [ 0,1 ] ]

Un criterio per verificare se una funzione & lip
schitziana, ¢ se & una contrazione, & il seguente

TEOREMA. - gia f(x) una funzione derivabile in un in
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tervalle 1. f(x) & lipschitziana in 1 con costante L se

e splo se
£ (x}| < L, ¥ xel,

Dimostrazione: Dati x,, x,¢I, applichiamoc il teore

2

1

ma di Lagrange alla funzione f(x} nell intervallo
{x,,%x,]. Esiste un punto £e{x,,x,) per cui f(x,) -

- f(x,) = £'(E){(x,-x,}. Essendo |[f'(x}]2 L per ogni
xel, in particolare |£'(£)| < L; percid
[ECx D -Flx ) I=1£7(e) | [x.-x,| < Llx,-x,]|
Viceversa, se f£{x) & lipschitiziana, allora se
+ hel,risulta

[f{x+h)-£f(x}] < L |h]

X X

o a

Dividendo per |h| (# 0) e passando al limite per h~0
otteniamo l1la tesi.

12.27 Verificare che la funzione £(x)=vX+5 & un’ ap-
plicazione dell'intervallo [1,3] in s& ed & u-
na contrazione in tale intervallo.

E N
[La funzione f(x) & crescente su R. Dato che f{1) = Ve > 1 e

3, —
£(3) = v 8 = 2, risulta

f: [1,3] ~ [ Yo .2] € [1,3 ]

-2/3
La derivata £'(x)=(1/3}(xt3} & decrescente nell'intervallo [[1,3);

percid
0 ¢ £ () £ £1(1)= 1. veel 1,3 ]
— — 3 62;3 » . 1 -
Quindi £(x) & una contrazione in [ 1,3 ], con costante 371 '6-2’13]
1228 Verificare che la funzione f(x) = x+1-log x

{a) & lipschitziana nell'intervallo [1,+=};
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(b) & un'applicazione dell'intervallio [1,b] im
sé&, per ogni b > e;

{c) & uyna contrazione con costante'l-bq' nello
intervallo [1,b], per ogni b > e.

[(a) La funziene f(x) & lipschitziana in [1,+* 3 con costante di Lip-
schitz uenale ad 1, dato che 0 € f'(x)=1-1/x < 1, ¥x > 1; (b) Essendo

f'(x) > ¢, la funzione & crescente per x > 1; percid se b > 1
2=F({1) ¢ £(x) ¢ £f{(B) = b + 1 =~ log b .
Dato che logb > 1 se b > e, risulta [ 2,btl-logb] < [ 1,b ]; {c)ba
to che f'{x) & crescente, risulta 0 < £'(x) < £4(b)=1-1/b]
12.29 Studiare la successione definita per ricorren-
za da
a, > 1, a .= a,t+t1- log a,

[Poniame b = max {a,,e } . In base all'esercizio precedente la fun -

zione f(x) = x+l-log X & una contrazione nell'intervallo [ 1,6 ].pPer

cid, per n>+ >, a, converge all'unico punto unite di f(x), che &
5, = e ]
12.%0 Verificare che la funzione f(x) = (2x-x?+2)/3 ¢

un'applicazione dell'intervallo [0,2] in s& e
che & una contrazione in tale intervallo.

[ pal segno della derivata f'(x) si verifica che £{z) & crescente nel -

1tintervallo [0,1] ed & decrescente in [ 1,2 | . Essendo £{0)=F()=
= 243, £(1)=1, risuita 2/3 £ f{x) < 1 per ogni x¢ [0,2] . Percid f{x)
applica 1l'intervallo {o,2] in [2/31 ] « [0,2] . Dato che la de

rivata & decrescente, si ha

2-2x
< £'(0) =

=2y £ £'(x) = PR

(YU
(SR

Percid f{x) & una contrazione in [ 0,2 1 con costante 2/3 ]

12.31 Studiare la successione

1 n+l

a, = 2, a = (2a, - a2 + 2)/3
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[ In base all'esercizio precedente la funziome £(x) = (2x-x2 +2)/3 &
una contrazione nelllintervallo [ 0,2 1. Incltre %=1 & il punto

unitc ¢i f{x) intale intervallo.Percid,pex n—> +%®, &, converge ad 1]

la,*1]
. . - n
12.32 Studiare la successione: a =-7, 84y = 5

{ 8i verifichi che la funzione f(x) = l x+l | /2 & una contrazione su

R. La successione a,, per n > +% , converge ad 1, punto unito di

£(x) ]

12.33 Studiare la successione: a =0, a_, = cos(l-a )

[ La funzione f(x) = eos (1-x) & un'applicazione dell'intervalle (a1 ]
in s& ed in tale intervallo & una contrazione con costante L=sen 1.

La sircessioe a, converge ad 1, punto fisso di f(x) ]

12.34 Si studi la successione definita per ricerren-

za da
3 i
1 X% sen . se x ¥ 0
a,= ¢, @ +l=f{an) con f(x)= . .
se x = 0.

{ La funzione f{x) applica l'intervallo {-1/3, 1_)’3] in sé&; infatrd ,
se 1)( Ig 1/2, risulta

| €G]« [x ] < 1/27 < /3.

Inoltre £{x} & una contrazione in tale intervalle, perché, se
ix‘( 1/3, si ha £f'{0) = 0 e se x # O

if'(x) 1 =l 3x Zsen (ifx)'—x cos (lix)l

[Tal

lxl(?» le 'Isen (1/%) |+|cos (1/x) l)

a3

Ix l( Isen(lfx) ! +| cos(1/x) l) <2 131 £ 2/3.

Il punto fisso di f(x) in [-1/3,1/3 ] & x_=0. Percid a, +0]



12D, L.e successioni sen nx, cos nx

Con 1'ausilio del metodo di induzione riprendia-
me in questa sede le successioni sen nx, cos nx gia
considerate nei paragrafi 76 e 7I.

PROPOSIZIONE. - La successione 3, = sSen nx & conver .
gente se e solo se X = kn, con kéZ. La successione b =COS nx
& convergente se e sclo se x=2km, con kel.

Dimostrazione: Le successiomi a = sen nx per X=KT
e b, = cos nx per x=2km, somno costanti (rispettiva

mente uguali a 0 ed 1); & guindil ovvio che sono con-
vergenti.
Studiame la successione a, = sen nxX con x#kn. In

base alle formule di addizione abbiamo

a,, = sen [{(n+1)}x] = sen (mx +x)
= Sem NX-CoS X + €OS NX-Sen X =
= a, €05 X + b, sen x;

a,, = sen [(n-1)x] = sen (nx - x)

= 3N NX-C0S X-C0s NX-sen xX =

= a, COS X - bn sen x.

Sommandoc e sottraendo otteniamo

(1) a .. + a
(2) n+l

Supponiamoe ora, per assurdo, che a converga ad

Za, cos X ;

m
]
m
[

-1 Zb, sen x

un numero a. In tal caso dalla (2), dato che sen x#0
(essendo x # km), segue che b 0. Dalla (1) segue
pei che Za=Zacos x, ciog

2all-cos x) = 0.

Essendo cos x # 1, deve essere a = 0. Percio, se
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A
T

convergente, allora necessariamente a, - 0 e

b, - 0. Cid contrasta con la relazione fondamentale
2 + 2 =

al bn 1.

Frocediamo in mode analogoe per la successione

b, = cos nx, con x # 2km, VkeZ. Dalle formule di ad-

dizione si ottiene

o
Il

bl b, cos x - a, sen x ;

b = bn cos X + a  sen X

Per somma e sottrazione otteniamo

(3) b, * b, =2b cos x ;
(4) b, - b, =-2a, sen X
Se, per assurdo, suppeniamo che b, converga ad

un numerc reale b, dalla (3) ctteniamo
2b {1-cos x}=0.

Dato che x # 2km, risulta cos x # 1 e quindi b=0.

Prima di procedere oltre & opportuno osservare
che, se x = k1 con k dispari, allora si verifica di-
rettamente che b_ = (-1)". Percid im tal caso la suc

cessione b mnon & convergente. Nel seguito ci limi -
tiamo a coasiderare b = cos nX com X # km.

Se x # k7 risulta sen x # 0 e quindi dalla {4)
deduciamo che a, - 0. . Le relazioni di limite a_ -+ 0,

b, =+ 0 contraddicono di nuovo il fatto che ai +bi=1.

12E. Successioni dipendenti da un parame
tTxo. Comporiauanento caotico

In guesto paragrato esaminiamo una successionede



L
L]

finita per ricorrenza e dipendente da un parametro
reale x. Vedremo che il comportamento della succes -
sione & fortemente influenzato dalla scelta del para
metro. Infatti, mentre per alcuni valori di X la suc
cessione risulta convergente, per altri valori di X
non & regolare e, in quest'ultimo caso, pud essere
fortemente influenzata dalla scelta del dato inizia-
le a,, nel senso che dati iniziali fra loro  vicini
possono dar luogo a successioni moltce diverse fra lo
ro, In presenza di tali instabilita si parla di caos
= dl successioni caotiche.

Esponiamo preliminarmente alcuni risultati teori
ci e chiudiamo il paragrafo con due elaborazieni nu-
meriche. Consigliamo il lettore che pud far uso di
un computer di '"verificare sperimentalmente' i risul
tal esposti in questo paragrafo.

La successione che prendiamo in considerazione e
definita per ricorrenza da

a,el0,1], a4y = ra, (1-a.)

Come gia detto ) & un parametro reale. Possiamo ri
scrivere la legge di induzione nel modec seguente

a = f(a, ) con fF{x) = xx(1-x)

ntl

Con un rapido calcclo si verifica che f(x) & po-
sitiva in [0,1] se x > 0, che il massimo di f(x) si
ottiene per x = 1/2 e che il valore di massime &
f{1/2) = »/4. Percio f(x) & un'applicazione deil'in-

tervallo [0,1] in sé& se 0 < X < 4.

Discutiamo quindi il comportamento della succes-
sione a_ per Ae[0,4]. Cominciame con l'osservare che
i criteri del paragrafo 12B non sono applicabili glo
balmente in [0,1] perché f(x} non & monotdna in tale
intervallo. Vedremo perd fra poce che saranno appli-
cabili ad un sottointervallo per alcuni valori del
parametro A.
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12.35 Verificare che la successione a, risulta con -
vergente {(qualunque sia X) se per a, si sceglie
uno del valeri sottoindicati:

(a) a, =0 (b) a, = 1

[(a)a, =0 ¥nex; (») a =0 Yn > 2 ]

12.36 Determinare per A > 0 i punti uniti della fum-
zione f(x) = ax(1-x)} nell'intervallo [0,1].

[Sse0< h <1, f(x) ammette in [ 0,1 ] 1'unico punto unito x, =0,

Se invece A > 1, £(x) ha due punti uniti: x =0 e x_=1-1/ X

12.37 Supponendo che a,  sia convergente, determinare
i possibili valori del limite per re{0,47].

[ bato che 0 ¢ a, <1 per ogni n, il limite di a,, se esiste, & un pun

to unito di f{x) nell'intervalle [ 0,1 ] . Percid i possibili vale-
ri del limite sono: 0 se 0 € A < 1; O oppure 1-1/ A se A > 1]

12.38 Sia 0 < A < 1. Verificare che

(a) f{x) & una contrazione nell'intervallo[Q,i]
(b) la successione a  converge a zero qualun -

que sia 11 valore iniziale a,e[0,1].

[ {a) La derivata £'(x)=XA {1-2x) & una funzione decrescente.Percid il
suo massimo nell'intervalle | 0,1 ] & assunto per x=0, e vale f'{0)=
=}, mentre il minimo si ottiene per x=1 e vale f'{1)=-A .

Quindi | £1(x) | < A per ogni x €[ 0,1 1. Dato che A< 1, f(x) 2
una contrazione in [ 0,1° ]| con costante A; (b) £{x)} & una contra -
zione in [ 0,1 1. Percid, in base all'analisi fatta nel paragrafe

12¢, la successione & converge zll'unico punto unito di f(x), che &

lo zero]

12.39 Sia 1 < x < 2. Verificare che

(a) £(x) & un'applicazione dell ' intervallo
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[0,1/2] in seé; _
(BYE£(x) & crescente in [0,1/2];

(c) £(x) > x se xe(0,1-1/%);
f(x) < x se xe(1-1/x», 1/23;
(d) qualunque sia a;<{0,1), la successione a,
& convergente ed il limite vale 1-1/h.
[(a) Abbiamo gid verificato che il massimo di £(x) & £(1/2)= A /4. Per

cid, se A < 2, risulta 0 < f(x) < 2 per ogni x€[0,1] e quindi, a

maggior ragione, per ogni x¢€ [o,1/2 1 ; (b) £'(x)= X (1-2x) > 0 per

x€[ 0,1/2 15 ¢e) L'enunciato si vede chiaramente rappresentande in
uno stesso sistema di assi cartesiani le funzioni v = f({x) e v = x%.
Lasciame al lettore la verifica analitica, che consiste nel risolvere
una disequazione di secondo grado; (d) consideriamo  preliminarmente

a,€(0,i/2 ] . In base all'analisi fatta nel paragrafo 12B la succes
sione a & monotdna e converge (crescendo se a ;< 1-1/ A, .decrescendo
se a > 1-1/X ) ad 1-1/} . Se invece a, > 1/2, dato che £(x)< 1/2per
ogni x€[0,1] , risulta a ,=f(a ;) < 1/2. Quindi aze{o,lfz) se
a € (1/2,1). Si procede poli come in precedenza per la successione

B, 5, By 5 By e ]

Sia » > 2. Verificare che:

(a) a, < A/4 per ogni n > 2;

(b) esiste un indice v per cui a, > 1/2.
[ (a) Dato che f{x) < XA /4 per ogni x, risulta anche a ., = f(a )< pyn
pér ogni n > 1; (b} supponiame per assurde che a < 1/2 per ogni n.Da

to che f(x) & crescente in [ 0,1/2 ], per l'analisi fatta nel paragra

fo 12B, a n sarebbe una successione monotdna, convergente ad 1-1/ A
Perd 1-1/A > 1/2 perchd A > 2. Cid contrasta con l'ipotesi a < 1/2

per ogni n ]
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12.41 Sia 2 < » < 1 + V5 = 3.2... Verificare che £f(x)
& un'applicazione dell'intervalle [1/2, »/4]in
sS&.

[ sbbiamo provato in precedenza che f£(%) < A/4 per ogni x. Datc che
(%} & decrescente nell'intervallo {1/2,1 ], rimane da verificare
che £{ A /&) > 1/2, ciocé che

A 1
N — (1 - — )35 <=> A3 - 4 A% 48 0.
Dopo aver osservato che il polinomio di terzo grado in X si anmulla
per A=2, possiamo scomporle nel modo seguente:
A¥-4 A248 = (A-2)(A2-22-4) < 0
E' facile verificare che tale disequazione & soddisfatta se 2¢ A <
<1+ V5]
12.42 Sia 2 < x < 1 + Y3 = 2.7... Verificare che

(a) f(x} & una contrazione nell'intervallo
[1/2,4x/4];

(b} qualunque sia 11 valore iniziale a _e(0,1),
la successione a_converge a 1-1/X.

[ (a) In base all'esercizio precedente, f{x) & un'applicazione dell'in
tervallo [ 1/2, A/ja 1 in sé. La derivata f'(x) = A (1-2x) & decre

scente, percio:
£90 A /a) = A{1- Af2) € £'(x) < £'(1/2) = O.

Ne secue che f{(x) & una contrazione se
A A
e | < | x(.l-g)[:x (;-1<r,

cjod se A% - 2A - 2 <0, e cid & verificato nel nostro caso; (D)
in base alla parte {b) dell'esercizio 12.40 esiste un indice ¥ per
cui a ., > 1/2. I1 risultato discende dal teorema delle contrazioni,

applicato alla sucdcessione a., conn LAY, ]

12.43%3 8ia 1 < x < 3. Verificare che esiste un intor-
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noe I del punte x, = 1-1/%x con le proprieta:

(a) £f(x}) & un'applicazione di I in sé&;
(b)Y £(x) & una contrazione su I;
(c) se a,e¢I, allora a, converge ad 1-1/n.

[ Posto x, = 1-1/ A, risulta £'(x_ ) = 2- A . Percid, se 1 < A<3, risul
ta l £i(x) 1 < 1. Per il teorema della permanenza del segno esiste

un intervallo I = { x - g, %, * &3, con § > 0, per cui If'(x)1< 1

per x € I. Dato che £(x_) = x_, per il teorema di Lagrange applicato

all'intervallo di estremi x_, x I, otteniamo

‘f(x)-xo |= if(x)—f(xoj |: lf'(g ){x-xo)i < |x—xo i <8
Percid x - & < flx) & %, * &, cicd F(x) € I. Cid prova {a) e (b).In
fine (¢) & censeguenza del teorema delle contrazioni 1

Dall'analisi fatta fince ad ora si deduce che la
successione a € convergente se A < 3.

Pill complicato & lo studio per A > 3. €i limitia
mo pertanto ad elencare alcuni valori numerici trova
ti per a, in corrispondenza a due diversi valori del
parametro A.

Cominciamo col considerare A=7/2. Nella tabella
che segue riportiamo alcuni valori di a Z 1im corri-

spondenza a due diverse scelte del primo termine a,.
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A =_3.5

n a, {a, = 0.5) a (a; = 0.3)
1 0.5 0.3

2 0.875 0.735

3 0.3828125 0.6817125
4 0.8269348 0.7594319
5 0.5008976 0.6394326
& 0.8749971 0.8069545
7 0.3828199 0.5452254
8 0.8269408 0.8678412
9 0.5008837 0.4014247
10 0.8749972 0.8409902
30 0.8749972 0.8269407
31 0.3828196 0.5008840
32 0.8269407 0.8749972
33 0.5008842 0.3828196
34 0.8749972 0.8260407

Dalla tabella si pud intuire che in nessunoc dei

due casi la successione a, € convergente. Perd siamo

in presenza di un comportamento periodico : im entrambi
i casi si ripetono in sequenza i quattro valori (ap
prossimati) 0.87..., 0.38..., 0.82..., 0.50...; in
questo caso si dice che la successione ha un ciclo di
periodo 4. Abbiamo schematizzato questo ciclo in figu
ra 12.4. )
Consideriame ora il caso A = 3.98, partendoc da
due valori iniziali vicini fra loro (a, = 0.3 oppure

a, = 0.301).
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figura 12.4
A = 3.98
n a.n(a 1=0.3) an(a L= 0.301)
1 0.3 0.301
2 0.8358 0.8373880
3 0.5462086 0.5519539
4 0.9865017 0.9879946
5 0.5299791 0.4720754
6 0.1997527 0.1790163
7 0.6362093 0. 5849336
8 0.9211591 0.9662859
9 0.2890473 0.1296580
10 0.817885% 0.5491303
11 (0.5928150 0.9847008
12 0.9607137 0.0599589
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Come si vede la differenza iniziale su a, si am-
plifica ad ogni passo e dopo poche iterazioni genera
numeri molto distanti fra lore. In questc caso s1i
pud forse intuire che la successione non & convergen
te; perd & opportuno diffidare dei risultati numeri-
ci indicati in quest'ultima tabella perché&,se le pic
cole differenze iniziali si amplificano, allo stesso
modoe ad ogni iterazione si amplificano gli errori di
troncamento che ogni computer necessariamente fa.Que
sta viene normalmente chiamata situazione caotica.

I risultati indicati sopra sono stati ottenuti
con un computer che operava con 16 cifre decimali.Il
lettore non si meravigli se, facendo girare un pro -

prio programma su un diversc computer, ottlene per
A = 3.88 risultati anche molto diversi da quelii in-
dicati. Viceversa, per A = 3.5, dovrebbe ottenere so

stanzialmente i risultati indicati nella tabella pre
cedente perché, come & possibile dimostrare, in quel
caso l'algoritmo di ricorrenza & stabile.
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