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Prefazione

Negli ultimi otto anni i corsi universitari di matematica hanno subito notevoli cam-
biamenti: il “nuovo ordinamento” degli studi universitari, basato sul modello di una
laurea triennale seguita da un biennio specialistico, ha profondamente mutato le esi-
genze e le caratteristiche dell’insegnamento della matematica “di base”. Ad una prima
fase caratterizzata da una drastica riduzione nei contenuti, e contemporaneo muta-
mento nel taglio di questi insegnamenti, improntati ad uno stile pit pragmatico e
meno astratto, si sono succeduti via via vari aggiustamenti, che hanno cercato di te-
ner conto sia dell’esperienza didattica che delle esigenze proprie dell’insegnamento di
una disciplina con caratteristiche sue proprie, com’® la matematica. Ora siamo ad un
nuovo punto di mutamento: I'universita torna a sottolineare maggiormente la forma-
zione di base, che era stata in parte sacrificata nella frammentazione di mille corsi
brevi o compositi. Lesperienza del nostro testo “Matematica”, scritto otto anni fa
per venire incontro alle mutate esigenze didattiche, e rivisto dopo quattro anni, ci
spinge quindi oggi ad un nuovo impegno, nella speranza di offrire dei testi universitari
di matematica che possano essere pienamente utili a studenti e docenti.

La prima scelta, naturale per quanto detto sopra, ¢ stata: a ciascun corso il suo
libro di testo. Ecco quindi questa “Analisi 17, che sara seguita a breve da una “Analisi
2”7, e affiancata da una “Geometria e Algebra”, che sara scritta da altri ma coordinata
con questi nostri testi: questo allo scopo di poter dare ad ogni corso il giusto spazio di
approfondimento, senza cadere nelle eccessive sintesi, ma nemmeno nella tentazione
del “trattato” che rimane poi chiuso su uno scaffale. Il nostro volume unico “Ma-
tematica” continuera ad esistere, almeno per il momento, e potra essere utile nelle
situazioni in cui rimangano corsi piuttosto compressi.

I contenuti di questo testo di Analisi 1 sono quelli fondamentali di un corso di Ana-
lisi Matematica per funzioni di una variabile, ed un’occhiata all’indice sara sufficiente
ad illustrarli. Merita un discorso a parte solo I'ultimo capitolo, “Modelli dinamici di-
screti”, che presenta un argomento meno tradizionale con il quale si intende aprire
per lo studente una finestra verso la modellistica, con la speranza di stimolarne la
curiosita verso gli sviluppi successivi dell’Analisi e delle sue applicazioni. La contro-
parte continua dei modelli dinamici, ossia le equazioni differenziali, sono state invece
collocate nel secondo volume.

Pur nel maggiore approfondimento, i criteri didattici generali che ci ispirano in
questo testo sono gli stessi che ci hanno guidato fin qui:

1. Anzitutto, introdurre il minimo di astrazione necessaria per raggiungere l'o-
biettivo di conoscere, comprendere e saper utilizzare i contenuti di base dell’Analisi
Matematica, con particolare riguardo agli aspetti effettivamente utilizzati negli altri
corsi della laurea triennale.
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2. Mantenere un equilibrio tra sinteticita e chiarezza: “Things should be made as
simple as possible, but not any simpler”! (Einstein). L’eccessiva brevita oscura le idee.
La giustificazione del risultato, la dimostrazione, quando non richieda un apparato
formale troppo pesante, e quindi non sia incompatibile con la sinteticita, rende pit
consapevoli dei nessi e percio aiuta a comprendere.

3. Motivazione. In uno studio impegnativo come quello della matematica, la moti-
vazione gioca un ruolo fondamentale. D’altro canto, lo studente che affronta un corso
di matematica di base, di solito sta iniziando lo studio di una disciplina tecnico-
scientifica, che costituisce il suo interesse principale. Percio si ¢ cercato di presentare
ogni nuovo concetto attraverso esempi tratti dalle applicazioni pitt comuni e di svilup-
pare la teoria accompagnandola costantemente con riferimenti a problemi tratti dalle
varie scienze, evidenziando ove possibile il ruolo dello strumento matematico nella
modellizzazione scientifica.

4. Nessuna separazione tra “teoria” e “pratica”. Non esiste sapere senza saper
fare, e viceversa. Esempi, esercizi e applicazioni sono costantemente alternati alla
presentazione teorica.

5. Modularita. I corsi di matematica di base sono variamente organizzati nei vari
corsi di studio e nelle varie sedi. Inevitabilmente ogni docente dovra scegliere quali
parti del testo svolgere e quali no, nei propri corsi. Si & cercato di mantenere la
massima modularita e indipendenza possibile, compatibilmente con la struttura logica
del discorso matematico. In ogni capitolo la materia & stata organizzata raggruppando
1 concettl irrinunciabili in alcuni paragrafi. Tutto questo dovrebbe rendere agevole per
il docente, e quindi per lo studente, un utilizzo parziale del libro.

In particolare, di quasi tutti i teoremi del calcolo differenziale e integrale in una
variabile qui presentati & stata fornita una dimostrazione, ottenuta con un percorso
logico che renda il piti contenuto possibile I'investimento iniziale di tipo fondazio-
nale, ridotto sostanzialmente al solo teorema di esistenza del limite per successioni
monotone. Alla fine del capitolo sul calcolo integrale & stata inserita una sezione che,
avendo come punto d’arrivo la dimostrazione dell’integrabilita delle funzioni continue,
presenta sinteticamente i principali temi e risultati fondazionali tradizionali: teorema
di Bolzano-Weierstrass, completezza di R, teorema di Heine-Cantor. Svolgendo anche
questa sezione si ha un quadro ragionevolmente completo dei fondamenti dell’Ana-
lisi Matematica di base, mentre omettendolo non ¢ compromessa in alcun modo la
comprensione delle restanti parti del testo.

Desideriamo anche in questa occasione ringraziare tutti i nostri colleghi e studenti
che nell’arco di questi anni, con i loro suggerimenti, osservazioni e critiche, ¢i hanno
stimolato a cercare di migliorare continuamente i nostri testi.

Giugno 2008 Gli Autori

!Le cose andrebbero rese il pili semplice possibile, ma non troppo semplici,
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Numeri

L'obiettivo principale di questo capitolo ¢ introdurre gli oggetti pili elementari del
discorso matematico: i numeri. Sul concetto di numero, come vedremo, si basa quello,
centrale in tutto questo corso, di funzione, che sard introdotto nel prossimo capitolo
¢ ampiamente ripreso in tutto il seguito.

Tuttavia, & necessario prima introdurre o puntualizzare alcuni concetti che hanno
a che fare col linguaggio matematico. Come vedremo, non si tratta solo di questioni
terminologiche, ma piuttosto di questioni logiche e di metodo: il lingnaggio matema-
tico infatti & strettamente legato alla logica. A sua volta, da piu di cent’anni la logica
matematica utilizza anche il linguaggio specifico degli insiems.

Gli insiemi quindi si possono vedere per un verso come altri oggetti elementari del
discorso matematico (come lo sono i numeri), per un altro verso come parte integrante
del linguaggio logico con cui parliamo di matematica. Al linguaggio logico-insiemistico
dedicheremo percio il primo paragrafo.

1 INSIEMI E LOGICA

1.1 Concetti di base sugli insiemi

La teoria degli insiemi puo essere presentata e studiata come teoria assiomatica. Stori-
camente questo e stato fatto a partire dal 1908, con Zermelo!. In modo pil informale,
la teoria veniva utilizzata gid dagli anni 1880%; noi la utilizzeremo in questo modo
informale, o, come si usa dire, “ingenuo”.

Le parole chiave

11 lingnaggio degli insiemi si basa su tre parole chiave:
1. Insieme
2. Elemento
3. Appartenenza

1Brnst Zermelo, 1871-1953, matematico tedesco.
2Ad esempio da Georg Cantor (1845-1918), normalmente considerato il padre del concetto di
insieme.
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Significato dei termini

Non definiamo queste tre parole, ma possiamo spiegarle in modo informale ed implici-
to. Quando si dice: I'insieme dei punti di un piano, 'insieme degli iscritti a un’univer-
sita, 'insieme delle stelle di una galassia . . . tutti comprendono il significato di queste
frasi; la nozione di insieme ¢ generalmente assunta come primitiva (cio¢ non riducibile
a concetti pit elementari). Useremo come sinonimi le espressioni: collezione, classe,
aggregato, famiglia. .. Un insieme ¢ determinato dai suoi elementi, nel senso che un
insieme ¢ definito quando abbiamo un criterio con cui stabilire se un dato oggetto e
o non ¢ elemento di questo insieme. Invece di dire “il tale oggetto & un elemento del
tale insieme” si dice anche che quell’elemento appartiene all’insieme.

Simboli

Per indicare gli insiemi si usano solitamente lettere maiuscole, come
A,B XY ...

Per indicare gli elementi di un insieme si usano solitamente lettere minuscole a, b, . ..
...,x,y...,e per indicare che un elemento x appartiene all’insieme A scriviamo

x €A
o anche A 3 x (“Ad A appartiene x”).
Come si specifica un insieme
La scrittura
A=41,2.5}

significa che I'insieme A ha come elementi i numeri 1,2,5 (e nient’altro): I'insieme
¢ quindi ben definito. In questo caso si dice che 'abbiamo definito per tabulazione,
ossia elencando gli elementi che vi apparetengono. Per questo scopo si usa sempre la
scrittura A = {... } (cioé con le parentesi graffe che contengono 'elenco degli elemen-
ti, separati da virgole). Definire un insieme per tabulazione presuppone che l'insieme
abbia un numero finito di elementi. Come vedremo, molto spesso in matematica ab-
biamo a che fare con insiemi infiniti; per definire questi insiemi ci vorra quindi un
altro metodo: vedremo in seguito quale.

Osservazioni sul concetto di insieme
Notiamo che

{1121 5} = {1,5, 2}

ossia: 1'ordine in cui elenchiamo gli elementi ¢ irrilevante, perché, come detto sopra,
cio che determina un insieme & sapere quali elementi appartengono o meno ad esso, e
nient’altro. Il concetto di un ordine tra gli elementi & estraneo al concetto di insieme.
Cosi pure gli € estraneo il concetto di molteplicita degli elementi: in altre parole, non
ha senso dire che un certo elemento di un insieme ¢ “contato due volte”. Ad esempio,
I’insieme delle soluzioni dell’equazione

(t— 1) =1
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(che ha come unico elemento il numero 1) & uguale all'insieme delle soluzioni dell’e-
quazione
2
(z — 1) =0.

Il fatto che la seconda equazione abbia la soluzione z = 1 che ha molteplicita algebrica
2, non cambia 'insieme delle sue soluzioni.

Relazioni tra insiemi: uguaglianza
Abbiamo gia detto che due insiemi sono uguali quando possiedono gli stessi elementi.
Detto piti esplicitamente:

A = B significa:

“Ogni elemento che appartiene ad A appartiene anche a B e ogni elemento che ap-
partiene a B appartiene anche ad A”. Si noti che dimostrare I'nguaglianza tra due
insiemi comporta quindi dimostrare due proposizioni distinte. Formalmente:

(1.1) Ve(zce A=z € B)eVo(z€B=>2¢€A).

Abbiamo introdotto due simboli logici:

il simbolo V si chiama quantificatore/universale e si legge “per ogni”, “per tutti”,
“per ciascuno”;

il simbolo == si chiama implicazione logica e si legge “implica” o “se...allora”
(ad esempio: “se z € A allora x € B”).

Riprenderemo entrambi piu avanti.

Relazioni tra insiemi: inclusione

Puo accadere che valga solo una delle due richieste espresse dalla definizione di ugua-
glianza (1.1). Ad esempio, se sappiamo solo che ogni elemento di 4 & anche elemento
di B, potremo dire che A ¢ contenuto in B. Si scrive:

ACB
(e silegge “A & contenuto in B”) per indicare che
Ve(re A=z € B).

Per quanto detto, quindi, dire che A = B equivale a dire che “A C Be B C A”.
Quando A C B, diciamo anche che A & un sottoinsierme di B.

Se si afferma che A C B, non si esclude che sia A = B. Se invece vogliamo proprio
affermare che A & contenuto in B ma non coincide con B, diremo che A & strettamente
contenuto in B, e scriveremo

AGB.

Si parla in tal caso di inclusione stretta. Esplicitamente, affermare che A g DB significa
affermare che
“Ogni elemento che appartiene ad A appartiene anche a B ed esiste un elemento
di B che non appartiene ad A”.
Formalmente:
Vi(re A=z €B)edxeB:x¢A.
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Cosi facendo abbiamo usato altri tre simboli logici:
e il simbolo 3 si chiama quantificatore esistenziale e si legge “esiste”, “esistono”;

e il simbolo : si legge “tale che” (e tipicamente accompagna il simbolo “esiste” nella
costruzione “esiste ¢ appartenente ad A tale che x ha una certa proprieta”);

e il simbolo ¢ si legge “non appartiene”.

Si faccia attenzione a non confondere tra loro le relazioni “appartiene a” e “é contenuto
in” (in simboli, € e C). In un certo senso, sono due modi per indicare che “qualcosa
sta dentro qualcos’altro”, ma hanno una differenza logica fondamentale: un insieme &
contenuto in un altro insieme; un elemento appartiene a un insieme. IL’appartenenza
¢ una relazione tra due oggetti matematici che stanno su due piani gerarchici diversi,
mentre 'inclusione & una relazione tra due oggetti logici che stanno sullo stesso livello
gerarchico. Ad esempio:

3e41,3,4};
{3} € {1,3,4};
11,4} € {1,8,4}.
In particolare, non si confonda 3 (che & un numero) con {3}, che & I'insieme che
contiene come unico elemento il numero 3.

Talvolta si considerano insiemi che hanno per elementi altri insiemi; questo non
contraddice 'osservazione appena fatta: in ogni caso, i simboli € e C non sono in-
tercambiabili, ma devono rispettare la distinzione dei livelli gerarchici che abbiamo
spiegato. Ad esempio, se definiamo l'insieme

A=4{1},{2},{1,2}},

allora ¢ corretto affermare che {2} € A, perché {2} ¢ un insieme che svolge il ruo-
lo di elemento di A, mentre sarebbe scorretto dire che {2} C A, perché questo
significherebbe che 2 € A, mentre A ha come elemento {2} , ma non 2.

Insieme vuoto
Si definisce insieme vuoto 'insieme che non contiene alcun elemento, e si indica tale
insieme con il simbolo

0.

L’insieme vuoto “ha zero elementi”, ma non é il numero zero! Non ¢ neanche l'insieme
{0} (cio& I'insieme che ha zero come unico elemento); difatti, {0} ha un elemento,
mentre () non ne ha nessuno. (Il lettore quindi, d’ora in poi non wsi il simbolo () per
indicare il numero zero).

Per qualsiasi insieme A, possiamo affermare che

hc A

Per dimostrarlo, dovremmo provare che ogni elemento che appartiene a J, appartiene
anche ad A: ma nessun elemento appartiene a (), per cui la dimostrazione e terminata.
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Insieme delle parti

L’esempio pitl naturale di insieme che ha come elementi altri insiemi ¢ il seguente.
Fissiamo un insieme X; consideriamo ora 'insieme che ha per elementi tutti i sot-
toinsiemi di X. Questo insieme si chiama insieme delle parti di X, e si indica col
simbolo

P(X).

Ogni insieme X ha due sottoinsiem: banali, che sono X stesso e l'insieme vuoto ()
(potrebbero coincidere, se X & vuoto): non bisogna dimenticarseli, quando si elencano
tutti i sottoinsiemi di X. Ad esempio, se

X ={1,2,3},

allora

P(Xx)={0,{1},{2},{3}.{1,2},{2,3},{1, 3}, X}.
Per esercizio, il lettore provi a dimostrare che se X ha n elementi, allora P (X) ha
2" elementi. Se X ¢ infinito, anche P (X) & infinito, naturalmente. Si pud dimostrare
che, in un certo senso, anche in questo caso ¢ vero che P (X) & “piit numeroso” di X.
Approfondiremo quest’ultima osservazione nel par. 6 sugli insiemi infiniti.

Insiemi numerici
Prima di continuare il discorso, ¢ bene introdurre i principali insiems numerici che
incontreremo nel resto del corso. Per il momento non diremo niente sulle proprieta di
questi insiemi: ci basta introdurre il nome e il simbolo con cui si denotano e richiamare
allo studente chi sono queste sue vecchie conoscenze.
N e l'insieme dei numeri naturali, ossia i numeri con cui si conta: 0,1,2,3, ...
Z e l'insieme dei numeri inter: (detti anche numeri relativi), ossia: 0,1, —1,2, —2,...;
Q e l'insieme dei numeri razionali;numerilrazionali ossia delle frazioni

n
—, dove n,m € Z, e m # 0.
m

I numeri razionali possono essere scritti anche in forma decimale. Ad esempio:

&

T 0,75, mentre % =0:3833F+.»= 0.3
Gli esempi vogliono ricordare il seguente fatto: un numero razionale, scritto in forma
decimale, dopo la virgola puo presentare un numero finito di cifre (diverse da zero),
oppure un numero infinito di cifre diverse da zero, che pero si ripetono periodicamente.
Si ricordi che 0,9 = 1. (Per convincersene, il lettore si chieda quanto vale 1 — 0,9, ¢
provi a rispondere ragionando).

R & I'insieme dei numeri reali, ossia quelli che, scritti in forma decimale, presentano
dopo la virgola una successione qualsiasi di cifre diverse da zero, eventualmente anche
infinita e non periodica. Che esistano numeri di quest’ultimo tipo (ossia reali ma non
razionali), si capisce riflettendo su esempi come:

0,10110111011110...

Il numero precedente dopo la virgola ha: una cifra uguale a 1, poi 0, poi due cifre
uguali a 1, poi 0, poi tre cifre uguali a 1...e cosi via. E chiaro che questo criterio
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definisce con precisione un numero decimale. D’altro canto, 1’allineamento di cifre
diverse da zero dopo la virgola non ¢ né finito né periodico: questo numero percio ¢
irrazionale.

Nel corso incontreremo anche: C, l'insieme dei numeri complessi, ossia del tipo
a + ib, dove a,b sono numeri reali, e ¢ ¢ ['unitd immaginaria, ossia un numero il cui
quadrato ¢ —1. Tra gli insiemi numerici ora ricordati, questo ¢ 'unico che probabil-
mente non ¢ una vecchia conoscenza per lo studente: dedicheremo a questo insieme
il par. 8, definendolo rigorosamente. Per ora ci accontentiamo di averne introdotto il
nome e il simbolo.

Tra gli insiemi numerici introdotti, valgono le inclusioni:

NGZSQSRGC.

Come indicato dai simboli, tutte le inclusioni sono strette: esistono numeri interi non
naturali (i numeri negativi), esistono numeri razionali non interi (le frazioni proprie),
esistono numeri reali non razionali (i numeri irrazionali), esistono numeri complessi
non reali (i numeri immaginari).

Operazioni su insiemi

Molto spesso, nel contesto di un certo discorso matematico, esiste un insieme X che
svolge il ruolo di universo, nel senso che tutti gli insiemi di cui si parla in quel contesto
sono sottoinsiemi di X. Ad esempio, in questioni di aritmetica potrebbe essere X = N,
mentre in questioni di analisi potrebbe essere X = R. Percio succede spesso di trovarsi
a operare con insiemi che sono tutti sottoinsiemi di un certo universo comune, X. In
queste condizioni, si possono definire certe operazioni sugli insiemi.

e Intersezione. L'intersezione di due insiemi A, B ¢ definita da:
AnNnB={z:z€ Aex € B}.

In altre parole, e l'insieme degli elementi che appartengono sia al primo sia al
secondo insieme.

e (nione. L'unione di due insiemi A, B ¢ definita da:
AUB={z:2€ Ao x € B}.
In altre parole, e I'insieme degli elementi che appartengono al primo o al secondo
insieme, intendendo la “0” in modo non esclusivo (esplicitamente: AUB ¢ I'insieme
degli elementi che appartengono ad A o a B o a entrambi).
e Differenza. La differenza tra due insiemi A, B e definita da:

A\B={z:x2€Aex ¢ B}.

In altre parole, e I'insieme degli elementi che appartengono al primo ma non al
secondo insieme.
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o Complementare. E un tipo particolare di differenza. Se A C X, il complementare
di A rispetto a X & per definizione:

CxA=X)\A.
Spesso X & sottointeso: si usa allora il simbolo A°.

Le definizioni appena date delle operazioni tra insiemi sono visualizzate nei diagrammi
in figura 1.1.

@ @

inclusione: B C A unione: A U B intersezione: A N
¥
B
A
e~
differenza: A \ B complementazione: CU/'-

Figura 1.1, Diagrammi di Venn.

(’& poi un’altra operazione sugli insiemi, che puod essere eseguita su due insiemi
qualsiasi (cioe due insiemi non necessariamente contenuti nel medesimo universo):

e Prodotto cartesiano. Dati due insiemi non necessariamente distinti A e B, possiamo
considerare un nuovo insieme costituito da tutte le coppie ordinate (a,b) con a € A
e b € B. Esso prende il nome di prodotto cartesiano di A per B e si indica col
simbolo A x B.

Una illustrazione ¢ data nella figura 1.2, dove si puo osservare anche che A x B in
generale e diverso da B x A.

Un tipico uso di prodotto cartesiano si ha con R x R, che si abbrevia col simbolo
R?. e denota I'insieme delle coppie ordinate di numeri reali. Analogamente, R™ (ab-
l‘ﬁé’\‘ri’éilc’fé“ﬁo’ (‘i’ll"ﬁT&@fﬁfﬁ‘o’“@&fﬁébﬂﬂf‘(}’q‘ & I1TL'13:;I]U’1T111 't 61[?(!&11“% }nb] iy ‘Ph’ﬁ’)buu UP T M

ordinate di numert reali:

R™ = {(21, 22, ..-.%n) : T; € R},
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\ A

2 2 Dt

Ax B
E Bx A
1 11 e 1
t E - | -
1 2 2
Figura 1.2,

Operazioni tra insiemi e operazioni logiche
Nelle definizioni appena date, non sara sfuggita al lettore la relazione tra operazioni
sugli insiemi e operazioni logiche. Precisamente:

e I'intersezione insiemistica & definita mediante la “e” (congiunzione logica).
e L’unione insiemistica & definita mediante la “o” (disgiunzione logica).

e La differenza insiemistica e l'operazione di complementazione sono definite me-
diante il “non” (negazione logica).

Come si vede, linguaggio logico e linguaggio insiemistico sono due facce della stessa
medaglia. Vedremo in seguito altre corrispondenze di questo tipo.

Proprieta delle operazioni su insiemi

Le operazioni sugli insiemi godono di una serie di proprieta, che discendono in so-
stanza da proprieta analoghe delle operazioni logiche (congiunzione, disgiunzione,
negazione)®. Queste proprieta sono utili quando si vuole trasformare un’espressione
astratta che coinvolge operazioni su insiemi in un’altra equivalente, analogamente a
quanto facciamo comunemente nel calcolo letterale, quando trasformiamo un’espres-
sione in un’altra. Si osservi che alcune proprieta delle operazioni insiemistiche non
assomigliano a quelle delle operazioni sui numeri:

e Proprieta dell’intersezione:
commutativa: AN B = BN A;
associativa: AN(BNC)=(ANB)NC
idempotenza: ANA=A

e Proprieta dell’unione:
commutativa: AU B = BU A4;
associativa: AU(BUC)=(AUB)UC
idempotenza: ANA=A

e Proprietd distributive (legano unione e intersezione):
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

3Gi tratta delle regole logiche con cui utilizziamo “e”, “0o”, “non” in qualsiasi ragionamento
deduttivo. A questo livello informale del discorso non ¢ il caso nemmeno di esplicitarle.
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e Leggi di De Morgan (legano il complementare con le altre operazioni):
(AUB)" = A°nN B¢
(AN B)" = A°U B°©
(A7) =4

Si noti come 'operazione di complementare scambi tra loro unione e intersezione.

e Operazioni con I'insieme vuoto e con l'insieme universo X:

ANP=10
ANX=A
Aupb=A
AUX =X
Xe=90
be=X

e Relazioni tra l'inclusione e le operazioni di unione e intersezione:
ACBseesolose ANB=Aseesolose AUB = B.

1.2 Un po’ di logica elementare

Predicati (o proprieta) e proposizioni (o enunciati)
Consideriamo la seguente affermazione:

(1.2) “il numero naturale n e dispari”

¢ chiediamoci se ¢ vera. Ovviamente I'unica risposta sensata ¢: “ dipende da n”. Infatti
nella (1.2) il simbolo n rappresenta una variabile che puo assumere valori diversi e
che possono rendere 'affermazione vera o falsa.

Una frase di questo tipo si chiama predicato o proprieta: la sua verita o falsita
dipende dai valori della o delle variabili che in essa compaiono.

Esaminiamo ora "affermazione

“ Per ogni numero naturale n, se n ¢ dispari allora n? & dispari”
che possiamo scrivere pit formalmente nel modo seguente:
(1.3) “Yn € N (n dispari = n® dispari)” .

In questo caso non ha senso assegnare liberamente valori particolari ad n. Per esempio,
per n = 3 si otterrebbe “Per ogni numero naturale 3,..." che & priva di significato. Si
dice che la variabile n non & libera, ma vincolata dal quantificatore V.

Come conseguenza si ha che la (1.3) € vera o falsa “ una volta per tutte” e prende
il nome di enunciato o proposizione. In particolare, i componenti della (1.3) sono

I'insieme N, due predicati definiti su N dati da
p(n): “n dispari” e g(n): “n*dispari”

e I'implicazione p (n) = ¢ (n). In generale un enunciato che presenti un insieme A,
due predicati p (z) e g (x) il cui argomento z varia in A e la struttura logica

(L4) YeeA(p(xz)=q(x))”

prende il nome di implicazione universale.
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Dimostrazioni e controesempi

La maggior parte dei teoremi e costituita da implicazioni universali, nelle quali il
predicato p fa la parte dell’ipotesi e g quella della tesi. In particolare la (1.3) ¢ un
teorema. In questo caso ci si convince facilmente che 'asserto ¢ vero, ma come si fa a
dimostrarlo rigorosamente? Per esempio, ¢ sufficiente osservare che

3 & dispari e 3% & dispari

per affermare che il teorema ¢ vero?

Certamente no, poiché il teorema pretende che I'implicazione valga per ogni nume-
ro naturale. Tuttavia, i numeri dispari sono infiniti: come facciamo a provare un’impli-
cazione per infiniti numeri? 11 procedimento chiave e questo: si considera il generico
n che soddisfa "ipolesi (essere dispari) e si dimostra che n soddisfa la tesi (il suo
quadrato e dispari). Vediamo come si opera.

DIMOSTRAZIONE. Sia n dispari. Osserviamo che qualunque numero dispari si pud scrivere
nella forma 2k + 1, con k opportuno. Sia dunque n = 2k + 1 il generico numero dispari. Per
dimostrare il teorema occorre poter scrivere n? come (intero pari +1). Si ha:

n® = (2k +1)* = 4k® + 4k + 1 = 2 (2k* + 2k) + 1.

Poiché 2 (2k* + 2k) & un intero pari n* risulta dispari.

Evidenziamo il procedimento logico usato nella dimostrazione: per dimostrare un’im-
plicazione universale come (1.4), si considera il generico @ che soddisfa l'ipotesi p (z)
e si cerca di mostrare che ¢ (x) & vera.

Veniamo ora ai conlroesempi, che costituiscono un’importante risorsa per di-
mostrare la. .. falsita di un’implicazione universale. Chiediamoci, per esempio, se il
seguente teorema ¢ vero o falso:

TeEOREMA 1.1 Per ogni numero naturale n, se n € primo allora n é dispari.

Un attimo di riflessione mostra che questo teorema e falso. Infatti, il numero 2 ¢ primo
ma, ¢ pari.

Si osservi che anche questo teorema esprime un’implicazione universale, ossia ha

la stessa struttura logica di quello dell’esempio precedente. Riflettiamo: come mai per
poter affermare che un’implicazione universale € vera e necessaria una dimostrazio-
ne (mentre un esempio non e sufficiente), mentre per mostrare che un’implicazione
universale e falsa basta un esempio contrario?
Il punto e che I'implicazione universale pretende proprio che ogni x che soddisfa
Iipotesi soddisfi anche la tesi: percio, se troviamo anche un solo esempio di x che
soddisfa I'ipotesi ma non la tesi, questo significa che 'implicazione universale ¢ falsa.
Si badi: non “falsa in un caso”, ma semplicemente “falsa”, perché, come abbiamo gia
osservato, I'implicazione universale ¢ vera o falsa una volta per tutte.

In generale, un esempio di oggetto = che soddisfa I'ipotesi ma non la tesi di una
implicazione universale, e quindi ne mostra la falsita, si chiama controesempio. Il
numero n = 2 € un controesempio al fatto che “per ogni naturale n, se n e primo
allora n e dispari”. Detto in un altro modo: la negazione della proposizione

“Per ogni x € A, se vale p (z) allora vale ¢ (z)” €

“Esiste un & € A per cui vale p(z) ma non vale g (z)”. (Questo x particolare
costituisce un controesempio).
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Implicazione logica e inclusione insiemistica. Insiemi definiti da proprieta
Abbiamo visto in precedenza che esiste un parallelismo tra le operazioni di intersezio-
ne, unione, complementare e le operazioni logiche di congiunzione (“e”), disgiunzione
“0”), e negazione (“non”). Possiamo ora completare questo quadro osservando il pa-
rallelismo che esiste tra la relazione di inclusione insiemistica e I'implicazione logica.
Per spiegarlo, consideriamo 'implicazione universale:
“Per ogni numero naturale n, se n e divisibile per 4 allora n e divisibile per 2”.
Se indichiamo con
Dy ={n € N: n é divisibile per 4} e Dy = {n € N : n ¢ divisibile per 2}
possiamo osservare che I'implicazione universale scritta sopra ¢ equivalente all’af-
fermazione:

“D4 g D2” .

Infatti, questa inclusione significa che ogni elemento appartenente a D, appartiene
anche a D5, cio¢ che ogni numero naturale divisibile per 4 ¢ anche divisibile per 2.
Astraendo dall’esempio, possiamo affermare che 'implicazione universale:
“Per ogni x € A, se vale p(z) allora vale ¢ (z)” & equivalente all’inclusione insie-
mistica
{z€eA:p(x) evera} C {z € A:q(x) & vera}.

Questo ci porta anche a osservare esplicitamente il ruolo importante giocato dagli
insiemi definiti da proprietda. Introducendo il concetto di insieme, abbiamo spiegato
cosa significa definire un insieme per tabulazione dei suoi elementi, come quando
scriviamo

A={1,2,5}.

Abbiamo anche osservato che questo metodo ha senso solo quando l'insieme che si
vuole definire possiede un numero finito di elementi (altrimenti, non possiamo elencarli
tutti!). Ora possiamo esplicitare qual & 1’altro modo di definire un insieme, modo che
abbiamo gia usato in vari esempi e che é tipico di quando si vuole definire un insieme
infinito: definire un insieme mediante una proprieta caratteristica, come nell’esempio:

D4y = {n € N : n & divisibile per 4}
o, volendo enunciare in astratto questo schema logico:
E={zxecA:p(x) & vera}.

In queste definizioni, I'importante ¢ che la proprieta p () che si utilizza abbia senso
per ogni x dell'insieme A, e quindi risulti vera o falsa (senza ambiguita di significato)
per ogni particolare x € A; l'insieme E consistera allora di tulti e soli quegli x
appartenenti ad A per cui la proprieta p (x) & vera. A questo proposito, ¢ fondamentale
che sia specificato 'insieme universo A in cui si ragiona: ad esempio. “L’insieme dei
numert naturali divisibili per 4” e non invece “L’insieme dei numeri divisibili per 47,
che avrebbe un significato ambiguo (il numero /2 & divisibile per 47).

Negazioni e dimostrazioni indirette

Terminiamo questa rapida panoramica sui concetti logici e insiemistici puntualiz-
zando alcuni fatti relativi alla negazione di una proposizione, e il suo utilizzo nelle
dimostrazioni indirette.
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Cominciamo ad osservare che I'implicazione universale

(1.5) Vre Ap(z) = q(x))”

e logicamente equivalente a

(1.6) “Yo € A (non ¢ () = non p(z))” .

La seconda implicazione si dice la controinversa della prima. Ad esempio: poiché
sappiamo che vale il teorema

“YneN (n dispari = n? dispari) o
allora possiamo anche affermare che
(1.7) “Yn € N (n® pari = n pari) ”.

Infatti: sia n? pari, e proviamo che allora n & pari; se n non & pari, allora & dispari, e
quindi per la prima implicazione anche n? & dispari, contro l'ipotesi che n? sia pari.
Di conseguenza n € pari e la seconda implicazione ¢ dimostrata.

Un attimo di riflessione mostra che il ragionamento appena fatto ha una validita
generale, e mostra appunto che se e vera la (1.5) allora & vera la (1.6); di piu, se &
vera la seconda allora & vera la prima (perché “non non p” & logicamente equivalente
a p), per cui le due sono logicamente equivalenti.

L’equivalenza tra (1.5) e (1.6) e detta legge delle controinverse e un tipico metodo
di dimostrazione indiretta consiste appunto nel provare la (1.6) per mostrare che &
vera la (1.5).

L’altra tipica dimostrazione indiretta ¢ la dimostrazione per assurdo, che esempli-
fichiamo col seguente teorema, che ci sara utile in seguito.

TeoREMA 1.2 Non esiste un numero razionale il cui quadrato é 2.

La seguente dimostrazione si trova negli Elementi di Euclide (circa 300 a.C.).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esista un numero r € Q tale che r* = 2.
Possiamo scrivere r = - con n,m € Z, m # 0. Inoltre, possiamo supporre che la frazione n/m
sia gia ridotta ai minimi termini, ossia “semplificata” (in altre parole: n, m non contengono
fattori comuni). Abbiamo dunque la catena di implicazioni:

2
(ﬂ) =
m
n? = 2m?
per cui n? & pari; ma allora per la (1.7) anche n & pari e possiamo scrivere n = 2k per qualche
k € Z. Allora la relazione n® = 2m? si riscrive

(2k)® = 2m?
4k* = 2m?

m? = 2k?



© 978-88-08-06485-1 2 Sommatorie e coefficienti binomiali 13

per cui m? & pari; ma allora per la (1.7) anche m & pari; dunque sia n che m sono
pari, e questo ¢ assurdo, perché avevamo supposto che la frazione n/m fosse gia stata

semplificata. $

In generale, la dimostrazione per assurdo consiste nel supporre vera l'ipotesi del teo-
rema e la negazione della tesi, e dedurre da questi fatti una contraddizione di qualsiasi
tipo.

Sia nelle dimostrazioni per assurdo sia nell'usare la legge delle controinverse, occor-
re naturalmente saper costruire la corretta negazione di una proposizione o proprieta
data. Si osservi che questa ¢ un’operazione puramente formale, sintattica, che non ha
a che fare col contenuto della proposizione, né col fatto che essa sia vera o falsa.

Riportiamo schematicamente alcune regole tipiche con cui si costruisce la negazio-
ne di una proposizione o proprieta. Il lettore ¢ invitato a rendersi conto della validita
di queste regole ragionando su esempi concreti.

Se p (), ¢ (x) sono due proprieta qualsiasi, allora:

»

e la negazione di “p (z) e ¢(z)” ¢ “non p () o non ¢ (z)”;

e la negazione di “p(z) o ¢(x)” & “non p (z) e non ¢ (z)”;
e la negazione di “non p(z)” & p(z);
e la negazione di “Vz vale p(z)” & “Jz : non p (z)”

e la negazione di “Jz : vale p(x)” € “Yx non p(x)”

~

la negazione di “Vz (p(z) = q(x))” ¢ “Sz: (p(z) e non g (x))”.

© 2 SOMMATORIE E COEFFICIENTI BINOMIALI

2.1 |l simbolo di sommatoria
DerFiNizIONE 1.1 Siano ai,as,...,a,, n numeri reali. La loro somma

a +ao+...4+a,

si puo indicare in forma compatta col simbolo di sommatoria:

n
D
i=1

che si legge: “sommatoria per ¢ da 1 a n di a;”. Il simbolo 7 si dice indice di somma-
toria. &

I1 simbolo di sommatoria € dunque una pura e semplice stenografia, che tuttavia risulta
molto utile quando i termini a; sono definiti esplicitamente in funzione dell’indice 1,
ad esempio:

Sk lade gl
“~i "2 3 710

Zi2:32+42+52+...+n2
=3
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Per usare agilmente il simbolo di sommatoria occorre capire bene 1'utilizzo dell'indice
di sommatoria. Anzitutto, I'indice di sommatoria & un indice muto. Questo vuol dire
che se si sostituisce ¢ con j, k o qualunque altro indice (in tutte le sue occorrenze) il
senso dell’espressione non cambia

. "
> =35
i=3 j=3
Invece,

>t D
=1
in quanto i due simboli indicano la somma, rlspettivamente, dei primi n oppure dei
primi m quadrati: se n % m il risultato sara diverso.
Le seguenti proprieta formali delle sommatorie sono facilmente comprensibili se si
pensa a cio che esse affermano in termini di somme scritte per esteso.

PROPOSIZIONE 1.1 (PROPRIETA FORMALI DELLE SOMMATORIE)
1. Prodotto per una costanle (proprieta distributiva):

E (¢ -ax) = e- E ay

o]

2. Sommatoria con termine costante:

L
E c=c-n=c-(numero di addendi della sommatoria)
S k=1

3. Somma di sommatorie:

T T Tt
E ar+ Y be = (ak + bx)
k=1 k=1 k=1
4. Scomposizione:
n+m n-+tm
E A = E ar + E [op
k=n-1
5. Traslozione di indici:
n4im
E aj = E Ak —rn
k=1+m
6. Riflessione di indici:
n n n—1
Y Gp = =3 ok
= k=1 k=0

La dimostrazione di queste proprieta ¢ un esercizio di trascrizione: basta, cio¢, scri-
vere per esteso che cosa indica ciascuna sommatoria ed eseguire qualche passaggio
elementare.
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Somma di una progressione geometrica

Si dice che n termini sono in progressione geometrica se il rapporto tra ogni termine
(a partire dal secondo) e il precedente & costante. Tale costante si dice ragione della
progressione. Se il primo termine ¢ a e la ragione ¢ g, 1 termini successivi saranno
aq, ag®, ag®, e cosi via.

ProrosizioNE 1.2 Per la somma dei primi termini della progressione geometrica
di ragione q # 1 (e a = 1), vale la formula:

T

(2.1) qu:ﬁ}_

k=0

Se g = 1 la sommatoria scritta vale n + 1, ovviamente.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo I’identita nella forma equivalente:
R T
k +1
1-9 ¢"=1-¢""
k=0

Infatti, applicando le proprieta delle sommatorie 1, 5, 4 (v. proposizione 1.1) si ha:

T T T
1-9)) ¢ =) d"-q¢) ¢ =
k=0 k=0 k=0
m n % AT
:quizqk—Fl:quAqu:
k=0 k=0 ' k=0 k=1
T T
=1+ ¢ - (Zq’“ +q”+l) =1—g¢""
k=1 k=1

2.2 Fattoriale di n

Un’espressione di uso frequente in Analisi ¢ il fattoriale di n. Con cio si intende il
prodotto dei primi n interi: si indica con n! (e si legge “n fattoriale”)

n=1:2-3-...-(n—1)n

Si pone, per definizione, 0! = 1. Tl numero n! cresce molto rapidamente al crescere di
n. Ecco i1 primi valori

n 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

n! 1 1 2 6 24 120 720 5040 40 320 362 880 3628 800

Alcune proprieta del fattoriale, di verifica immediata, sono:
n!=n(n-—1)!

!
se0<k<n (n—i"k—)l—n(n—l)(n—Q)...(n—k+1)
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L’ultimo prodotto scritto € il prodotto di k fattori, partendo da n e decrescendo.
Per esempio,
100!
95!
Si noti che una calcolatrice tascabile riesce a calcolare 100 - 99 - 98 - 97 - 96 senza
problemi, ma segnala “errore” non appena si digita 100! Conviene sempre semplificare
il piu possibile le espressioni che contengono il fattoriale, prima di calcolarle.
Una prima applicazione del fattoriale si ha nel problema seguente: in quanti modi
¢ possibile ordinare n oggetti distinti?
Per esempio, se abbiamo tre oggetti: a, b, ¢, questi possono essere ordinati in 3! = 6
modi:

=100-99-98 - 97 - 96

abe, acb, bac, bea, cab, cha

Ognuno di questi ordinamenti si chiama permutazione (o sostituzione) degli n oggetti.
Si ottiene facilmente che il numero delle permutazioni di n oggetti distinti & n!

Basta infatti pensare di realizzare una permutazione collocando gli n oggetti in n
scatole numerate da 1 a n. La prima scatola si puo riempire in n modi. Riempita la
prima. scatola, si puo riempire la seconda in (n— 1) modi con i restanti oggetti. Cosi il
complesso delle prime due scatole si puo riempire in n(n — 1) modi. Il complesso delle
prime tre scatole si puo riempire in n(n — 1)(n — 2) modi e cosi via fino a riempire
tutte le scatole.

2.3 Coefficienti binomiali e formula di Newton
Sviluppando la potenza n-esima di un binomio (a + b) %i trova
(a+b)"=(a+b)(a+Db)...(a+b) = Z Cn g bk
k=0
I numeri ¢, j sono detti coefficienti binomiali e intervengono in molte questioni non

solo di Analisi, ma anche di Probabilita, Statistica, etc. Essi si indicano col simbolo
(E) (si legga: n su k); si pud dimostrare che hanno 'espressione seguente:

n n!
5 T = —— < < 1
Enk (k) Mn—F)l OSksn

Per quanto osservato poco sopra, si puo scrivere anche:;

(n) _ nn—1)(m—-2)...(n—k+1)

k k!

espressione che e piu maneggevole per il calcolo effettivo.
La formula di Newton si scrive dunque:

(2.2) (a+b)" = g (:) ak bk

Valgono anche le seguenti proprieta, di facile verifica:

e (=00 =00
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Una dimostrazione delle proprieta (2.2)-(2.3) sara data nel paragrafo 7. Quest’ultima
relazione permette di calcolare i numeri (:) per mezzo del cosiddetto triangolo di
Tartaglia; in cima al triangolo si pone il numero (g) = 1 (per definizione); ai lati si
pongono i numeri () = () =1 per ognin > 1 e allora, per 0 < k < n, il numero (%)
viene scritto all’incrocio della n-esima riga e della k-esima colonna e risulta somma
dei due numeri che si trovano nella riga precedente, quello sulla stessa colonna e quello
sulla colonna precedente.

potenza coefficienti

= 1

1 1 1

2 1. 2 1

3 1. 8 3

4 1 488 =4 1 1
5 1 5 10 [l 5 1

................................

Figura 1.3.
Per esempio, abbiamo (a + b)® = a® + 5a’b + 10a3b? + 10a?b® + Sab* + b°.

=
=
|

Usando il triangolo di Tartaglia scrivere esplicitamente

(1+a)®  (2a—3b)

Risolvere 'equazione: 4(%) = 15(*;%), z € N.

Dimostrare le sequenti identita, sfruttando le proprieta delle sommatorie e @ suggerimenti
forniti:
T

. n(n+1)
2i="5

i=1

T T LG
Suggerimento: calcolare 2 > i = > i+ Y 1 eseguendo nella seconda sommatoria una rifles-

. & = - =1 =1 =1
sione di indici.
n—1
4 ] > (2k+1) =n’
k=0

Suggerimento: sfruttare il risultato dell’esercizio precedente.

2 _ " v(n+1)(2n+1)
Zk :

Suggerimento: Y. (k + ¥ = o (k3 +3k* +3k+1) = Za G B EIT R K e
D’altra parte, 37 o (k+1)* = S0t k* = 355 k* + (n+1)°. Dal confronto tra lo due
espressioni. . :
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Calcolare esplicitamente la seguente somma, semplificando opportunamente:

Z 11
k k41

k=1

Calcolare esplicitamente le seguenti somme, sfruttando la formula per una progressione
geormetrica:

30 " 23k+1 100 <%
k=0 k=2

= 3 CAMPI ORDINATI

Inizieremo ora a studiare piu da vicino la struttura degli insiemi numerici che abbiamo
introdotto in precedenza, ed in particolare I'insieme @ dei numeri razionali e I'insieme
R dei numeri reali. Chiariamo subito che non intendiamo presentare una costruzione
rigorosa di questi insiemi. Piuttosto, dando per presupposto che lo studente sappia gia
cosa sono i numeri razionali e reali (ovvero accontentandoci della descrizione ingenua
di questi insiemi che abbiamo presentato nel paragrafo 1), puntualizzeremo con pit
precisione quali sono le proprieta di cui godono questi insiemi numerici.

Iniziamo quindi col richiamare le proprieta (ben note) dei numeri razionali; indi-
chiamo con a, b, c...generici numeri razionali.

A

e [?1. K definita in @ un’operazione (detta addizione o somma) che ha le seguenti

proprieta:

1. Va,b a+b=b+a (proprieta commutativa)

2. Ya,b,ec (a+b)+c=a+(b+c) (proprieta associativa)

3. Esiste un elemento (elemento neutro della somma, detto zero e indicato con 0)
tale che Va,a+0 =a

4. Va, esiste un elemento (I'inverso di a rispetto alla somma, detto opposto di a e
indicato con —a) tale che a + (—a) = 0.

e Ro. E definita in @ un’operazione (detta moltiplicazione o prodotto) che ha le
seguenti proprieta:

1. Va,b a-b=">b-a (proprieta commutativa,).
2. Ya,b,e (a-b)-c=a-(b-c) (proprieta associativa).
3. Esiste un elemento (elemento neutro del prodotto, detto unitd e indicato con 1)

tale che Va, a-1 = a.

4. Va # 0, esiste un elemento (I'inverso di a rispetto al prodotto, detto reciproco di
a e indicato con % oppure a 1) tale che a - a=! = 1.

Le operazioni di somma e prodotto sono legate dalla seguente proprieta:

5. Ya,b,c (a+b)-c=a-c+b-c (proprieta distributiva).

Si osservi che le proprieta delle due operazioni sono quasi le stesse; le uniche differenze
sono: il fatto che, per il prodotto, non esiste I'inverso dell’elemento neutro della somma,
(cioe non esiste 1/0), e la proprieta distributiva (in cui somma e prodotto giocano un
ruolo asimmetrico). Questi fatti fanno si che le due operazioni siano sostanzialmente
diverse.
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Dalle proprieta R1 e Ry discende la possibilita di eseguire senza restrizioni le quat-
tro operazioni fondamentali: addizione e moltiplicazione (sopra definite), sottrazione
(ponendo a — b = a + (—b)) e divisione (ponendo a : b= ab™! purché sia b # 0).

Rappresentazione geometrica

Una rappresentazione di tipo geometrico di @ si puo ottenere associando a ogni nu-
mero razionale un punto della retta euclidea. Ad un punto di questa, scelto arbitra-
riamente, si associa 0 e a un altro, distinto dal primo, si associa 1, individuando cosi
il segmento orientato 01 che costituisce I'unita di misura. A questo punto si ha una
corrispondenza biunivoca tra i numeri razionali e quei punti P della retta che sono
estremi dei segmenti orientati 0P commensurabili (nel senso classico della geometria
elementare, cio¢ che hanno un multiplo comune) con 01.

~ 375 5/2

Figura 1.4.

Per descrivere compiutamente la struttura dell’insieme Q) osserviamo anche che esso ¢
un nsieme ordinato; cioe che nell'insieme Q e definita la relazione < (minore o uguale
di...; analogamente la relazione >: maggiore o uguale di .. .), la quale & una relazione
d’ordine, cio¢ verifica le tre proprieta seguenti:

1. Ya a<a riflessiva
2. Va,b sea<b e b<ag allora a=5b antisimmetrica
3. Va,bc sea<b e b<c allora a<c transitiva

Inoltre, presi due qualsiasi numeri razionali a, b, &€ sempre possibile confrontarli per
mezzo della relazione <, nel senso che vale necessariamente almeno una delle relazioni
a < bob<a.Siesprime questo fatto dicendo che 'ordinamento di R ¢ totale, o che
R & un insieme totalmente ordinato.

OsservAzIONE Si rifletta sulla natura generale astratta delle proprieta che defini-
scono una relazione d’ordine. Ad esempio, se X & un insieme qualsiasi (per esempio
@), nell’insieme P (X)) (insieme di tutti i sottoinsiemi di X') possiamo considerare la
relazione C di inclusione insiemistica; chiaramente, per ogni A, B,C C X, & vero che

1. ACA (proprieta riflessiva);
2. ACBeBCA implica A = B (proprieta antisimmetrica);
3. ACBeBCC implica A C C (proprieta transitiva).

Quindi P (X) € un insieme ordinato, rispetto alla relazione d’ordine C. Si osservi
tuttavia che non & un insieme totalmente ordinato. Infatti, dati due insiemi qualsiasi
A, B C X, in generale puo non valere né A C B né B C A. Quindi: non ogni insieme
ordinato e totalmente ordinato.

Meltiamo in evidenza le proprieta dell’ordinamento dei numeri razionali:

e 3. E definita in Q una relazione d’ordine totale <, compatibile con la struttura
algebrica, cioe:
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1. Ya,b,c sea<b alloraa+c<b+c
2. Ya,b,ccone>0 sea<h allora ac < be.

Osserviamo che tutte le regole ben note del calcolo algebrico derivano dalle proprietd
Ri, Ro, R3. A titolo di esempio, i “principi di identita” usati nel risolvere le disequa-
zioni, non sono altro che le proprieta di compatibilita della relazione d’ordine con la
somma ¢ col prodotto: tutte le usuali procedure con cui si risolvono le disequazioni
sono quindi conseguenza di questi assiomi e delle proprieta algebriche della somma, e
del prodotto, espresse da R, Rs.

Astraendo ora dal caso particolare dell’insieme dei numeri razionali, diamo la
seguente

DeriNiziONE 1.2 Chiameremo campo ordinato un insieme in cui sono definite due
operazioni (che chiamiamo somma e prodotto) e una relazione d’ordine, che bOddleanO
tutte le proprieta R, Ro, R3. Un insieme con le proprieta Ry, Rs si dice campo.

Un momento di riflessione mostra che tutto cio che abbiamo detto fin qui riguardo alle
operazioni di somma e prodotto e alla relazione d’ordine < nell’insieme dei numeri
razionali, vale anche per l'insieme dei numeri reali. Possiamo quindi sintetizzare il
punto fondamentale di questo paragrafo nella seguente affermazione:

Sia Q sia R sono campi ordinati,

Da questo punto di vista, quindi, Q ed R appaiono dotati di proprieta simili. Nel pros-
simo paragrafo invece evidenzieremo qual e la proprieta che distingue sostanzialmente
R da @ e che rende R I'ambiente giusto per sviluppare 1’analisi matematica.

4 NUMERI REALI. ESTREMO SUPERIORE E ASSIOMA DI CONTINUITA

4.1 Inadeguatezza dell'insieme dei razionali per misurare le lunghezze

La struttura di campo ordinato dei razionali assolve alla maggior parte degli scopi
pratici del calcolo, nel senso che si puo esprimere con un numero razionale la misura
di ogni grandezza con sufficiente precisione. Tuttavia ¢ noto che ci sono grandezze
che non sono commensurabili tra loro: 'esempio classico ¢ dato dalla diagonale e dal
lato di un quadrato. Con riferimento alla figura 1.5, se il lato misura 1, ’ascissa d che
misura la diagonale non ¢ un numero razionale. Infatti, per il Tunema di Pitagora,
d? = 1% + 1% = 2 ma, come abbiamo dimostrato nel par. 1.2 (Teorema 1.2), non esiste
un numero razionale il cui quadrato ¢ 2.

Dunque il punto d sulla retta non é il rappresentante di alcun numero razionale.
Cio significa che, dopo aver “occupato” i punti della retta con i numeri razionali, su

Figura 1.5.
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di essa rimangono ancora dei posti vuoti. Significa anche che ["insieme dei numeri
razionali ¢ inadeguato ad esprimere le lunghezze dei segmenti. Ma la lunghezza e solo
la pitt semplice delle grandezze che si incontrano in geometria e in fisica: un problema
esattamente analogo si incontra nella misurazione di qualsiasi altra grandezza, come
aree, volumni, tempi, velocita ecc.

Sorge spontanea allora la domanda: € possibile ampliare I'insieme dei razionali
in modo da avere ancora un campo ordinato, i cui elementi (numeri) siano in corri-
spondenza biunivoca con i punti della retta euclidea? Il candidato naturale a questa
estensione e l'insieme dei numeri reali. La domanda dunque diventa: 'insieme R puo
essere messo in corrispondenza biunivoca con i punti della retta? Vedremo che la
risposta a questa domanda (pur di riformularla in modo puramente analitico) & posi-
tiva. Per renderci conto di questo dobbiamo pero introdurre un nuovo concetto, che
ci portera alla comprensione della fondamentale proprietd di continuita di R, che si
rivelera essenziale per 'analisi matematica.

4.2 Estremo superiore e assioma di continuita
Sia X un qualunque insieme totalmente ordinato. In pratica, ci interessera il caso X =
Q o X =R, ma & utile non specificare per ora quale dei due ambienti consideriamo.

Sia F un insieme contenuto in X. Tale insieme si dice limitato superiormente
se esiste un numero M per cui risulti x < M per ogni elemento x € E; limitalo
inferiormente se esiste un numero m per cui risulti risulta = > m per ogni elemento
r € F; limitato se valgono entrambe le condizioni, ossia esistono due numeri, m e M,
tali che

m<x <M per ogni x € E.

Introduciamo ora il concetto di elemento massimo (minimo) di un insieme. Diremo
che un elemento T € massimo per E se:

i)Z € E;
i) s FVeeE.

Analoga definizione per il minimo z. E evidente che, affinché il massimo (minimo)
esista, l'insieme deve essere superiormente (inferiormente) limitato.

non esiste
non esiste

non esiste

Max Min
non esiste 0
non esiste non esiste
1 non esiste

~1

3
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Si osserva, negli esempi precedenti, che talvolta, pur essendo 'insieme E limitato, esso
non possiede massimo o minimo.

Introduciamo allora un concetto, fondamentale per I’Analisi matematica, che e
sostitutivo del concetto di massimo o minimo: quello di estremo superiore (sup) ed
estremo inferiore (inf).

DeFINIZIONE 1.3 Sia £ C X. Un numero k& € X (non necessariamente € F)
si dice un maggiorante (minorante) di E se k > x (k <z) Vo € E. Notiamo che
un insieme superiormente (inferiormente) limitato ha molti maggioranti (minoranti).
Chiameremo estremo superiore (inferiore) di E, e lo indicheremo con sup F (inf F) 11
minimo (massimo) dei maggioranti (minoranti) di F (se esiste).
E evidente che, se 'insieme possiede massimo (minimo), questo coincide con I'estremo
superiore (inferiore).

Riprendiamo gli esempi precedenti per vedere se, quando non esiste il massimo o
il minimo, csiste perd il sup o inf. Negli esempi I, I, V la risposta ¢ negativa per
'evidente ragione che gli insiemi ivi considerati non sono limitati (da sopra ¢/o da
sotto). Nell’esempio III & facile vedere che 'inf & 0 (il quale non & minimo paoiché 0
non fa parte dell’insieme) e nell’esempio 1V il sup & 1. Consideriamo 'esempio VI;
si intuisce che il sup dovrebbe essere un numero il cui quadrato ¢ 2; ma in Q tale
numero non esiste; esiste perd in R ed & v/2. Questa circostanza non & casuale, ma
illustra precisamente la differenza tra 'insieme QQ dei numeri razionali e 'insieme R
dei numeri reali. Per chiarirla, diamo la seguente definizione generale:

Si dice che I'insieme X (totalmente ordinato) possiede la proprieta dell’estremo
superiore, se

e R4 Ogni insieme E C X non vuoto e limitato superiormente possiede estremo
superiore in X.

Si prova facilmente che, se vale questa proprieta, allora & anche vero che ogni sottoin-
sieme di X non vuoto e inferiormente limitato ammette estremo inferiore.

Si faccia attenzione al contenuto della precedente definizione: non si richiede che
X stesso abbia estremo superiore (ad esempio, nel caso X = QQ o R questo ¢ certa-
mente falso!), ma che ogni sottoinsieme non vuoto superiormente limitato di X ne sia
provvisto. L’esempio VI mostra che certamente @ non ha la proprieta dell’estremo
superiore. Invece, R ha questa proprieta. Questo fatto non pud essere dimostrato a

partire dalla nostra “definizione ingenua” di R, data in precedenza. Tuttavia nella
presentazione assiomatica di R, questa proprieta costituisce parte della definizione
stessa di R:

DeriNizIONE 1.4 (DEFINIZIONE ASSIOMATICA DI R) Chiamiamo R un insieme
che soddisfa le proprieta Ry, Rs, R3, R4, ossia un campo ordinato che ha la proprleta
dell’estremo superiore. '

Ricordiamo ancora, per confronto, che I'insieme @ soddisfa R, Ry, R3, ma non Rj.
La proprieta dell’estremo superiore prende anche il nome di assioma di Dedekind, o
assioma di continuita, o di completezza e si pud enunciare anche nella seguente forma
equivalente.
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Sia {A, B} una partizione di R (cioe A e B sono insiemi non vuoti e disgiunti la cui
unione ¢ R); essa si chiama sezione se: Ya € A e Vb € B risulta a < b. Allora si
dimostra che:

e I¥,. Per ogni sezione {A, B} di R esiste un unico numero reale s (detto elemento
separatore) tale che
a<s<b VYaec A,Vbe B

(tale elemento separatore altro non é che sup A = inf B).

Ritorniamo ora al problema dell'incommensurabilita di lato e diagonale del quadra-
to. Quando, con riga e compasso, fissato il lato unitario del quadrato, ne costruiamo
la diagonale e la riportiamo sulla retta di partenza, I'arco tracciato dal compasso
“spezza la retta in due”, generando quella che abbiamo chiamato una sezione; 'ele-
mento separatore, che esiste per I'assioma 4 rappresenta geometricamente il punto
di intersezione, e quindi quel numero misura la diagonale. Quindi I'interpretazione
geometrica della proprieta R4 c¢i mostra come 'insieme R sia una rappresentazione
adeguata della nostra idea intuitiva di retta, cosi adeguata che spesso in matematica si
usa 'espressione “la retta reale” per indicare R, confondendo l'insieme numerico con
la sua rappresentazione geometrica naturale. Ricordiamo che 'assioma di continuita
& stato messo in luce da R. Dedekind nel 1872, ossia circa 2400 anni dopo la scoperta
pitagorica della incommensurabilita di lato e diagonale del quadrato.

Come vedremo nel resto del corso, le conseguenze analitiche dell’assioma di con-
tinuita sono rilevanti per I’Analisi matematica.

4.3 Valore assoluto. Disuguaglianza triangolare

Si dice valore assoluto del numero reale a (o modulo di a) il numero non negativo cosi
definito:

a se a=>0
(4.1) a| = _
—a se a<{()

Dalla definizione di valore assoluto segue immediatamente che:

(4.2) Va>0: |z

g = -a<r<a
Dalla (4.2) segue 'importante disuguaglianza triangolare:
124 p gua, 4

(4.3) Vz,yeR:

vyl < Jal + o
Infatti, basta scrivere le relazioni:
—lef<z<|z] e —lyl<y<lyl
quindi sommare membro a membro, ottenendo
~(|a
da cui, per la (4.2), segue la (4.3).

+lyl) <z +y <z +y
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La disuguaglianza triangolare ¢ spesso usata nella forma seguente:
(4.4) la—bl<|la—¢c|+|b—¢ Va,bceR

Basta porre nella (4.3) = a — ¢ e y = ¢ — b. Se invece, sempre nella (4.3), si pone
x=a—bey=m>si ottiene

la| <|la—0b| +1b| cioe |a| —|b] < |a— b

Analogamente, scambiando a con b otteniamo: |b| — |a| < |a—b| e dunque, ricordando
la (4.2),

(4.5) |la] = [8l] < la— b

L’espressione |a — b| rappresenta geometricamente la distanza (nel senso della geome-
tria elementare) dei due punti a e b sulla retta.
La (4.3) puo facilmente estendersi al caso di n addendi:

T
E T
k=1

Valgono anche le seguenti proprieta immediate:

n

k=1

(4.6)

(47 b =lall  [2|=12 el =

0]
4.4 Intervalli
Dati due numeri reali a, b, si chiama intervallo di estremi a e b uno dei seguenti

insiemi:
[a,b], insieme dei numeri reali z,a<z <b

[676)7 n ” n " iIf}GJg[E(b
((L,b], ¥ * # ¥ :E,a<a:§b
(a,b), » " . % g, a<oLh

Come si pud notare la parentesi quadra (tonda) in corrispondenza di uno dei due
estremi indica che quest’ultimo ¢ incluso (escluso) nell’intervallo.

Gli intervalli [a, b] si dicono chiusi; quelli (a,b) si dicono aperti. Tutti gli intervalli
indicati sopra sono limitati; si chiamano intervalli (illimitati) anche le semirette, per
esempio:

(—oco,b), insieme dei numeri reali z, x<b

[(I., +OO), n ” ” ” Cl'f} T 2 a
o l'intera retta R = (—oo, +00).

@ b c

Lr'v, e R =-*'} e e oy e B R e e e G

o

[a, b (e, +60)

Figura 1.6.
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Si puo dimostrare che gli intervalli, limitati o illimitati, sono tutti e soli i sottoinsiemi
I di R che soddisfano la seguente proprieta caratteristica (detta connessione): presi
comungue tre numeri reali

T < Ty < k3,8 1,3 € I, allora x5 € 1.

Nel seguito ci capitera di considerare il prodotto cartesiano di due (o pin) intervalli, cui
si puo dare il significato geometrico di rettangolo (in due dimensioni) o parallelepipedo
(in tre dimensioni).

i

© 5 RADICALI, POTENZE, LOGARITMI

In conseguenza della proprieta [, possiamo eseguire, nel campo reale, operazioni che
sono solo occasionalmente possibili nel campo razionale, come 'estrazione di radice o
'elevamento a potenza.

5.1 Radici n-esime aritmetiche

TEOREMA 1.3 Sia y € R,y > 0 e n un intero > 1. FEsiste un unico numero reale
positivo x tale che "™ = y.

Tale numero si chiama radice n-esima aritmetica di y e si indica con uno dei simboli
/1y oppure y1/™. Si noti che la radice n-esima aritmetica & non negativa, per esempio
V4 = 2, v/9 = 3 ¢ piu in generale Va2 = |z|.

Una semplice dimostrazione di questo teorema potra essere data pitt avanti nel
corso, utilizzando le proprieta delle funzioni continue (si veda il cap. 3, par. 4.1). Per
ora ci limitiamo a mostrare, con un esempio, come si puo costruire la rappresentazio-
ne decimale della radice n-esima. Cerchiamo ’allineamento decimale di v/2; questo
numero, non essendo razionale, sard rappresentato da un allineamento infinito (non
periodico). Si procede cosi: si costruisce una classe di numeri razionali della forma

0 <ay,
g, ay
an, G142

ap, a1a2a3

con la regola che: ognuno di questi numeri ¢ il piu grande tra quelli con lo stesso
numero di decimali dopo la virgola il cui quadrato € minore di 2:

1l 1#=1 92 =4
1,4 (1,4)% ='1,96 (1.5)% =2,25
1,41  (1,41)% =1,9881 (1,42)2 = 2,0164
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Questo insieme di numeri (chiamiamolo E_) ¢ limitato superiormente (ognuno &
< 2); per la proprietd R, esso possiede estremo superiore; il numero v'2 si definisce
precisamente come sup F_.

Si sarebbe potuto anche costruire una classe di numeri £ come la precedente
con la regola che ognuno di essi sia il pili piccolo tra quelli con lo stesso numero di
decimali dopo la virgola il cui quadrato ¢ > 2; avremmo ottenuto

2 15 142

Questo insieme E, ¢ limitato inferiormente (ogni elemento & > 1), percio possie-
de estremo inferiore; si dimostra che inf Ey = sup E_. I numeri della classe F_
approssimano v/2 per difetto, quelli della classe F per eccesso.

5.2 Potenze a esponente reale

I estrazione di radice n-esima & 'operazione inversa dell’elevamento a potenza intera.
Si pud estendere I'operazione di elevamento a potenza per ogni esponente razionale
se la base & positiva (utilizzando il teorema precedente) ponendo

m .
se r=— a>0 a :=(a™)7=Kam

7

(si assume: m € Z, n positivo).
Se infine 'esponente & reale b = bg,biba...by, ... il numero a® (a > 0) sara
individuato dalla classe di numeri

{Lbo abn b1 abu,lh bo

in un modo simile a quello del caso della radice.

Se la base a ¢ negativa I'operazione di elevamento a potenza a® & definita solo in
certi casi: se 'esponente b ¢ intero, oppure razionale n/m purché non sia n dispari
ed m pari. Infatti: si pone a™™ = %/a" e inoltre, se ¢ < 0 e m dispari, si definisce

/e = — %/—c. Per esempio:
(_2)3f5 - _{J/g

(_2)2/5 __ 5

|
N

3 :
(—2) /" — /=8 non esiste nel campo reale!

Quando si dice “non esiste in R” si intende che non & possibile definire tale operazione
in modo da mantenere valide le usuali regole di calcolo. Qualcosa di piu sull’argomento
sara detto nel paragrafo 8, parlando dei numeri complessi.

Le proprieta principali dell’elevamento a potenza sono:
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siano a, b reali positivi, ¢, d reali qualsiasi

Ey a®=1 VYa#0; 1°=1 Ve

E, a*>0 Ve a°slseaslec>0

Es (ab)° = a® - b°

E4 (ab)c:abc
Es c<d = a°<alseaz=1
FEg O<a<h = a"<bP® ¥Ye>0

5.3 Logaritmi
Consideriamo 'equazione
a¥ =1y a>0

con y assegnato e x incognito.

Anzitutto, se a = 1, essa ¢ risolubile solo se y = 1 (e in tal caso ogni numero reale
x € soluzione). Sia dunque a # 1. Se y < 0 essa non ha alcuna soluzione (cfr. E,). 1l
seguente teorema ci dice che essa ha una sola soluzione per ogni y > 0.

TeOREMA 1.4 Sia a > 0, a # 1, y > 0. Fsiste un unico numero reale x tale che
a’ =y.

Tale numero prende il nome di logaritmo in base a di y e si indica col simbolo log,, .

Quindi, per definizione: a'°%«¥ = y. Le proprietd dei logaritmi, che si deducono da
quelle degli esponenziali, sono:

siano x,y, a reali positivi, a # 1

L,y log, zy = log, z + log, y
£

Lo log, — =log, z —log, ¥
Y

Lj log, % = alog, x VaeR

Ly log, x = =—log. x (@£ 1)
log.. a "
log, :

Ls log, x = O8a & Vb>0,b#1
log, b

Nel capitolo 2 introdurremo il concetto di funzione e vedremo che le operazioni so-
pra definite consentono di introdurre tre importanti classi di funzioni: le potenze, gli
esponenziali e i logaritmi.
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5.4 Approssimazioni

Concludiamo questo paragrafo con qualche osservazione sulle approssimazioni che si
fanno lavorando coi numeri reali. Cominciamo col ricordare che un numero raziona-
le puo essere sempre espresso con precisione assoluta, sia ricorrendo alla scrittura
frazionaria che a quella decimale (eventualmente con cifre periodiche). Invece non e
possibile, naturalmente, scrivere tutte le cifre decimali di un numero irrazionale, dato
che queste sono infinite e si susseguono senza periodicita. Cosa significa allora “co-
noscere” o “gpecificare” un numero irrazionale? Significa conoscere qualche algoritmo
che ci consenta (almeno teoricamente) di scrivere tante cifre decimali esatte quante
ne desideriamo. Nell’esempio (gia considerato) del numero irrazionale

0,1010010001 .. ..

(formato in base alla regola: scrivere una cifra 1, una cifra 0, una cifra 1, due cifre 0,
una cifra 1, tre cifre 0, e cosi via) e chiaro che potremmo scrivere tante cifre quante
ne desideriamo. In altri casi, come v/2 o log, 3, le cose sono pill laboriose, richiedendo
I’esecuzione di calcoli iterativi per determinare ogni successiva cifra decimale; tuttavia,
questi calcoli sono effettivamente eseguibili. Altre volte, in Analisi matematica, un
numero viene specificato in modo non costruttivo, denotandolo come 'unico numero
che risolve un determinato problema (una volta che si sia dimostrato appunto che tale
soluzione esiste ed ¢ unica). Si tratta di un modo operativamente meno soddisfacente,
ma teoricamente ineccepibile.

Veniamo ora agli aspetti pratici. Ogni volta che eseguiamo calcoli con una calco-
latrice tascabile, questa scrivera solo numeri con un numero fissato di cifre decimali
dopo la virgola (tipicamente 9). Questo significa che stiamo lavorando solo con numeri
razionali, anzi con un sottoinsieme finito dell’insieme Q! Lavorando con un computer
le cose migliorano un po’, ma rimaniamo comungque nell’ambito di sottoinsiemi finiti
di Q. Occorre naturalmente esserne consapevoli.

Oltre all’approssimazione generata dagli strumenti di calcolo, a volte siamo noi
stessi a non essere interessati a troppe cifre decimali; introduciamo allora volutamente
delle approssimagzioni, scrivendo ad esempio

V2 ~ 1,414,
Si ricordi, a tale proposito, la regola di arrotondamento espressa dai seguenti esempi:

92,4138 ~ 2,41
92,4152 ~ 2.42.

Esplicitamente: 1'ultima cifra che si scrive viene arrotondata all'unita inferiore (supe-
riore) se la prima cifra che si trascura ¢ da 0 a 4 (rispettivamente, da 5 a 9).

6 INSIEMI INFINITI

Accenniamo ora ad una questione fondamentale che ha a che fare con gli insiemi, e
precisamente il problema di come si possa confrontare la “numerosita” degli insiemi
infiniti. Avvertiamo che cio che diremo in questo paragrafo non sara direttamente uti-
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lizzato nel seguito del corso; tuttavia, ci sembra giusto dare spazio a questo problema,
al tempo stesso cosl naturale e difficile®.

Affrontiamo il discorso a partire dagli insiemi numerici notevoli che abbiamo
introdotto: N,Z,Q, R. Chiediamoci: quanti sono gli elementi di ciascuno di questi
insiemi?

Intuitivamente, la risposta sembra ovvia: ciascuno di questi insiemi ha infiniti
elementi; tuttavia i numeri razionali sono piti numerosi dei numeri interi, essendo
Z C Q, e per lo stesso motivo i numeri reali sono di pitt dei numeri razionali. Queste
risposte pongono pero un problema: come possiamo affermare, al tempo stesso, che
due insiemi sono entrambi infiniti, ma uno € pit numeroso dell’altro? Com’e possibile,
in generale, confrontare la numerosita degli insiemi infiniti? Ad esempio, ¢i sono piu
punti in una sfera o in un piano? (In questo caso, nessuno dei due insiemi ¢ contenuto
nell’altro).

Per dar senso a queste domande, prima ancora che per sapervi rispondere, occorre
definire cosa si intenda per uguale numerositd di due insiemi. Astraendo dall’espe-
rienza del contare gli elementi di un insieme finito, si & giunti a identificare 1'idea di
uguale numerosita con quella di corrispondenza biunivoca.

DeriNiziONE 1.5 Due insiemi A, B si dicono di uguale cardinalita o potenza (termini
che traducono Iidea intuitiva di numerositd) se possono essere messi in corrispondenza
biunivoca tra loro, cioe se esiste una legge che associa ad ogni elemento di A uno e
un solo elemento di B, e viceversa. ‘-

Si osservi, ad esempio, la seguente corrispondenza tra gli insiemi Z e N:

Z 0 1 -1 2 -2 n —n
[ N [ ]
N 0 1 2 3 4 o, 2n — 1 2n

Come si vede, la legge ora definita realizza una corrispondenza biunivoca tra Z e N.
Quindi, anche se dal punto di vista dell'inclusione Z ha “pii elementi” di N (nel senso
che ha tutti gli elementi di N piu altri), gli insiemi hanno la stessa cardinalita (si dice
anche che sono equipotenti). In questo senso, quindi, vanno pensati come ugualmente
NUmMerosi.

DeriNIZIONE 1.6 Si dice nwmerabile un insieme che ha la stessa ccudmahta
di N.

Ad esempio, Z & numerabile. Il termine numerabile indica che gli elementi dell’insieme
si possono enumerare, ossia disporre in un elenco numerato (posto 1, posto 2, posto
Bis o)

Di pin1, possiamo dimostrare che:

TEOREMA 1.5 Q é numerabile.

41e ricerche sulla numerositi degli insiemi infiniti iniziarono nel 199 secolo con Bolzano, Dedekind,
e soprattutto Cantor, il cui nome & legato in maniera speciale a questo tema.
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DIMOSTRAZIONE., Cominciamo a dimostrare che I'insieme dei numeri razionali positivi e
numerabile. Per far questo, rappresentiamo i numeri razionali positivi come frazioni n/m,

con n,m interi positivi, e disponiamo queste frazioni in una tabella triangolare infinita, al
modo seguente:

T aen =
—seconn+m=...

2
3
4
5

o e e T S T e e
colbo | MIba | =0

polos | oo
H|,|;,

Si noti che: tutte le frazioni che rappresentano numeri razionali positivi compaiono in questa
tabella almeno una volta; alcuni sono ripetuti pin volte (ad es. 1/1 = 2/2); ogni riga ha
lunghezza finita. Quindi possiamo mettere in corrispondenza biunivoca N con l'insieme dei
razionali positivi, percorrendo la tabella, riga dopo riga (e saltando un elemento quando ¢
uguale ad uno gia incontrato). Ad esempio:

1 (23 |4

=lw| O
=
oo
=] =}

wivw| =~

111
1 2

]
W=
|
[ 1]

(si noti che abbiamo saltato 2/2 perché uguale a 1/1, gid incontrato). Questo dimostra che
'insieme dei razionali positivi & numerabile; allora anche Q & numerabile, e questo si puod
provare con una dimostrazione analoga a quella con cui abbiamo provato che Z ¢ numerabile:
detti g1, q2.q3,... i razionali positivi, si pone:

N 1 2 3 4 5 6 7
1T 10 1 10 1 1 1
Q 0 qQ —q1 g2 —q2 q3 —qs3

che realizza una corrispondenza biunivoca tra N e Q.

Aver scoperto che diversi insiemi infiniti, uno propriamente contenuto nell’altro
(N,Z,Q), hanno la stessa cardinalita, potrebbe far pensare che questo sia vero per
tutti gli insiemi infiniti. Cio non é vero. Infatti, si dimostra che:

TEOREMA 1.6 R non ¢ numerabile.

DIMOSTRAZIONE. La tecnica di questa dimostrazione prende il nome di procedimento dia-
gonale di Cantor ed & un’idea semplice ma profonda che si utilizza in varic parti della
matematica.

Proveremo, per I'esattezza, che I'intervallo [0, 1] ha una cardinalita non numerabile, da
cui seguird, a maggior ragione, la non numerabilita di R. Supponiamo dunque per assurdo
che [0, 1] sia numerabile e disponiamo tutti i numeri reali dell’intervallo [0,1] in un elenco
P1.72,73 ... Scriviamo ora ogni numero 1; in forma decimale (cioé nella forma 0.a;a2a3. ..
dove gli a; sono cifre da 0 a 9; in particolare, se le cifre sono tutte zero si ha r; =0 e se sono
tutte nove si ha r; = 0.9 = 1):

T = 0..‘.‘.’.116&12&13 & w
To = 0.a21a22a23 vk

ry = 0.az1@32033 - . -
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Definiamo ora il seguente numero decimale:
T = 0.3)1?)253 B
dove le cifre b; sono definite con la seguente regola:

A

se a;; ¢ una cifra 0,1,2,3 o 4, poniamo b, =

ot

se aq; e una cifra 5,6,7,8 o 9, poniamo b; = 4.

Con questa definizione risulta b; # a;; per ogni i. Si noti che il numero r ¢ stato costruito
ragionando sulla diagonale della tabella infinita che ha per righe i numeri r;, da cui il nome
del procedimento.

Osserviamo ora che r & un numero reale appartenente all’intervallo [0, 1] (perché e del
tipo 0.b1babs ... con tutte le cifre uguali a 4 0 5) e d’altro canto non & uguale a nessuno dei
numeri r; dell’elenco, in quanto:

r # ry perché la prima cifra di r & diversa dalla prima cifra di v, (perché by # ai1);
r # ry perché la seconda cifra di r & diversa dalla seconda cifra di 2 (perché by # a22);

r # r3 perché. ..

Ma questo porta a una contraddizione, avevamo supposto che gli r; esaurissero completamen-
te I'insieme dei numeri reali dell’intervallo [0, 1]. Dunque [0, 1] non & numerabile.

Poiché N non pud essere messo in corrispondenza biunivoca con R, ma puo esser messo
in corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme proprio di R (N stessol), diciamo che
N ha cardinalita minore di R. Ecco quindi com’¢ possibile dar senso al confronto tra
la “numerosita” di due insiemi infiniti.

Notiamo anche che U'intervallo [0, 1], anzi qualsiasi intervallo di R (aperto o chiuso,
limitato o illimitato) ha la stessa cardinalita di R. In altre parole, la retta non ha una
cardinalitd maggiore del segmento, ma la stessa. Questo fatto si puo dimostrare ad
esempio con una costruzione geometrica elementare, che realizza una corrispondenza
biunivoca tra punti della retta e di un segmento come quella in figura 1.7.

Figura 1.7. | punti del segmento (aperto) AB sono messi in corrispondenza biunivoca con i punti della
retta, tracciando opportuni segmenti dai due punti fissati Pi, P alla retta stessa.

La cardinalita di R prende il nome di potenza del continuo. Non solo ogni intervallo
di R ha questa stessa cardinalita. Si puo dimostrare che lo stesso vale per il piano, per
lo spazio tridimensionale e per i loro sottoinsiemi “continui”: per esempio, un piano
e una sfera hanno entrambi la potenza del continuo.
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Abbiamo incontrato fin qui solo due livelli gerarchici di infinito: la potenza del nu-
merabile e quella del continuo. Non si deve credere che esistano solo queste due: ad
esempio, V'insieme di tutti i sottoinsiemi di R & ancora pitt numeroso di R; anzi con
questo procedimento si pud sempre costruire un insieme piltt numeroso di un insieme
dato:

TEOREMA 1.7 Sia A un insieme qualsiasi (finito o infinito!) e P (A) il suo insieme
delle parti. Allora la cardinalita di P (A) é sempre maggiore della cardinalita di A.

Una dimostrazione di questo teorema & suggerita nell’Esercizio 7 dei Complementi in
fondo a questo capitolo.
Percid i livelli gerarchici delle cardinalita infinite sono anch’essi infiniti.

7 IL PRINCIPIO DI INDUZIONE

Presentiamo ora un potente metodo dimostrativo, detto dimostrazione per induzione.
Questo procedimento si pud applicare a teoremi che abbiano la struttura seguente:

“Per ogni n € N, n > ng, vale la proprieta p(n)”.

Il numero ng ¢ il pit piccolo intero per cui si vuole che la proprieta sia vera; se ng =0
il teorema afferma semplicemente che la proprieta ¢ vera per ogni n € N.
La dimostrazione per induzione consiste nei due passi seguenti:

1. Si dimostra che p(n) & vero per n = ng (primo passo dell'induzione).

2. Si dimostra che, se n & un generico numero naturale > ng, dal fatto che p (n) sia
vero segue che p(n+ 1) & vero.

Si pud allora concludere che per ogni n > ng, p(n) & vero. La validita di questo
metodo dimostrativo, intuitivamente, si basa su questo fatto:

1. Per il punto 1, sappiamo che p(ng) € vera. Supponiamo ad esempio no = L:
sappiamo quindi che p (1) & vera (questo va dimostrato esplicitamente).

2. Per il punto 2, poiché & vera p (1), sard vera p (2): infatti abbiamo dimostrato che
qualunque sia n, se & vera p (n) ¢ vera anche p (n + 1). Ma allora, poiché & vera
p (2), sard vera p (3); ma allora & vera p(4),... e cosl via, dunque ¢ vera p (n) per
ogni n > 1.

Concretamente, la dimostrazione si articola in due fasi.
1. Dimostrare direttamente p (ng);
2. Assumere come ipotesi p (n) (ipotesi induttiva) e provare p (n +1).

E questo il punto delicato, spesso soggetto a equivoci. “Assumere per ipotesi” p (n)
non significa assumere come ipotesi esattamente la nostra tesi? Non proprio. Quello
che si deve provare ¢ che:

per ogni n > ng, se & vera p(n) allora & vera anche p (n + 1)

e non
se per ogni n & vera p(n), allora & vera anche p (n+1).
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Lo studente rifletta sulla differenza tra le due frasi appena scritte. La sottigliezza
della dimostrazione per induzione e tutta li. Diamo un paio di esempi significativi di
applicazione di questo metodo:

TeorREMA 1.8 (DISUGUAGLIANZA DI BERNOULLIL) Per ogni intero n > 0, x €
R, z =-1
(14+2)" 2 14+ne.
DIMOSTRAZIONE. Per induzione su n. Sia n = 0. Allora 'asserto diventa
A+2)°>140-2,
cioe 1 > 1, evidentemente vero. Supponiamo che sia vero per n, e proviamolo per (n + 1).
A3 =1+z)-Q+2)" 2
(per ipotesi induttiva (1 + x)™ > 1+ na; inoltre per ipotesi (1 + ) > 0 perché z > —1)
>(A+z)(Q4nz)=14+(n+Dz+nz’ >14+n+1a

dove nell'ultima disugnaglianza si & sfruttato il fatto che nz® > 0. La catena di disuguaglianze
mostra che (14+z)""" > 1+ (n+ 1)z, pertanto la tesi & dimostrata.

TeoreEMA 1.9 (FORMULA DEL BINOMIO DI NEWTON) Per ogniinteron > 0, con

a,b eR,
- =~ (n kpn—k
(a+b)" = E (k>a, B,

k=0

DIMOSTRAZIONE. (Questo risultato ¢ stato gia enunciato nel paragrafo 2.3; ora ne forniamo
una dimostrazione). Per induzione su n. Per n = ( 'asserto e

(a+8)° = (g) PP, dhekt =1,

vero. Sia vero per n, e dimostriamolo per (n + 1).
(a+b)"" =(a+0b) (a+b)" =
per l'ipotesi induttiva
- Y kyn—k . Ny ktlpn—k ¢ Ny kintl—k
=(a.—|—b)kzzo(k)ab :g(k)a b —i—;ﬂ(k)a b =

eseguendo nella prima sommatoria una traslazione di indici

41 7

- n kin—k41 W kyngl—k

= E (k—l)a'b -+ E (k)ab =
k=1 k=0

scorporando l'addendo per & = 0 dalla seconda sommatoria e quello per & = n -+ 1 dalla

prima
o n+41 - n kyn—k+1 n-1 —~ (n kyntl—k
=a +’,§1 (k—l)ab + b + E (k)ab =

k=1
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sommando le due sommatorie

=1

n n A
— CLn—i—l 4 b'n.-f—l 3 i akbn k+1 -
k

I
A

applicando la formula di ricorrenza (") = (,",) + (})

o Cl”+1 + b?’r.+1 + i n + ]- akb'rl.—k-isl =

k
k=1
-1
n-+1 P 2
- 2 : akbn k-{—l,
k=0

che & esattamente 'asserto voluto, per n + 1.

Chiediamoci ora che cosa giustifichi la validita del procedimento di dimostrazione per
induzione dal punto di vista formale, e non puramente intuitivo. Per rispondere, si
consideri anzitutto la seguente riformulazione del principio di induzione nel linguaggio
degli insiemi:

“Sia S un sottoinsieme di N. Se 0 € S e, per ognin € N, se n € S anche n+1 € S,
allora S = N”,

Formulato in questo modo, il principio di induzione viene ad essere uno degli
assiomi del sistema dei numeri naturali; in altre parole, questo significa che la validita
di questo principio ¢ parte della definizione dell’insieme N. La situazione ¢ analoga
a quella che abbiamo incontrato parlando della proprieta dell’estremo superiore: la
validita della proprieta dell’estremo superiore (assioma di continuita) ¢ parte della
definizione dell'insieme R dei numeri reali.

Lo studente dimostri per induzione le seguenti identita, alcune delle quali si sono gia
incontrate nel pararagrafo 1.2:

La formula per la somma dei primi n interi:

27
Z T L;]) per ogni intero n > 1.
k=1

La formula per la somma geometrica:

e g 1 qn-H
Z g = e = per ogni intero n > 0 e numero reale g # 1.
k=0

Ricavare la formula per la somma dei primi n numeri pari:

Z (2k) per ogni intero n > 1.

n
k=1
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Ricavare la formula perla sornma dei primi n numeri dispari:

n—1

Z (2k + 1) per ogni intero n > 1.
k=0

~ Dimostrare che se A ¢ un insieme costituito da n elementi, I'insieme delle parti di A ha
2" elementi.

Dimostrare 'identita dei coefficienti binomiali (utilizzata nella dimostrazione della
formula del binomio di Newton):

n—+1 n mn
= s intert, 1 < k& < n.
( 1 ) (k—l) + (a’c) per n, k interi, 1 < k <mn

~ 8 NUMERI COMPLESSI

Ci sono ragioni, principalmente di natura algebrica, che ci spingono ad ampliare ulte-
riormente il campo numerico; si tratta, in sostanza, di definire in tutta la sua generalita
I'operazione di elevamento a potenza a” (e la sua “inversa”), operazione che, nel cam-
po reale, & definita per ogni esponente b solo se a € positivo, e, se a € negativo, soltanto
per alcuni esponenti (interi o razionali 2* con n dispari).

In questo paragrafo introduciamo quindi il campo dei numeri complessi e definia-
mo su di essi le operazioni algebriche elementari e la radice n-esima. Definiremo in
seguito (cap. 5, par. 2.2) 'operazione di elevamento a potenza qualunque, cosi come i
logaritmi e gli esponenziali nel campo complesso. Molte applicazioni che lo studente

potra incontrare nel corso dei suoi studi richiedono 1'uso di questi strumenti.

8.1 Definizione di C e struttura di campo

Abbiamo indicato con R? (abbreviazione di R x R) l'insieme delle coppie ordinate
(a,b) di numeri reali. Su queste definiamo direttamente le operazioni di somma e
prodotto con le seguenti regole:

(8.1) (a,b) 4+ (¢,d) == (a+ ¢, b+ d)
(8.2) (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc)

Questa “somma” e questo “prodotto” verificano le proprieta commutativa, associativa
e distributiva enunciate nel paragrafo 3. Osserviamo anche che, V (a,b):

(a,b) + (0,0) = (0,0) + (a,b) = (a,b)
dunque la coppia (0,0) & elemento neutro per la somma.
(e, B) - (1,0)= (1,0) +(a;b) ={a, b
dunque la coppia (1,0) & elemento neutro per il prodotto.

(a,b) + (—a, —b)

(0,0)

dunque (—a, —b) & 'opposto di (a,b).
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Se
a —b

a? + b2’ a2—|—b2) = (1,0

dunque la coppia (a/(a? + b%), —b/(a® + b?)) & il reciproco di (a,b).

Dungque le proprieta Ry, Ry (vedi par. 3) sono verificate per la somma e il prodotto
cosi definiti e percio I'insieme R? cosi strutturato & un campo, che chiameremo campo
dei numer: complessi e indicheremo con C.

Osserviamo ora, che C contiene il sottoinsieme Cgy delle coppie del tipo (a,0); esso
e un sottocampo di C, poiché somma e prodotto di coppie di questo tipo sono ancora
coppie dello stesso tipo; infatti si ha:

(a,b) # (0,0) allora (a,b) - (

(a,0) + (b,0) = (a+b,0)
(a,0) - (b,0) = (ab,0)

Inoltre Cy pud essere ordinato ponendo (a,0) < (b,0) se a < b. Se allora mettiamo in
corrispondenza biunivoca l'insieme dei numeri reali R con Cy, ponendo

(a,0) —— a

possiamo identificare i numeri reali @ con i numeri complessi del tipo (a, 0).

In questo senso il campo dei numeri complessi C ¢ un ampliamento di quello dei
numeri reali R.

Consideriamo ora il numero (0, 1). Esso ha la singolare proprieta che:

(01 1) ’ (0, 1) = (_1= 0)

cioe il suo quadrato coincide col numero reale —1! Per questa ragione la coppia
(0,1) merita di essere indicata con un simbolo speciale: la indicheremo con “” e
la chiameremo unita immaginaria.

Forma algebrica dei numeri complessi
A questo punto conviene semplificare la notazione. Osserviamo che, se scriviamo
semplicemente a invece di (a,0) ecc. abbiamo

(a,b) = (G,O)+(0,1) -(b,0) =a+ib

Con questa notazione le regole (8.1) e (8.2) sono le ordinarie regole del calcolo letterale,
ove si tenga conto che 7 = —1:

(a+1b)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)
(a+1ib) - (¢ +1id) = (ac — bd) + i(ad + bc)
La scrittura
(8.3) z=a+1b

e detta forma algebrica dei numeri complessi; a si chiama parte reale di z e si indica
con Re(z), b si chiama parte immaginaria e si indica con Im(z).
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Piano complesso

In un piano cartesiano, rappresentiamo i numeri complessi a + ib come punti di coor-
dinate (a, b): ecco una semplice e comoda immagine geometrica del campo complesso.
In questo contesto, il piano viene detto piano complesso o piano di Gauss; gli assi x,y
si dicono asse reale e asse immaginario: i punti sull’asse reale sono i numeri reali, i
punti sull’asse immaginario sono i numeri immaginari puri (cioe del tipo ib).

La somma di due numeri complessi ¢ il numero complesso che ha per coordinate
la somma delle coordinate: il significato geometrico di questo fatto ¢ che il punto z -+t
si costruisce a partire dai punti z,¢ in base alla “regola del parallelogramma” (vedi
fig. 1.8).

Figura 1.8.

Abbiamo visto che C soddisfa gli assiomi di campo; non soddisfa perod quelli di campo
ordinato, ovvero non ¢ possibile definire una relazione < tra i numeri complessi, in
modo che valgano le proprieta elencate nel paragrafo 3 (in particolare, la R3). Infatti
si puo dimostrare che da quelle proprieta segue che il quadrato di un numero qualsiasi
non & mai negativo, e d’altra parte, se un numero é positivo il suo opposto ¢ negativo.
Ora, in C si ha:
*=1 =& #=-1

Abbiamo quindi due quadrati che sono 1'uno l'opposto dell’altro. Nessuno dei due

perd puo essere negativo (perché sono quadrati), e questo ¢ assurdo (perché tra a e
—a uno dev’essere negativo, se a # 0). Concludiamo che C non é un campo ordinato.

8.2 Coniugato e modulo
Il numero complesso a — b si dice il complesso coniugato di z = a +ib e si indica con

Z. Evidentemente si ha:
z2+Z=2a=2Re(z)

g— 2 =20 = 2 Im(z)
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L’operazione di coniugio ha le seguenti elementari proprieta rispetto alla somma e al
prodotto:
(21 + 22) =21 + 22

(z122) = Z1 - 22

TN
| =
ST
Il
| =

Osserviamo ora che
2z = (a+ib)(a —ib) = a®> + > >0

Si chiama modulo di z = a + ib il numero reale non negativo va? + b2, che si indica
con |z|. Se z = a ¢ reale, il suo modulo si chiama valore assoluto e si indica sempre
con |a|, come detto nel paragrafo 4. Valgono le seguenti proprieta:

a) 2| 20 e |2|=0 <= 2=0

b) |z[ =1

¢) |Re(z) < 2] [Im(2)| <[z [2] <|Re(z)| +|Im(z)|
(8.4) d) |21 + 22| < |21] + |22] (disuguaglianza triangolare)
(8.5) e) |21 + 22| = | 21| — |22 |

Le proprieta a), b), ¢) si verificano immediatamente. Proviamo d), e).
Esse sono equivalenti alla seguente:

(2] — J22])” < |21 + 222 < (J2a] + |22])

Ponendo z; = a + ib, z9 = ¢ + id otteniamo:

(Va2 102 — V2 + @)’ < (a+ef’ + (b+d)? < (Va2 + 02 + V@ + @)’

Con calcoli elementari questa doppia disuguaglianza si riduce a

—VaZ +52-y/2+d% <ac+bd < Va2 +b2 -/ c2+d2
che & equivalente alla seguente:
lac 4 bd| < Vaz+ 02/ + @
Elevando al quadrato entrambi i membri si arriva a:
(ac + bd)? < (a® +b%)( + d?)

OVVETro a

0 < —2achd + a?d? + b2%c* = (ad — be)®

che & vera per ogni a, b, ¢, d € R.
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Geometricamente, |z| rappresenta la distanza del punto (o numero complesso) z dal-
V'origine; |21 — 22| rappresenta la distanza dei due punti z; e 29; le disuguaglianze
(8.4) e (8.5) traducono il noto teorema sulle lunghezze dei lati di un triangolo (vedi
fig. 1.9).

z + 2z

Figura 1.9,

Utilizzando i concetti ora introdotti, possiamo rappresentare in forma algebrica il rap-
: ; . a+1ib . ;
porto di due numeri complessi —+,—d; basta moltiplicare numeratore e denominatore
¢4
per ¢ — id; abbiamo:
a+ib (a+ib)(c—id) ac+bd % be — ad
— = ! = i ,_
c+id lc + id|? +d>  AHd?

Vediamo come si puo risolvere un’equazione nel campo complesso, quando questa
coinvolge I'incognita z = x + iy anche attraverso Re z, Im z, Z, |z|.

22 +ilmz+22=0

Poniamo z = z + iy, con x,y incognite reali, e trascriviamo 'equazione a questo modo
2= (z+iy)? =z* —y® + 2ixy
ilmz =iy
2z = 2(z —1y) =2z — 2iy
(2 — oy + 2izy) + (iy) + (22 — 24y) =0

Ora, un numero complesso & zero se e solo se la sua parte reale e parte immaginaria sono
zero. Percid mettiamo in evidenza la parte reale e la parte immaginaria del primo membro
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ed uguagliamo entrambe a zero:
(mz —y2+2$) +i(2zy+y—2y)=0
22 —y? +22=0
22y —y =20

Si @ cosl trasformata ’equazione in una incognita complessa in un sistema di due equazioni
in due incognite reali. Risolviamo il sistema. La seconda equazione da:

che da
=0 e @$p—=-=2

Per z = % la prima equazione diventa

5 b
= ==
Yy +7
che ha soluzioni /E
5
= 4+-—
¥ 2
Quindi le soluzioni sono:
. 1 5 1 /5
z=0 z=-2 z—§+z7 —5—4,2

L’equazione ha 4 soluzioni.

Il metodo visto in quest’esempio (passare alla parte reale e immaginaria dell’equazio-
ne) e applicabile in linea di principio ad ogni equazione in C. In pratica, un generico
sistema di due equazioni in due incognite ¢ quasi sempre insolubile per via algebrica.
Percio prima di mettersi su questa strada ¢ bene osservare se non ce ne sia una pil
semplice.

8.3 Forma trigonometrica

Come e noto dalla Geometria, i punti del piano possono essere individuati, oltre
che dalle loro coordinate cartesiane, anche dalle coordinate polari: p (raggio polare,
cioe distanza del punto dall’origine) e 6 (angolo polare, ciot 'angolo che la retta
congiungente il punto con lorigine forma con 'asse delle ascisse positive, misurato
in senso antiorario). E chiaro che una coppia p, 0, con p > 0, individua un ben
determinato punto del piano; invece un punto del piano individua univocamente la
coordinata p, ma ’angolo ¢, misurato in radianti, ¢ determinato solo a meno di multipli
di 27 (fig. 1.10).

Dato un numero complesso z, il suo modulo |z| coincide col raggio polare del punto
che ne e 'immagine sul piano complesso. Chiamiamo argomento di z, e lo indicheremo
con arg(z), uno qualsiasi degli angoli # relativi al punto z. In questo modo I’argomento
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0 = arg(z)

Figura 1.10.

di z non ¢ univocamente determinato. Spesso questa indeterminatezza non porta
alcun inconveniente. Altre volte invece & preferibile assegnare un ben determinato
argomento a un numero complesso. Cid pud ottenersi in infiniti modi, fissando un
qualsiasi intervallo, di ampiezza 2, entro il quale far variare I'angolo 0. Gli intervalli
pill comunemente usati a questo scopo sono [0,27) e (—m, 7]; allora 'argomento di z
viene detto argomento principale.

Per esempio, il numero —i ha come argomento —7/2 oppure 37/2 oppure qua-
lunque altro valore della forma —7/2 + 2k7 con k € Z. 1l suo argomento principale
sard 3m/2 se si adotta la convenzione che # € [0,27), —7/2 con la convenzione che
f € (—m,n|. I numeri reali positivi hanno argomento principale 0 e quelli negativi 7
con entrambe le convenzioni. Per il numero 0 Pargomento non viene definito.

Dato il numero z = a + ib, dalla trigonometria ricaviamo immediatamente le
relazioni tra le coordinate cartesiane a, b e quelle polari p, 0:

(8.6) a = pcosl b= psind

cosicché il numero complesso z pud anche scriversi nella forma

(8.7) z = p(cos @ + isinf)

che & detta forma trigonometrica dei numeri complessi.
Le relazioni inverse di (8.6) sono:

a b
8.8 :\/02+b2 cosf = — sinfl = ——
e P . Jao+ P /a2 + b2

Scriviamo in forma trigonometrica il numero complesso:

V34
Abbiamo p = va? +b? =3+ 1=2;

— V3, d T o T
\/54—?,—2(—2—%—15)—2((;056—{—1:31116)
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Formule di De Moivre
La forma trigonometrica ¢ comoda per esprimere prodotti e quozienti di numeri
complessi. Se abbiamo infatti

z1 = p1(cos By +isinby) 29 = pa(cos By + isinby)
otteniamo

Zi8g = [)1,02{ cos 01 cos Oy — sin Oy sin Oy + i(sin O, cos O3 + cos 6 sin 92)} =
(8.9)
= p1p2{ cos(0 + 0a) + isin(6; + 92)}

Se z9 # 0, abbiamo
z1 1 cos 0y + isin b,

73 pa cosby + isin by
Moltiplicando numeratore e denominatore per cosfs — isinfly e tenendo conto che
(cos3)? + (sin 03)* = 1 abbiamo:

Z
(8.10) = EI (cos By +isinf)(cosby —isinby) = —{ cos(0y — 62) +isin(6; —6,) }
) 2
Pertanto il modulo del prodotto e del quoziente di due numeri complessi ¢, rispettiva-
mente, il prodotto e il quoziente dei moduli; I’argomento ¢, rispettivamente, la somma
e la differenza degli argomenti:

|21 - 22| = |21] - | 22| arg(zy - z2) = arg z; + arg 2,
(8.11)
|21/ 23| = | 21|/ | 22| arg(z1/7z3) = arg z; — arg zo
La (8.9) si generalizza al caso di un numero qualsiasi di fattori 21, z2,..., 2.

(8.12) z129...2n = P12 ‘..pﬂ{cos(ﬂl + 0 +...4+6,) +isin(61 + 03 + . ..+6'n)}

Se poi i fattori sono tutti uguali, otteniamo:

(8.13) 2" = p"(cos(nd) + isin(nd))

Le relazioni (8.9)-(8.13) vanno sotto il nome di formule di De Moivre. Vediamone
alcune applicazioni.

Scrivere in forma algebrica (1 +1)".
Determm:amo modulo e argomento di (1 + i) e poi applichiamo la formula di De Moivre.

14+ =v2 arg(14i) = g
Quindi 7
(11 4)7] = (\/5) —8/2 arg(l44)7 = %r
Di conseguenza:

(14+43)" —8\/_(—\/—;—15%) =8—8i
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~ Risolvere 'equazione
3
2 —|z|=0
Sostituire z = x + iy e separare parte reale e parte immaginaria & possibile, ma porta a
calcoli algebrici un po’ pesanti. Se riscriviamo 'equazione nella forma
3

2" = |
possiamo invece notare che ambo i membri si esprimono facilmente se si pone z = p(cos @ +
isin @), ovvero se si usa la forma trigonometrica. Infatti:

z* = p® (cos30 + isin30) |z|=p

e l'equazione & soddisfatta se e solo se i due membri hanno moduli uguali e argomenti che
differiscono per multipli di 27, ovvero (il secondo membro ha argomento 0):

P> =p
360 = 2kw conk € Z

La prima equazione da p = 0 e p = 1 (attenzione: p dev’essere > 0 perché ¢ il modulo
del numero complesso; percid p = —1 non & accettabile); la seconda da: 6 = ”‘—f Si trova
pertanto:

2
z:=10 z:cos%—!—isinmﬂT’]T per k=0,1,2

Esplicitamente: I V3 L 3
z=10 g="1 2= z2=—=—1

2 2 2 2

Le formule di De Moivre permettono di dare un’interpretazione geometrica al prodotto
di numeri complessi. Sia z, per cominciare, un numero complesso di modulo 1, quindi
del tipo (cos @ + isin@). Allora, moltiplicare un numero per z significa sommare ¢ al
suo argomento, cioeé eseguire una rotazione di angolo 0. Se z ha modulo p anziché 1,
oltre ad eseguire una rotazione si esegue una dilatazione di coefficiente p. Ad esempio:

— moltiplicare per 7 significa eseguire una rotazione di 5;

— moltiplicare per —1 significa eseguire una rotazione di 7;

— moltiplicare per (1 + i) significa eseguire una dilatazione di coefficiente V2 e una
rotazione di 7 /4.

8.4 Radici n-esime

Dato un numero complesso w, diremo che z & una radice n-esima (complessa) di w se
risulta 2™ = w.

TeorEMA 1.10 Sia w € C, w # 0, e n inlero > 1. Esistono precisamente n radici
n-esime complesse zg, 21, - ..y 2n—1 di w; posto w=r(cosp + isinp) e z; = py(cos by +
isin@y) abbiamo

pk:rl,’n
(8.14) o Y W
B =+——
T
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DIMOSTRAZIONE. I numeri zx sono evidentemente radici di w, come risulta calcolando 21
mediante la formula di De Moivre. Mostriamo che non ve ne sono altre. Infatti, perché un
numero R(cos ) + isin)) sia radice n-esima di w, dovrebbe risultare

R'=r e np=¢+2hmr con heZ
e cioe
R=r'" e 1= e/n+2hw/n
Dando a hivalori 0,1,...,n—1 troviamo appunto i numeri zx. Dando a h un qualsiasi altro

valore h diverso dai precedenti, questo puo scriversi nella forma h = k +mn (m € Z @ il
quoziente e k ¢ il resto della divisione di h per n) per cui sarebbe

P

2k
?;’J=——|——7T+2mfr:9k + 2mm
n n

¢ ritroveremmo ancora gli stessi zp precedenti.

Per le radici complesse si usa purtroppo una notazione un po’ ambigua, la stessa in uso
per indicare la radice aritmetica; si indica ciod con {/z o 2}/" I'insieme delle n radici
complesse di z. Cid pud creare confusione quando z & reale. Infatti il simbolo v/4,
inteso come radice aritmetica di 4, € 2; inteso come radice complessa di 4 & l'insieme
dei due numeri +2 e —2.

-

60 Le tre radici cubiche di —1 sono i nu-
meri z; della forma: cos @ -+ isin @, con 8 =
/34 2knw /3, k = 0,1, 2. Esplicitamente abbia-

1110 1
i = 5(1 + v/34) 2
21 = —1
1 NGT
Zg = 5(1 — V/31) Figura 1.11.

La disposizione delle radici cubiche dell’esempio precedente nel piano di Gauss non
¢ casuale. Infatti se w = r(cosp + isinyp) le radici n-esime zy, 21,...,2,—1 di w si
trovano ai vertici del poligono regolare di n lati inscritto nella circonferenza di centro
0 e raggio /™, con il vertice zy posto nel punto di argomento 8 = @/n.

Nella figura 1.12 sono rappresentate le radici seste di i : zg, 21,..., 25.

i

Calcolare §/1 + 4. Il numero (1 + #) ha modulo v/2 e argomento /4. Le radici quinte

saranno quindi:
5 =+ 2km 2+ 2kw
V\/ﬁ[cos(—‘* = )—i—?lsin (—4 g )} =

e

20 5 20 )

Gli angoli trovati non sono notevoli, ma volendo si possono calcolare seni e coseni in modo
approssimato, usando una calcolatrice.

= W2 l:cos (i + k:g’ﬂ') + isin (1 +kg7r)] con k=0,1,234
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=
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SIE

Figura 1.12.
Equazioni di secondo grado
Un’equazione di secondo grado
2 -
az"+bz+e=0

con coefficienti a, b, ¢ € C, si risolve con la “solita” formula

=t Vb2 — dac
n 2a

Z

a patto di intendere la radice quadrata in senso complesso. Il segno + davanti al
simbolo di radice ¢ in realta superfluo, perché il simbolo stesso /- nel campo complesso
denota due numeri, uno opposto dell’altro.

22 4+ 2z —V3i=0
; / A : 2 i
2= —1+\/ -1+ V3i=—i+ .\/2 (cos §W+ 78in Eﬂ') =

T 2
= 4+ ﬁ(cosg—kisin%) —il{z—_ + i (—1 2t ?)

Il teorema 1.10 ci dice che un polinomio del tipo 2" + a (con a complesso) ha in C
esattamente n radici; nel campo reale invece I'equazione 2™ + a = 0 pud avere due,
una, o nessuna radice (esempi: 22 —1 =0, 2> — 1 =0, 2® + 1 = 0); ora sappiamo che
tale equazione ha sempre n radici in C, ma solo occasionalmente una o due di esse
stanno in R.

Il risultato e di portata ben piu generale, come afferma. il seguente teorema, di cui
non riportiamo la dimostrazione.

TEOREMA 1.11 (TEOREMA FONDAMENTALE DELL’ALGEBRA) Un’equazione poli-
nomiale della forma

ap+e12+...+a,2" =0 (”‘n # 0)
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con coefficienti complessi qualsiasi ha precisamente n radici in C, se ognuna di esse
viene contata con la sua molteplicita.®

Scrivere in forma algebrica (z = a + 4b, a,b € R) i seguenti numeri complessi:

(@+4) (1—1) 1 (V3+iv2)®
3—2i i (3 + 2i)° V2 —+/3i

' Caleolare modulo e argomento dei seguenti numeri complessi:
—3i; —5; —vV/3+i
Calcolare modulo e argomento dei numeri:

1433 144 144
1 —3% 1—14 V344

Disegnare nel piano complesso il luogo dei punti z tali che:

) |zl =lz+i i) Re(z)>2 i) Im%:—-l

' Verificare che, Vz € C:

{l>Re(s)  |fl=Im(2)  |2| < [Re ()] + [im (2)]
Scrivere in forma algebrica a + b i numeri

1—ivV3 (1-@
144 144

) @+9* @) (4B = (1 — iV

Calcolare le radici seste di —1 e rappresentarle sul piano di Gauss.
i W Risolvere le equazioni
a) (2—2)°=—i b) 22— (4+4)z2+44+2i=0
.~ Esprimere cos 56 come combinazione lineare di potenze di cos@ e sin 6.
Esprimere (sin#)* come combinazione lineare di termini del tipo sin(k0) e cos(k6).

£ ~ Calcolare le seguenti radici n-esime nel campo complesso. Quando I'argomento di {/z
& un valore notevole, riscrivere in forma algebrica le radici (ad esempio: 2 (cosZ +isinZ ) =

V3 +1i).
Vi—1 \/-14+v3i /-2-2V3i

Disegnare nel piano complesso i seguenti insiemi:

A:{z:1<[z|<2;g<argz<g~} B={iz:z€ A}

®Se P(z) & un polinomio in z di grado n e zg una sua radice, si dice che zg ¢ di molteplicita k (k
intero, > 1) se vale la formula P(2) = (2 — 20)*Q(2), dove @ & un polinomio tale che Q(z0) # 0.
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Determinare tutte le soluzioni delle sequenti equaziont nel campo complesso:

#® £ 25 4-8=0 2+ 3i+ (Rez) (i + (Imz2)®) =0

2’ +2iz-3=0
iz +(1+4)z+1=0 : 3-3=0
z +7=0

iRez+2% = |2|* +1

1 Nel paragrafo 1.1 si sono definite 1'unione e l'intersezione di due (e quindi di un
numero finito) di insiemi, e si & mostrata l'analogia tra unione e “o”, intersezione ed “e”.
Consideriamo ora una famiglia infinita A1, Az, As,...di sottoinsiemi di un insieme fissato X.

(lome si potrebbero definire rigorosamente la loro unione e intersezione infinita, cioe

D A, F] An ?
n=1

n=1

13

(19

Suggerimento: non si possono usare infinite “e” od “o”, bisognera invece usare opportuna-
mente i quantificatori.

2 Dimostrare che log, 3 & irrazionale.

'3 Dimostrare le proprieta dei coefficienti binomiali (2.3) enunciate nel paragrafo 2.3
mediante un calcolo algebrico diretto (e non per induzione).

‘4 Dimostrare la disuguaglianza di Bernoulli (14 z)" > 1 + nz nel caso particolare
& > 0, usando lo sviluppo del binomio di Newton (invece che per induzione, come fatto nel
paragrafo 7).

Dimostrare che I'intervallo [0, 1] e il quadrato [0, 1] x [0, 1] hanno la stessa cardinalita.
Suggerimento: rappresentare in forma decimale 0.ajazas ... gli elementi di [0,1], e trovare
un algoritmo esplicito che associ, biunivocamente, ad ogni elemento di questo tipo una coppia
ordinata di elementi di questo tipo.

"6 Dimostrare che P (N) ha la stessa cardinalita dell’intervallo [0, 1]

Suggerimento : rappresentare i numeri dellintervallo [0,1] in forma decimale binaria, cioe
del tipo 0.a1az2a3 ... con a; cifre 0 o 1; quindi, trovare una corrispondenza biunivoca tra
I'insieme dei numeri cosi scritti e P (N).

7  Sistudie si comprenda in dettaglio la seguente dimostrazione del teorema, enunciato
nel paragrafo 6: “Per ogni insieme A, A e P (A) non hanno la stessa cardinalita”.
DIMOSTRAZIONE. Per assurdo, supponiamo che esista una corrispondenza biunivoca f tra A
e P(A), e definiamo

X={acA:a¢ f(a)}
dove f(a) indica l'elemento di A che corrisponde ad a. Sia ora x € A DPelemento che
corrisponde a X. Allorasi ha: z € f(z) <2 € X &z ¢ f (), assurdo.




Funzioni di una variabile

1 IL CONCETTO DI FUNZIONE

1l concetto di funzione & centrale in matematica, ed estremamente generale. Dal punto
di vista fisico, si pud dire che questo concetto nasca per descrivere matematicamente
quello di grandezza wvariabile. Esempi di grandezze variabili sono pressoché ovunque
attorno a noi: la posizione di un oggetto mobile, o la sua velocita, la temperatura
in una stanza, la densita di un oggetto, i prezzi delle merci ecc. Si ])Oll(‘bb(‘ pensare
che, dopo tutto, queste grandezze sono espresse da numeri, per cui non c’e ¢ bisogno
di introdurre aleun nuovo concetto per descriverle. Tuttavia, dire che, ad esempio,
la velocitd di un’automobile ¢ espressa da un numero ¢ un’affermazione piuttosto
imprecisa, perché un numero puo indicare solo la velocita in un istante fissato. Piu
in generale: i numeri, di cul finora ci siamo prevalentemente occupati, sono adatti
a esprimere grandezze costanti; per esprimere grandezze variabili ci vuole un’idea
diversa. Ora, un’analisi logica del concetto di grandezza variabile mostra che questa
coinvolge sempre una relazione tra due grandezze: la velocita di un’automobile varia
al variare del tempo; la densita di un oggetto puo variare da punto a punto; in altre
parole:

lemstenza di una grandezva varlablle sottomtende Iesistenza di una relazio-
ne tra due grandezze (tempo e ;locﬂ:a,, posizione e densita ecc.), ovvero la
d;pendenm di una grandezza da un altm '

Questa dipendenza segue, di volta in volta, una certa legge. Vediamo alcuni esempi
di questo tipo, che ci permetteranno di precisare una caratteristica fondamentale del
concetto di funzione:

e Se si lascia cadere un oggetto pesante da una certa altezza, lo spazio percorso
dall’oggetto varia col tempo secondo la formula

altezza h

1 .
s(t)= 5 gt2 (g accelerazione di gravita) s(t)

Cioe a t viene associato s(t); in simboli:

t — s(t) = spazio percorso al tempo ¢ . Figura 2.1.




50 Capitolo 2. Funzioni di una variabile (©) 978-88-08-06485-1

e Se un capitale unitario viene investito per un anno al tasso mensile i, il capitale
finale dipende da ¢ secondo la formula
. i %13
k(i) = (1+ 1)
Cioe:
i — k(i) = capitale alla fine dell’anno

e La potenza P di una lente dipende dalla lunghezza focale f secondo la formula

1
P =
f

(se f & misurata in metri, P & espressa in diottrie).

In ciascuno degli esempi precedenti, a un numero reale (ingresso) viene associato
uniwocarnente un altro numero reale (uscita). E proprio I'univocita della corrispon-
denza a caratterizzare una funzione. In generale, gli ingressi ammissibili per una data
corrispondenza sono soggetti a restrizioni naturali, legate alla natura stessa della
corrispondenza.

Nel primo esempio il numero reale “di partenza” ha il significato di tempo; imma-
ginando di lasciar cadere 'oggetto a un tempo iniziale ¢ = 0 ¢ evidente che ci si dovra
limitare a tempi ¢ > 0.

Nel secondo esempio, evidentemente dovra essere 0 < i < 1. Infine, nel terzo esempio,
dal significato di f, deve essere f > 0, mentre la formula impone ulteriormente f > 0.

L'insieme dei valori “di partenza” ammissibili per una data funzione prende il
nome di dominio.

Spesso si usano le locuzioni variabile indipendente per indicare un ingresso generico
e variabile dipendente per indicare I'uscita.

I prossimi esempi sono di tipo un po’ diverso:

e Consideriamo una sbarra metallica sottile di lunghezza L; possiamo rappresentarla
con l'intervallo [0, L]. La temperatura T nel punto x della sbarra all’istante t, &

espressa da un numero che dipende dalla coppia di numeri (z, t), secondo una certa
legge. In simboli:

(z,t) — T (z,1) .
Questa volta 1'ingresso non ¢ un numero, ma piuttosto una coppia ordinata di
numeri (,t), mentre I'uscita & ancora un numero. D’altro canto, se = € [0, L] e
t > 0, la coppia (z,t) & un elemento dell’insieme A = [0, L] x [0, 4+-00). Si pud
ancora dire, quindi, che ad ogni elemento di un certo insieme A viene associato
univocamente un elemento di un altro insieme B (qui B = R).

e Se A ¢ l'insieme degli studenti di un certo corso e B & I'insieme dei loro nomi,
la corrispondenza che associa ad ogni studente il suo nome ¢ univoca (mentre
il viceversa non & necessariamente vero: potrebbero esserci due studenti con lo
stesso nome). In questo caso né A né B sono insiemi numerici, e tuttavia risulta
ben definita una corrispondenza univoca tra questi due insiemi.

Si arriva cosl al concetto generale di funzione!:

'Questa definizione moderna di funzione & dovuta a Dirichlet, in una memoria del 1837.
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DeFINIZIONE 2.1 Dati due insiemi A, B qualsiasi, una funzione f di dominio A a
valori in B (o anche “di codominio B”) & una qualsiasi legge che ad ogni elemento di
A associa uno e un solo elemento di B. Scriveremo:

f:A— B
(che si legge “f definita da A a B”). La scrittura
fror f(z)
(che si legge “f associa f(z) ad 2”) indica come la funzione f agisce sugli elementi.

Il simbolo f(z) indica il valore che la funzione f associa ad 2, e non va confuso col
simbolo f, che denota la funzione stessa. :

Ad esempio, per la funzione k sopra definita si avrebbe:

k:[0,1] =R
i\ 12
“if 1+ —
k:iw— ( A 12)
Si usa anche la scrittura
y = flz)

per indicare che la variabile y ¢ funzione di x, ossia che y ¢ il valore che [ associa
all'ingresso z. Di nuovo, la proprieta caratteristica di f, affinché la si possa chiamare
funzione, & 'univocita della corrispondenza: assegnato 'elemento di “ingresso” a € A,
elemento di “uscita” b = f(a) dev’essere univocamente determinato.

Si pud pensare a una funzione come a una scatola nera che a ogni ingresso
ammissibile z associa un’unica uscita f(x):

scatola nera

. - J2)

input output

Figura 2.2.

L'uscita corrispondente a z si chiama immagine di z; Uinsieme delle possibili uscite
si chiama immagine di D tramite f e si indica con il simbolo f(D) o Imf. Si noti che
nella scrittura f : A — B, il codominio B pud essere piu grande dell'immagine f(A)
(ossia in generale & f(A) C B). Ad esempio, se f ha valori reali, solitamente si scrive
f: A — R senza precisare quale sia l'effettiva immagine di f.

Alcune classi di funzioni di cui ci occuperemo in questo corso sono le seguenti:

e le funzioni f : N — R, che si dicono successioni: le studieremo nel capitolo 3,
paragrafo 1;

e le funzioni f : R — R (funzioni reali di variabile reale), di cui c¢i occuperemo a
partire da questo capitolo;
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e le funzioni f : R™ — R™ di tipo lineare, dette anche trasformazioni lineari, di cui
si occupa l'algebra lineare;

e le funzioni f : R" — R™ (non necessariamente lineari), di cui ¢i occuperemo nel
secondo volume.

Infine, nello studio del calcolo differenziale e integrale, incontreremo anche alcuni
esempi di funzioni definite tra insiemi che, a loro volta, hanno per elementi altre
funzioni. Come si vede, il concetto di funzione (come quello di insieme, introdotto nel
cap. 1) fa attualmente parte del linguaggio di base della matematica, che unifica tra
loro concetti e oggetti molto diversi.

© 2 FUNZIONI REALI DI VARIABILE REALE
2.1 Generalita

Nel paragrafo precedente e stato introdotto il concetto di funzione nella sua generaliti.
Le funzioni di cui c¢i occuperemo a partire da questo capitolo, sono le funzioni reali
di variabile reale, ossia le funzioni per cui sia la variabile di “ingresso” che quella di
“uscita” sono numeri reali. La funzione ha dunque per dominio un sottoinsiene di R
e per codominio R; I'immagine di f sara anch’essa un sottoinsieme di R:

f:D—=Rcon DCR

[z f(z)

Le funzioni pit comuni, come vedremo, hanno come dominio e come immagine un
intervallo (che eventualmente & tutto R) o 'unione di un numero finito di intervalli
(cfr. par. 4.4 del cap. 1).

La dipendenza di f(z) da x si visualizza efficacemente disegnando il grafico di f
ossia l'insieme dei punti del piano di coordinate (x,y) con

y=flz)

e x variabile nel dominio D (v. fig. 2.3). Per le funzioni pitt comuni, il grafico ¢ una
curva, nel senso intuitivo del termine.

La proprieta fondamentale che fa di f una funzione, ossia il fatto che ad ogni
ingresso z € D faccia corrispondere una e una sola uscita f(z) € R, ha allora il
seguente significato geometrico: '

1

Figura 2.3. Grafico di una funzione di dominio D = [a, b].
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ogni retta parallelaall’asse dél-fé'_:ordi:Mt_e-_. che taglia P'asse delle ascisse in un
punto z del dominio D, interseca il grafico di f in uno e un sol punto.

Infatti, se la retta non intersecasse il grafico significherebbe che all'ingresso x non
corrisponde alcuna uscita, mentre se lo intersecasse in pit di un punto significherebbe
che all’ingresso = corrispondono piu uscite distinte, cadendo quindi 'univocita della
funzione (v. fig. 2.4).

Figura 2.4, Questa curva non & il grafico di una funzione: all'ingresso x quale uscita f(x) corrisponde?

Si noti che, invece, nulla impedisce che una retta parallela all’asse delle ascisse tagh
il grafico di f in pin punti (0 in nessun punto).

Per le funzioni reali di variabile reale si possono introdurre alcunc importanti
nozioni, che non sempre hanno senso per funzioni di tipo pin generale.

2.2  Funzioni limitate

Se il grafico di una funzione f : D — R & contenuto nel semipiano inferiore delimitato
da una retta parallela all’asse delle ascisse, per esempio di equazione y = M, la
funzione si dice limitata superiormente. Analiticamente significa che

flx) <M per ogni wE D

Analogamente, f si dirad limitale inferiormente se il suo grafico ¢ contenuto nel
semipiano superiore
f(x) >m per ogni xeD

%

Una funzione si dira limitata se & limitata sia inferiormente che superiormente. Il
gralico di una funzione limitata & contenuto in una striscia orizzontale del piano zy.
Per esempio (v. fig. 2.5):

e v +— 2%, & €R, non & limitata né superiormente, né inferiormente.
o 1z 22 z €R, & limitata inferiormente; infatti z2>0, Vz € R.

° I , x € R, ¢ limitata, poiché 0 < ﬂlT—g <1 VzeR.

.
12

Equivalentemente, si puo dire che una funzione & limitata superiormente (limitata
inferiormente, limitata) se, rispettivamente, la sua immagine & un sottoinsieme di R
limitato superiormente (limitato inferiormente, limitato).
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. | »
|
3 2 1
Er— T — T T 3
142

non limitata

(né superiormente, limitata inferiormente limitata

né inferiormente)

Figura 2.5.

2.3 Funzioni simmetriche \

I grafici di alcune funzioni presentano particolari proprieta di simmetria. Per esempio
vi sono funzioni il cui grafico & simmetrico rispetto all’asse delle ordinate. Queste
funzioni si chiamano funzioni peri, hanno un dominio simmetrico rispetto a z = 0
(tipicamente un intervallo del tipo (—a, a)) e sono caratterizzate dalla relazione

(2.1) fl=z) = f()

che esprime I'uguaglianza delle ordinate corrispondenti ai punti z e —z, simmetrici
rispetto a = = 0.

Funzioni che hanno il grafico simmetrico rispetto all’origine si chiamano dispari;
anch’esse hanno dominio simmetrico rispetto a @ = 0 e sono caratterizzate dalla
relazione

2.2) f(~2) = (=)

Per esempio, la funzione « — x? & pari, mentre x — z® & dispari. Pili in generale, le
potenze a esponente intero sono funzioni pari (dispari) se 'esponente ¢ pari (dispari).

Y YA
fx) /L
|
| \
| |
—a =] :
s T
: e | a
i I
[ |
|
w - f(a)
rrafico di una funzione pari grafico di una funzione dispari
23 D

Figura 2.6.
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Notiamo che una funzione non pud, invece, avere il grafico simmetrico rispetto all’asse
z: per quanto osservato nel paragrafo 2.1, una curva con tale simmetria non sarcbbe
il grafico di una funzione, venendo meno Punivocita della corrispondenza.

2.4 Funzioni monotone

Una funzione si dice monotona crescente o non decrescente se per ogni coppia di punti
%1, o2 nel dominio di f si ha:

(2.3) 1 > xo implica f(z1) > f(z2)

Se nella (2.3) vale il maggiore anziché il maggiore o uguale si dice che f ¢ strettamente
crescente.

Se invece nella (2.3) si sostituisce “>7 con “<7” f si dice decrescente o non
crescente; se poi la (2.3) vale econ “<” anziché con “<7" f si dira strettamente
decrescente.

In altri termini: f & crescente (strettamente crescente) se, all’aumentare di z, l'or-
dinata corrispondente sul grafico non diminuisce (aumenta); f & decrescente (stret-
tamente decrescente) se, all’aumentare di @, 'ordinata corrispondente non aumenta

(diminuisce).

A /

funsione non decrescente funzione
(Si noti il tratto Orizzontale) strettamente erescente

Figura 2.7.

Per esempio, © — @° & strettamente crescente; la funzione costante x —— k (che ha
come grafico la retta di equazione y = k) ¢ sia non decrescente sia non crescente. Tutte
queste funzioni (crescenti o decrescenti, strettamente o non) si dicono monotone.

2.5 Funzioni periodiche
La funzionef : D — R (non costante) ¢ periodica di periodo T', T' > 0, se T" ¢ il pint
piceolo numero reale positivo tale che

flz+T)= f(x) perogni ze€lD

Ogni intervallo di lunghezza T', contenuto in D, si chiama intervallo di periodicita. Ba-
stera disegnare il grafico di f su un qualunque intervallo di periodicita, per conoscere
il grafico di f su tutto il dominio (v. fig. 2.8).

Tipici esempi di funzioni periodiche sono le funzioni trigonometriche  — sinw
(' = 2n),  — cosz (T = 2m), x +— tgx (T = =) sulle quali torneremo in un
prossimo paragrafo.
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Figura 2.8. Funzione periodica di periodo 2.

3 FUNZIONI ELEMENTARI

Esaminiamo in questo paragrafo alcune tra le pilt comuni funzioni numeriche, evi-
denziandone le proprieta principali e segnalandone uso ¢ interpretazione in qualche
contesto applicativo.

Lo studente conoscera gia, probabilmente, la maggior parte di queste funzioni.
Si tenga presente che le proprieta che qui richiameremo brevemente (proprieta alge-
briche e loro utilizzo, grafici,...) devono essere possedute con padronanza, per poter
procedere con efficacia nello studio del calcolo infinitesimale. Lo studente che trovasse
difficolta, ad esempio, nello svolgere gli esercizi riportati alla fine di questo capitolo,
& invitato a dedicare qualche tempo allo studio di questi argomenti elementari.?

3.1 Funzioni potenza

Riserviamo la denominazione di funzion: potenza a funzioni del tipo seguente:

(3.1) f@) = ka® (a#0)

dove k e e sono numeri reali. In generale, queste funzioni sono definite solo per z = 0,
sea>0,eperxz>0,sea<0.

La (3.1) indica che I'uscita f(z) & proporzionale, secondo la costante di proporzio-
nalitd k, a 2% Cominciamo a passare in rassegna aleuni esempi di funzioni potenza
che si incontrano in applicazioni di vario tipo, quindi faremo alcune puntualizzazioni
generali.

Negli esempi sottostanti usiamo lettere pitt appropriate alla situazione, per I'in-
gresso e ['uscita.

Moto rettilineo uniforme
La nota legge cinematica

s(t)=v -1
! l

spazio  tempo

esprime la proporzionalita dello spazio percorso rispetto al tempo impiegato a per-
correrlo. La costante di proporzionalita ¢ la velocita.

281 rimanda, ad esempio, al testo: M. Bramanti: PreCalculus. Ed. Esculapio.
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Capacita di un condensatore
[n un comune condensatore, la quantitd di carica @ presente sulle armature e la
differenza di potenziale AV esistente tra queste sono legate dalla formula

Q=C-AV

La costante di proporzionalita C ¢ la capacita del condensatore.
Nei due esempi precedenti abbiamo dunque leggi del tipo

Hla)=fs (=1 nella (3.1))

Il grafico al variare di k di f & ben noto:

ko > k1 >k

k = tg @ = pendenza

sull’asse o

Figura 2.9.

Trasformazioni isoterme
In una trasformagzione a temperatura costante di una mole di un gas ideale, pressione

e volume sono legati dalla legge
_RT
P=
Ciog, p & inversamente proporzionale a V secondo la costante R1', dove It = 1,986 cal /K
e T ¢ la temperatura assoluta.

Potenziale elettrico generato da una carica puntiforme ¢
Sia ¢ una carica clettrica concentrata in un punto @ dello spazio. Se P & un altro
punto a distanza r da @, il potenziale in @ prodotto dalla carica ¢ & dato da

q
V =nh-
di
dove h & una costante che dipende dalle unita di misura usate.

Ancora, V & inversamente proporzionale alla distanza tra I e ¢).
Nei due esempi precedenti, abbiamo leggi del tipo “proporzionalita inversa”:

= (e = —1 nella (3.1))

Al variare di k (che qui consideriamo > 0) si ottiene una famiglia di iperboli equilatere.
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Figura 2.14.

Superficie e volume di una sfera in funzione del raggio
Per una sfera di raggio r, superficie e volume sono assegnati dalle formule seguenti:

S = dmr? = —7r
Cioe, la superficie € proporzionale al quadrato del raggio, mentre il volume & propor-

zionale al suo cubo.
Abbiamo dunque leggi del tipo

fleg)=k#"| ¢on n=2n=23
%

1 cul grafici al variare di & sono rappresentati qui di seguito:

by <k <y

Figura 2.11.

Moto lungo un piano inclinato
Se una sferetta d’acciaio rotola senza attrito lungo un piano inclinato dal punto B
al punto A come in figura, sotto la sola azione della gravita, giunge al punto A4 con
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velocita data dalla formula 7= B
v=+/2gh (g = accelerazione di gravita) . Y
/

h
Si tratta di una legge del tipo p / |
fl@)=kvz |
1

(a = 5 nella (3.1)), i cui grafici al variare

di k sono illustrati sotto.

Figura 2.12.

_ y——k:z’\[;
g g =Nz ki <k < By
B y:kl'\ﬁ‘c_
FEET

Figura 2.13.

Trasformazioni adiabatiche
In una trasformazione adiabatica di una mole di un gas ideale, pressione e volume
sono legati dalla formula
c <
P= (e dipende da R e T)

per un gas diatomico.

il=1

dove = g per un gas monoatomico e v =
Si tratta di una legge del tipo

FlEy =ke T (¢ = —v mnella (3.1))

Al variare di k, i grafici sono qualitativamente simili alle iperboli della figura 2.10
(limitandosi al primo quadrante se 7y € irrazionale o se & una frazione ridotta al minimi
termini con denominatore pari).

Facciamo ora alcune osservazioni generali. Ricordiamo anzitutto che l'operazione di
clevamento a potenza ¢ ben definita per qualunque esponente se la base ¢ positiva,
ma puo essere definita anche con base negativa se 'esponente ¢ un intero oppure un
razionale (frazione) con denominatore dispari.

Precisamente: la funzione ™™ con n intero dispari & definita anche per x < 0 ed
¢ pari se m & un intero pari, dispari se m ¢ un intero dispari. Ricapitoliamo i vari casi
possibili dal punto di vista dei grafici di queste funzioni.

Cominciamo dalle potenze a esponente razionale:

fla) =a™m

con m,n interi ridotti ai minimi termini. Le situazioni qualitativamente diverse, nel
caso in cui l'esponente ¢ positivo, sono schematizzate dagli esempi seguenti, che
raccolgono tutti i casi possibili (a parte il caso banale f(z) = z):
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Figura 2.14.

A commento dei grafici precedenti, aggiungiamo le seguenti osservazioni, di cui lo
studente ¢ invitato a rendersi conto:

e in (0, +oo) la funzione ¢ strettamente crescente, mentre in (—oo,0), se ¢ definita,

basta tener conto della simmetria di f per decidere se cresce o decresce;
e in (0,+00) la funzione presenta un andamento simile a quello delle funzioni z* o
\/z, rispettivamente (e cio¢ tangente all’asse z o all’asse y, nell’origine), a seconda,
che lesponente sia maggiore o minore di 1. Quest’ultima affermazione potra essere
dimostrata molto semplicemente una volta introdotto il concetto di derivata, nel
capitolo 4.

Se Pesponente ¢ negativo, le situazioni qualitativamente diverse sono schematizzate
dagli esempi seguenti:

Figura 2.15.
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In questi casi la funzione & strettamente decrescente in (0, 4+00), mentre in (—oo,0),
se e definita, basta tener conto della simmetria di [ per decidere se cresce o decresce.

Per le funzioni potenza a esponente reale (ma non razionale) la casistica si sem-
plifica, perché f(x) non ¢ definita per x < 0. Precisamente, f(x) = ka® ¢ definita per
x> 0se a>0 peraz > 0se a<0.Le situazioni possibili sono le seguenti:

Figura 2.16. Grafico delle potenze a esponente reale.

3.2 Funzioni esponenziali e logaritmiche
In questo e nel prossimo paragrafo descriveremo due classi di funzioni notevoli: le
funzioni esponenziali (e logaritmiche) e le funzioni circolari o trigonometriche.

L'importanza di queste due classi di funzioni deriva dal fatto che esse sono in un
certo senso 1 prototipi utili a deserivere due corrispondenti gruppi di fenomeni frequen-
tissimi in natura: i fenomeni di decadimento (o, al contrario, di crescita) e i fenomeni
periodici. Esempi di fenomeni del primo tipo sono: il decadimento radioattivo, il pro-
cesso di raffreddamento di un corpo, il diffondersi di un’infezione o il moltiplicarsi di
una colonia di batteri. Esempi di fenomeni del secondo tipo sono: il moto dei pianeti,
la propagazione di onde (meccaniche o elettromagnetiche), il moto di un pendolo, certi
andamenti di malattie influenzali di carattere stagionale ecc. Ora, accade che spesso
le funzioni esponenziali servano a descrivere i1 fenomeni del primo tipo mentre quelle
trigonometriche siano utili a deserivere quelli del secondo tipo. Il motivo profondo
di questo fatto sara messo in luce nello studio delle equazioni differenziali di cui ci
occuperemo nel secondo volume.

Se a & un numero reale positivo e diverse da 1, la funzione

fi(0,400) — R f(z)=log,a
si chiama funzione logaritmo in base a, mentre la funzione
g:Rr— R () =@

si chiama funzione esponenziale in base a.
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a>1 a

W
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<1

a <1 =

a) b)
Figura 2.17. a) Grafico di f(z) = log, ®; b) grafico di g(z) = a®.

Le funzioni f e g sono legate dalla relazione fondamentale

(3.2) r= %% (xx0,0> 00 1)
ossia,
(3.3) y=log,z equivalea x=a’

Confrontando invece le funzioni potenza (introdotte nel paragrafo 3.1) con le funzioni
esponenziali, notiamo che la stessa operazione algebrica di elevamento a potenza nel
campo reale, a®, ¢ alla base della definizione di queste due classi di funzioni:
e se esponente b ¢ fissato e la base ¢ variabile abbiamo le funzioni potenza:
2 a’

e sc la base a ¢ fissata ¢ 'esponente ¢ variabile abbiamo le funzioni esponengiali:

T @

La base naturale
'Ira le funzioni esponenziali e logaritmiche, si incontrano con particolare frequenza
quelle la cui base e il numero e di Nepero. Si tratta di una costante molto importante
in matematica, che sara definita e trattata ampiamente nel prossimo capitolo 3. Per
ora & sufficiente sapere che e vale circa 2,7, percid le funzioni €* e log, x (che scrivere-
mo semplicemente log x sottointendendo la base e) hanno i grafici caratteristici delle
funzioni esponenziali e logaritmiche di base maggiore di 1.

Notiamo che una funzione esponenziale a® (di base qualsiasi, positiva e diversa da
1) si pud sempre esprimere nella forma e%*, scegliendo b = loga.

_ Se [H*] indica la concentrazione di ioni idrogeno (= numero di moli/em®) in una
soluzione, si definisce come misura della sua acidita la quantita

pH = —log,o[H']

Poiché per l'acqua pura [HT] = 1077, il corrispondente pH & pari a —log,; 1077 = 7,
equivalente a soluzione neutra. Se pH > 7 la soluzione & acida, se pH < 7 la soluzione &
basica.
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: Secarica di un condensatore. In un circuito con capacita e resistenza, come quello
indicato in figura 2.18a, la carica ¢(f) ¢ assegnata dalla formula

(B4 a(t) = Qe

dove @ @ la carica iniziale (al tempo t =0) e 7 = RC.

t
J

& T R
a) b)

Figura 2.18. La carica decresce secondo la legge esponenziale (3.4) come indicato in b).

O

5

La funzione in (3.4) si pud scrivere nella forma ¢(t) = Qa‘ con a = ¢™/7 < 1.

Nella tabella seguente sono raccolte le principali proprieta delle funzioni in oggetto.
Le altre proprieta algebriche dei logaritmi sono state richiamate nel capitolo 1.

f(j;) — logu.'x.- ; . 9(33) g ®
dominio: (0, -+co); immagine: R - dominio: R; immagine: (0, +00)
T crescente e a>1 . L crescente se a>1
gtrettamente ¢ ' : strettamente
- | decrescente se a <1 decrescente se a <1
log,z -y =log x+log y . e a®t¥ = g% . q¥

3.3 Funzioni trigonometriche

Le funzioni trigonometriche elementari sono:

& —> COST x — sing & —r g T — COt8T
(coseno di z) (seno di z) (tangente di ) (cotangente di z)

La variabile = ha il significato di misura in radienti di un angolo. I significati geome-
trici delle quattro funzioni sono illustrati nella figura 2.19.

Dalla figura si vede che cosz = ascissa di P, sinz = ordinata di P, tgx
= lunghezza con segno del segmento AT, cotgz = lunghezza con segno del segmento
BE.

Valgono le relazioni fondamentali seguenti

sin cosx 1
cotgxr = — g
cOST SN T tgx

(sinz)? + (cosz)? =1 tow =

La prima si ricava dal fatto che P si trova sulla circonferenza di equazione u? +v? =1;
la seconda segue dalla similitudine dei triangoli OPQ e OT'A; la terza segue dalla
similitudine dei triangoli OPQ ¢ OBS.

Nella seguente tabella sono raggruppate le principali proprieta delle funzioni seno,
coseno, tangente.




64 Capitolo 2. Funzioni di una variabile (© 978-88-08-06485-1

U
Figura 2.19. Definizione di seno, coseno, tangente e cotangente.
iy S'i‘n_-ﬁ’:,ﬂ? —— COS T e LHT ! . iy c;:otg.;c
dominio: R; || dominio: R\ {§ +knr}; dominio: R\ {kr};
immagine: [—1,1] immagine: R ~ immagine: R

periodiche di periodo 7" = 27 || periodica di periodo T =7 periodicq di periodo T'= 7

sin(—z) = —sinz L telx) = g cotg(—z) = — cotgx
(funzione dispari) : (funzione dispari) I (funzione dispari)

cos(—x) = cosz (funzione p;m)

Poiché sinx = cos (;r — %) ricaviamo che sin si ottiene da cosz con uno sfasamento
di z pari a 7, ossia, il grafico di sinz si ottiene da quello di cosz traslandolo a destra
=

3.4 Fenomeni vibratori

Abbiamo visto che le funzioni seno e coseno sono periodiche di periodo 2. Pilt in
generale le funzioni

(3:5) I — asinwi t — beoswt

dove a, b, w sono numeri reali positivi, sono periodiche di periodo T = %T— Infatti,
per esempio

) 2m : :
sin [w (t + —ﬂ = sin(wt + 27) = sinwt
w

Inoltre, essendo

sinwt| < 1, |coswt| < 1 si ha

lasinwt| < a, |becoswt| < b

Le funzioni (3.5) descrivono vibrazioni elementari di ampiezza a ¢ b, rispettivamente,
di pulsazione w = 2% e frequenza v = .
La funzione

h(t) = asinwt + beoswt
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Figura 2.20. Grafici di y = cosz, y =sing, y =tgr e y = cotgz.

descrive la sovrapposizione delle due vibrazioni elementari di uguale pulsazione w. Que-
st'ultima & ancora una vibrazione elementare sfasate rispetto alle precedenti. Infatti,

posto A= +/a? 4 b?, si puo scrivere

(3.6)

Osserviamo ora che i numeri @ = a/va? +b? e § = b/va? + b? soddisfano le condi-
zioni

Esiste quindi un unico angolo ¢ tale che

hit) = A

Agaxd

.
=

Cosp = @&

sinwt + A

—-186x]

1

b
Vi

sing = 3

cosicché la (3.6) si puo riscrivere nella forma seguente

(3.7)

coswt

052 ‘|—,32 =1

h(t) = Acos psinwt + Asin pcoswt = Asin(wt + )

Dunque h(t) rappresenta una vibrazione elementare di ampiezza A, pulsazione w
sfasata di un angolo .

2w

._rl\?
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Ini sintesi

asinwt + beoswt = Asin(wt + )

A=JlErE (om0

b= Asing

Sotto condizioni abbastanza generali, un fenomeno naturale periodico si potra scri-
vere come sovrapposizione di un numero finito o infinito di vibrazioni elementari di
frequenza diversa; cio conduce al concetto di serie di Fourier, ovvero a somme del tipo

E @y, cos nwt + by, sin nwt

che tratteremo nel secondo volume.

Figura 2.21. La vibrazione h(t) = Asin(wt + ¢).

Moltiplicando una vibrazione elementare per potenze o esponenziali si possono mo-
dellizzare effetti di smorzamento o di amplificazione.
Per esempio, consideriamo la funzione
h(t) = sinwt (t>0)

essendo —1 < sinwt < 1, si ha

—t < isinwi <1

e quindi il grafico di I si trova tra i grafici delle rette di equazione y = —t, y = {. Nei
punti in cui sinwt = 1, cioe t = - + k:%“ (k=0,1,2,...), il grafico di h tocca quello
di y = ¢, mentre nei punti in cui sinwt = —1, cioe t = 2—3 - k%’r, il grafico di h tocca

quello di y = —t.
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Il grafico di I ¢ percid il seguente:

> :57\"_’_ I _'Z?T
v w

%) + k =

Vo e — t
Figura 2.22. Grafico di h(f) = tsinwt (oscillazioni amplificate).

Dal grafico si vede come la moltiplicazione per t abbia leffetto di una amplificazione
della vibrazione, all’awmentare di ¢.
Analogamente, la funzione

k) =e *sinwt  (a>0)

modellizza una vibrazione smorzata.

2 — t . L] - . .
Ricordando che ¢ = (%) ¢ un’esponenziale con base minore di 1, considera-
zioni analoghe a quelle svolte per la funzione h, indicano che il grafico di k ¢ compreso
tra i grafici delle funzioni i, = ™ e yo = —e™* come in figura:
1 ) Y = e ot ——_
_— =€ 2 gin wi
L o

l.f

Figura 2.23. Grafico di k(t) = e **sinwt (oscillazioni smorzate).
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3.5 Funzioni parte intera e mantissa

Due funzioni che tipicamente si incontrano nella scrittura di algoritmi sono la funzione
parte intera e la funzione mantissa o parte decimale. La funzione “parte intera dra’s
talvolta indicata con [z] , ¢ definita da:

[z] = quell’intero n tale che n <z <n + 1.

Ad esempio.

[2,38] = 2;
3] =3;
(1,8 = —2.

Mentre per i numeri positivi, quindi, la parte intera si ottiene semplicemente “hbut-
tando via le cifre dopo la virgola”, per i numeri negativi occorre prendere il massimo
intero < z, che ¢ diverso da quello che si ottiene buttando via le cifre dopo la virgola
(tranne nel caso in cul z sia gia un intero). Il grafico della funzione parte intera €

Figura 2.24. Grafico della funzione parte intera.

La mantissa, o parte decimale di 2, indicata con (z) oppure mant(z), ¢ definita da:

(x) =@~ [z].

Ad esempio, si ha:

(2,38) = 0,38;
(B8] =0;
(-1.8) =02.

La mantissa quindi non & un intero ma un numero reale, compreso n [0,1). Per i
numeri positivi, si ottiene semplicemente “buttando via le cifre prima della virgola”,
per i numeri negativi la mantissa ¢ il complemento a uno del numero che si ottiene
buttando via le cifre prima della virgola.



© 978-88-08-06485-1 3 Funzioni elementari 69

Il grafico della funzione mantissa, &:

SIS S S S

E o e of

Figura 2.25. Grafico della funzione mantissa.

Sinoti che la mantissa & una funzione periodica di periodo 1; si tratta di una semplice
funzione periodica di tipo diverso da quelle trigonometriche.

3.6 Funzioni iperboliche

Nelle applicazioni della matematica sono importanti certe combinazioni delle funzioni
e’ ed e™* che ora definiamo:

gf —g %
Sh : seno iperbolico BhE ==
: 8.1) 1 e*‘.’l’}
Ch : coseno iperbolico Chsp = ——;—
: Shaz e* —e™ @
Th : tangente iperbolica Thg = =

Che: e a2

Esse sono evidentemente definite su tutto R. Le seguenti proprietd discendono imme-
diatamente dalla definizione:

1) Sh(—z) = —Shz (fungione dispari)
Ch(—z) = Chz (funzione pari)
Th(—2z) = —Thz (funzione dispari)

2) Sh(0)=0 Ch(0) =1 Th(0) =0
Sh rr:ﬁ%em < Chz Ve elR

3) (Chz)? — [Sha)? =1

Sh(z +v) =ShzChy + ShyChz
Ch(z +y) = ChaChy + ShyShz
The+ Thy

1+ ThzThy
Sh{2z) = 28he Che

Ch(2z) = (Chz)? + (Shx)?

Th(z +y) =

I grafici di queste funzioni sono illustrati nella figura 2.26.
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Figura 2.26. Grafici di She = ££5¢° Chz = €42 The= £

2 et fe—®"

La funzione Cha compare nella soluzione di un semplice problema fisico: trovare
la sagoma lungo la quale si dispone un filo pesante, omogeneo, fissato per le due
estremiti. In queste ipotesi il filo deserivera, in un piano verticale, il grafico della
funzione

fz)y=Chg

(a patto di scegliere opportunamente il sistema di riferimento e le unita di misura sui
due assi). Per questo motivo la curva grafico di Chx e anche detta catenaria.

3.7 Operazioni sui grafici
Conoscendo il grafico di una funzione y = f(x), mediante semplici trasformazioni
geometriche & possibile disegnare il grafico delle seguenti funzioni:

p=f(e)+a aclk;
y2=[f(x+a), a€R,
ys=k- flz), kel
ya=f(ka), ke,
ys = | f (2)];
ye = [ (|z]) -

Inoltre, pitt operazioni di questi tipi possono essere effettuate in sequenza. Pertanto, a
partire dalle funzioni elementari precedentemente introdotte, ¢ possibile costruire me-
diante queste operazioni i grafici di una grande varieta di nuove funzioni. lllustriamo
su esempi il significato e Iazione di queste trasformazioni.

e Consideriamo per esempio f(z) = logz. Allora ¥ = f(z) + a = (logz) + a. La
funzione y; ¢ definita per « > 0, come log z, e il grafico di g si ottiene da quello di y
con. una traslazione di a unita verso I'alto se a > 0, verso il basso se a < 0. Infatti, la
quantiti a viene aggiunta al walore della funzione f (z) (non alla variabile x), dopo
che questa e stata calcolata.
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locex + a

e s s s e

Figura 2.27. Graficodilogz +a, a > 0.

e Consideriamo ancora f(z) = logz. Allora yo = f(x+a) = log(x +a). Essendo log x
definito per 2 > 0, log(x + @) sara definito per z 4+ a > 0 e cioe per x > —a. Poic h(‘
logr =08 =1, blhcl;l(){.,(.l)—F(L) =0perzt+a=1lecioezr=1-a.

In altri termini il grafico di gy si ottiene da quello di y con una traslazione di a
unita a sinistra se a > 0, a destra se a < 0.

i ,f
2 1 75 il 2
J‘ "
-
_ ] :
| r |
. |
| f
y = log (z + 2) y=log (z 1)

Figura 2.28. Grafici di y = log(z — 1) e y = log(z + 2).

e Il grafico di y3 = kf(z) si ottiene da quello di f moltiplicando per k tutte le
ordinate f(z). In particolare se k = —1 le ordinate sono semplicemente cambiate di
segno, cosicché il grafico di ys € simmetrico, rispetto all’asse x, a quello di f.

Per esempio, sia f(z) = sinz. I grafici di y = 3sinz, y = & 58Nz, Yy = —sina sono
riportati in figura 2.29.

Osserviamo che se & > 1, il grafico si “stira” nella direzione verticale, dilatan-
do verso I'alto le ordinate positive e verso il basso quelle negative. Al contrario, se
0 < k < 11l grafico si contrae, sempre in direzione verticale. Percio 'operazione di
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A 0
ST y=3sinz
1 | Y= s
T = y==% sinz BT
L/ . %, Y2 L ~
2 |/, 2 A - s Fi
s
/ o \\\ I, 2m
71_“7 1“_ \'-.____I
g4
Figura 2.29. Grafici di y = 3sinx, y = %sinm ey = —sinaz.

moltiplicazione di f (x) per k ha il significato geometrico di dilatazione (se |k| > 1)
o contrazione (se |k| < 1) sull’asse delle y, eventualmente accompagnata da una
riflessione rispetto all’asse x, se k < 0.

e Il grafico di y4 = f(kx) si ottiene da quello di f(z) con un cambiamento di scala
sull’asse x. Se k > 1, kx cresce pitl rapidamente di x e percio il grafico di ya4 sara
simile a quello di f ma con oscillazioni pit rapide, ovvero sara “compresso” in direzione
orizzontale, di un fattore 1/k. Analogamente se 0 < k < 1il grafico apparira “dilatato”
in direzione orizzontale, con oscillazioni pit dolei. Se k < 0, oltre ad una compressione
(se |k| > 1) o dilatazione (se |k| < 1) sull’asse delle @, ci sara una riflessione rispetto
all’asse delle 3.

Ad esempio, si confrontino i grafici di sinz,sin 22,sin £ su [0, 27]:

Figura 2.30. Grafici di y =sinz, y =sin 5 e y = sin2z.

Per quanto riguarda la riflessione per k& < 0, si confrontino anche i grafici di logx e
log (—=):
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Figura 2.31. Grafici di y = logz e y = log(—x).

e Per disegnare il grafico di ys = |f(x)| ricordiamo che

f(z) se f(z) 20
—f(z) se f(z) <0

Dunque nel passare dal grafico di f a quello di |f| i punti a ordinata non negativa
rimangono inalterati mentre quelli a ordinata negativa vengono trasformati nei loro
simmetrici rispetto all’asse x.

Il grafico di |f| si ottiene perciv da quello di f “ribaltando” siminetricamente
rispetto all’asse delle ascisse la parte del grafico di f che si trova nel semipiano inferiore
e lasciando inalterato il resto. Per esempio, per le funzioni y = x e y = sina si ha:

f(z)] =

Yy=x
Yy = sin T
h MW
y=|u
y =] sin x|
_ h i 2

Figura 2.32. Dal grafico di f a quello di | f].
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e Infine, per tracciare il grafico di yg = f(|z|), osserviamo che:
lz| = per x > 0, ¢ quindi nel semipiano destro i due grafici coincidone;

| —z| = |2|, ¢ quindi y4 ¢ una funzione pari, percio simmetrica rispetto all’asse delle
ordinate.

Di conseguenza il grafico di yg = f(]x|) verra tracciato lasciando inalterato il grafico di
f nel semipiano destro e ribaltandolo simmetricamente rispetto all’asse delle ordinate.
Per esempio, se y = ¢® si ha:

=" gy = el

_/// 1

Figura 2.33. Dal grafico di y = ¢® a quello di y = elzl,

3.8 Funzioni definite a tratti

Abbiamo visto come traslazioni, dilatazioni e riflessioni di vario tipo consentano di
costruire funzioni pit complesse a partire da quelle elementari. Un altro modo tipico
con cui a partire dalle funzioni elementari se ne costruiscono di nuove, ¢ quello di
usare definizioni analitiche diverse su intervalli diversi. Si consideri il prossimo:

Sia
logzsex > 1
flz) =4 2? se0aca<l
zsex <0

Un attimo di riflessione mostra che la funzione f ¢ definita su tutto B e ha il grafico seguente:

—1.07

e 1,5}

Figura 2.34.



(© 978-88-08-06485-1 4 Funzioni composte e inverse 15

Il valore f (z) & calcolato mediante “istruzioni” diverse a seconda dell’intervallo in cui cade la

z. Una funzione di questo tipo si chiama solitammente “funzione definita a tratti”. Dal punto
g P

di vista logico / algoritmico, si puo dire che una funzione di questo tipo ha la particolarita di

essere costruita utilizzando, come “ingredienti”, non solo le funzioni matematiche elementari

discusse fin qui, ma auche la funzione logica “se. . .allora”.”.

Si presti attenzione all’insieme di definizione di una funzione definita a tratti: la
funzione f (z) dell’esernpio & definita anche per « < 0 non ostante la presenza di
log . Infatti, 'istruzione “calecola log 2" interviene solo se x > 1.

4 FUNZIONI COMPOSTE E INVERSE

4.1 Funzioni composte

Nel paragrafo 3.7 abbiamo illustrato come si puo costruire il grafico di |f| a partire
da quello di f. La funzione z —— | f(x)| ¢ in realtd “composta” di due funzioni: dato
x, si caleola f(x); calcolato f(z), si calcola | f(x)|.

Si tratta di operare in serie con due scatole nere, la prima corrispondente a f, la
seconda al suo valore assoluto, secondo lo schema seguente:

z—| f |+ fl@)—| || |— [fl=)l

In generale, date due funzioni

f:E— R g:Fr— R
se f(F) C F (cioe se per ogni « € E si ha che f(z) € F) si puo definire la funzione
h: E — R composta di f e g (nell’ordine), denotata col simbolo g o f, mediante la

formula

(4.1) W) = (90 £)(x) = glf ()]

ossia

c— | f |— fl&) —| 9 |— 9[f@)]

gof

Puo accadere che risultino ben definite sia la composizione g o f che f o g; ma in
generale sara

Jog#golf

3Per implementare la funzione dell’esempio in qualche linguaggio di programmazione, oc-
correrebbe annidare due funzioni “se...allora” una dentro l'altra, secondo uno schema del
tipo:

“se x> 1 allora log x, altrimenti (s¢ = > 0 allora 2, altrimenti x)”
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(il prodotto di composizione non ¢ commutativo!) L’operazione di composizione si
pud estendere a tre o pit fattori. Si verifica che se la composizione (f o g) o r esiste,
allora esiste anche f o (gor) e sono uguali (proprieta associativa)

(foglor=folgor)

fiR—R, f(zx) =2 eg: R—R, g(z) = cosz.
Poiché g ¢ definita su tutto R, h = g o f ¢ ben definita su R ¢ vale la formula

hiz) = glfle)] = cos(z?)

ossia

T ()2 — ;c2 — cos(-) — 005(3;2)

Si noti che anche k& = f o g & ben definita ed & data dalla formula
k(z) = (cosx)’

Si osservi che queste due funzioni sono ben diverse tra loro: ad esempio, (cos 37)2 & periodica
e mai negativa, cos(z?) non & periodica e ha segno oscillante. Si vedano i prossimi grafici:

A

l cos (%)

(cos z)?

Figura 2.35. Grafico di y = cos(z?) e di (cosx)?.
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T fR—R, f(@)=¢" e g:[0,4+00) —R, glz) = V.
Poiché f(x) > 0 per ogni z in R, h = go f & ben definita in R ¢ si ha h(z) = ve®.
Anche k = fo g & ben definita in Ry e si ha k(z) = V™.

Se una funzione f : D — R & tale che f(D) C D, allora si puo comporre con sé¢ stessa;
la funzione

(4.2) fP=fof ossia fz)= ff(z)]
viene detta idterata seconda di f. Analogamente, f"(z) = f[f[...[f(z)]..]

(n volte) si dice iterata n-esima di f.

4.2 Funzioni invertibili; funzioni inverse

Supponiamo che f abbia come dominio un insieme D C R. Per ogni ingresso x €
D esiste un'unica uscita f(x). Se succede che per ogni uscita y € f(D) esiste un
solo ingresso & € D tale che f(xz) = y, allora f si dice invertibile, e realizza una
corrispondenza biunivoca tra D e f (D).

Pit1 formalmente, si dice che f : D — R & invertibile in D se vale una delle seguenti
condizioni (equivalenti):

(i) Vo1, 25 € D, 21 # x5 = [ (21) # [ (z2)

(ii) V1,22 € D, f(z1) = f(22) = 1 = 22

(iii) Vy € f (D) 3 x € D tale che f(z) = .
La funzione che associa a ogni uscitay € f(D) 'unico ingresso x € D tale che f(z) =y
si chiama funzione inversa di f e si indica con il simbolo f~'.

In sintesi

y = (o) o fe=f)
(4.3) s D equivale a y e F(D)

La scatola nera di f~! lavora a ritroso rispetto a quella di f, secondo lo schema
seguente

f _ : , . :
P % Partire da x e ritornare dopo un giro in x equivale a
i Y f1f(x)] = z per ogni z € I; partire da y e tornare
B, — # in y equivale a f{f~1(y)] = y, per ogni y € f(I).

La condizione di invertibilitd equivale a richiedere che il grafico di f sia intersecato al
massimo in un punto da ogni retta parallela all’asse delle ascisse.
La funzione in figura 2.36a non & invertibile in quanto per il valore di y indicato
esistono tre punti zi,2s, 23 che hanno immagine y. La funzione in figura 2.36b e
invece invertibile in quanto ogni retta parallela all’asse delle ascisse o non interseca il
grafico di f o lo interseca esattamente in un punto.

Classi di funzioni che sicuramente non risultano invertibili sono: le funzioni sim-
metriche pari (f (—2) = f (z)), le funzioni periodiche (f (xz +T)) = f ()).
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a) b)

Figura 2.36. a) Funzione non invertibile: all'uscita y corrispondono 3 ingressi. b) Funzione invertibile.

Ogserviamo invece che:

TeoreEMA 2.1 Una funzione f : D — R strettamente monotona in D ¢ invertibile
in D. Inoltre, la sua inversa é ancora strettamente monotona.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per fissare le idee che [ sia strettamente crescente in L.
Siano xz1,x2 € D e proviamo che

# Lam=— Fla)# Flza) .

Se x1 # za, allora o #1 < x2, oppure ¥1 > 2. Per la monotonia stretta di f, nel primo caso
si ha f (z1) < f (#2), nel secondo f (z1) > f (22); in entrambi i casi f (x1) # f (z2) , percio f
& invertibile. Sia ora = f™* (y) la sua funzione inversa, e proviamo che f —1 & strettamente
crescente. Sia dunque g1 < 2. Se fosse 21 > 2 (dove 2; = £~ (i), poiché f & crescente
avremmo y1 > a2, assurdo; quindi z; < x2, ossia F ) < £ (y2), e f~ & strettamente
crescente. ’

Si noti, ad ogni modo, che una funzione puo essere invertibile anche senza essere
strettamente monotona, come mostra il prossimo esempio:

—

Figura 2.37.
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Nel prossimo capitolo, parlando di funzioni continue, diremo qualcosa di pin sulle
condizioni di invertibilita per una funzione definita su un intervallo.

Grafico di f*

Le relazioni (4.3) indicano che se il punto (zp,y0) € sul grafico di f allora il punto
(10, 2g) sta sul grafico di f~'. Essendo i punti (xo, yo) € (yo,xo) simmetrici rispetto
alla bisettrice di equazione y = x, si deduce che il grafico di f~! si ricava da quello
di f per simmetria rispetto alla bisettrice y = .

(d.)
J‘: 1
L (ed)
e
((1,5) -
[ (b.a)

Figura 2.38. Il grafico di f e della sua inversa.

Se & nota l'espressione analitica di f, invertibile, I'espressione analitica di f~ si trova
cercando di risolvere (quasi sempre perd & impossibile!) rispetto a z 'equazione

flz)=y

(Trovare 'mgresso « che produce 'uscita y)

Per esempio, se f(z) = 2x + 3, f ¢ invertibile su R e 'equazione 2z + 3 = y da per ,

f~! Pespressione analitica

Coppie f, f~* sono le seguenti:

2
Jy=z |
il 4555 b
3
y==x =
/ reR /
: y=a" 5
I reR e

Si consideri anche il progsimo esempio: f(z) = 2 + €.

7Yy =

r =log, y
y >0

Y

.
2

Iy
)

Ji

’ji F -1
t -

ad

¢ sl
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Essendo somma di due funzioni strettamente crescenti in tutto R, f(x) é strettamente
crescente e quindi invertibile su tutto R. Tuttavia, cercheremmo inutilmente di risol-
vere rispetto a z l'equazione x + e® = y. In altre parole, f~' esiste, ma non si sa
scrivere esplicitamente.

Si noti che tutte le funzioni potenza: y=x<, per x>0, sono invertibili e le funzioni
inverse 2 = y'/ sono ancora potenze (con esponente reciproco di quello della funzione
data). Lo studente controlli questa affermazione sulla famiglia dei grafici di z®.

Osserviamo anche che le potenze pari: 2 (n = 1,2,...) non sono invertibili su
tutta la retta, ma solo sulla semiretta © > 0, mentre le potenze dispari: 22"t e le
potenze 2P/9 con ¢ dispari essendo monotone strettamente crescenti sono invertibili
da —o0 a +00.

4.3 Le funzioni trigonometriche inverse

Essendo periodiche, le funzioni trigonometriche non possono essere invertibili. Infatti,
per esempio, l’'equazione

sinx =¥

ha infinite soluzioni se —1 < y < 1 ('uscita y corrisponde a infiniti ingressi) oppure

non ha soluzioni reali se |y| > 1.

Per parlare di funzioni inverse di seno, coseno e tangente occorrera restringersi a

intervalli nei quali queste funzioni siano strettamente monotone e percio invertibili.
Un intervallo nel quale la funzione seno é invertibile ¢ [— Y %} . La funzione inversa

si chiama arcoseno (arcsin)

Dungue:
Y = sing . r = arcsiny
wow equivale a
ve|-33] e L,

Il grafico dellarcoseno si ottiene dall’arco di sinusoide ristretto all'intervallo
[ = 5y %L per simmetria rispetto alla bisettrice y = x, come mostrato in figura 2.39.

R I —_— argsin
2
LT e sin
b1 (1
= e | 1
2 -1 | I
i R -
Lo 1 £ i
i
| 1 2
| 37
O |
- i
2

Figura 2.39. Seno e arcoseno.

Analogamente, un intervallo di monotonia del coseno & [0, 7], nel quale dunque esso ¢
invertibile. La funzione inversa si chiama arcocoseno (arcos)
Pertanto:

Y = COS® ; T = arcosy
equivale a

z € [0, 7] y € [—1,1]
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Il grafico dell’arcocoseno é illustrato in figura 2.40.

Arcos L |00 2= e cos T

Figura 2.40. Coseno e arcocoseno.

Infine, osserviamo che nell’intervallo ( iy g) la tangente & strettamente monotona
e quindi invertibile. La funzione inversa si chiama arcotangente (arctg), ed ¢ definita
in (—o0, +00).

Dunque:

y=1tgx ) x = arctgy
. ( s Ti') equivale a
13 ——, =
2" 2
1l grafico dell’arcotangente & mostrato in figura 2.41.

y € (—00,+c0)

|

1

i
4
r

—————— tg x

arctg x

Figura 2.41. Tangente e arcotangente.

Per mezzo delle funzioni trigonometriche inverse, possiamo esprimere le soluzioni
di un’equazione o disequazione trigonometrica, quando questa coinvolge angoli non
notevoli. Lo studente rifletta sui prossimi esempi:

B W 1 . 1

Le soluzioni di  sinz = q sono & = arcsin o + 2km;x = m — aresin 1 + 2k
3. 1 J 1

~ Le soluzioni di cosz < — sono arccos - + 2kw < & < 2w — arccos ¢ + 2k7
5 5 5

e | T
Le soluzioni di  tgax >3  sono arctgd +kr <z < 5 +

(Per convineersi delle affermazioni fatte, ragionare sulla circonferenza trigonometrica
e sulla definizione delle funzioni trigonometriche inverse).
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4.4 Le funzioni iperboliche inverse

Consideriamo la funzione y =Shz. B definita e strettamente crescente in tutto R,
percio ¢ invertibile. Inaspettatamente, la sua funzione inversa & facile da scrivere
esplicitamente. Infatti, poniamo

Cy : 5 C_y
B = phgis

e risolviamo rispetto ad y. Moltiplicando ambo i membri per e¥ I'equazione si puo
riscrivere come:
e —9ze? —1=0

che & un’equazione di secondo grado nell’incognita ¢¥. Ricaviamo:

e =xpt /a2 +1

poiché e¥ > 0, la soluzione col segno — va scartata. Rimane dunque:
3 2 q
y = log (3: + vVt + 1)

Questa & Pespressione analitica della funzione inversa di Shz, che prende il nome di
settore seno iperbolico, e si indica anche con SettShz. I definita per ogni  reale.

La funzione y = Chx & definita in R, strettamente crescente per > 0, decrescente
per £ < 0. Percio non ¢ invertibile su tutto K. La sua restrizione a z > 0 pero
lo &. Vogliamo determinare 1'espressione analitica della funzione inversa di questa
restrizione.

Con caleoli analoghi ai precedenti, scriviamo

B= Chy= 5

e risolviamo rispetto ad #:
e — 2pe¥ +1 =0

eV =x+/22 -1

Questa volta entrambi i numeri # £+/22 — 1 sono positivi; ricordiamo perd che stiamo
ragionando solo per y > 0, che equivale a scegliere il segno +. Pertanto:

y = log(a + 22 — 1)
Questa ¢ Iespressione analitica della funzione inversa di Chz, che prende il nome di
settore coseno iperbolico, e si indica anche con SettChz. Si noti che & definita per
x = 1. 51 osservi anche che, mentre ad esempio 'equazione
Shx = 2 ha 'unica soluzione z = SettSh2 = log(2 + v/5)

I'equazione

Chz = 3 ha le due soluzioni & = £SettCh3 = +log (3 + 2\/5)
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Figusa 2.42. a) Grafico di y =Shz e y =2; b) graficodiy =Chr ey = 3.

Le funzioni iperboliche inverse saranno utilizzate nell’ integrazione delle funzioni trra-
g

zionali (cap. 6).

Determinare I'insieme di definizione delle seguenti funzioni:

a) fiz)=e®—¢® b)  flz) =log(l —z*) g fla)= aresin(z?® — 2)

Utilizzando il grafico di f(x) = €” e i metodi del paragrafo 3.7, disegnare i grafici di

| 3e” yg=e" —1 ya = |e® —1]

}
Yy =¢€ Yo =

Verificare 1 risultati al computer.

Utilizzando il grafico di f(z) = logx e i metodi del paragrafo 3.7, disegnare i grafici di

Y1 = log |z ya = 3loga yz = log(x — 2) ya = |logz| Ys = |10g |xH

Verificare i risultati al computer.

Una vibrazione elementare sia deseritta dalla funzione

f(z) = Acoswaz A = ampiezza w/27 = [requenza

Tracciare il grafico di f per A=1,—-1.3, -3 e w=1,2,3.
Visualizzare al computer le variazioni del grafico al variare di A e di w.

Sia f(x) = sinz. Tracciare il grafico e studiare, aiutandosi col computer, come esso si
modifichi moltiplicando f per z, é er, g *

- Determinare dominio € immagine delle seguenti funzioni. Nel caso in cui la funzione sia
invertibile, determinare la funzione inversa

2

=l ¢) =2

a) y=a" +2 b) @ge=e

Sia f(z) = +. Calcolare la funzione composta F=fod.
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Determinare 'espressione analitica della funzione composta f o g dove

1l sex >0
flz) = g(x) =sinx
-1 sex<0

Disegnare il grafico di fog.
Disegnare al computer le funzioni seguenti

y1 = [z°] = parte intera di z° e g2 = (&°) = mantissa di z°

Dire se le seguenti funzioni sono simmetriche (pari o dispari):

T
14 x?

a 72 +1 ) 3 +1

a) b) zsin2z ¢ cos(2®) d) 2% ) =g e

. Stabilire se le seguenti funzioni sono periodiche, e in caso affermativo determinarne il
periodo:
a) sin2z +cos3z b) (sinz)® ¢) cos(2z+1) d) sin(z®) e) 2 f) tgg—l— (cosz)?

- Stabilire con ragionamenti elementari se le seguenti funzioni sono monotone sul loro
insieme di definizione:

1 g 3
a) = D) ¢St o) sin2e d) log(1+27%) )

1+ z2
Tracciare il grafico qualitativo delle seguenti funzioni potenza:

a) B b) B c) 28/9 d) z" e) £H/V2

Risoclvere le seguenti disequazioni:

@r-DE+1) 51 g

D) le—4l>z+2 i) =,

(l—z)< 14z

Risolvere le seguenti disequazioni:
V2 +1—:
i) Wje—=1<2—-=z i) Yl4+ad>ac—4 iii) ’—"EJF-—égU
L& Risolvere le disequazioni:
i) logy(z—4) —logo(e—1)>1 i) (logyz)®> —3logaa—52>0

Trovare le soluzioni dell’equazione:

logy (1 + ) =log,(2 — z)
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Risolvere le seguenti disequazioni:

i) 2(sinz)® +sinz—3 <0 ii) (cosz)® +2cosz—120

. Risolvere le seguenti disequazioni, eseguendo anche, ove necessario, un confronto grafico,
e localizzando i valori che non si possono determinare esattamente (Esempio: soluzioni o <
L5, con 3< o< 4).

€

o el B gl
1 —x2

Dire quali sono il dominio e I'immagine delle seguenti funzioni:

1
flz) =2arcsin(z —1); g(z) = 5 arceos 2z +1)

" Con lo stesso metodo usato per invertire la funzione Shz, scrivere la funzione inver-
sa di The.

1 Dimostrare che la funzione f (z) = 2* & strettamente crescente per z > 0. (Suggeri-
mento: moltiplicare ogni membro della disuguaglianza 0 < 1 < xp una volta per T, € una
volta. per xa, e confrontare le disuguaglianze ottenule).

Utilizzando un’idea simile a quella suggerita, provare per induzione su n che z™ @&
strettamente crescente in (0, +00) .

Utilizzare Pidentita

o) = LD I D) | fe) = fo

per dimostrare che ogni funzione f : R — R si puo scrivere come somma di una funzione
pari p e una dispari d. Se si applica questo procedimento a f (z) = €, chi sono p(x) e d (2)?

'3 Siano A e B due intervalli. Una funzione crescente (o decrescente) sia in A che in B,
& crescente (o decrescente) in A U B? Rispondere ragionando sull’esempio f (z) = 1/x.

4  Siano f,g funzioni monotone per cui & definita f o g. Allora f o g & monotona, e
precisamente:
- se f & crescente. .. _ se f & decrescente. . .
...€ g & crescente ~allora foge... allora foge...
...e g e decrescente T R allora fogeé...

=5 Siano f,g funzioni simmetriche (pari o dispari) per cui & definita fo g. Allora fog
e simmetrica, e precisamente:
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se f & pari... se f & dispari...
L.o8.g e pari allora fog... allora fog...
...e g & dispari allora fogé... allora fogé...
- 6 Siano f,g funzioni per cui ¢ definita f o g. Chiediamoci se f o g ¢ periodica, nei

seguenti casi:

se f & periodica. .. se f non ¢ periodica. ..
...e g & periodica allore. f o'g... allora fog...
...€ g non ¢ periodica allora fog... allora fog...
U Sia f : R — R una funzione periodica di periodo T, Si dica se le seguenti funzioni sono

periodiche, indicandone il periodo, oppure non lo sono, esibendo in tal caso un contresempio
esgplicito:

fi(z) = f(wz) (con w > O); fa(z) = flz+¢) (coneceR);
fs(z) = | (=)]; fa(z) = J(l=]);
ilE =7 (:1:2)

L Siano f1, fo : R — R funzioni periodiche di periode Ti,Ts, rispettivamente. Ci
chiediamo se la funzione fi + f2 & periodica o no, e in caso aflermativo qual & il suo periodo.
Se vogliamo che risulti

(f1+ f2) (2 +T) = (fL + f2) (x) Va,
dovra essere:

T = ‘i"?,]_rfl = 'ILQTQ

per due opportuni interi positivi n1,ne. Ne segue che 1" dev’essere un mulfiplo comune di 7}
e T». In particolare:

i) condizione necessaria affinché fi - fs sia periodica ¢ che il rapporto tra i due periodi
T1/T5 sia un numero rezionale;

ii) se questa condizione & soddisfatta, un numero 7' che soddisfa la condizione e il minimo
comune maultiplo di T1,T>. Questo numero é il periodo di f (oppure un multiplo del periodo
di f, che in tal caso & pill piceolo).

Usando di questi fatti:

a) 5i determinino 1 periodi delle seguenti funzioni:

sindx + Jcosbx; tgbz —2cos8z; Hsin % 4 cos %
e si controlli il risultato previsto tracciando il grafico di queste funzioni col computer.
b) Si dimostri che la funzione
sic 4 sin (7x)
non ¢ periodica (pur essendo somma di due funzioni periodiche), e ci si renda conto di questo
fasto tracciando il grafico di questa funzione col computer, su intervalli di varia ampiezza.

80 Dimostrare, in base alla definizione, le proprieta 3) delle funzioni iperboliche enun-
ciate nel paragrafo 3.6.



Limiti e continuita

In questo corso ci occuperemo prevalentemente del calcolo infinitesimale, disciplina
matematica che affonda le sue radici nella Grecia del 111 secolo a.C. (Euclide, Archi-
mede), ha un grande sviluppo a partire dal Seicento, parallelamente al nascere della
scienza moderna, in particolare ad opera di Newton ¢ Leibniz, tra il 1670 ¢ il 1710 cir-
ca; viene quindi sottoposta a revisione critica ¢ fondata rigorosamente nell’Ottocento,
prima da Cauchy, nel 18211 poi da Weierstrass e da vari altri matematici (Heine,
Cantor, Méray,...) intorno al 1870. Le idee e le tecniche di calcolo proprie di que-
sta disciplina fanno oggi parte del bagaglio essenziale con cui scienza e tecnologia si
esprimono e procedono.

Il fondamento concettuale del calcolo infinitesimale sta nella nozione di limite
(D’Alembert 1765, Cauchy 1821), che quindi pud a buon diritto considerarsi una
pietra miliare nella storia del pensiero scientifico. Noi introdurremo questo concet-
to gradualmente, prima nel caso discreto (par. 1) e poi in quello continuo, in cui
storicamente ¢ nato (par. 2).

Nel contesto discreto, il limite si puo vedere come un’operazione che, a differenza
delle operazioni algebriche elementari (somma, prodotto), viene eseguita non su una
coppia di numeri ma su una successione di infiniti numeri. Per prima cosa introdur-
remo quindi il concetto di successione. Questo argomento, oltre a servirei immedia-
tamente per introdurre il concetto di limite di funzione, sara ripreso nel capitolo 5
parlando di serie numeriche, e nel capitolo 7 discutendo i modelli dinamici discreli.

-1 SUCCESSIONI

1.1 Definizione di successione. Definizione di limite

Consideriamo I'ingsieme N degli interi non negativi ordinato secondo 'ordine naturale
{=]

B % @12 Bt v ally st

1Corso di Analisi per I’Ecole Polytechnique di Parigi.
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Questo e I'esempio canonico di successione. Stabiliamo ora una legge che associa, a
ogni elemento di N (o da un certo intero in poi) un numero (reale):

TE —X ity

Chiameremo successione una tale corrispondenza.
Una successione puo dunque vedersi come una funzione

fN—=R

Faoto—

(o eventualmente, f : {n € N:n >ng} — R, per un certo ng fissato). Il fatto che
il dominio della funzione f sia l'insieme dei naturali, rende possibile visualizzare la
successione enumerando i suoi valori, nell’ordine in cui essi si succedono al crescere
di n:?

A0; G1,42; - - yQn,y -

n+—n 01,4, 8,16, ...
n>0 nr— (=1)" 1,-1,1,-1,1,—1,...

n=>1 s B 2,2, 92, \4/5,.,.

1 111
>]_ I _— 1 — ==
" T h *BEgR4
O | 5 6 7
=2 — 2= ==,
" - fhi—1 3 "3 A
n >0 n+— 4 4.4,4 (successione costante)

Possiamo rappresentare graficamente questa corrispondenza con i punti del piano
cartesiano di coordinate (n, a,) (fig.3.1).
Sottolineiamo che la successione & nota quando & nota la legge che, dato I'intero n,
determina il numero a,, associato a quell’intero. Per indicare una successione useremo
i simboli

n —> q, oppure {a,}

precisando 'insieme in cui varia l'indice n (tutto N o da un certo intero in poi).

Una successione {ay} si dira

limatata inferiormente  se esiste un numero m tale che an > mYV¥n
limitata superiormente se esiste un numero M tale che a, < MV¥n
limitata se esistono due numeri m e M tali che m<a, <M Vn

2] puntini di sospensione. .. scritti nella formula seguente dopo a, sono fondamentali: significano
che non stiamo considerando soltanto i primi n termini della successione (ciog un insieme finito di
numeri), ma Pintera successione di infiniti termini (in cui n gioca il ruclo di indice muto).
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L ]
e ® ] [ ] [ ]
0 — —t— I
1 2 3 4 H 6
® @ L]
]
— |
0 1 2 3
a) : n+—n’ b) : n+— (=1)"
Figura 3.1.

Per esempio, la successione {(—1)"} & limitata; {n?} & limitata solo inferiormente; la
successione {(—2)"} non & limitata (né inferiormente, né superiormente).
L’operazione che vogliamo definire (il limite) consente di rispondere in forma ri-
gorosa alla domanda: come si comportano i numeri {a,} quando n diventa sempre
pit grande?
Cominciamo con l'introdurre un modo di dire molto utile.

DeriNizIONE 3.1 Diciamo che una successione {a,} possiede (o acquista) definiti-
vamente una certa proprieta se esiste un NV € N tale che a, soddisfa quella proprieta

per ogni intero n > N.

La successione {n — 10y/n} & definitivamente positiva; la successione {n} 9 =

aadl
1,2,...) & definitivamente minore di 107 .

1

Successioni convergenti

DeriNizioNE 3.2 Una successione {a,} si dice convergente se esiste un numero
| € R con questa proprieta: qualunque sia £ > 0 risulta definitivamente

(1.1) lan — | < &

In altre parole: per ogni ¢ > 0 si puo trovare un intero N (che naturalmente dipendera
in generale da questo £) tale che

lan, — 1| <& perogni n>N

Se la successione {a,, } & convergente, ad essa € associalo percio il numero [. 51 osservi
che tale numero & unico, poiché, se ve ne fossero due, {1 e lo, associati alla medesi-




e L

90 Capitolo 3. Limiti e continuita (© 978-88-08-06485-1

ma successione, risulterebbe definitivamente (applicando la disuguaglianza triangolare
(4.4), cap. 1)

< 2e

!gl = IZi = |El — Qp + Gn — l?l . |(1 S 0'711 i 2 ‘a'n = 12

ma tale disugnaglianza, potendo noi scegliere £ come vogliamo, puo sussistere solo se
Z] = 52.

DeriNizioNE 3.3 Il numero [ che compare nella (1.1) si chiama limite della succes-
sione {ay}, e si serive della successione

litdh @y =1 oppure a,—{ pern— -+
n—+—+-00 '

(si legge, rispettivamente: il limite, per n tendente all’infinito, di a, ¢ [, oppure: a,
tende a | per n tendente a infinito).

Si noti che la disuguaglianza (1.1) corrisponde, pin esplicitamente, alle seguenti due:
(1.2] l—e<a,<l+e

Rappresentando graficamente 1 punti della successione

G, A
® @
litg — — =
¥ =% - » 5 ® . s
i —E o
®
® ®
f f f | | t f | i e
0 1 2 3 4 5 6 o ) 9 10

Figura 3.2.

la condizione di convergenza significa che, fissata una striscia orizzontale [[ — ¢, + ¢
“comunque stretta”, da un certo indice in poi i punti della successione non escono piu
da questa striscia (v. fig. 3.2). Da questa osservazione risulta chiaramente che: ogne
successione convergenle e limilata.

. w1 . o :
i Mostriamo che lim = 1 (cosa che si pud facilmente sospettare osservando
n—oo 7 —
I’andamento della successione). Delle due disugnaglianze
; i S|
l—g & & ] 48
mi— 1

quella di sinistra ¢ sempre soddisfatta, mentre quella di destra ¢ soddisfatta per
2

=
=

>

Fissato € > 0, basterd scegliere N = (2 + ¢)/e (o uguale al primo intero > (2 + ¢)/c) per
soddisfare la condizione richiesta dalla definizione di limite.



(© 978-88-08-06485-1 1 Successioni 91

Per mostrare che 24" — | per n — oo, si studiano le disuguaglianze
I ; guag
Lin
1—eg<2 <l1l4+e

Quella di sinistra ¢ sempre soddisfatta; quella di destra, prendendo il logaritmo (in base 2)
di ambo 1 membri, si scrive

1
— < log,(1 +¢)
T

ed ¢ soddisfatta se n > 1/logy(1 + €). Si sceglie percio N = . ..

Non risultano convergenti invece le prime due successioni dell’esempio 1.1. Esse sono
pero molto diverse tra loro e conviene introdurre definizioni che ne mettano in risalto
la differenza.

Successioni divergenti. Successioni irregolari

DeriNizIONE 3.4 Quando, al crescere di n, una successione supera definitivamente
qualunque numero M > 0 fissato, diremo che diverge a -+oc; se invece scende al di
sotto di —M, diremo che diverge a —oo. (Il simbolo co si legge “infinito”).

Diremo nei due casi, rispettivamente, che +oc e —oc sono i limiti della successione
€ scriveremo, rispettivamente:

lim a,=+00 oppure lim a, = —oc.

=400 —+00

Questi simboli, +c¢ e —o0, non sono numeri. Se rappresentiamo 1 numeri reali sulla
retta euclidea, ogni numero corrisponde a nun punto e ogni punto a un numero. Con
1 simboli +0¢ ¢ —oc conveniamo di indicare due “punti”, uno (++oc) sta alla destra
di ogni punto di R e laltro (—oco) alla sinistra; a questi due punti non corrisponde
perd aleun numero (in altre parole, non possiamo definire sui simboli +o00 ¢ —o0 le
operazioni di somma e prodotto con le proprieta indicate in 21 e Ry, anche se, come
vedremo, potremo fare “parzialmente” queste operazioni).

L’msieme dei numeri reali R con Paggiunta dei due elementi {+o00} e {—occo} sara
indicato con R*

R* =R U {—cc} U {+o0}

Possiamo rappresentare “visivamente” 'insieme R* mettendo in corrispondenza biu-
nivoca (fig. 3.3) i punti della retta con quelli di una semicirconferenza, proiettando
questi ultimi dal centro €' sulla retta R:

A

Figura 3.3.
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Ai punti A e B non corrisponde su R alcun punto: diremo che {—00} & il corrispondente
del punto A e {+00} il corrispondente di B.

L’operazione di limite risulta completamente significativa se ambientata in R*
invece che in R; cio¢ il limite di una successione pud essere un numero reale op-
pure +oo oppure —oo; le successioni il cui limite & un numero reale si dicono con-
vergenti, quelle il cul limite & 400 oppure —oo si dicono divergenti. La successione
canonica {n} degli interi naturali evidentemente diverge a +oo; cosi pure la succes-
sione {2"}.

Infine osserviamo che ci sono successioni che non ricadono in nessuna delle cate-
gorie precedenti, cioé non sono convergenti né divergenti; per esempio la successione
{(~~1)”} oppure {(—2)"} (si noti che la prima & limitata e la seconda, no). Tali suc-
cessionl si diranno irregolari o indeterminate. Per esse I'operazione di limite non &
definita, ovvero ¢l loro limite non esiste.

Insiemi non limitati
E comodo adottare la convenzione introdotta per i limiti anche per il sup e per l'inf,
estendendo la definizione di queste quantita nel modo seguente:

DerFINIZIONE 3.5 Se l'insieme £ C R non & limitato superiormente (inferiormente)
diremo che
sup B = 400 (inf E = —o0).

In questo modo la proprieta Ry dei numeri reali pud essere enunciata cosi:

ogni insieme £ C R non vuoto & dotato di estrcmo supemore inferiore; sup F
(mf. E) & un numero se F ¢ limitato superiormente (mfenormente), altrimenti
& +00 (—0).

Infinitesimi e infiniti
Una successione a,, tendente a zero si dice infinitesima. Ad esempio, sono infinitesime
le successioni {2}, {1, ..

Il concetto dl 1nﬁn1teslmo gloca un ruolo centrale ed & fondamentale anche per
avere un’immagine intuitiva corretta ed efficace dei concetti del caleolo infinitesimale.
Vedremo nel par. 2 che il concetto di infinitesimo nel continuo (ciot parlando di
funzioni) sara perfettamente analogo. L’idea chiave a cui prestare attenzione & la
seguente:

“infinitesimo” non & un “numero infinitamente plccolo” (concetto privo d] senso,
se non si vuole che denoti semphcgmon’re il numero 0) ma una quantita variabile
(successione o, come vedremo, funzione), che diviene indefinitamente piccola.

Analogamente, una successione a,, tendente a 400 si dice infinita. Ad esempio, {nz},
{n!} sono infiniti.

Talvolta ¢ possibile precisare se una successione convergente si avvicina al suo
limite per eccesso o per difetto. Questo concetto ¢ precisato dalla prossima
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DerinizioNE 3.6 Si dice che la successione {a,} tende a l € R per eccesso (per
difetto), e si scrive

lim a, =11 oppure a, — " per n — +o0
n—4oc

(rispettivamente:

lim a, =1 oppure a, — I~ per n — +00)
n—+4o00

se per ogni € > 0 si ha che
0 < a,, — | < ¢ definitivamente
(rispettivamente:

0 <!l —a, < & definitivamente).

In sostanza, dire che a, — [T significa affermare che a, — [ e inoltre a, > [
definitivamente; dunque a,, si avvicina ad [ “da sopra”, ossia approssima [ per eccesso.
Si rifletta sui prossimi esempi:

TEEEEACE

lim 2 =0t;

7?,—>+-5c T

; o) s
1 o
n—+oo 124 1

. _1\| n
lim (— =,
n—+400 1

ma in questo caso non si pud affermare né che a, — 07 né che a,, — 0.

1.2 Successioni monotone

DeriNizioNE 3.7 Una successione {a, } si dira:
monotona crescente se a, < an41; strettamente crescente se a,, < @41 V1
monotona decrescente se an > an-1; strettamente decrescente se @, > @1 V0.

Per esempio, la successione {n®} & monotona strettamente crescente, la successione
{z} & monotona strettamente decrescente, la successione {(—1)"} non & monotona;
ogni successione costante & monotona (crescente o decrescente, non strettamente).
Riguardo all’operazione di limite, queste successioni hanno una importanza partico-
lare; infatti esse non sono mai irregolari, ma sono convergenti oppure divergenti a
seconda che siano limitate oppure no. 1l risultato fondamentale ¢ il seguente:

TEOREMA 3.1 (DI MONOTONIA) Sig {a,} una successione monotona crescente e

superiormente limitata.

Allora {an} € convergente, ¢ il suo limite é uguale a sup {a, : n € N}.
Analogamente, se {a,} una successione monotona decrescente ¢ inferiormente

limitata, allora {a,} & convergente, e il suo limite é uguale a inf {a,, : n € N}.
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Ricordiamo che il simbolo sup {a. : n € N} denota estremo superiore dell’insieme dei
valori a,, assunti dalla successione.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l'insieme dei valori assunti dalla successione, {a, : n € N}.
Poiché la successione ¢ limitata superiormente, questo insieme & limitato superiormente,
quindi (per la proprieta dell’estremo superiore di cui gode R) esiste il suo estremo superiore,

A =supia.:ne N}, AeER

Proviamo ora che

Iim a, = A.
N—Frox2

Occorre mostrare che per ogni € > 0 si ha
A —& < an < A+ e definitivamente.

La seconda disuguaglianza & ovvia: per ogni 7 & an < A (¢ quindi an < A+ ), perché A &
’estremo superiore degli a,, quindi in particolare ¢ un maggiorante dell'insieme dei valori
an. Per provare la prima disuguaglianza, consideriamo il numero A — £. Ricordiamo che per
definizione di estremo superiore, A & il minimo dei maggioranti dell’insieme {an : n € N}.
Percid, essendo A —e < A, certamente A —e non & un maggiorante dell'insieme {an : 1 € N} .
Questo significa che esiste un ng per cui

a-nu > I\ SR

D’altro canto la successione & monotona crescente, percid per ogni n 2> ng risulta an 2 an,.
Abbiamo quindi provato che
ey, 2 gy > X —g

per ogni n > np, ossia definitivamente. Quindi limy, oo @ = A (fig 3.4).

S S——— N |

0

Figura 3.4.

Per esprimere anche simbolicamente che il limite & il sup (o I'inf) di una successione
crescente (o decrescente) si usa la notazione (di evidente significato):

a, Tl oppure a, |l

Questo in particolare implica che a, — [~ (rispettivamente, /™), ma contiene una
ulteriore informazione: la monotonia della successione.

Questo teorema & una conseguenza dell’assioma di continuita 4 dei numeri reali
(v. cap. 1, par. 5) e pertanto vale se I'ambiente che consideriamo ¢ R. Ad esempio, non
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¢ vero che una successione crescente ¢ limitata di numeri razionali ammette sempre
limite razionale, cioe in Q.

Sia {an} la successione cosi definita:

an — 0
ar =0,1
az = 0,1011

az = 0,1011C111
aq = 0,1011011101111

e cosi via. (Al passo n si aggiunge al numero decimale ottenuto al passo precedente una cifra
zero seguita da n cifre uguali a 1).

La successione {a,} ¢ evidentemente crescente, e superiormente limitata (ad esempio,
an < 1). In R, la successione converge al numero sup{a, :n € N}, che dopo la virgola
presenta un allineamento decimale illimitato e non periodico di cifre (una cifra 1, una cifra
0, due cifre 1, una cifra 0, tre cifre 1, una cifra 0, ¢ cosi via all’infinito). Quindi il limite della
successione & un numero irrazionale. Quest’esempio mostra che nell’insieme Q) il teorema di
monotonia ¢ falso.

Vedremo in seguito che il teorema di monotenia sara utilizzato per dimostrare impor-
tanti propricta delle funzioni continue. Questo teorema quindi costituisce una delle
motivazioni per cui ¢ utile studiare analisi matematica nell’ambiente dei numeri reali,
anziché in quello dei numeri razionali.

11 teorema di monotonia si puo completare con il prossimo enunciato, che considera
successioni limitate o illimitate:

CoROLLARIO 3.2 Sia {a,} una successione monotona crescente. Allora esiste

lim a, =sup{a, :n &€ N}.

TE—r D0
Esplicitamente: se {an} ¢ superiormente limitata, allora converge (e il suo limite ¢
uguale all’estremo superiore dei suoi valori, che in questo caso ¢ un numero reale);
se invece {a,} & superiormente illimitata, ollora a, tende a +oo (che in questo caso
¢ pari all’estremo superiore dei suoi valori).

Si puo arche dire, sinteticamente: una successione monotona, converge o diverge (non
puo essere irregolare).

DIMOSTRAZIONE. Se {an} & superiormente limitata, I"enunciato ¢ contenuto nel teorema
di monotonia. Se invece {a,,} & superiormente illimitata, questo significa che per ogni K > 0
esiste un ng tale che an, > K. D'altro canto la successione & crescente, percio per ognia 2 no
i ha an 2 an, > K. Abbiamo quindi provato che per ogni K > 0 ¢ a,, > K definitivamente.

Questo significa che @, — +o0a.
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(Successione geometrica) Si consideri la progressione geometrica di ragione g, {¢" }
(cfr. cap. 1, paragrafo 2):
I 3 n
1?q}q ?q?"".‘q RETES B

Se g > 1 la successione ¢ monotona crescente, illimitata superiormente.

Se g = 1 la successione ¢ costante. Se 0 < ¢ < 1, la successione ¢ monotona decrescente;
¢ facile mostrare che tende a zero. Se ¢ € negativo la successione non & pitt monotona. Lo
studente verifichi le seguenti affermazioni:

400 se g>1
1 se g=1
lim ¢" =«
LR 0 se gl <1
non esiste se g < —1

1.3 1l calcolo dei limiti
In questo paragrafo passeremo in ragsegna i teoremi basilari sul calcolo dei limiti. Le
dimostrazioni si basano sulla definizione di limite, sull’uso di disuguaglianze, e sull'uso
di proprieta definitivamente vere. In particolare, questi teoremi illustrano la relazione
tra 'operazione di limite e le strutture algebriche e d’ordine presenti in R.
Cominciamo ad esaminare le proprieta dell’operazione di limite rispetto alle ope-
razioni algebriche. Quando il limite esiste finito, si dimostra un risultato semplice e
naturale: 'operazione di limite commuta con queste operazioni, cio¢:

TEOREMA 3.3 (ALGEBRA DEI LIMITI) Se a,;, — a ¢ b, — b allora

ap by, —atb

anb, — ab

— —

a
= .
oy Geb#0)

goe —4 @b (@n,a > 0)

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che:
tp — G by — b= a, +by —a+b.
Fissiamo £ > 0 e consideriamo:

E(au i _bn) = (a, o i b)] = ‘((ln = G!,) I (b-rz- = b)| AL
g ‘O.‘.-n_ —_: G.‘,‘ + |bn i bt
(per la disuguaglianza triangolare, cap.1, par. 4.3). Poiché per ipotesi a,, — a ¢ b, — b, si
ha che

lan —a] < € e |by — b| < & definitivamente,
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percid concludiamo che
(@ + bn) — (a+ b)| < 2¢ definitivamente,

quindi @ + bn — a4+ b.
Proviamo ora:
G, — brn, — b= ar'n,bn — ab

Fissiamo e > 0. Usando ancora la disuguaglianza triangolare si ha:
|dnbn — ab] = |an (bn — &) + blan —a)| <
< |an (ba — )| + [B(an — a)] = |an|[ba —b] 4 [b] jan — a
< |an| by — b| + |b] |an — a.

Poiché a, — a, |as — a| < e definitivamente; inoltre |an| < la| + € definitivamente; poiché
b, — b, by — bl < € definitivamente. Quindi:

|anby — ab| < (Ja| +€) e+ bl < & - cost.
definitivamente. Per Iarbitrarieta di € segue la tesi.

Tralasciamo le dimostrazioni degli altri due casi.

L’operazione di limite mantiene inoltre I ordinamento cioe:

TEOREMA 3.4 (DI PERMANENZA DEL SEGNO, 1* FORMA) Se a, — a ¢ a > 0
(a < 0) allora a, > 0 definitivamente (@, <0 definitivamente).
DIMOSTRAZIONE. Fissato € > 0, per definizione di limite abblamo che
lan — a| < € definitivamente,
che riscriviamo nella forma:
a— & < an < a+ ¢ delinitivamente.

Poiché @ > 0, possiamo scegliere ¢ > 0 in modo che sia anche a — ¢ > 0, allora la disugua-
glianza a — & < @, mostra che a, > 0 definitivamente. In modo analogo si dimostra il caso
a < 0.

TeEOREMA 3.5 (DI PERMANENZA DEL SEGNO, 2% FORMA) Sea, —a€R, ca, =
0 definitivamente, allora risulta o > 0. Pit in generale:

€ Uy — @, by — b e ap > by, definitivamente, allora a > b.

DIMOSTRAZIONE. Segue dal teorema precedente. Infatti, se per assurdo fosse a < 0, dal
teorema precedente si avrebbe an, < 0 definitivamente, il che ¢ incompatibile con I'ipotesi che
sia an > 0 definitivamente. Questo dimostra la prima affermazione del teorema. Applicando
ora questa proprieta alla differenza ., — by, si ottiene anche la seconda affermazione. Infatti:

@y > by, definitivamente = @, — b, > 0 definitivamente,

e poiché a, — by — a — b (teorema sull’algebra dei limiti), si conclude @ — b = 0, ovvero
o> b. )
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L’ultima relazione significa che in una disuguaglianza tra due successioni gi puo passare
al limite ad ambo i membri, mantenendo il segno <. Si noti che in generale, invece,
nel passaggio al limite non si conserva il segno di disuguaglianza stretta: ad esempio,
anche se gli a, sono strettamente positivi, il loro limite a e positivo o nullo, come
mostra il semplice esempio di i — (0.

E utile anche la seguente proposizione:
TEOREMA 3.6 (DEL CONFRONTO) Se a, < b, < ¢, definitivamente e
Gy — e —1LER,

allora anche b, — 1.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo £ > 0. Allora definitivamente si ha
l—e<ay<l+e l—e<en<l+te
da cui segue (definitivamente)
l—e<an<b, Len<l4e

e quindi, deflinitivamente,
l—e& by <l+e

Dunque b, — [.

Casi particolari di questo teorema che si usano frequentemente sono espressi dal pros-
simo corollario, molto utile quando si studia il prodotto tra una successione oscillante
(ma limitata) ¢ una che tende a zero:

CororrLAariO 3.7 1. Se |b,| < ¢, definitivamente € ¢, — 0, allora anche b, — 0.

2. Se ¢, — 0 e by, & limitata (ma non necessariamente convergente), allora ¢, b, — 0.
Detto o parole: il prodotto di una successione infinitesima e una limitate € infinitesi-
mo.

DIMOSTRAZIONE.
1. Sappiamo che definitivamente ¢ —c¢, < b, < ¢,; d’altro canto se ¢, — 0 anche —c, — 0,
quindi per il teorema precedente (con 6, = —e¢, ¢ { = 0) si ha che b, — 0.

2. Se b, & limitata, ossia |b,| < K per un certo K > 0 e per ogni n, possiamo scrivere
[ 2 K |8

Poiché ¢, — 0, anche K |c,| — 0, e per il punto 1 si conclude che bpc, — 0.

Applicando la definizione i dimostri che
+oo s¢ a>0
n —<1 se a=0
0 se a<0

Infatti, se o > 0, fissato M > 0 risulta n® > M per n > Ml/“; percio n® — 4+o0; se o < 0,
scrivendo n® = 1/n/°l, si osserva che 1/nl®! < ¢ per nlo! > 1/¢ ossia per n > 1/£Y14, cioe
definitivamente,
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Limiti che si presentano nella forma di rapporto di due espressioni, ognuna, costituita
dalla somma di potenze di n:

n? — 3n 47
nd 4+ /n — 3n?

Si mette in evidenza a numeratore come a denominatore la potenza maggiore

5 3 7 3 i
5/2 s _
. A (1 n3/2 n5/'2) 1 4 noi2 + 1542
T 1 3 —n 1 3
3 CR =
= (1+n5/2 n) 1+n5/2 n

Ora per il teorema sull’algebra dei limiti e sapendo ¢he potenze negative di n tendono a
zero possiamo affermare che:

3 i 1 3
i n3/2 ® no/2 5 by n32  n —+h

Pertanto la successione tra parentesi tende a 1; d’altro canto ke — 0 ercio la sueccessione
) e Tied
di partenz_a tende a zero.

La successione =22 ¢ il prodotto di L (convergente) e sinn (irregolare); quindi il
T T
teorema sull’algebra dei limiti non & applicabile. Tuttavia & applicabile ultimo corollario: la

successione % ¢ infinitesima mentre [sinn| < 1, percid #22 — (.

Fin qui abbiamo visto teoremi che operano su coppie di successioni entrambe conver-
gentl o comunque limitate. Consideriamo ora il caso in cui 1 limiti sono +00 0 —o0.
Supponiamo, per esempio, che @, — @ e b, — +00; allora & facile (e intuitivo) vedere
che a, + b, — 400. Abbrevieremo questa scrittura cosi: a + oo = +o00. Ragionando
in maniera analoga possiamo compendiare le regole per il limite della somma (o dif-
ferenza) di due successioni delle quali una o entrambe sono divergenti con le seritture
seguenti:

a+ o0 = +foa

— 00 = —0oC

T00 + 00 = 400

OO0 = 00

Analogamente per il prodotto (o il rapporto) abbiamo le regole seguenti; il segno di

00 va determinato con la usuale regola dei segni:

a-o0 =00 (a #0)
a
5= (a # 0)
==
00

Esplicitamente, la seconda regola scritta significa ad esempio quanto segue:

Gy
se an —a>0eb, =07, allora — — +00.
i
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In modo analogo si procede, in base alla regola dei segni, se a < 0 0 b, — 075 ¢
comungue necessario, per applicare questo teorema, sapere che b, tende a zero per
eccesso o per difetto.

Le precedenti regole prendono il nome di “aritmetizzazione parziale del simbolo di
infinito”.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio che:

by
an, = +DC’,b'n,_)'bER=>_‘—>O.

a?b

Fissiamo £ > 0. Poiché a, — +oo, definitivamente si ha

1
(4 > —
5
Poiché b, — b, definitivamente si ha
|bn| < [B] + &
Ne segue che definitivamente

by

%

< e(|b] +&) < e cost.

Per Parbitrarieta di €, segue la tesi.

Lo studente noterd che mancano le regole relative a quattro operazioni, e cioe

0 o0
+o0—0ec0, 0D-086, =, —
0" o0
Queste espressioni si chiamano forme di indecisione, poiché nessuna regola pud es-
sere stabilita a priori per determinare il risultato, come vedremo negli esempi sotto
illustrati.
Le regole sopra elencate (e la mancanza di regole per le forme di indecisione) confer-
mano la natura particolare dei “punti” oo e —o0, che non possono essere considerati
“numeri” poiché non rispettano le proprietd R; ¢ Ro del capitolo 1 paragrafo 3.

- /n+1—y/n—1: forma di indecisione del tipo +o0 — co.
Moltiplicando e dividendo per v/n + 1 -+ v/n — 1 si trova

(Wl -vn-1)(VaF+14+vn-1) 2
N s brL ali—1 Rl

— 0

Limiti di successioni che si presentano nella forma a2 si trattano pin facilmente
Comlderando la successione dei logaritmi (per fissare le idee, in base 10)

b u
logg as' = ba logyy an

Si mostra che (efr. anche pin avanti, al paragrafo 3) se questa successione converge a I,
diverge a +00, —00, o & indeterminata, la successione al®, rispettivamente, converge a 108,
409, 0, & indeterminata.

Si pud cosi osservare che le espressioni

jres 0’ (400)°
sono altrettante forme di indecisione, corrispondenti (passando al logaritmo) alla forma di
indecisione 0 - co.
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1.4

Introdurremo ora un numero molto importante per I’Analisi, che sara definito come
limite di una particolare successione. Cominciamo a dimostrare il seguente risultato:

1 T
i — (1 + )

n
51 osservi che questa successione presenta una forma di indecisione 1%°.

Il numero ¢

TeEOREMA 3.8 La successione

¢ convergente.

DIMOSTRAZIONE. Si provera che la successione & monotona crescente
Qp41 > Oy

e limitata:
2 < ay < 4

e percio & convergente, per il Teorema di monotonia (par. 1.2).
Per provare che a,, € monotona crescente, studiamo, per n 2> 2, il rapporto:

an_ __(1+3)" &

Qop—1 B (1+n_£1-)n_l o= (nil)n—l =
N g L .
&) = o)

dove nell'ultima disugnaglianza scritta si & applicata la disuguaglianza di Bernoulli (v. cap.1,
par. 7)
(14+2)" > 1+nz

G

> 1, ossia @, > @, -1, e la successione ¢ monotona

con & = ——. Questo mostra che
ey [
crescente. In particolare, essendo a1 = 2, segue a, > 2V n > 1.
Consideriamo ora la successione

-1
B (1+ l) |
mn
Si noti che
bn:@n' (14‘1),
[

percio b, > a,. Con calcoli simili a quelli appena svolti (lasciamo i dettagli al lettore), si
mostra che che b, < b,_1. Poiché by = 4, risulta quindi

e a, & limitata.
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Il limite della successione a,, appena studiata ¢ un numero (irrazionale) molto impor-
tante in matematica, per varie ragioni che vedremo; esso viene indicato con la lettera
e (numero di Nepero) e la sua rappresentazione decimale inizia cosi:

2.7182818284 . . .

Dunque, per definizione,

1 n
e= lm [d4+—=] -
n—-oo T

Questo numero viene molto spesso usato come base dei logaritmi, 1 quali, quando si
usa questa base, vengono detti natureli o neperiani (dal nome del matematico John
Napier) e indicati semplicemente col simbolo log (oppure In) senza indicazione della
base.

o Il numero di Nepero e un problema. . . finanziario. Supponiamo di possedere un ca-
pitale (per esempio, 1 milione di euro) e di investirlo al tasso di intercsse annuale ¢ (ciot con
una rendita di ¢ milioni all’anno).

Se l'interesse viene pagato annualmente, dopo un anno il capitale posseduto sara 1 + ¢.
Se I'interesse viene calcolato mensilmente avremo:

: 3 ; y t
dopo il primo mese un capitale pari a | + ?;

p
— dopo il secondo mese, pari a 1+ 2, — 2, (1 + i) = (1 -+ —t-)Q;
12 " 12 12 12
— dopo il terzo mese, pari a (1 + i)zi + (1 + i)z = (l + —L-)S
: 12 12 12 1

; \ ; o812
— alla fine dell’anno avremo un capitale pari a (1 - E) ;

Se Pinteresse viene calcolato ogni n-esimo di anno, avremo alla fine un capitale pari a
: Ly™
1+4)
n
Per ¢t = 1 (rendita del 100%!) otteniamo esattamente la successione che definisce e.
Far tendere n a oo significa caleolare interesse dopo frazioni di anno sempre pin piccole

fino ad arrivare a calcolarlo con continuita. Il capitale che si ottiene alla fine dell’anno in
quest’ultimo caso & esattamente pari a e.

Una volta definito il numero e come

1 71
g= lim (1 + —) ;
rn—4o0 7%

si put dimostrare che risulta anche:

r—-f 0o Vi

1 ==
(1.3) e= lim [1~ —) _

Inoltre, a partire dalle due relazioni precedenti, si puo provare il seguente
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TeEOREMA 3.9 Sia {a,} una qualsiasi successione divergente (a +occ 0 —oo). Allora

esiste
1 %
lim (1+—) =g,
n——+o0 O,

(Una traccia per la dimostrazione della (1.3) ¢ di questo teorema sara fornita nei
Complementi alla fine del par. 1). Quest’ultimo teorema si rivela estremamente utile
nel calcolo di limiti che coinvolgono la forma di indeterminazione [1°°].

A

Calcoliamo

O
i T
lim - "
n—t+o\3-+n

Si tratta di una forma di indeterminazione [1°°]. Seriviamo:

( )5%4*1_ 1 B 1 B 1
== 3y G+l T S = e Ey ] U
T 0T ey [0ed)T

con a, = . Per il teorema precedente, la successione entro parentesi quadre tende ad e,
mentre 'esponente
3(5n+1)
4)‘
n

bn = 15

RO 3 5
percio il limnte cercato & 1/e'®.

Altre situazioni di questo tipo saranno illustrate negli esercizi alla fine del par. 1.

1.5 Confronti e stime asintotiche

Abbiamo visto che una successione che tende a 0 & un infinitesimo; una successione
che diverge (a 400, a —o00) si dice infinito. Quando due successioni sono entrambe
infinitesimi o entrambe infiniti, ¢ utile poter stabilire un confronto tra di esse, per
capire quale delle due tenda “piti rapidamente” a 0 o all’infinito.

Esempi di infiniti sono le successioni seguenti:

{logn} {vn} {n*} {2°}

Esempi di infinitesimi si ottengono dalle successioni precedenti considerando gli ele-
mentl reciproci.

Siano {an} e {b,} due infiniti. Consideriamo il limite del rapporto a, /b,; si hanno
quattro possibilita: ' '

(0 i)

- [finitoe #0 i)
lim — = (

n—oo b, +00 iii)

| inesistente iv)
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Diciamo che: i) {a,} & un infinito di ordine inferiore a {b,} '~

ii) {an} e {b,} sono infiniti dello stesso ordine

L =

i) {an} € un infinito di ordine superiore a {b,}
iv) {an} ¢ {b,} non sono confrontabili.

Se {an} e {b,} sono due infinitesimi (e b, & definitivamente = 0), ancora si considera

il limite del rapporto a, /b, e, in corrispondenza delle 4 possibilitd sopra elencate,
diremo che:

i) {an} ¢ un infinitesimo di ordine superiore a {by}

il) {an} e {b,} sono infinitesimi dello stesso ordine !
iii) {a.} & un infinitesimo di ordine inferiore a {b,}
iv) {a.} e {b.} non sono confrontabili.

iy

11 caso e vl ¢ particolarmente importante: si usa dire, in tal caso, che le due
successioni {a,} e {b,} sono asintotiche e, e indicare questa circostanza, si scrive

5

Oy ™~ by |

(si legge: a,, & asintotico a by,).
Il simbolo di asintotico &€ molto utile nel calcolo dei limiti per le seguenti propriet:

ProrosizioNE 3.1

1. Se ay ~ by, le due successioni hanno lo stesso comportamento: convergono allo
stesso limite, o diwvergono entrambe a +oo, o entrambe non hanno limite.

2. 8i possono serivere catene di relazioni asintotiche, cioé:

S& Wy B by B s By, allora a, W

3. Un’espressione composta da prodotlo o quoziente di piv fattor: pud essere stimata
fattore per fattore:

!
i biie an b,

! !
s€ an ~ @by, ~ b, ey ~vocl, allora

!
Cn Cyy

Attenzione: lo stegsso non vale per le somme o per Iesponenziale.

DIMOSTRAZIONE.

1. Dimostriamo la prima affermazione: se a,, ~ b, le due successioni hanno lo stesso com-
portamento. Sia a,, — | € R; poiché b, = 2= . g, e z“ — 1 (per definizione di asintotico),
allora per il teorema sul limite del prodotto -

b~ 1 L=

Lo stesso teorema (nel caso di limite infinito) permette di concludere che se a, — oo
e by ~ an, anche b, — =+oo. Osserviamo ora che la relazione di asintotico & simmetrica,
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quindi quanto appena provato mostra anche che se b, converge (diverge), anche @, converge
(diverge). Ne concludiamo che se ay € irregolare, anche by, & irregolare, perché se per agsurdo
non lo fosse, per quanto appena affermato anche ax, sarebbe convergente o divergente.

9 Proviamo la transitivita della relazione di asintotico:

8¢ @y ~ bn € by~ ¢y allora an ~ .

Le nostre ipotesi significano che

n b,

— —=le — —1
b, ' Cn

Allora per il teorema sul limite del prodotto,

an, an  bn
— = e A

. On Gi

Analogamente si prova la terza proprieta. ¢

Un tipico modo per mostrare che a,, ~ b,, consiste nello scrivere a, = by, con
¢, — 1. Ad esempio:

: 3, 1 i
2n® +3n+ 1= 20" (1 g o #-2-) ~ 2n°
n o 2n*

perché (1 + —,f; “+ %2—) — 1.

OsservazioNE Tl fatto che la relazione di asintotico soddisfi le 3 proprieta:
1. Riflessiva: an ~ an;

2. Simmetrica: se G, ~ b,, allora b, ~ an,;

3. Transitiva: se @, ~ by € b, ~ ¢, allora a, ~ ¢,

si asprime dicendo che “asintotico” & una relazione di equivalenza. (Si noti che le
prime due proprieta sono immediate, mentre la terza & stata dimostrata sopra). Pitt
in generale, in matematica si chiama relazione d’equivalenza una relazione che soddisfa
i 3 assiomi ora enunciatl.

Mostriamo ora il seguente:

TeOREMA 3.10 (GERARCHIA DEGLI INFINITI)

= log, n :
i, —o0 )
n—+oo N
oy
lim =0

n—-+oo a”
per ognia > 1, > 0.

Questi limiti deserivono la “velocita” con cui i logaritmi (con base > 1), le potenze, gli
esponenziali (con base > 1) vanno all’cc: 1 logaritmi vanno pill lentamente di qualsiasi
potenza, le potenze pit lentamente di qualsiasi esponenziale a base > 1.




106 Capitolo 3. Limiti e continuita (© 978-88-08-06485-1

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare la prima relazione, iniziamo a stabilire un’utile disugua- '
glianza tra un qualsiasi numero reale positivo e il suo logaritmo. Per . € R,2 > 0, siakla |
parte intera di z (v. cap. 2, par. 3.6), ossia 'intero & > 0 per cui ¢ & < = < k- 1. 8i ha:

P =41V >I4 k> e
dove: la prima disuguaglianza segue dalla monotonia della funzione esponenziale, la seconda
dallo sviluppo del binomio di Newton (o dalla disuguaglianza di Bernoulli). Passando ai
logaritmi in base a, otteniamo

log, r < zlog, 2
per ogni @ > 0. Applichiamo ora questa disuguaglianza al numero z = n®/? ¢ abbiamo:

a2

%log;(L n<n ' log, 2
e quindi
log, n 2
na/z = a ].Oga 2
log,n log,n 1 2 I
e o na/? ' o2 S a Ioga 2- na/z :

% 1 q 5 5 « &
Per il teorema del confronto, % — 0, e la prima relazione & dimostrata.

Applichiamo ora questo risultato sostituendo all’intero n I'intero 2%. Avremo:

. log, (2™) 5 nlog, 2

nirﬂrio (2“’]‘1 T nses (2(’“)?L .

Se ora a > 1 & fissato, scegliendo & > 0 in modo che sia 2% = a otteniamo che = — 0. che
{4 g P 5

¢ la seconda relazione nel caso particolare in cui n & elevato ad esponente 1. Il caso generale
segue dall’identita:

n® m Y* n z
a‘in T\ gn/o - (arx)”' 2
Infatti per il risultato precedente ﬁ — 0 (la base a™ ¢ ancora un numero > 1), gquindi

o
ki3
aIlChG (W) — 0.
Altri confronti tra infiniti si possono risolvere grazie al seguente criterio:
TEOREMA 3.11 (CRITERIO DEL RAPPORTO) Sia a, una successione positiva (cioé

an > 0 per ogni n). Se esiste
Q-1

‘lim —i
o b " |

el <1, allora a, — 0; sel > 1 (ed eventualmente | = +o0), allora a,, — +oo.

Il teorema precedente riconduce lo studio del carattere di una successione positiva,
an, al calcolo del limite di un’altra successione, la successione (dei rapporti), QZ—;’ In
certi casi quest’ultima & piu semplice da studiare di quella di partenza, come vedremo
negli esempi. Si osservi che nel caso [ = 1 il teorema non permette di concludere nulla.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che

S, — < 1.
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. .y . . . - . Lyy o}
Fissato € > 0, definitivamente, ossia per ogni n > ng (con ng opportuno) si ha %:1 & hha.
¢ ¢ ra * . i . - 7 .
Scegliamo £ abbastanza piccolo perché si abbia I +¢& < 1. Possiamo scrivere la catena di
disugnaglianze:

gl < (L +€) ang;
g2 < (l o E) T +1 < (E + 5)2 g

arno-l—k: < (z + g)k Gno‘

Poiché (I +¢) < 1, si ha (I +&)¥ — 0 per & — oo. Daltro canto an, ¢ fissato; dunque per
k abbastanza grande il secondo membro (e quindi il primo) & piccolo quanto si vuole, il che
dimostra che a, — 0.

Supponiamo ora che’ :” —» [ > 1. Fissato £ > 0, definitivamente si ha >1-e
Scegliamo & abbastanza picc ‘olo perché si abbia i — € > 1. Analogamente a prima, possiamo
ottenere la disuguaglianza:

oy =1
{0

k
Ong+k =~ (E = E) nyg
per un certo ng fissato e qualsiasi k. Poiché (I —&) > 1 e quindi (I — e)* — o0, si conclude
che an — +o0. @

Dimostriamo che
TL

hm b— = U per ogni b > 0.

n—»oo ?‘:—‘,.

Applichiamo il criterio del rapporto alla successione a, = ﬁ' Si ha:

1 prtd nl b _
& (n+1)! b n+l

’ N . T 3 & =
Per il eriterio del rapporto allora, % — 0. Abbiamo quindi ottenuto un nuovo caso nella
gerarchia degli infiniti.

Si provi a calcolare
. logn
lim 5

Tl 00 T

col criterio del rapporto, esservando che il metodo fallisce.

Eeco aleuni esempi di come si applicano tutte le osservazioni precedenti per risolvere
aleune forme di indeterminazione. Quando avremo studiato un certo numero di [li-
miti notevoli (par. 3.2) potremo risolvere mediante stime asintotiche situazioni pin
complesse di queste.

] P +dn+1 0o
lim e B |

n—+oe  B(n+1)® o0

Considerando solo le potenze di grado massimo a numeratore e denominatore, possiamo

serivere: _
on® +dn+1 on® - 2

5(nt+1)®  m? 5
¢ pertanto la successione tende a 2/5.
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i

g 2 d (2]
oo 201 T [ og ]

2™ & un infinito di ordine superiore rispetto ad n; possiamo scrivere quindi:

2':1,- - 2n (1 X3 211;) r\'J.__Qn'

perché & — 0, e quindi (l o 2%) — 1. Pertanto

|' 2" +n 2 N |

ontl | ontl, 9

e il limite & ;. it
; . 0
lim  Y/n = [0 ]
oo
Seriviamo ” ;
RFAT T L
% = nl/n = elog.n — e—Ln

Usando il confronto di infiniti, 13? — 0, e quindi s1 deduce

lim Yn=¢"=1.

n—-toa
. nl 0
e o0
Applicando il criterio del rapporto, consideriamo:
@nt1 (m+1)! =" (n+1)n™ g R 1 g
= ntl o] D =l ] SEg—pm—o41k
p (rn+1) nl (+D)"-(n+1) n41 (1+2) e

dove nell’ultimo passaggio si & usata la definizione di e; percid a, — 0. Abbiamo quindi
provato che n! & un infinito di ordine inferiore rispetto a n™.

Dare esempi di “infiniti” di ordine inferiore a {logn} ¢ di ordine superiore a {2"}.

2 Provare che

e

log(n+1) ~logn

Calcolare

an_-|~l

lim
e e an
per le seguenti successioni:

3 2
Gy =1 Gv= 1l o = 27 Bn =N

Dare una stima asintotica delle seguenti successioni, mediante una successione “pii
semplice”, e calcolare quindi il limite:

n® + 2n® +sinn n*logn +n n! —(n—1)!
n+logn log 3n, n+ (n— 2)!
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e . . 5 . -3 RS
(. Lo studente, utilizzando una normale calcolatrice tascabile o un PO, calcoli (L + —) ;
!

Trovera, per esenmpio

n (14 1/n)™
10° 2,7169239
10* 2,7181459
1011 J.
1[}12 2|

Cerchi di spiegarne la ragione.

(& Un altro esempio: il limite

lim (v/n?2+1—-n)n

Pl o= 0

si presenta sotto la forma di indecisione oo — oo. Moltiplicando e dividendo I'espressione per
vn? + 1+ n tale limite prende la forma

7 1
im —— ==
n—+too /m24+14+n 2

Se si usa una calcolatrice per il calcolo del limite si ottiene (per esempio)

n (V2 +1—n)n n/(yn?+1+n)
10? 0,4999875 0,4999875

10° 0,5 . 0,499999

107 .0 0,5

10% 0 0,5

Spiegare la ragione del diverso risultato.

Calcolare 1 limiti, per n — 400, delle successioni seguenti:

vn+1—+/n Vn?4 n—mn (Vni4+1—n)n

log(n+ 1) —logn ( “ )n (1“!‘515)n ' (l‘i‘n—L'r)n

€

1 Dimostrare il teorema sul limite del quoziente: se @, — ¢,b, — b, allora 3= — 3
i
purché b, b # 0.
oy [e9

Suggerimento: per maggiorare 15—” —i

giora in modo simile a quello visto nella dimostrazione del teorema sul limite del prodotto;
per il denominatore occorre invece dimostrare che, ad esempio, |b,| > |b| /2 definitivamente,

fare denominatore comune; ora il mumeratore sl mag-

e poi. . .
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-2 Dimosirare le relazioni che abbiamo chiamato “aritmetizzazione parziale di infinito”,
nei casi che non sono stati dimostrati.

3 . Dimostrare che i valori assunti dalla successione sin n sono tutti diversi tra loro, ossia
che n,m € N,n # m implica sinn # sinm.

1 —1t
lim (1 — —) —¢
T — 00 Vo)

n
. —Th ' 1 . - - 8] ‘
Suggerimento: (1 — 1) " = (ﬂ:) = ...; ricondursi al limite che definisce e.

Provare che

5 Provare il Teorema 3.9 enunciato nel par. 1.4, ad esempio nel caso a, — +oo.
Suggerimento: detta [a,] la parte intera di a,, provare anzitutto le disuguaglianze:

[an] On lan]+1
il ’ 1 1
- —_— o oIl ] e .
(1 Tl 1) - (] ¥ a) - (1 ¢ [an]>

Quindi sfruttando opportunamente il fatto che [a,] & intero, ricondursi al limite gia noto di

044",

T

.6 Dimostrare la proprieta 3 del simbolo di ~ enunciata nel paragrafo 1.5 (Proposizio-
ne 3.1), usando la definizione di “asintotico” e di limite.

T Sifaccia un esempio di due successioni @, b, tendenti a +oco, per cui si ha:
; " v b,
an ~ b, ma e”" non asintotico a e’".

Dungque il simbolo di asintotico non si puo usare con gli esponenziali come si nserehbe nei
prodofti o quozienti.
Suggerimento: scegliere come ay, la somma di due infiniti di tipo diverso.

© 2 LIMITI DI FUNZIONI, CONTINUITA, ASINTOTI

L’operazione di imite si puo estendere dalle successioni alle funzioni. Potremo cosi
precisare il comportamento di una funzione quando la variabile indipendente si muove
vicino a un determinato punto oppure diventa molto grande (in valore assoluto).

In questo paragrafo introdurremo i concetti fondamentali riguardanti i limiti e la
continuita di funzioni; nel prossimo paragrafo 3 svilupperemo i teoremi e gli strumenti
che permetteranno il calcolo effettivo dei limiti; infine, nel paragrafo 4 approfondiremo
lo studio delle proprieta delle funzioni continue, incontrando alcuni dei piu significativi
teoremi dell’analisi delle funzioni di una variabile. Nei capitoli successivi, mediante
I'operazione di limite introdurremo i concetti di derivata, di differenziale e di integrale
per una funzione reale di variabile reale.

Consideriamo come caso tipico un intervallo I, un punto ¢ € I e una funzione f a
valori reali, definita in [, salvo al piu nel punto ¢. L'intervallo I pud essere limitato o
illimitato, chiuso o aperto; il punto ¢ puo essere interno all’intervallo oppure uno dei
suol estremi (eventualmente 400 0 —co).

Prendiamo ora una qualunque successione di punti z,, (n = 1,2,...), nell'intervallo
1 e diversi da ¢, che tenda a ¢, per n — +o0.
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In corrispondenza alla successione di ingressi x,, consideriamo la successione delle
uscite f(2n)-

Se, qualunque sia la successione scelta, si ha che f(z,) tende al limite £ (finito o
infinito) si dice che il limite di f(z) per x che tende a c é £ e si scrive

lim f (x) = £ oppure f(z) — £ per & — ¢
b 8
(che si leggono: “il limite per z tendente a ¢ di f (z) & uguale a £” oppure “f (x) tende
al per z tendente a ¢”).
Sinteticamente:

DEFINIZIONE 3.8 (SUCCESSIONALE DI LIMITE) Si dice che

lim flz)=4¢ |

T—C
(dove ¢, £ € R*) se per ogni successione {z,, } di punti di I diversi da ¢, taleche x> ¢
si ha che f (2n) — ¢ per n — 0. :

Una funzione che per 2 — ¢ tende a 0 si dice infinitesima per ¥ — c; analogamente
una funzione che tende a +oo si dice infinita.

La definizione appena data di limite di funzione si dice definizione successionale
di limite, in quanto riconduce il concetto di limite di funzione a quello di limite
di successione. Non & 'unica definizione possibile, come vedremo, e a prima vista
pud sembrare una definizione poco operativa. Tuttavia, come dimostreranno sia il
successivo sviluppo della teoria, sia gli esempi che faremo di calcolo di limiti, il fatto
di avere gia sviluppato le basi del caleolo dei limiti per le successioni, rendera molto
vantaggiosa questa definizione, proprio dal punto di vista operativo. Ad esempio,
possiamo subito affermare che vale il:

TEOREMA 3.12 (DI UNICITA DEL LIMITE) Se esiste limy_,. f (x) = £, tale limite £
¢ unico.

Infatti, se esistessero due limiti £y, £y diversi tra loro, presa una qualsiasi successione
2, — ¢ i avrebbe
Flwa b o f (@) =4o

dunque la successione f (x,) avrebbe due limiti distinti, assurdo.

Osserveremo ora un po’ pitt da vicino le varie situazioni che si possono verificare
nella definizione di limite di funzione. E subito chiaro che la casistica sard piti ricca e
complessa rispetto al caso delle successioni, perché mentre per una successione @y il
limite si calcola necessariamente per n — +oo, per una funzione f () il limite si puo
calcolare per @ — ¢ dove ¢ puo essere qualsiasi elemento di R”.

Anzitutto chiariamo la terminologia: nella scrittura

Y f (g) =1

E—FG
parleremo di
o v B
infinito

. % { finito { le R
limite S
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e parleremo di

fimite al finito ceR
all’infinito ™ | ¢ = +o00,l = —0c0

I prossimi esempi hanno lo scopo sia di mostrare come si utilizza concretamente la
definizione successionale di limite, sia di illustrare le varie situazioni tipiche che si
possono realizzare.

Limite finito all’infinito .

Dimostriamo che: :
lim €¥ =0.

00
Applicando la definizione, si tratta di provare che per ogni successione {z} tale che z, —
—0, 81 ha

lim €™ =(.
n—too

A sua volta, per definizione di limite di successione, questo significa provare che fissato £ > 0
qualsiasi, risulti
le”™| < e definitivamente,

ossia (essen.do Pesponenziale sempre positivo),
e"™ < e definitivamente.
L'ultima disuguaglianza & equivalente a:
Ty < loge.

Se & > 0 & un numero piccolo (< 1), loge sard un numero negativo (e grande in valore
assoluto); poniamo K = —loge > 0. Dobbiamo provare che, fissato questo numero K > 0,
risulta zn < —K definitivamente; ma questo ¢ proprio cid che vale per ipotesi, perché ., —
—00. Questo conclude la dimostrazione.

Asintoto orizzontale
Si dice che f ha un asintoto orizzontale di equazione y = £ (¢ € R) per  — +oo
oppure per x — —oa se lim f(z) = ¢ oppure lLim f(w) =4, rispettivamente.
B0 L——00
Ogni situazione di limite finito all’infinito, quindi, corrisponde graficamente alla
presenza di un asintoto orizzontale, ossia di una retta orizzontale a cui il grafico della
funzione si avvicina sempre pitt (come nell’esempio precedente).

Limite per eccesso e per difetto

Come abbiamo visto per le successioni (par. 1.1), quando una funzione ha limite finito
£, talvolta e possibile precisare se questo limite viene raggiunto per eccesso (£1) o per
difetto (£~ ). Graficamente, questo significa che il grafico della funzione si avvicina alla
quota y = £ dall’alto o dal basso. La definizione precisa € la seguente:

DeriNnizioNE 3.9 (LIMITE PER ECCESSO O PER DIFETTO) Se £ € R e ¢ € R, s
dice che

lim f (z) = £ (vispettivamente, £7),
r—
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e in tal caso si dice che f(z) tende a ¢ per eccesso (per difetto) per z tendente a
¢, se per ogni successione {2} di punti di I diversi da ¢, tale che z,; — ¢, §i ha
che f(zn) — £ (vispettivamente £7) per n — co. Ricordiamo che, come visto nel
paragrafo 1.1, affermare che f(z,) — €' significa che f(x,) — € ¢ inoltre f o ) Bl
definitivamente. -

Ad esempio,
lim e® = 0.
#—>—00

Un errore comune consiste nel pensare che il simbolo 07 denoti un (misterioso) nu-
mero diverso da zero e “poco pitt grande di 0”. Sbagliato: il limite della funzione e
il “solite” numero zero che conosciamo; semplicemente, la scrittura 0" aggiunge una
informazione: la funzione tende a zero per eccesso, ossia i valori di f (1) tendono a
zero mantenendosi non negativi.

Si osservi che non ogni limite finito ¢ necessariamente agsunto per eccesso O per
difetto, come mostra la figura 3.5. Questa funzione tende a 1 per 2 — 400, ma non
si puo affermare che f (z) — 17, né che f(z) — 17,

A
2_.
/\ s 8 i W P
S VAR
0.5 4 P,
0 5 10 15 20 2% 30

Figura 3.5

{

"",!.Imite infinito all'infinito

Dimostriamo che:

j{’ lim lo T =—00.
i.?;_”.*_m g]_/z = -

Dobbiamo provare che per ogni successione {2, } tale che z, — o0, si ha

lim lo By =000,
n—++oo 'gl/z 2

A sua volta, questo significa provare che fissato K > 0 qualsiasi, risulti

log; ;3 Tn < —K delinitivamente,
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il che equivale a:

K
P o (—) — 9k definitivamente.

Ma. per ipotesi z, — 0o, quindi fissata la quantita positiva 2% certamente risulta z,, > 25
definitivamente, e 'asserto & dimostrato.

Asintoto obliquo
Nei casi in cui una funzione presents limite infinito all’infinito, pud accadere (ma non
sempre accade) che esista una retta, obliqua, a cui il grafico della funzione si ayvicina
indefinitamente. Si parla in tal caso di asintoto obliquo. Precisamente: si dice che una
funzione f(x) ha asintoto obliquo y = mz +q (m # 0,q € R) per 2 — +o0 (o per
T — —00) se

i [f(z) - (ma+q)] =

z—+oo (—oo)

Sia f(z) = 2z + 1 + €”. Studiamo la funzione per £ — —oo. Si vede facilmente che
() — —o0; inoltre,
lim [f(z)—(2z+1)]= lim & =0.

T — 0O T——o0
Percio, per definizione di asintoto obliquo, si riconosce che la retta y = 2z + 1 & asintoto
obliquo per f, per & — —oc.

In casi meno elementari, anziché dover “indovinare” qual & 'asintoto obliquo ¢ utile

avere un criterio operativo per cercarlo. Vale in proposito la seguente:

Propros1zioNE 3.2 Lo funzione f(x) ammette asintoto obliguo per © — 400 se ¢
solo walgono le seguenti due condizioni:

1. Esiste finito

limn /(@) =i
Wy o
2. Esiste finito
lim [f(z)—mz]=g¢
T—+o00
(dove m ¢ il numero calcolato al punto 1). In tal caso Vasintoto éy = mx + g.
Analogo criterio vale per x — —oc.

Si lascia per esercizio la facile dimostrazione. Vediamo un semplice esempio di ap-
plicazione; altri, pit elaborati, si potranno affrontare dopo aver approfondito, nella
prossima sezione, 1 metodi di calcolo dei limiti.

Studiamo la funzione f (z) = 3z + /2 per z — +o0. Si vede subito che f (z) — +oo
pm & — +00. Vediamo se presenta un asintoto obliquo. Calcoliamo percio (in base alla
Proposizione precedente):

lim M: lim (3—1——1-):3

z— 400 T oo T

T
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(come si verifica facilmente applicando la definizione di limite). Calcoliamo ora

lim [f(-:c)—mm]=£rfm[(3m+\/&3)—33:}: lim +/r=+oo.

=00 F—roo

Poiché questo limite & infinito (non esiste ¢), la funzione non emmeite asintoto obliquo.

iimi't'-e"irifipitg_glifﬁlito -

Ese
el

e 2003 2 =
7 Dimostriamo che:

: 1
Iim S 400,

Dobbiamo provare che per ogni successione {zn} tale che n — 0 e z, # 0 Vn si ha
; 1
lim — = +o00.

=00 xn

(Si noti che la precisazione “z, # 0 Vn", che & contenuta nella definizione di limite, era
frrilevante negli esempi precedenti in cui ¢ = £oo0, ma diventa ora importante). A sua volta,
questo significa provare che fissato K > 0 qualsiasi, risulti

1 by
— > K definitivamente,
T
il che equivale a: i
l2,,| < —— definitivamente.

VK
Ma per ipotesi z, — 0, quindi fissata la quantitd positiva & = ﬁ, certamente risulta
|z, < € definitivamente, e 'asserto ¢ dimostrato.

Limite destro e sinistro

Talvolta una funzione si comporta diversamente (dal punto di vista del suo limite)
a seconda che z si avvicini a ¢ da destra o da sinistra. Ad esempio, per z — 0 la
funzione 1/z diventa sempre piti grande in valore assoluto, ma con un segno diverso a
seconda che sia @ 2 0. Per descrivere questo tipo di situazioni, si introduce il concetto
di limite destro e sinistro: '

DeFINIZIONE 3.10 (LIMITE DESTRO E SINISTRO) Se ¢ € R e £ € R*, si dice che

lim, (x) = £ (rispettivamente, lim f(z) =¥),
T—2CT

W3y

e in tal caso si dice che il limite destro (sinistro) di f (x) per  tendente a ¢ & £, se

per ogni successione {z,} di punti di 7 tali che z,, — ¢t (2, — ¢7) per n — +oo ¢
I, # ¢ Yn, si ha che f (z,) — ¢ per n — .

(] |
Ad esempio,

. L
lim —=+4o0c0e lhm — = —o0,
w— 0T X z—0- &

come si verifica facilmente. Si noti che, invece,

.1 :
lim — non esiste!
x—0 T
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Piu in generale:

il limite limg_,c f (z) = £ esiste se e solo se esistono, e sono entrambi uguali

£, 1 limiti destro e sinistro limg_. .+ f( ) iy e f (%) ; tuttavia, pud accadere

:'che i limiti destro e sinistro esistano ma siano diversi tra loro, oppure uno solo
dei due GSIbta in questi casi Hmp o f (a,) non emste

Se f & definita in (a, b), il limite per  — a (rispettivamente z — b) ¢ automaticamente
un limite destro (rispettivamente sinistro).

Asintoto verticale
Si dice che f ha un asintoto verticale di equazione 2 = ¢ (¢ € R) per & — ¢ (oppure

per x — ¢t ox — ¢7) se lim f(z) = +00 0 —co (oppure questo accade per  — ¢
L—rC

o x — ¢, rispettivamente).

Ogni situazione di limite infinito al finito, quindi, corrisponde graficamente alla
presenza di un asintoto verticale, ossia di una retta verticale a cui il grafico della
funzione si avvicina sempre pit. Ad esempio, diciamo che

z=0¢

5 (per x = 0);
v a : 1 L
z = 0 & asintoto verticale per — (per z — 0% e per £ — 07);
@

2 = 0 & asintoto verticale per logz (per 2 — 07).

Il lettore verifichi per esercizio U'ultima affermazione.

Limite finito al finito
Questo &, in un certo senso, il caso meno intuitivo dei 4 finora trattati; vediamo perché.

Chiediamoci quanto vale:

lim sin .
o+

Chiunque, probabilmente, risponderebbe: zero. Dopotutto, sin 0 = (0. Occorre rendersi conto,
pero, che anche se il risultato & proprio questo, la motiwazzone ¢ errata. Infatti, la definizione
di limite richiede che:

¥ successione {z,} tale che z, # 0 ¥n e z, — 0 per n — oo, si abbia sinxz, — 0 per n —x.

Quindi, per mostrare che limg—.¢ sinx = 0 non si deve calcolare sin 0! Si pud procedere cosy,
invece: dalla disuguaglianza elementare

., valida VY £ R

(si ragioni sulla circonferenza trigonometrica per rendersene conto), leggiamo che [sinz,| <
|zn| e quindi, per il teorema del confronto, se z,, — 0 anche sin z,, — 0. Pertanto

lim sinx = (.
a—0

Si confronti col prossimo:

s ——
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bia
. | lsez 0
f(m){ﬂscxz()
e st voglia calcolare
1in%] %)

Applicando la definizione di limite si vede subito che il limite vale 1. Infatti, se n — 0 per
n— 00 ma x, # 0 Vn, risulta f(z,) = 1 VYn, e quindi f(x,) — 1 per n — co. In questo
caso, dunque (a differenza dell’esempio precedente), si ha:

lim £ (2) # £(0).

Continuita

Si rifletta sui due esempi appena visti. In entrambi i casi il limite al finito di una
certa funzione esiste ed & finito. Nel primo caso, tale limite coincide col valore della
funzione nel punto considerato, nel secondo caso no. Il buon senso suggerisce che
la prima situazione & quella “normale”, mentre la seconda ¢ un po’ “patologica”.
Questa idea ¢ chiarita dalla prossima definizione, che introduce un nuovo concetto
fondamentale.

DeriNizioNE 3.11 (CoNTiNnuITA) Se f : I — R (I intervallo) e ¢ € [, si dice che
f & continua in ¢ se esiste

lim f(z) = f(c).

e e

Si dice che f & continua in I se & continua in ciascun punto di 1. Una funzione non
continua in un punto ¢ si dice discontinua in c. B

Gli esemnpi precedenti si possono leggere dicendo che la funzione sina € continua in
2 =0, mentre la funzione f(x) dell’esempio 2.7 & discontinua in # = 0. Si consideri
anche il prossimo

lim 2 = 1.
w—0t |z

(Questo esempio & interessante per due motivi. Anzitutto, in questo caso non sarebbe neppure
possibile calcolare f(0), quindi & chiaro a priori che il limite non si potra calcolare sempli-
cemente valutando la funzione nel punto 0. Inoltre, in gquesto caso i limiti destro e sinistro
esistono finiti e sono diversi tra loro. Questo fatto merita una definizione:

DeriNiZIONE 3.12 Si dice che ¢ & un punto di discontinuita o salto per f (2) quando
i limiti destro e sinistro in c esistono finiti, ma diversi tra loro. Il salto & costituito
dalla differenza dei limiti e precisamente:

saltoin ¢ = lim f(z)— lim f(z).

w—set o=

Se uno dei due limiti destro o sinistro per  — ¢ coincide con f(c), si dice che f ¢

i

continua da destra o da simistra, rispettivamente.
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Nell’esempio precedente, la funzione IETE ha un punto di discontinuita a saltoinz =(, ©
con salto 2.
Le funzioni che presentano discontinuita a salto si prestano bene a modellizzare
fenomeni che registrano bruschi cambiamenti. |
Le funzioni continue, d’altro canto, devono la loro importanza al fatto che |
rlgn f(z) = flzo) puod essere interpretato dicendo che “se x & vicino a zy” allora |

“f(z) & vicino a f(xp)”, ossia

piccole variazioni di x —— | f |— piccole variazioni di f(z)

Per coglierne la rilevanza, pensiamo al seguente problema: noto zg e nota f, mediante
una calcolatrice tascabile, calcolare f(zg). .
Se zg & un numero irrazionale, la calcolatrice approssima zg con zg+Az (Ax & Perrore |
commesso nell’approssimazione) e calcola di conseguenza f(zg+ Ax), approssimando
ulteriormente il risultato finale.

Se [ ¢ continua in xy e |Az| <« 1 (cioe l'errore assoluto |Az| & molto piceolo)
¢ ragionevole considerare il risultato ottenuto come una buona approssimazione del
risultato finale. Ma se f & discontinua, in corrispondenza di uno spostamento, anche
piccolissimo, a destra o a sinistra di zg, si trova un valore f(zg + Az) molto diverso
da f (L(})

Non esistenza del limite |
11 limite di una funzione puo anche non esistere, naturalmente:

lim sinz non egiste
r—+oo

Per dimostrarlo ¢ sufficiente trovare due successioni {zn} e {y.} divergenti a +ooc tali che
sinzy e siny, tendano a due limiti diversi. Si pud scegliere z, = n7 e yn = I + 207 In
corrispondenza di tali successioni si ha sin z,, = 0 e siny,, = 1 e quindi la definizione di limite
non & soddisfatta.

Si rifletta sul fatto che, in base alle definizioni che abbiamo dato di limite di successione
e limite di funzione, dimostrare rigorosamente che una funzione non ha limite & molto
piu facile che dimostrare che una successione non ha limite. Ad esempio, non & cosi
banale dimostrare che non esiste lim,,_, . o sinn. Analogamente: '

e i X :
lim sin — non esiste
a—0 44

Irzfatti- sia zn = 1/ (2n7), yn = 1/(5 + 2nw). Entrambe le successioni tendono a 0, ma

sin — = 0, sin — = 1. Pomhe lungo successioni diverse che tendono a 0 la funzione ha limiti
TL
diversi, il limite ‘della funzione non esiste.

La situazione & analoga all’esempio precedente, ma questa volta la funzione ha infinite
oscillazioni in uno spazio finito (percid non e possibile materialmente disegnarne il
grafico in tutto I'intervallo (0,1), ad esempio; si veda la figura 3.6).
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Figura 3.6.

Definizione topologica di limite
Concludiamo questa sezione presentando una diversa (ma equivalente) definizione
di limite di funzione, che ha la caratteristica di essere indipendente dal concetto di
successione e limite di successione, e che talvelta ¢i sara utile.

Per precisare 'idea di “vicinanza a un punto” e comoda la nozione di intorno:

DEFINIZIONE 3.13 (INToRNT) Un intorno di un punto zp € R & un intervallo aperto
che contiene zg. Useremo intorni del tipo (g — 0, zo + 4), centrati cioe in Zo. Dire
ohe “z si muove in un intorno di zo” significa affermare che = € (xg — 6,20 +6), dove
si pensa 0 < § < 1. Si puod parlare anche di intorni di +00 0 di —oo: sono intervalli
della forma (a, +00) 0 (=00, b), rispettivamente. =

Qarh utile anche introdurre la locuzione “definitivamente per x — ¢”, analogamente
a quanto abbiamo fatto nel caso delle successioni:

DermizioNE 3.14 (DEFINITIVAMENTE) Diremo che una funzione f(x) ha una
certa proprieta definitivamente per & — ¢ s esiste un intorno U di ¢ tale che la
proprietd vale per f (z) perognize U, & #c. &

Veniamo ora alla definizione topologica di limite.

DEFINIZIONE 3.15 Sia ¢ € R* e sia f una funzione definita almeno definitivamente

per & — ¢. i dice che
llim f (z) = £ (con £ € RY)
aale

ge per ogni intorno U, di £ esiste un intorno V. di ¢ tale che

Ve € Vo, £csiha f(x) € Up.

Si noti che, come anticipato, questa definizione di limite di funzione non fa ricorso al
concetto di limite di successione. Anche questa definizione, come quella successionale,
s una definizione unitaria, che contiene come casi particolari i 4 tipi di limiti che
abbiamo studiato analiticamente (limite finito o infinito, al finito o all’infinito). 11
concetto centrale che permette questa sintes! & in questo caso il concetto di intorno.
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Poiché questo & un concetto base di quella branca della matematica che prende il nowme
di topologia, questa definzione di limite “mediante intorni” si dice anche “definizione
topologica di limite”.

Il lettore, a titolo di esercizio, verifichi che, particolarizzando il concetto di intorno
di c ai casi ¢ € R 0 ¢ = +o0, la definizione topologica di limite si traduce nelle seguenti
4 definizioni:

Si dice che r ===

_ r-lin.x flz) =4

T—rc |

se: L

I 1. (Limite finito al finito: ¢, £ € R)
Ve>038>0:Vz #£ele—ccd=|f(z)—4 <e  .
2. (Limite infinito al finito: ¢ € R, £ = +00)
VK >0 >0: Ve #elz—c <d= f(z) > K.
3. (Limite finito all’infinito: ¢ = +00,£ € R)
Ver 03K > 0:Va> K= |f(z) — 4 <.
4. (Limite infinito all’infinito: ¢ = +o0, £ = +00)

¥ > 030 2 0 e = {lz) =K,

Dimostrare in base alla definizione successionale di limite, i seguenti limiti di funzioni

i

elementari:

lim _Jtoosea >0
z—-+oa = U+ se v <0

Vi 6€ e ABeEe d B> 1
o 0tsel<caxl
—posea>1
+ocse<ca<cl

Dimostrare in base alla definizione successionale di limite che non esiste

Hm tgx.

e )

Pit in generale, dimostrare che non esiste

lim f(z)

B e o]

se f: R — IR & una funzione periodica non costante.
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Dimostrare il criterio per la ricerca dell’asintoto obliquo contenuto nella Proposizio-
ne 3.2

© Dimostrare in base alla definizione successionale di limite che non esiste (né finito, né
infinito)

lim zsinz.
i e )

Sia

1 se x e razionale
flz) =

0 sec x ¢ irrazionale

Dimostrare che f e discontinua in ogni punto.

Per ciascuna delle due funzioni parte intera di z e mantissa di «, si calcoli il limite
per £ — +co, e si dica in quali punti la funzione & discontinua, precisando se in tali punti ¢
(almeno) continua da destra o da sinistra.

Si determinino tutti i punti di discontinuitd delle seguenti funzioni:

1 1 . — .
arctg —;  sin ( o ) i [€*] (dove [] indica la parte intera).
x sin =

- 3 IL CALCOLO DEI LIMITI

Esaniniamo ora pit da vicino le proprieta dei limiti e i principali metodi per il loro
calcolo effettivo.

3.1 Proprieta fondamentali di limiti e continuita

Anzitutto possiamo enunciare i teoremi sui limiti di funzioni che discendono immedia-
tamente dai corrispondenti teoremi sui limiti di successioni (che abbiamo dimostrato
nel par. 1.3).

Utilizzeremo qui la nozione di “proprieta vera definitivamente per z — ¢”, intro-
dotta alla fine del paragrafo precedente. Nei prossimi enunciati ¢ e £ saranno punti
di R*, salvo avviso contrario.

TroREMA 3.13 (DEL CONFRONTO) Se:

1. Perz—e flz) > Leglz)— ¢

2. f(z) £ h(z) < g(=z) definitivamente per © — ¢
allora anche h(x) — £ per x — c.

CoroLLARIO 3.14 Se:

1. Peraz—e,g(x) — 0;

2. |h(z)| € g(z) definitivamente per x — ¢

allora anche h(z) — 0 per » — c.




122  Capitolo 3. Limiti e continuits (©) 978-85-08-06485-1

CororrArto 3.15 Se f(z) — 0 per z — 0 e g(z) ¢ limitata definitivamente per
x — ¢, allora f(2)g(z) — 0 perz — c.

TEOREMA 3.16 (DI PERMANENZA DEL SEGNO, 1° FORMA)
Se perx — ¢, f(x) — £ >0, allore f (z) > 0 definitivamente per @ — c.

TEOREMA 3.17 (DI PERMANENZA DEL SEGNO, 2° FORMA )
Se perx — ¢, f (x) = £, e f(x) >0 definitivamente per x — ¢, allora £ > 0.

TeorEMA 3.18 (DI PERMANENZA DEL SEGNO PER FUNZIONI CONTINUE)
Se f ¢ continua in c e f(c) > 0, allora f(x) > 0 definitivamente per x — e.

TeOREMA 3.19 (ALGEBRA DEI LIMITI, CASO DEI LIMITI FINITI)
Seperz —c, f () =l eg(z) =Ly (41,63 € R), allora per x — ¢ si ha:

1. f(x)Lglx)— by =i
2. f(z)g(z) — lils;
3. f(z) /g (x) — L1/l (purché by # 0,9 (z) # 0 definitivamente per ¢ — ¢).

TEOREMA 3.20 (ARITMETIZZAZIONE PARZIALE DI oo) Valgono per i limiti di fun-
zong gli stesst risultati di “aritmetizzazione parziale di co” che valgono per i limiti di
successioni (v. par. 1.8).

DIMOSTRAZIONE DEI TEOREMI PRECEDENTI. Mostriamo in che modo i teoremi sui limiti
di successioni dimostrati nel par. 1.3 ¢ la definizione successionale di limite di funzione
implicano questi teoremi sui limiti di funzioni. Come si vedra, I'idea & semplice e applicata
in modo ripetitivo.

TEOREMA DEL CONFRONTO Sia , una qualsiasi successione tale che z, # cVnex,; 3¢
per 1. — oo. Vogliamo provare che ki (z,) — £ per n — oo. D’altro canto sappiamo che

Flxn) £ h(zn) € g(z,) definitivamente, e
flen) = Leg(zn) — ¢

(perché per ipotesi f(z) — £ ¢ g(x) — £ ¢ questo significa che per z, — c si ha
f(xn) = L e g(zn) — £). Ma allora, per il teorema del confronto applicato alle successioni
f(®@n) b (zn),g(zn), siconclude che A (z,) — £, e il teorema & provato.

Dal teorema del confronto seguono i due corollari, esattamente come nel caso delle

successioni.
TEOREMA DI PERMANENZA DEL SEGNO Sia @, una qualsiasi successione tale che ,, # ¢ per
ogni n € T, — ¢; allora f (z,) — £ > 0 (per lipotesi), quindi per il teorema di permanenza
del segno per successioni (applicato alla successione f (zn)) si conclude che f(z,) > 0
definitivamente. Poiché questo vale per ogni successione z, — ¢, si conclude che f (z) >0
definitivamente per & — ¢. (Si veda anche I'Esercizio 7, nei Complementi alla fine di questo
capitolo.)

Da questo teorema si deduce il teorema nella sua seconda forma (come nel caso del-
le successioni), e anche il teorema di permanenza del segno per funzioni continue. Infatti:
se f & continua in ¢, allora f(e¢) = limy—. f(2), quindi U'ipotesi f(c) > 0 significa che
limz e f(x) > 0, e questo per il teorema di permanenza del segno (1% forma) implica che
J (x) > 0 definitivamente per z — c.
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TEOREMA SULL'ALGEBRA DEI LIMITI Sia z, una qualsiasi successione tale che z, # ¢ per
ogni n e z, — ¢ allora per lipotesi si ha che f(x,) — 4 e g(zn) — £2; dal teorema
sull’algebra dei limiti per successioni si conclude quindi che f(z.) £ g(zn) — £ £ 6, €

quindi f(z) + g (z) — £1 £ £5. In modo perfettamente analogo si dimostrano i punti 2 e 3

del teorema, ed il teorema, di aritmetizzazione parziale di oo.

Dal teorema dell’algebra dei limiti segue un analogo risultato per quanto riguarda le
funzioni continue:

TeorEMA 3.21 (ALGEBRA DELLE FUNZIONI CONTINUE) Siano f, g due funzioni
definite almeno in un intorno di xg € R, e continue in xg. Allora:

L f(z)+g(z) é continua in xg;
2. f(z)g(x) é continua in xg;
3. f(z) /g (x) é continua in xq, purché g (xy) # 0.
DIMOSTRAZIONE. Proviamo ad esempio la 3, essendo le altre analoghe (e piu semplici). Per
ipotesi sappiamo che f e g sono continue in g, ossia:
fz) = J(zo) eg(x) = glao) perx — zo.

Inoltre g (zo) # 0 e quindi, per il teorema di permanenza del segno per funzioni continue,
g (x) # 0 definitivamente per & — zo. Allora per il teorema sull’algebra dei limiti si conclude

che
/ (J”) % f(-’i?o)
g(z)  g{=zo)

per x — o,

ossia f/g € continua in xg.

Vale anche il prossimo importante:

TEOREMA 3.22 (DI CONTINUITA DELLE FUNZIONI ELEMENTARI) Le sequenti fun-

ziont elementari sono continue in tults i punti del p’.{\'o;m*éo insieme di definizione:
1. Polenze a esponente intero, razioncle o reale; l

2. Funzioni esponenziali;

3. Funzioni logaritmiche;

4. Punzioni {rigonometriche elementari (sinx,cosz).

Vedremo in seguito come, combinando tra loro in molti modi questi “componenti ele-
mentari” continui si ottengano ancora funzioni continue. Avremo quindi modo, molto
spesso, di sapere a priori che una funzione e continua nel suo insieme di definizione
(ossia senza applicare caso per caso la definizione di continuita). In questi casi, po-
tremo allora sapere a priori che il limite di f(x) per & — 2o si puo effettivamente
caleolare valutando semplicemente f (xq) .

DIMOSTRAZIONE. Non dimostriamo il teorema in tutte le sue affermazioni. Ci limitiamo, a
titolo d’esempio, a provare la continuita in tutto R delle funzioni sin z, cos z.

e .




|
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Sappiamo gia (v. Esempio 2.6) che sin z & continuo in = 0. Da questo segue che anche cosz
& continuo in 2 = 0. Infatti, uno sguardo alla circonferenza trigonometrica mostra che, se ¢
& un angolo nel primo quadrante, sinz +cosz > 1 (in quanto 1 ¢ I'ipotenusa di un triangolo
rettangolo di cateti sinz, cos«). Ne segue che

. T b
0<1—cosz <sginz per x € (D, 5) , e quindi
\ T T
0<1—cosx < |sinz| perz € (—*E, -i) :
Allora per il teorema del confronto 1 — cosz — 0 per & — 0, quindi cosz — 1 per & — 0, ¢
percio cos z & continua in & = (.

Per provare ora la continuitd di sinz in un generico punto o consideriamo la catena di
relazioni:

sin (xp + h) — sinzg| = |sin @ cosh + ¢os 2y sinh — sinzg| <
=

gin g| |cosh —1| + |cos zo| |sink| .

Ora |sinh| e |cosh —1| tendono a zero per h — 0, per quanto appena dimostrato, mentre
|sin 2| e |cos zg| sono costanti, dunque sin (xo 4+ ) —sinze — 0, ossia sin (xo + h) — singg
per b — 0, ¢ sinz & continua in zp. Una analoga catena di disuguaglianze dimostra la
continuita di cos .

Per il teorema 3.21 possiamo affermare ad esempio che:

el il

1. Le funzioni potenza a esponente intero sono continue (in tutto R), in quanto [(z) =z
ovviamente continua, € f (x) = 2™ & il prodotto di n fungioni continue.

2. 1 polinomi sono funzioni continue, in quanto ottenuti sommando funzieni del tipo cz”,
continue per il punto precedente.

3. Le funzioni razionali {cioé 1 quozienti di polinomi) sono funzioni continue, tranne nei
punti in cui si annulla il denominatore (c¢he ¢ un polinomio, quindi si annulla in w
numero finito di punti).

4. Avendo dimostrato che sinz, cos x sono continue in tutto R, deduciamo che le funzioni
tgx, cotgx sono continue nel loro insieme di definizione.

Un'altra operazione che “conserva” i limiti e la continuita e la composizione di fun-
ZI0Ng:

TEOREMA 3.23 (DI CAMBIO DI VARIABILE NEL LIMITE) Siano f,g due funzoni
per cui ¢ ben definita la composizione [ o g, almeno definitivamente per z — g
(xo € R*), e supponiamo che:
i) g(x) — to per x — zo;
i) esiste limy—y, f(t) = £ € R*
i1) g (x) F# 1o definitivamente per & — xg.
Allora esiste
lim f(g(z)) = lim f(£).
z—x t—igp

I punti 2o, ty € R*. Lipotesi 111) non & necessaria nel caso i cui f sia continue
to, oppure (ovvieamente) nel caso in cui ty = toc.
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DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che se z,, & una qualsiasi successione tale che x, # zoVn
¢ &y — Ty per n — oo, allora g (x,.) — o per n — oo (per Vipotesi (1)) € g (za) # to
definitivamente (per lipotesi (iii)). Percio

flg(an)) — ¢

(per Vipotesi (ii)), e questo prova la tesi. Se ty = +00 la condizione g (x) # oo ¢ ovviamente
verificata, mentre se f ¢ continua. in g, £ = f (fo), percid nel caso risultasse g (z;,) = to per
qualche n. si avrebbe

fg(wn)) = f(to) =€

e quindi la convergenza f (g (2,)) — £ sarebbe comunque garantita.

Dalla proprietd, precedente, segue subito il prossimo:

TEOREMA 3.24 (DI CONTINUITA DELLA FUNZIONE COMPOSTA) Siano: g una fun-
zione definita almeno in un intorne di xg e continua in xg, [ una funzione definita
almeno in un intorno di tg = g (xg) e continua in ty, allora foyg é definita almeno in
un intorno di xg ed € conlinua in Tg.
DIMOSTRAZIONE. Poiché g & continua in xg,
lim g(z) = g (x0) = to,
L+
allora per il teorema del cambio di variabile nel limite, si ha:
lim f(g(x))= lim f(t) = poiché f & continua in g
LT t""to
= f(to) = f (g (z0)),

e la tesi & dimostrata.

Vogliamo ora trarre qualche conelusione dai vari teoremi sulle funzioni continue visti
finora. Sappiamo che

e le funzioni elementari dell’Analisi matematica sono continue nel loro insieme di
definizione;

o somma, prodotto, quoziente di funzioni continue danno funzioni continue (dove il
denominatore non si annulla);

e composizione di funzioni continue da una funzione continua.

Ne segue che tutte le funzioni che si possono ottenere con somma, prodotto, quoziente
& composizioni da funzioni elementari sono continue nel loro insieme di definizione.
Risultano pertanto continue funzioni come

- e log,, (1 A (tgm)Q)? -

Quindi, per esempio:

! ; ; ; D _ 1
lim vsinz = vainm =10 lime™ =¢ ' ==
e

LT To—1

linb log, (1 + (tgz)?) = log, (1+ (tg0)?) =log,1 =10
T—
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poiché, per le funzioni continue, se p ¢ un punto del dominio, il limite si caleola
semplicemente sostituendo zy nell’espressione analitica. della funzione.
Mostriamo ora vari esempi di applicazioni dei teoremi di questo paragrafo.

Limiti di polinomi Per calcolare il limite di un polinomio per & — oo basio
calcolan il limite del lermine di grado massimo. Infatti se il polinomio & P(z) = apa" +~‘_-
arz™ 4 .. 4@, o £0, s ha:

O
Pl = .,“{ , —'}
() = apz e > =4 o

Tutti i termini dope 1, in parentesi graffa, tendono a 0 per  — +oo e quindi lim P(z) =

LT

lim apz™.
oo

Per esempio: ‘
lim (82°—2°41) = lim 3z°= 40

m—+oo m— 00

lim (—22° 42+ 120) = lim —2z° =400

L =D Ly — 00

Limiti di funzioni razionali Sia ora f(z) = P.(z)/Qm(z) dove P, e (Jy sono,
r1spettwamentc polinomi di grado n ¢ m dati da:

Polz) =aoz™ +a1z” "+ .. +an

Qm(ﬁ') = buﬂ,’m + blilfm_l b

Per calcolare il limite di Pn{2)/Qm(z) per & — too basta calcolare il limite del rapporto dei
monomi di grado massimo, cio®:

Infatti,

: Falz) . apz™{ 1 + termini che tendono a 0} . aom”
lim ——~= ' — = lim :
eotoo Qu(x) s—too bpz™ {1+ termini che tendono a 0}  z—+oc boz™

Per esempio:

. SRkl YO 2 iy 02+ 6
p——o0 X242 s—+oo 21 — 10z 4 1 w——co Txd—4 T

Una situazione simile analoga si ha nel calcolo del limite per @ — 0 di certi quozienti:
i #278

1 e ——

&0 12 4 3\/_ 4+

I8 una sorta di “quoziente di polinomi” (per la verita, sono potenze a esponente razionale, non
intero): per z — 0, tutte le potenze scritte tendono a 0, e si ha una forma di indeterminazione
[2]. Questa volta, i termini preponderanti sono quelli di esponente minimo, perché x — (;

2/3 273 g
e _ ity = — 0
2 +3YT+r AL+ BE +2L) 31+ 5 4+ =)

perchéa:lfs—»()e?)(l—l— ghih + ”i”)—»i%.
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limazsin— =0
x—0 2

Infatti, poiché |sin 1| <1, si ha

s
wht

&

1
&8 —
o

da cui, per il corollario del teorema del confronto, « sin-% — 0. La conclusione & interessante
‘perché il fattore sin 1, da solo, non ammette limite, quindi non si sarebbe potuto applicare
il teorema sul limite del prodotto.

Bl

e .—I-OO'
lim ex = <
=0 {0

Infatti, per  — 0%, % — 4o, e per y — +oo,e¥ — i rispettivamente). Abbiamo
? p a ! y 0

applicato, implicitamente, il teorema sul cambio di variabile nel limite.

@ —1 )
= =00

lim ——
I gt SING

perché (z—1) — —1 e sinz — 0%. Abbiamo applicato il teorema sull’aritmetizzazione
parziale di 0.

lim (1 - 2) z® = 400
/=00 o )

perché (—i-— 2) — —2 e mg — —oa. Abbiamo applicato il teorema sull'aritinetizzazione
parziale di oco.

i (EFsinz) _1
s—too \ 20 +cosz) 2

Infatti: | o
etsimn  w(l+222)  (4=2%)
2wtcose 2w (1+52) ~ 2(1+5F)

Ora per il corollario del teorema del confronto,

sin cos

—0e

— 0, per & — +00.
€T

Allora per il teorema sull’algebra dei limiti,

i o TS0 W
2(1+ %) 2(1+0) 2
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3.2 Limiti notevoli

Vediamo ora alcune comuni tecniche di calcolo dei limiti che, combinando i teoremi
generali sui limiti con l'uso di aleuni limiti notevoli che riguardano certe funzioni
elementari, risultano piuttosto potenti. I limiti notevoli, inoltre, saranno utili anche
nel calcolo differenziale.

Limiti notevoli di seno e coseno
Nel calcolare lin% 882 i presenta la forma di indecisione %. Vogliamo dimostrare che

sin
= |

(&1 31:1_% %

Osserviamo subito che, essendo sinz e # funzioni dispari, 2% & funzione pari e quindi

¢ sufficiente calcolare lim -S-‘%ﬁ A tale scopo, osservando la figura 3.7 si vede che 'area

x—0t

del triangolo OPA & minore di quella del settore circolare OPA, a sua volta minore
di quella del triangolo OT A. Ne segue

1 . 1
ﬁ‘l-sin:xgi-l»a:ﬁ

0ssla
sine-< ¥ <tgx
Dividendo per sinz, che & positivo perché x € (0, 5), si ha

&

1 _
b —— — ¥z e (0, E)
sinz  cosz 2

e infine, passando ai reciproci, si ottiene

o sin
cogsk << — < 1
x

Dal teorema del confronto, essendo lim cosx = 1, si deduce la (31

P P

HP =sin«
- AT =1tg x
AP=z

Eigura 3.7.
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Proviamo ora che:

l—~gogg
(3.2) j7 et B
' z—0 x 2
Infatti
1—cosa 1 —cos?z sin @ 1 1
£ — #_* —
e z2%(1 4 cosz) & 14+cosx 2
perché S22 — 1 ¢ (14 cosz) — 2.

Prolungamento per continuita di una funzione
In base al limite (3.1) dimostrato, la funzione f(z) =
per z = 0, puo essere prolungata per continuita anche in ¢ = 0, ponendo

S inizialmente non definita

sin T
=% sex#0

1 sex =10

flz) =

La funzione [ cosi definita risulta continua anche in 2 = 0.
Pill in generale: se una funzione f(z) non & definita in zp ma esiste finito

W flEf=1

x—xg

la funzione puo essere prolungata per continuita anche in zg, ponendo per definizione
flzo) =1

Lo studente si convinca del fatto che se invece la funzione f possiede in xzy una
discontinuita a salto, un asintoto verticale, o comunque non ammette limite finito,
non & possibile renderla continua in zg alterandone la definizione wn un punto selo.

Ogni volta che una funzione, inizialmente non definita in zp, risulti essere prolun-
gabile con continuita in g, si sottointende che la funzione sia stata effettivamente
prolungata.

€£
Limite di (1 -+ % per x — Loo e altri limiti notevoli collegati

Gia sappiamo (v. Teorema 3.9) che per ogni successione {a,, } divergente a +co 0 —o0
si ha - .

| 1 O,
| lim (l - —) =g
n——+00 Ly

Questo fatto, per la definizione successionale di limite di funzione, implica immedia-
tamente che:

1Nz
(3.3) (1 =+ 5) —+ 8 pet Z—Leg

Dal limite (3.3) se ne possono dedurre alcuni altri.
Passando ai logaritmi nella (3.3), si ottiene

1\® 1
10g(1+—) :zz;log(l-i—;)—&oge—l per x — too
P ”

perché la funzione log x e continua.
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Se si pone y = é, % — oo equivale a y — 0F e I'ultimo limite si pud scrivere nella
forma seguente

log(1+y) | =l )

3.4 1 se y—=0|!
(34) ” \

Se poi nella (3.4) poniamo y = €* — 1, allora y — 0 equivalea x — 0, ¢ sostituendo
si ricava ;
log(e® 3
.g( )z . L— se = — 0
69,‘. - 1 e:ﬁ — 1

o, meglio:

e —1 _ L= N
—1 se z—0 Y )‘

(3.5) 2

Infine, se nella (3.4) poniamo y = (1 + %)¥ —1, con « esponente reale qualsiasi, allora {
x — 0 equivale ad y — 0, e si ha

log(1+y) log[l + (1+a)*-1] alog(l+az) _

y  (Q+z-1  (Q4ze-1
_ oz log(l +) ]
(1+z)>—1 &
¢ poiché anche 13_%(?_9:} — 1, se ne deduce:
(3.6) lim e -4 =5
z—0 T

3.3 Confronti e stime asintotiche
I limiti (3.1), (3.2), (3.4), (3.5) (3.6) sono espressi in modo forse pitt significativo
usando il simbolo di equivalenza asintotica ~, gia introdotto per le successioni.

DerINIZIONE 3.16 Si dice che due funzioni f, g sono asintotiche per & — ¢ se

- f2) _
i 9(z) A

e si scrive f ~ g per z — ¢. il

1l simbolo di asintotico gode di tutte le proprietd enunciate nel paragrafo 1.5. I limiti
precedenti si possono allora riscrivere come segue:

\ . 1 ;
Lry lgingmz l—cos.xmi-mz , e—legz

(3.7) log(l+a) ~z , (L+2)°—1~as

per z — 0
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Le (3.7) si possono esprimere dicendo ad esempio che sinz, log(l + z) e e — 1, in
prima approssimazione o al primo ordine, si comportano come x, per x — 0.
Le (3.7) possono essere generalizzate. Se e(x) ¢ una funzione che tende a zero

(eloé & un infinitesimo), si puo serivere

(38)

Le (3.8) si deducono dalle (3.7) con il semplice cambio di variabile y = e(x).

3z, e quindi

Il limite da una forma di indeterminazione [—0]. Tuttavia, N S 3(x— 1P perw— 1

3 Il calcolo dei limiti

sing(x) ~ e(x)

1
1 —cose(x) ~ 55(_:1:]_2

@) 1 (e

log(1 +e(z)) ~ ()

(1+e(x)* -1~ as(x)

glz) -0

lim :
(e—=0  sin3z

- log(1l 4 2x) _

2

3

[l limite d& una forma di indeterminazione [%} . Tuttavia, per & — 0,log (1 4+ 2x) ~ 2z, sin 3z ~

log(l4+22) 2z _ 2
sin 3z 3z 3

¢ (z—12% 1
o SeE 1 3

0

(la funzione £(z) = 3(z — 1)* ¢ infinitesima per & — 1), pereid

(x— 1)° N (z— 1)° L

Se-1% 1 3(z—1 3

lim (/23 + 22241

w— -l oo

—@) =z

2
3

I una forma di indeterminazione del tipo [+00 — co]. Tuttavia:

(m_x) =x('§/1+<

Abbiamo usato la stima /14 € () — 1~ 2& (z), con g(z) = (2 + &).

Altri importanti limiti riguardano il comportamento all'infinito di potenze, esponen-
ziali e logaritmi, analoghi a quelli validi nel caso delle successioni:

*Non ha importanza a che cosa tende .

2
=+
€T

-~
;3) = 1) o
13 a3
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TEOREMA 3.25 (GERARCHIA DEGLI INFINITI) Consideriamo le tre famiglie di fup-
zone:
(log, 2)* 2 b cona, B> 0,001
4

Allora, per x — +o00, ognuna ¢ un infinito di ordine inferiore rispetto a quella che le
sta a destra. Bsplicitamente: e

f (log, z)* | 2 R
: | -H =4 L =0 | li == i

il che si puo esprimere a parole dicendo che qualunque potenza (positiva) di x prevale

su_qualunque potenza di logz, e qualunque esponenziale (base > 1) di x prevale si_

qualunque potenza di . .

Inoltre ponendo y = < nel primo limite in (3.9) si trova*

(3.10) lim %% (—logy)® =0 (>0, VYa)

=0+

:c.?;

lim — =0

. (logz)®
1 =0
e T

lim zloge =0

z—0+

. - 1 G e
iy 2 = lim 88— =]

w0t x—=0t

1 &
lim ze'® = |2 =2| = lim - +o0.

Il teorema 3.25 potra essere dimostrato pit avanti con gli strumenti del calcolo
differenziale (cap. 4, par. 4.4).

3.4 Stime asintotiche e grafici

Le stime asintotiche non servono solo per calcolare limiti, ma anche per tracciare il
grafico qualitativo di una funzione nell’intorno di un certo punto, oppure nell’intorno
di Fec.

f(@) = ¥z +a

4Perché ci vuole (—logy)® e sarebbe errato serivere (log y)®?
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Si pud ragionare cosi: la funzione & definita e continua su tutto R; per z — oo, f(z) ~ 5o,

Dunque f(x) — +oo; inoltre il suo grafico sard simile, per x grande in valore assoluto, a
quello di z*. La funzione inoltre si annulla in = 0 e, per z — 0, f(z ) ~ &z; dunque il
suo grafico sard simile, in un intorno di z = 0, a quello di /z: in particolare, avrd tangente
vericale nell’origine. Il piu semplice grafico compatibile con queste informazioni é:

4
2

o

~15 s -05 0.5 1 1.

Figura 3.8.

Spesso 'andamento di una funzione nell’intorno di un punto (ad esempio il fatto che abbia
tangente verticale o orizzontale) & prevedibile in base a un’opportuna stima asintotica, che
consente di tracciare il grafico qualitativo di f (nell'intorno del punto) per confronto con
quello di una funzione nota (ad esempio, una potenza a esponente razionale). Analoghe
stime sono utili per & — oo.

%%’%; Uno dei problemi fisici all'origine della teoria quantistica & quello della radiazione
del corpo nero. La legge proposta nel 1900 da Planck per la distribuzione spettrale della
radiazione emessa da un corpo nero é:

Brhed™?
F) = ehe/ AT _ |

Qui f(X) & la densitd di energia raggiante corrispondente alla lunghezza d’onda A, quando

la temperatura del corpo & T, A & la costante di Planck, & la costante di Boltzmann e ¢ la

velocita della luce. Questa legge & in accordo con i dati sperimentali, mentre la legge che si
pud dedurre usando la fisica classica (legge di Rayleigh-Jeans) &

FO) = 8akTA™

che & in accordo coi dati sperimentali solo per X grande, mentre per A piccolo & in profondo
disaccordo: tende a +o00, mentre la curva sperimentale tende a zero!
Studiamo la curva di Planck con opportune stime asintotiche.
Per A — +o0,
@R s AT

Srhe ™ 8rhel™®
ehe/SKT _ 1 he/ AT
ossia si ritrova la legge di Rayleigh-Jeans, in prima approssimazione; in particolare, la densita
di energia raggiante tende a zero come A7,

= &rkTH*

e

R ———

e
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Per A= 0T,
8rhel™ 8rhel™"

-+
ch.c/)\.’c?' - ~ Ehc/)\.‘cT — O

. . - el + LY . 3 —_— 5 < ¥ »
(l'esponenziale a denominatore tende a infinito pitt rapidamente di A™7 a numeratore). Quindi
la curva di Planck ¢ in accordo coi dati sparimentali anche per A piceolo. Poiché la fungione
& sempre positiva, il suo grafico, in base a queste informazioni, sara del fipo:

Crescita di una funzione all’infinito

Supponiamo di voler tracciare il grafico di una funzione f che, per & — +o00 (0 —x)
tende a +00 (0 —o0). Per descrivere la velocita con cui la funzione tende all’infinito,
sono utili le seguenti nozioni: diremo che, per z — o0,

sopralineare , +o0
; : . [(=) " _
J ha crescita < lineare se llan = ¢ /m (finito e diverso da 0)
oo
sottolineare 0

(Analoghe definizioni si danno per x — —oc). Solo nel caso in cul una funzione ha
crescita lineare, ¢ possibile che ammetta asintoto obliquo (v. par. 2 per il calcolo di

tale asintoto).

Esempi di funzioni con crescita sopralineare per x — +o0 sono gli esponenziali o*
e le potenze 2% con a > 1; esempi di funzioni con crescita sottolineare per x — 4o¢
sono i logaritmi log, # e le potenze z% con 0 < a < 1.

La funzione

fla)=2x+ " phe

per x — 400 ¢ asintotica a ¢*; pertanto tende a 400 con crescita sopralineare; per z — —oo
& asintotica a 2x; pertanto tende a —oc linearmente; poiché

lim [f{z)—2z] =1,

e )

la funzione ha asintoto obliquo y = 22 4+ 1 per © — —cc.
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i

Sui limiti notevols.

Vi e hm S lim zlog ( r”)
N z sin? x i
: g s £+3 T e @R
Suggerimento: poiché = — 1, si pud porre 255 = 1+¢ (x) con & () infinitesima; quindi. .

lim L (a1
s oo | 12 ' 2

Suggerimento: dovendo calcolare il limite di una funzione del tipo f(£)?"™) che d una forma
di indeterminazione del tipo [1%°], riscriverla nella forma

f(m)g(m) _ (@) log f(z)

e cominciare a calcolare il limite dell’'esponente (che & ora una forma di indeterminazione del
tipo [oc - 0]). Per far questo, seguire il suggerimento dell’esercizio precedente.

|
Jr_
- 2 2 +logls|
lirn. T
r—doo z=+1

Fornire una stima asintotica,
per x — 0, delle funzioni:
tgx, cotgx, arctg x, arcsin z.

2
e’ =1 Voo w(sin 2x)?
r—0 108 (1 -+ 2’1'2) o —si) si1’1.(:1:3
i SR e L . lop(logx)
a:llrr:il:loo ( R |33|) nllsl—_lr—loo 14log
log :c) e . sin L
hm ( 111'3(1 Te I
o0 (2 o lim
lim xlog ( e ;) lim ge®®
rv—»—}-oo ol el

Per ciascuna delle seguenti funzioni: dire dove é definita e dove ¢ continua; calcolare i limits
aila frontiera dell’insieme di definizione (punti i cui non é definita ed eventualmente d=oc);
determinare tutti gli eventuali asintots (verticali, orizzontali, obliqui); ulilizzando opportune
stume asintotiche nei punti in cui la funzione si annulla e all’infinito, prevedere Uandamento
della funzione nell’intorno di tali punti.

3
w4 2x—1 4
——$+2 Le
cosc—1 2a+1
P l‘Dg ($2+:r~2)
zarctg L zlog ( +‘E}‘+1)
|| ¥ log|az|
log|e+1]
22421 —1/]=|
re—1

! L'impedenza Z di un circuito elettrico RLC: R (resistenza), L (induttanza), C' (capa-
citd), ¢ data da

Z(w)=\/R2+(Lm—%)2 (w > 0).

Studiare, con I'aiuto del computer, come varia Z al variare dei parametri R, L, C.
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©~ 4 PROPRIETA GLOBALI DELLE FUNZIONI CONTINUE
O MONOTONE SU UN INTERVALLO

4.1 Funzioni continue su un intervallo
Le proprieta delle funzioni continue che abbiamo incontrato finora si basano sostan-
zialmente sul concetto di continuita in un punto. Come vedremo ora, invece, ¢ soprat-
tutto il fatto che una funzione sia continua su un intervallo ad avere delle conseguenze
interessanti. La proprieta di continuita su un intervallo ha una semplice interpreta-
zione geometrica: 1l grafico della funzione, su quell’intervallo, si puo tracciare “senza
staccare la penna dal foglio”. Il concetto di funzione continua si presta quindi a tradur-
re in maniera rigorosa l'idea geometrica di linea conlinua, e quella fisica di grandezza
che varia con continuita. Questo ¢ vero, perd, pur di utilizzare funzioni definite su un
intervallo di R. Come vedremo, infatti, le proprietd notevoli delle funzioni continue
su un intervallo dipendono in maniera cruciale dall’assioma di continuita di R, e non
varrebbero, ad esempio, se il nostro ambiente di lavoro fosse il campo Q) dei razionali.
La prima proprieta di cui ¢i occupiamo, che chiamiamo teorema degli zert, riguarda
la risoluzione di un’equazione del tipo

(4.1) fa)=0

Quando f & un polinomio di grado < 4 esistono formule che forniscono le soluzioni
della (4.1) mediante radicali. Se perd f € un polinomio di grado > 4 o una funzione piu
complicata, salvo casi particolarmente fortunati, non esistono formule per le soluzioni.
Geometricamente, risolvere la (4.1) significa determinare le ascisse dei punti di inter-
sezione tra il grafico di y = f(z) e I'asse delle ascisse. Naturalmente possono esserci
infinite soluzioni, un numero finito di soluzioni, nessuna soluzione. Ogni soluzione si
chiama zero di f.

N

y = flx)

MQ :{:Ucl

Figura 3.10. L'equazione f(z) = 0 ha 4 soluzieni, ossia f ha 4 zeri.

Il teorema degli zeri di alcune semplici condizioni sotto le quali esiste uno zero di f
e anche un modo per calcolarlo.

TEOREMA 3.26 (DEGLI ZERI) Sia:
i) f continua in [a,b]
ii) f(a)- f(b) <0

Allora esiste ¢ € (a,b) tale che f(c) = 0.
Se f & anche strettamente monotona, lo zero é unico.



(© 978-88-08-06485-1 4 Proprieta globali delle funzioni continue o monotone su un intervalio 137

DIMOSTRAZIONE. Costruiamo una successione che tende a uno zero di f. Poniamo ¢; = GTH',
punto medio dell'intervallo [a, b].

Se f(c1) = 0 siamo fortunati e il teorema & dimostrato.
Se f(e1) # 0 guardiamo il segno di f(a) - f(ec1) e procediamo come segue:

fla): fler) <0 dove a;=a, bi=c
N 7
se consideriamo V'intervallo [ai, b ]
_ & N\
fla): fler) >0 dove a3 =¢;, bi=b
Poniamo ora ca = bﬁ;“ , punto medio dell’intervallo [a1,b;], calcoliamo f(ca) e procediamo

come prima:
se  f(ez) = 0 lo zero cercato & ¢z e il teorema & dimostrato; se f(c2) # 0 guardiamo il

segno di f(a1) - fle2):

flai) - fle2) <0 dove az=a1, by=ca

N\ v

se consideriamo lintervallo [az, bs)
& N
f(a'l) ’ f(cQ) >0 dove y = Ca, bo = b

Continuando in questo modo troviamo una sequenza di intervalli [a,.,b,] con le seguenti
proprieta:

1} @n < angr € by > bnet ({an} cresce e {b,} decresce)

s
2) Do— s zna (ciascun intervallo & lungo la meta del precedente)
3) flon) i) <0 (per come sono stati scelti a,, € b, a ogni passo)
f(a) _____ :
|
nf{(:z} ____J: __________ 1§
: -
! (cij ““““““““““““““““““
Jl beoemasiomt bomn smms muvesm it sounn St

Figura 3.11.
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Per la 1), possiamo allora dedurre che le successioni {a,} e {b, } hanno limite finito, in base
al teorema di esistenza del limite delle successioni monotone; cioé:

an — ¥ ¢ by — by, n—-+oo

(Si noti che le successioni sono anche limitate perché contenute in [a, b].)

Dalla 2) deduciamo che b, — a, = 252 — 0 se n — +o0 e percid £1 = £ = L.

Per la continuita di f, abbiamo allora che
Flam)  £(bn) = F(&)

mentre dalla 3) e dal teorema della permanenza. del segno deduciamo f (£)? < 0. Deve percio

essere f(£) =0 e cosl £ & lo zero cercato.

Arrestando il procedimento indicato nella dimostrazione dopo n passi, si puo assumere
Gy 0 by, come valore approssimato dello zero £ di f, rispettivamente, per difetto o per
eccesso. L'errore commesso € non superiore a 3’2_,(,,“.

Si osservi che, se in [a, b] vi sono piu zeri della funzione f, il procedimento illustrato
non indica quale di essi venga determinato.

Una seconda importante proprieta delle funzioni continue ¢ espressa dal seguente:

TeorEMA 3.27 (DI WEIERSTRASS) Sia [ [a,b] — R una funzione continua. Al-
lora | assume massimo e minamo in |a,bl, ossia: esistono r,,,zy € |a,b] tali che
flam) £ flz) < f(zn) per ogni o € [a,b].

Si dice che @, & punto di minimo per f, e m = f (2y,) ¢ il minimo di f; analogamente,
zpy € punto di massimo, e M = f (zp) & il massimo di f.

DIMOSTRAZIONE. Proveremo che f ammette massimo in [a,b] . Analogamente si prova che
ha minimo.

Cominciamo con la seguente osservazione sul concetio di estremo superiore: se B, B
sono due settoinsiemi non vuoti di I,

sup (E1 U E2) = max (sup Eq,sup E3) .

Questa proprieta e vera per insiemi sia limitati che illimitati (se E; & superiormente illimitato

si pone sup B; = +o0; si intende che max (a,+00) = +00). Sia ora
f:I—=Reconl=0LUI;

(I, 1,15 intervalli). Applicando I'osservazione precedente agli insiemi E; = {f (z) 1w € L;}
si ha:
sup f = max <5up f,sup f) ;
I Iy 1y

In particolars quindi, ¢ vera almeno una delle duc relazioni:
sup f =sup f; supf = sup f.
I I T Is

Veniamo alla dimostrazione del teorema. Useremo una costrugione iterativa simile a quella
vista nella dimostrazione del teorema degli zeri. Consideriamo la fungioune f : [a,b] — R, e
poniamo
A=supyf
[a:b]
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(con A eventualmente ugnale a +oc). Suddividiamo [a, b] in due intervalli uguali; per quanto
osservato sopra, per uno di essi, che chiamiamo [a1,b1], sard vero che

A= sup f.
[a’].Jbl.]

Suddividiamo [a1, b1] in due intervalli uguali; per uno di questi, che chiamiamo [az, ba] , sara
vero che

A= sup f.

[az.b2]
Procedendo per dicotomia, cosi facendo costruiamo una successione di intervalli [an, b,
ciascuno contenuto nei precedenti, con le proprieta:
1. an monotona crescente e limitata; b, monotona decrescente ¢ limitata;
b—a

2. bn = dn — R —2 0, =

3. A=supp, . f-
Per lo stesso ragionamento fatto nella dimostrazione del teorema degli zeri (che utilizza il
teorema di monotonia per le successioni), dai punti 1) e 2) segue che le successioni an € by
convergono ad uno stesso limite wg € [a, b]. Distinguiamo ora due casi: A < 400, A = 400
(proveremo che questo secondo caso in realtd non pud verificarsi). Se A < +oo, per ogni n
esiste un punto £, € [an, b.] tale che

Infatti: poiché A — % ¢ minore di A che & il minimo del maggioranti dei valori di f(z) in
[an,bn], A — & non & un maggiorante, quindi esiste tn € [an,bn] con la proprietd (4.2).
Poiché t,, € [an,byn], an — xy € by — xg, per il teorema del confronto anche ¢, — zg.

Ancora per il teorema del confronto, la (4.2) da allora
lm Flf = A,

D’altro canto, poiché f & continua e {, — %o, si ha che limy oo [ (Tn) = f(z0), percio
f(zxo) = A. Allora, poiché A & il sup dei valori di f in [a,b], A & 1l massimo di f in [a,b], ed
¢ agsunto nel punto ze. In questo caso percio il teorema ¢ dimostrato.

Supponiamo ora che sia A = +00. Allora per ogni n esiste un punto &, € [a.,b,] tale che

(4.3) Fita ) o

Ragionando come sopra si prova che t,, — zg per un certo xp € [a,b]. Poiché f & continua
in wo,

lim f (tn) = f (o),

TE—r O
ma per la (4.3) lim,,— o f (£.) = +o00, assurdo perché in zg la funzione deve avere un valore
finito.

Mostriamo ora che le ipotesi del teorema di Weierstrass sono tutte necessarie, con 1
seguenti esempi

flz) =& in (0,1].

La funzione & continua su un intervallo limitato, ma non chiuso. La funzione non ha né
massimo né minimo (il suo estremo superiore, 1, e il suo estremo inferiore, 0, non sono
assunti).
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'+ f{z) =z in R. La funzione & continua su un intervallo non limitato. La funzione non
ha né massimo né minimo (non & nemmeno limitata).

=

Pl {x per z € (0,1)

porsg = Dup=—71

wal

La funzione & definita su un intervallo chiuso e limitato [0, 1}, ma non & continua. La funzione
non ha né massimo né minimo (il suo estremo superiore, 1, e il suo estremo inferiore, 0, non
sono assunti).

TreorREMA 3.28 (DEI VALORI INTERMEDI) Se f € continua su |a,bl, allora per ogni
valore A compreso tra m e M (minimo e massimo di f in [a,b]), esiste un ingresso x
in [a,b] che ha il valore A come wuscita (proprieta dei valori intermeds).

DIMOSTRAZIONE. Quest’ultimo teorema & una semplice conseguenza del teorema di Weier-
strass e del teorema degli zeri: sia m < A < M, f(z2) = m, f(z1) = M. Allora la funzione
g(z) = f(x)—A & continua in [z1, 22 (supponendo z1 < @2) e glx1) = flz)—-A=M—-X >0,
glza) = flz2) — A = m — X < 0. Dal teorema degli zeri, esiste £ tale che g(£) = 0 e ciot
£l8) = . 4

g M

)
/

i e e TR e R
e B e e

=

b

a) b)

Figura 3.12. a) L'immagine di [a, b] & I'intervallo [m, M]. b) Una funzione che non ha la proprieta dei
valori intermedi. Ogni valore X tra y; e y2 non & un'uscita di f.

Le proprieta dei due teoremi precedenti si possono sintetizzare nell’unico enunciato
seguente:

TEOREMA 3.29 Se f : [a,b] — R ¢ continua, allore f([a,b]) = [m, M]; cioé lim-
magine di un intervallo [a,b] é Uintervallo di estremi m = minf e M = max f

; [a,b] [a,b]
(vedi fig. 3.12a).
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Riguardo al teorema dei valori intermedi, si consideri il prossimo semplice

Q stesso (qzzecsio e lecito perche il quadmto di un razionale & un raxzona,l(,) Allora. f non ha
la proprieta dei valori intermedi. Infatti, ad esempio, f(1) = 1, f(2) = 4, ma f non assume
tutti 1 valori razionali compresi tra 1 e 4: per esempio non assume maj il valore 2, o 3. In altre
parole, la proprieta dei valori intermedi & vera per le funzioni continue grazie alle propricta
dell’insieme dei numeri reali. Questi, anzi, sono i motivi pil intercssanti per 1'Analisi per eni
¢ utile avere come ambiente di lavoro I'insieme dei reali e non I'insieme dei razionali.

Mostriamo come il teorema degli zeri permetta di dimostrare direttamente il teorema
sull’esistenza della radice n-esima (enunciato nel cap.1, par. 5.1):

TEOREMA 3.30 Per ogniy € R,y > 0 en € N,n > 1, esiste uno e un solo x €
R,z > 0, tale che ™ = y. (Questo numero x si definisce radice n-esima di y ).

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzione f(z) = 2™. Questa funzione & continua su
tutto R, ad esempio perché & il prodotto di n funzioni continue g (z) = z. Mostriamo che
esistonio zz > z1 > 0 tali che z[ < y < 7. Infatti:

se y = 1 basta scegliere z1 = L, ms =yesihaal <y<zh (L<y<y™);

se y < 1, basta scegliere z1 =gy, 2e =lesihazf <y <28 (" <y <1).

Allora possiama applicare il teorema dei valori intermedi alla funzione continua, f{z) = o™
sull'intervallo [@1, 2] poiché f & strettamente crescente, il suo minimo & z7 e il suo massimo

¢ 23} poiché 27 < y < x5, esiste xp € [z1, 2] tale che z} = y.

4.2 Funzioni monotone su un intervallo

Ci oceupiamo ora di funzioni monotone su un intervallo (e non necessariamente conti-
nue). Il prossimo teorema si pud vedere come una estensione alle funzioni del teorema
di monotonia per le successioni, visto nel par. 1.2. Questo teorema condivide con i
teoremi sulle funzioni continue su un intervallo, che abbiamo discusso nel paragrafo
precedente, due caratteristiche importanti:

la sua dimostrazione si basa sull’assioma di continuita di R;

il teorema assume come ipotesi una proprietd globale della funzione (ossia la sua
monotonia su un intervallo).

TeorEmMA 3.31 (DI MONOTONIA) Sia f : (a,b) — R wna funzione monotona. Al-
lora per ogni ¢ € (a,b) esistono finiti & limiti destro e sinistro, per & — ¢ ai due
estremi a, b esistono i limiti destro (in a) e sinistro (in b), eventualmente infiniti.

DIMOSTRAZIONE. Questo teorema non sard dimostrato utilizzando il teorema di monotonia
per le successioni, ma piuttosto ripetendo una dimostrazione analoga.
Per fissare le idee, supponiamo f crescente in (a,d). Sia ¢ € (a,b) e sia

A=sup{f(z):z€(a0)}.
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Notiamo che A esiste finito per la proprieta dell’estremo superiore, in quanto f(¢) & un
maggiorante dell’insieme {f (z) : z € (a,c)}. Proviamo che
lim Flg) =4
L—c™

Sia dunque z,, una qualsiasi successione in (a, ¢) tale che z, — ¢, ¢ proviamo che f (£,) — A,
ossia che per ogni £ > 0 risulta definitivamente

A—e< flon) € A+e

La seconda disuguaglianza & ovvia in quanto f (z,) < A per definizione di A, perché z, €
(a,c). Per provare la prima, osserviamo che essendo A — & minore di A, ciod del minimo
maggiorante di {f (z) : € (e,¢)}, non & un maggiorante di tale insieme, percid esiste un
punto T € (a, ¢) tale che f (Z) > A — &, Poiché f & crescente, ne segue che

fl)>A—ceVz e (T,0).

D’altro canto per ipotesi z,, < ¢Vn e @, — ¢ per n — 0o, percio @, € (F,c) definitivamente.
Ma allora
f(zn) > A — ¢ definitivamente,
che & quanto occorreva provare.,
Analogamente si pud dimostrare che esiste

lim+ flz)=inf{f(z) 2z € (¢,b)}.

x—e

Per quanto riguarda i limiti ai due estremi dell’intervallo, se si vuole provare ad esempio che
esiste

lim f (=),

b

si definird ancora

A=sup{f(z):z€(a,b)};
tuttavia in questo caso A potrebbe anche essere 400 (non possiamo affermare che f (b) sia
un maggiorante dell’insieme, perché in b la funzione non & definita). Nel caso in cui A < oo
st puo ripetere la dimostrazione precedente; se invece A = oo, il ragionamento si modifica
come segue, Dall’ipotesi

sup{f(z) :z € (a,b)} = +0

segue che per ogni K > 0 esiste T € (a, b) tale che f (Z) > K; per la monotonia di f, allora,
flz) =K Vee (Z.8),
allora presa una successione z, — b, si ha che z,, € (Z,b) definitivamente, e quindi
f{zn) > K definitivamente,
PErcio

lim f{zn) = +o0.

w—eh

Una conseguenza del tcorema. di monotonia & che se una funzione ¢ monotona in un
intervallo (a,b), i suoi eventuali punti di discontinuitd in (a,b) sono necessariamente
discontinuita o salto, ad eccezione degli estremi a, b, in cui puo aversi anche un asintoto
verticale.
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4.3 Continuita e invertibilita
Sia f : I — R, con [ intervallo. Occupiamoci ancora del problema dell'invertibilita di
J, vedendo ora il problema dal punto di vista della continuité.

Sappiamo gid che una funzione definita su un intervallo e strettamente monotona ¢
invertibile (con inversa monotona; v. cap.2, par. 4.2). Sappiamo anche che il viceversa
non ¢ vero in generale: esistono funzioni invertibili su un intervallo, ¢ non monotone
(si veda la figura seguente).

/

Figura 3.13.
Tuttavia, se aggiungiamo l'ipotesi della continuita il teorema si inverte:

TrEOrREMA 3.32 Sia f: I — R, con I intervallo, una funzione continua in I. Allora
[ e invertibile in I se e solo se ¢ strettamente monotona. In tul caso la sua inversa ¢
ancora strettamente monotona e conlinua.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo gia che se f & strettamente monotona & invertibile (indipen-
dentemente dalle ipotesi che f sia continua, e che sia definita su un intervallo). Mostriamo
che wvale il viceversa, ossia che se & continua e invertibile, allora ¢ strettamente monotona.
Per assurdo, non sia strettamente monotona, allora esistono tre punti &y < 24 < o3 in I tali
che

Fler) < fla2) e f(x2) > f(23),
oppure tali che

flm) »f(ze) ef (o) € Flom).

Per fissare le idee, supponiamo che valga la prima delle due alternative (nell’altro caso si
ragionera analogamente). Confrontiamo i valori di f (x1) e f (23); non possono essere uguali
perché f per ipotesi & invertibile, dunque f (x1) < [ («3) oppure f(21) > f (z3). Di nuovo,
per fissare le idee supponiamo che valga la prima delle due alternative (nell’altro caso si
ragionera analogamente). Dunque sappiamo che:

z1<xg < zze flx) < flxs) < flxe).

Poiché f & continua, per il teorema dei valori intermedi esiste zg € (21, 22) tale che f (z9) =
f(m3). Poiché zg # x5 (perché zp < z2 < x3), ne segue che f non puo essere invertibile,
assurdo.

Questo dimostra la prima parte del teorema. Sia ora f continua, strettamente monotona
e quindi invertibile in I, e sia ¢ la sua funzione inversa, ancora strettamente monotona e
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invertibile. Proviamo che g & continua. Per quanto osservato dopo il teorema di monotonia,
la funzione g, strettamente monotona, o &€ continua, oppure ha dei punti di discontinuita a
salto. In tal caso 'immagine di g non & un intervallo (ma & 'unione di almeno due intervalli
disgiunti), il che & assurdo perché tale immagine & I. Dunque ¢ & continua. §

51 noti che nella dimostrazione del teorema precedente si sono utilizzati sia il teorema
dei valori intermedi, sia il teorema di monotonia per le funzioni. Di nuovo, quindi,
abbiamo fatto implicitamente uso, in modo essenziale, dell’assioma di continuita di
R. 11 teorema appena dimostrato significa in particolare che:

Una funzione continua e invertibile su un intervallo, hia inversa continua.

Questo fatto completa la dimostrazione del teorema di continuitd delle funzioni ele-
mentari; infatti:

la. continuita di ¢® implica la continuita di log,

la continuita di sinzx, cosz, tgz implica la continuita di arcsin x, arccos x, arctgz.

 Dimostrare che se per ogni successione z, — ¢, con &, % ¢ Vn, la proprieta p (z,,) &
vera. dcﬁn11 ivamente, allora la proprieta p (x) & vera deﬁnitn«amente DEr & —

Questo fatto e stato implicitamente utilizzato nella dimostrazione del teorema di perma-
nenza del segno per le funzioni.
Suggerimento: ragionare per assurdo, scrivendo in maniera esplicita e quantitativa cosa
significa la falsita della tesi, e costruire una successione che contraddice 'ipotesi.

3 Dimostrare la seguente variante del Teorema di Weierstrass su intervalli illimitati:
“Sia f : R — R continua, f(z) > 0 per ogni # € R e supponiamo che f(z) — 0 per
r — +oo. Allora f ha massimo in R”.
Suggerimento: sia T un punto in cui f (zo) > 0; poiché limy,— 400 f () = 0, esiste K > 0 tale
che f (z) < f (xo) V |z| > K. Applicando il teorema di Weierstrass sull’intervallo [- K, K]....
Mostrare poi con esempi che:
e il teorema ¢ falso senza l'ipotesi f (z) > 0;
e il teorema & falso senza lipotesi lim, 4. f(2) = 0;

¢ nelle ipotesi del teorema, il maname di f in R pud non esistere.

Dimostrare le seguenti varianti del Teorema degli zeri su intervalli illimitati e su
111ttrv¢111 aperti:

(a) “Sia f: R — R continua e supponiamo che

I— —

(supponendo anche che i due limiti esistano, finiti o infiniti). Allora esiste ¢ € R tale che

Fo) =0
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(b) “Sia f:(a,b) — R continua e supponiamo che

(supponendo anche che i due limiti esistano, finiti o infiniti). Allora esiste ¢ € (a, b) tale
che: Fic) =07,

Suggerimento: usando 'ipotesi sui limiti, mostrare che in entrambi i casi esiste un intervallo
[1,22] contenuto nel dominio della funzione, tale che f (1) - f (#2) < 0, e quind!...

110 Utilizzando opporfunamente i teoremi enunciati nell’esercizio 9, dimostrare che
l'equazione
tgz+e"—5=0

ha almeno una soluzione in (~32T~? %) .

. Enunciando ¢ dimostrando un’opportuna variante del teorema dimostrato nell’eser-
cizio &, provare che la funzione

= e

ha massimo e minimo in R.



Calcolo differenziale
per funzioni di una variabile

1 INTRODUZIONE AL CALCOLO DIFFERENZIALE

In questa introdugzione vogliamo far riflettere lallievo su alcuni problems da cui il
calcolo differenziale & nato. Porremo questi problemi sotto forma di domande, a cui
non risponderemo subito, ma nel seguito del capitolo. Come si vedra, la risposta a
questi problemi coinvolge la nozione di limite, discussa in precedenza. Anzi, si puo
dire che storicamente la nozione di limite sia stata introdotta principalmente per
sviluppare le idee del ealeolo differenziale, che introdurremo in questo capitolo, e del
calcolo integrale, di cui ¢i occuperemo nel capitolo 6.

Che cos’® la retta tangente in un punto a una curva?

Anche se geometricamente il concetto sembra intuitivo, non ¢ cosl ovvio quale possa
essere una definizione corretta. Consideriamo la pitt semplice figura curvilinea, ossia
la circonferenza. Cog’e la tangente a una circonferenza in un suo punto P? In base
alla geometria elementare possiamo rispondere:

1. I la retta passante per P e perpendicolare al raggio passante per £
Oppure:
9. T I'unica, retta passante per P che non interseca la circonferenza in altri punti.

Figura 4.1. La retta tangente alla curva y = 23 nel punto (1,1) & y = 3z — 2, che taglia la curva anche
(~2,-8) ) ‘ ’
in (—2, —8).



et t v = e  —

!
|
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Queste definizioni si possono estendere a curve pit generali? La definizione 1 certa-
mente no: cos’e il raggio di una parabola, ad esempio? La definizione 2 sembra piu
incoraggiante perché “funziona” anche per le coniche (parabole, ellissi, iperboli). Ma
gia per la curva y = 2% non funziona: la retta tangente a questa curva in un punto
generico (escluso 'origine) taglia la curva anche in un altro punto (fig. 4.1); viceversa
ci sono curve, come 5 = |z| che in un punto (origine) hanno infinite rette soddisfa-
centi questa definizione, ma intuitivamente nessuna di esse si puo chiamare tangente
(fig. 4.2).

Figura 4.2. La funzione y = |z| ha infinite rette che tagliano il suo grafico solo nell’origine: nessuna di
esse & “tangente”. )

Ci accorgiamo dunque di parlare comunemente di un oggetto geometrico (“retta
tangente” ) di cui non sappiamo (ancora) dare una definizione precisa e generale.

In realthd non c’¢ speranza di definire la tangente come la retta che ha “meno
intersezioni delle altre” con la curva. Ci vuole un’idea diversa. Geometricamente, la
retta tangente puo essere approssimata dalla retta che passa per due punti molto vicini
posti sulla, curva, il primo fissato (il punto di tangenza) e altro “mobile” (e scelto via
via pil1 vicino al punto di tangenza). Due punti individuano una retta; pin i due punti
si avvicinano, pitt questa retta si avvicinera alla tangente; se perd partissimo subito
dal considerare “due punti coincidenti”, avremmo un solo punto, per il quale passano
infinite rette, e la retta che cerchiamo resterebbe indeterminata. Si tratta quindi di
capire cosa accade della retta per i due punti quando il secondo punto, mobile, si
avvicina sempre pitl al primo, senza perd coincidere con esso. La “retta limite” — se
esiste — si chiamera retta tangente.

Notiamo che il problema della determinazione della tangente ¢ importante non
solo da un punto di vista geometrico, ma anche per un’importante applicazione: ¢
facile convincersi (vedi fig. 4.3) che una curva il cui grafico sia “regolare” ha tangente
orizzontale nei punti di massimo e di minimo (ed eventualmente anche in altri punti).

Percid, per cercare i punti di massimo e minimo di una funzione, ¢ utile saper
scrivere analiticamente 'equazione della retta tangente alla curva in un punto gene-
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Figura 4.3.

rico, per vedere poi in quali punti essa e orizzontale. Questa idea si deve per primo
a Fermat, che la elabord intorno al 1630. Ad esempio, la meccanica insegna che un
sasso lanciato verso 1'alto (nel vuoto) con una velocita iniziale vg, dopo un tempo ¢ si
trova a un’altezza ,

h(t) = vot — E‘gt?,

dove g & Paccelerazione di gravitd, pari a 9,8 m/s?. Problema: qual ¢ il punto pil
alto raggiunto dal sasso? I il valore massimo assunto dalla funzione h (£); cerchiamo
dunque il valore di £ per cui la curva h(t) ha retta tangente orizzontale; in realta
guesta curva & una parabola, e senza scomodare il calcolo infinitesimale sappiamo
che ha valore massimo per ¢ =ascissa del vertice, cioe ¢t = vo/g; percio la quota
massima raggiunta & h (vo/g) = %vg /g. E chiaro perd che in problemi piti generali
potremmo trovare una funzione h (#) “qualsiasi”, e si pone il problema di avere un
metodo generale per determinare il punto in cui la tangente ¢ orizzontale, ¢ prima
ancora per calcolare il coefficiente angolare della retta tangente in un punto qualsiasi.

Un punto istruttivo di questa discussione & il seguente: senza il calcolo infinitesi-
male non si potrebbe non solo risolvere certi problemi, ma neppure dar senso ad essi
(ad esempio, definire rigorosamente il concetto di retta tangente).

Che cos’e la velocita di un oggetto in moto?

Questo ¢ un altro concetto che sembra ovvio ma non lo &. Consideriamo un punto
materiale che si muove di moto vario, e proponiamoci di calcolare la sua velocita, nota
la legge oraria del moto (ossia lo spazio percorso in funzione del tempo). Nella fisica
galileiana 'unica velocita di cul si parla esplicitamente ¢ la velocitd media, ossia il
rapporto tra lo spazio percorso in un certo intervallo di tempo e l'intervallo di tempo
stesso; questo concetto € sufficiente per descrivere il moto uniforme. Ma in fenome-
ni come la caduta di un grave, 'oggetto cambia velocita a ogni istante. Che cos’e
la velocita istantanea? Intuitivamente, e la velocith media in un intervallo di tempo
brevissimo. Ma come si pud definire rigorosamente? E come si calcola effettivamente?
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Si noti che la parola “brevissimo” non ha alcun significato rigoroso, in matematical
Quello che si puo pensare di fare, ¢ calcolare la velocita media in un intervallo di tem-
po wariabile At, ossia il rapporto tra lo spazio percorso nellintervallo di tempo At
e lintervallo At stesso, e cercare di capire a quale valore si avvicina questa quantita
gquando At diventa sempre pilt piccolo (ma diverso da zero: se At = 0 il procedimen-
to perde significato, dandoci un rapporto 0/0). L’introduzione consapevole di questa
nozione di velocita istantanca si deve a Newton (inizio 1700), ed & uno degli elementi
di novita assoluta della fisica newtoniana rispetto a quella galileiana e pregalileiana.
Per Newton, come per noi, la velocita e la derivata respetio ol tempo della funzione
s (1) ="“spazio percorso nel tempo t”, ovvero il limite a cul tende il rapporto tra lo
spazio As percorso in un intervallo di tempo Af e I'intervallo At, quando At diventa
sempre pilt piccolo. Procediamo ancora di un passo. Galileo aveva gia osservato che
il concetto di velocita & sempre relativo ad un sistema di riferimento, e che “quic-
te” o “moto rettilineo uniforme” possono essere due descrizioni dello stesso fenomeno
osservato da due sistemi di riferimento diversi (entrambi ugualmente “leciti”: i co-
siddetti sistemi di riferimento inerziali). Ne segue che leffetto di una forza (o se
vogliamo di una “causa fisica” ) non puo essere la velocita. Qual & allora tale effetto?
Newton ¢ il primo ad affermarlo esplicitamente: tale effetto e 1’accelerazione, ovve-
ro la wvelocita di variczione della velocita. Questo concetto presuppone ovviamente
quello di velocita istantanea, e introduce I'idea che il concetto matematico fisicamen-
te interessante sia la deriwata della derivata della funzione s(t), ossia la derivata
seconda di s (£).

1l calcolo differenziale (ovvero lo studio della nozione di derivata), che & parte
del calcolo infinitesimale, ¢ quindi inscindibilmente legato alla nascita della scienza
moderna.

- 2 DERIVATA DI UNA FUNZIONE

2.1 Derivata e retta tangente

Riprendiamo ora da un punto di vista quantitativo la discussione fatta nel paragrafo

precedente sul concetto di retta tangente; arriveremo cosi alla definizione di derivala.
Cartelli stradali del tipo

indicano la “pendenza media” del percorso. Nel caso indicato la pendenza media ¢
del 10%. Che cosa vuol dire? Significa che ad ogni avanzamento di 1km corrisponde
un innalzamento (o un abbassamento) di circa 100 m = 0,1km (fig. 4.4).

11 10% che indica la pendenza ¢ il rapporto

variagione quota

variazione percorso
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1 km >

Figura 4.4,

che rappresenta il tasso di variazione della quota rispetto al percorso, relativamente al
tratto di 1 km. 5i noti che tasso di variazione positivo indica (in medial) innalzamento,
mentre tasso negativo indica abbassamento.

Figura 4.5.

Se immaginiamo il nostro percorso idealmente descritto dal grafico di una funzione
y = f(z) possiamo pensare che le coordinate dei punti 4 e B (in fig. 4.5) siano
rispettivamente (z, f(z)) e (x + h, f(z + h)). Allora avremo

AC =k & CB=}flo+h —fa)

e quindi
variazione quota  f(x +h) — f(x)

varliazione percorso h

L’ultimo rapporto prende il nome di rapporto incrementale di f relativo all’intervallo
[z, 2 + h]. Geometricamente, essendo il triangolo ABC rettangolo, si ha che:

fle+h)— flz)

h

D’altra parte, osservando la figura 4.5, si vede che la pendenza media da A a B non
¢ un dato preciso in quanto, durante il percorso, nonostante la pendenze media sia
positiva, vi sono tratii in discesa, a pendenza percio negativa.

=tga = cocfficiente angolare della retta AB
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Per ovviare all’inconveniente e raggiungere un’adeguata precisione occorre considera-
re tratti di percorso sempre piu piccoli, ossia far tendere la lunghezza del percorso a
zero. Naturalmente, nel caso della pendenza stradale, un dato medio relativo a lun-
ghezze dell’ordine del km puo essere un’'informazione sufficiente all’automobilista, ma
vedremo piu avanti in altri esempi che il passaggio al limite citato risultera molto
significativo. Ritornando al nostro esempio, consideriamo il rapporto:

flo+h) = f(x)

h

e passiamo al limite (supponendo che esista) per h — 0. Che cosa succede geome-

tricamente? Il punto A, di coordinate (z, f(x)) rimane fisso, mentre il punto B, di
coordinate (z+h, f(z+h)) si muove verso A, mantenendosi sul grafico di f (fig. 4.6).

=tg o

Y

Figura 4.G.

Contemporaneamente la retta AB varia la sua pendenza assestandosi su una posizione
limite. Ne scaturiscono i seguenti fondamentali concetti:

1. laretta limite prende il nome di retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa x;

2. la sua pendenza (o il suo coefficiente angolare) & data da tgw (fig. 4.6) e prende il
nome di derivata prime di f nel punto z.

In generale, abbiamo la seguente definizione.

DerINIZIONE 4.1 Sia f: (a,b) — R; [ si dice derivabile in zg € (a,b) se esiste finito

zlziﬂ%} ﬂ@i@%——ﬂﬂ’—)« Tale limite prende il nome di derivata prima (o semplicemente
derivata) di f in zg e si indica con uno dei simboli seguenti:
v df :
flzo) - Df(zo)  f(#o)
& r=xg
. flwo+h) — flwo) _
limn == '
Lim, 5 f'{zo)

La retta di equazione:
(2.1) y = f(zo) + f'(zo) (@ — mo)

si chiama retta tangente al grafico di f nel punto (zq, f(zo))-
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Se f ¢ derivabile in ogni punto di (a, b) & definita la funzione f’ : (a,b) — R, derivata
di f, data da s )

In questo caso possiamo anche chiederci se la funzione f’ (z) sia a sua volta derivabile
(in un punto o in tutto 'intervallo); in caso affermativo, chiameremo derivata seconda
di f la derivata di f’ e la indicheremo con uno dei simboli

a2 f 5

e 2 ;
f (o) ) D* f(zo) J (o)

dx
Vedremo pit avanti qual ¢ il significato geometrico e l'utilizzo della derivata seconda.
In modo del tutto analogo si definira la derivata di ordine n, o derivata n-esima,
indicata con i simboli:

T=%0

Fm) oL

= D™ f(x)

T="%0

2.2 Altre interpretazioni della derivata

La definizione di derivata come limite del rapporto incrementale indica che essa deve
considerarsi come tasso di variazione puntuale o istantaneo, anziché medio.
Questo modo di vedere € particolarmente fruttuoso in molte situazioni concrete
come indicato qui di seguito.
e Un oggetto & in moto lungo una traiettoria rettilinea con legge oraria s = s(t),
t > 0. La funzione ¢ — s(¢) indica lo spazio percorso al tempo £. Allora
ds w J
— = velocita dell’oggetto
dt
o Analogamente, la velocita istantanea di variazione della velocita v(f) dell’'oggetto,
rappresenta (per definizione!) l'accelerazione istantanea dell'oggetto stesso:
du

ik accelerazione dell’'oggetto

Poiché a sua volta v era la derivata della funzione 5(%), si ottiene che

ccelerazione Bl o d’s
accelerazione = — | — | = —
. ST a@\dt) T ar

Ecco un primo esempio di interpretazione della derivata seconda di una funzione.
Se sull'oggetto agisce una forza f = f(s,s'), la seconda legge della dinamica si puo
scrivere nella forma

(s

dove 1 & la massa dell’oggetto.

¢ Un pendolo oscilla in un piano verticale attorno a un asse, 6(t)

|
|
:.
formando con questo un angolo € = 6(t), come in figura. |
In questo caso :
|
|
|

— = welocita angolare del pendolo
dt Figura 4.7.
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e In un filo percorso da corrente sia ¢ = q(t) la quantita di carica che attraversa una
sezione del filo nell'istante . Si ha:

dq = intensita di corrente
dt
e Se ¢ = c(p) indica il costo di produzione di una guantitd p (di un determinato
bene), il rapporto tra e(p+Ap)—c(p) e Ap indica la variazione del costo proveniente
da una variazione (media) unitaria della produzione e prende il nome di costo
marginale medio. Passando al limite per Ap — 0 si ottiene il costo marginale;
cioe, in questo caso

de : ; .
e costo marginale di produzione
P

Invitiamo il lettore ad allungare la lista delle possibili interpretazioni della derivata
con altri esempi (accelerazione angolare, densita di massa, ... ).

2.3 Derivate di funzioni elementari

La tabella seguente contiene le derivate delle principali funzioni elementari.

Siens e - Frn ey
1. c.(_C(.)iStaIl.t.Q:) e i ; | AT et : il e“”
2 |12l e
B o edabatll L e e
Lo ik ; - ' ' ' 1
4.2 —— 4. log_ x -0, a =1
el 2 - : e loggelazln #_ ) | zloga
S.aia — [pera >0 15. Shz . Cha
o\./—. / 2\/:1:.(13 ) - |
6. 2% (6 € Rz >0) : ' g 1 16.Cha Shz
7. sinz : G teR : 117, arcsing e
R. cosx : Wi ini il 18. arccosz . :
L eos® - o—sine 18. a Gusein e
9. tgx i 1+ gx= _@@2 i 19 .:our:t_ga" T
10 catpy _ —(1 4 C'Otgz-i’ff‘)'m S
: - - omihT e

La 1 ¢ immediata; 2,3,4,5 sono casi particolari di 6, che abbiamo scritto esplici-
tamente perché si incontrano cosl frequentemente che meritano di essere ricordate.
Proviamo ad esempio la:

3 i = &, Par—i
St ha:

‘ _ ik e B B s B B
f(fc+h; f(f):(“hj)1 TN +2}”;h Y P
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che tende a 2z per h — 0; da qui, la formula.

6. f(i,) — x(y; ‘}u(i}) - Oc:l?a—l

Sia z > 0. Scriviamo:

: —a*2T @ s = an »
h h h

dove abbiamo usato il limite notevole (1 +e(h) )* —1 ~ ag(h) per h — 0, con
e(h) = h/z (cfr. la (3.8) del cap. 3).

7.8. If(:)“) =ging , f1g) =cosa flz) =cosz, f(x) =—snz

Si ha, utilizzando le formule di addizione

sin(z + h) —sinz  sinzcosh +sinhcosz — sing
h h
. cosh—1 sinh
= 8inx ¥ COS L — COS T
h k h—0

dove abbiamo usato i limiti notevoli % —1 B

cosh — 1 1 h® 1
~& “gH gt A

Analogamente si mostra la seconda formula. Omettiamo i dettagli.

11. ) =g, '] =¢"

Si ha: ; _
fle+h)— flx) B ¥l _ ot L el el —1
h - h =% h h—0

fi R
essendo £ — 1 per i — 0 (limite notevole).

Dalla formula si ricava che la funzione 2 —— ¢® soddisfa 'equazione ' = 4.

12, flz) =loge, f'(z) =

Abbiamo:

flx+h)—flxz) logle+h)—loge log(l+hfz) h 1 1
h N h N h ¥ h &

dove abbiamo usato la (3.8) del capitolo 3.
Le formule 9, 10 e 13-19 potranno essere dimostrate utilizzando le regole che
vedremo nel prossimo paragrafo.
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Le equazioni differenziali soddisfatte dalle funzioni esponenziali e trigonometriche
Osserviamo un fatto notevole che riguarda le funzioni esponenziali ¢ trigonometriche.
La 13 puo essere riletta dicendo che le funzioni f(z) = @® soddisfano I’equazione
differenziale
flz) = kf(z)

con k costante opportuna. La legge esponenziale governa quindi i fenomeni in cui la
velocita di crescite (o diminuzione) di una grandezza € proporzionale alla grandezzo
stessa. Questa semplice legge si ritrova in molte leggi fisiche e questo & certamente
uno dei motivi a cui le funzioni esponenziali devono la loro importanza.

La 7 e la 8 ¢i dicono invece che, posto f (x) = sin z,

& d (df d
d—fﬁl];(x) = % (d_;) (517) = %(COS.’L‘) G — —f(T)

Percio la funzione sin z (e, come si vede con passaggi analoghi, anche la funzione cos z)
soddisfa 'equazione differenziale

@) =—f(z)

Pertanto le funzioni sinusoidali governano i fenomeni in cui 'accelerazione con cui
varia una grendezza e uguale alla grandezzo stessa, cambiata di segno. Tali sono ad
esempio molti fenomeni di tipo vibratorio.

Non ¢ esagerato dire che questo ¢ il motivo fondamentale per cui le funzioni trigo-
nometriche sono cosi importanti nel calcolo infinitesimale e nella matematica appli-
cata: un motivo che apparentemente non ha nulla a che vedere con la trigonometria,
da cui queste funzioni sono nate! Approfondiremo questi fatti nel vol.2, trattando le
equazioni differenziali.

Calcoliamo I'equazione della retta tangente al grafico delle seguenti funzioni
fle) =€, folz)=2"
nei punti di ascissa z = 2.
Abbiamo f1(2) =¢® e
filk)=¢"  f@)=¢
e quindi l'equazione della retta &
y=f(2)+ [l -2) =€ +e'(z-2)
Per 'altra funzione:
f202) =8, fi(z) =23z (formula 6 della tabella con a = 3)

e quindi f4(2) = 12; pertanto si ottiene per la retta tangente, I’equazione

y = f2(2) + f3(2)(x — 2) = 8+ 12(x— 2)

Riportiamo in figura 4.8 i grafici delle due funzioni, con le rispettive rette tangenti
per & =2
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Figura 4.8.

2.4 Punti angolosi, cuspidi, flessi a tangente verticale

Se una funzione f ¢ derivabile in un punto zg, nel punto di coordinate (zq, f(zg)) il
grafico ha una retta tangente ben definita. Che cosa succede quando f non ¢ derivabile
in un punto? Vediamo alcuni esempi.

Punti angolosi
Sia f(z) = |z|. Essendo f(z) =z per z > 0 e f(z) = —z per x <0, si ha f'(z) = +1
sex >0e fl(z) = —1 per & < 0, avendo f’ il significato di coefficiente angolare.
Nell’origine & = 0, occorre usare la definizione. Ora,
7(h) — £(0) _ |h|
h h
e quindi, se & — 07, |h| = h e il limite del rapporto incrementale & 1, mentre se
h— 07, |h| = —h e il limite ¢ —1.
Si conclude che, non esistendo il limite del rapporto incrementale, f non é deriva-

bile in = 0, D’altra parte, ricordando il grafico di f(z) = |z| si vede che la tangente
nell’origine non ¢ ben definita.

i
-

Figura 4.9. La funziene |z| non & derivabile in z = 0.

Tuttavia i limiti destro e sinistro del rapporto incrementale di |z| esistono finiti e in
(0,0) il grafico presenta “un angolo”.
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La circostanza merita una definizione.
= . . . s LB — )
DerFINizIONE 4.2 Siano [ : (a,b) — R, zg € (a,b). Se esiste finito lim I(@oth)=J ()

k
h—0t
Hﬂ}%ii@l) allora f si dice derivabile dalla destra (oppure dalla si-

(oppure lim
h—0~
nistra); il limite si chiama derivata destra (oppure sinistra) e si indica con il simbolo

f.i (zq) (oppure f' (zo)). =

Nel caso in cui f sia continua e derivabile da destra e da sinistre (ma non derivabile)
in zg si dice che f ha un punto angoloso in x = xg. Dunque, |z| ha un punto angoloso
ire o 2=k

Vale la pena ricordare la formula che esprime sinteticamente la derivata della
funzione valore assoluto (fuori dall’origine):

1 >0
o) = sgn(z) = pee

—1 perz <0
Punti a tangente verticale. Cuspidi
Se f € continua in un punto zg e
. f@at+h)— flz
]11111 1 (@o 2 /(o) = 400 oppure  — o0
— |

f non & derivabile in zg ma, geometricamente, il grafico di f ha una retta tangente
ben definita ¢ parallela all’asse delle ordinate. Ammetteremo in tal caso la scrittura
(o) = 400, f'(xg) = —oo e parleremo di flesso a tangente verticale (fig. 4.10). 11
concetto di flesso sard definito pitt in generale in seguito (par. 5.2).

YA Y

0 / £y & 0 Ty \ &

Filay) = o0 | Flag) = o0

Figura 4.10.

Ad esempio, la funzione f(z) = /= ha un punto a tangente verticale in x = 0.

Consideriamo ora la funzione f(z) = /||, il cui grafico ¢ riportato in figura 4.11.
In questo caso si ha f,(0) = 400, f_(0) = —oo e si dice che in 2 = 0, f ha una
cuspide.
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Y

Figura 4.11. f(z) = ¥/|z|.

DEFINIZIONE 4.3 Se f & continua in zg e f} (x¢) = £oo, [’ (zy) = Foo si dice che
[ ha in xg una cuspide.

Nel caso misto in cui una delle due derivate ¢ finita e 'altra infinita (con f continua)
si parla ancora di punto angoloso.

Infine, se la funzione & definita solo per z > zy e in tal punto ha derivata (destra)
infinita, diremo semplicemente che in tal punto ha tangente verticale, senza parlare né
di cuspide né di flesso. Ad esempio, la funzione 1/ ha un punto a tangente verticale
=10

Continuita e derivabilita
Vale il seguente semplice ma importante

TEOREMA 4.1 Se [ e derivabile in un punto xy allora [ é continua in xy.

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo

flwo + ) — flao)
h

Percid lim [f(zo + k) — f(®o)] = 0 da cui }in%]f(:m + h) = f(zo), che & la continuita di

h—0

flzo +h) — f(a“n) = shoe f’ (zo)h per h — 0.

fin zg.

Come conseguenza, se una funzione & discontinua in my, non puo essere derivabile
n Zy.

Viceversa, se f e continua in zg, non necessariamente f & derivabile in zg come
mostra f{z) = |z| che & continua in = 0 ma non ivi derivabile.

Consideriamo la, funzione f periodica di periodo 7" che coincide con % x| nell'inter-
vallo [-T/2,T/2] (fig. 4.12). '

)
A
\\ : - —I f!
A | | £
h i | !
\\ [ ' ff
5 I ! 7
4 4 Y —
-7 T 0 w x
2 2

Figura 4.12.
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Una funzione di questo genere modellizza un’onda o segnale triangolare di ampiezza
A. Questa funzione presenta punti angolosi in z = £5, £T, £37 ecc.

La sua derivata non ¢ definita in questi punti ed & costante a tratii; precisamente,
vale 2% per 0 <2 <« %, vale —% per % < o < 1 e sl ripete con periodicita T, con
un grafico illustrato in figura 4.13.

|

: :%“ﬂ LT [
N A T A
I | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
A Y N S P
T B T
| | | | 1 |

| |
I

I

Figura 4.13.

La derivata del segnale triangolare di ampiezza %

onda quadra.

rappresenta quella che si chiama

+ Utilizzando la definizione di derivata, determinare il comportamento nell’origine delle
seguenti funzioni (tangente orizzontale, cuspide, flesso a tangente verticale. .. ):

L1/3 A8

2/3 573 1/9 3/2

(Questo argomento permette di completare la giustificozione del grafico delle funzioni potenze
a csponiente razionale o reale, che abbiamo descritto nel cap. 2, par. 8.1).

Sia
flz)=zlogx, per z > 0
Dopo aver prolungato per continuita [ anche in z = 0, calcolare la sua derivata destra in 0.
i ““ Sia
Fig) = e Y® perz>0

Dopo aver prolungato per continuitd (da destra) f anche in 2 = 0, calcolare la sua derivata
destra in Q.

3 REGOLE DI CALCOLO DELLE DERIVATE

Vediamo ora la relazione tra 'operazione di derivata ¢ le principali operazioni gia note
sulle funzioni; in particolare mostreremo la relazione tra:

operazioni algebriche (£, -, /)
derivazione ¢ < composizione

mversione
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3.1 Algebra delle derivate
TroREMA 4.2 Siano f,q : (a,b) — R, derivabili in (a,b); allora fx£g, f-9g. [/g
(g # 0) sono derivabili in (a,b) e valgono le sequenti formule

(3.1) (f£9) =f &g

(3.2) (f-9) =g+

(3.3) (fla) =(f -9-1-9)9"

In particolere, dalla (3.2) si deduce

(3.4) (k- 7Y = bt k costante

essendo la derivata di una costante uguole a zero, e dalla (3.3) $i deduce, per f =1,

-4

La (3.2) si dice regola di Leitbnitz e si estende al prodotto di n fattori:

(fifor ot =fifo-Tathils o fat -+ fifofh

Come si vedra dalla dimostrazione, il teorema ha in realta un carattere puntuale. ossia:
se¢ f e g sono derivabili in un punto zy € (a,b), allora in quel punto sono derivabili
anche f+g¢, f-g,..., e valgono le formule seritte. Solitamente comunque il teorema
si applica nella forma in cui 'abbiamo enunciato (cioé in situazioni in cui f e g sono
derivabili in tutti i punti di un intervallo).

DIMOSTRAZIONE. Lasciamo per esercizio la dimostrazione di (3.1) e (3.4), molto semplici.
Dimostriamo la (3.2): si ha, fissato z € (a,b)

fle+h)gla+ h) — f@)gle) = fla + h)glz + h) — f(z+ h)g(z) + f(z + h)g(z) — flz)g(z)
e quindi

fle+ R)glez +h) — flz)g(z)
h

— f(@)g'(z) + F'(z)g(z)

poiché f(x+ h) — f(x) quando A — 0, essendo f continua in quanto derivabile.
Proviamo ora la (3.5):

1 1 g@)—gl@z+th) gl@+h) —g=) 1 g (z)

FloGth)  a@) " hg@gGTh) b @R | g

dove si e sfruttato ancora il fatto che, essendo derivabile, g & continua, percio g (z + k) —
g(z) per h — 0.
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Notiamo infine che dalle (3.2) e (3.5) si deduce anche la (3.3), infatti:

(i)f_<f 1>’— per la (3.2) a licataafel
5 = . PP g

o Y
= S s (5) = per la (3.5)

i1 ( 9’) P~ .o
=flelif fo|l =L | =—= ciot la (3:3).
: e 7 (3.3)

Calcoliamo la velocitd di un oggetto in moto rettilineo con legge oraria data da
L B
s(t) = wot + 591‘

La derivata della funzione wgf ¢ vo mentre quella di % gt? & %g -2t = gt (usando 2 volte
la (3.4)). Usando ora la (3.1) si trova

v(t) = 8'(t) = vo + ot

Calcoliamo la velocita di variazione del volume di una sfera rispetto al raggio.
Essendo V (r) = 3mr®, la velocitd richiesta & (regola (3.4))

4 :
Wik = ~3—7T'(3?'2) = dnr® (= superficie della sfera di raggio »!)

Derivata della funzione tangente. Poiché tgz = 222 usando la formula (3.3) si trova

cosx?

_ (cosz)? + (sinz)? 1

ge & (cosz)? ~ (cosx)?

=14 (tgz)?
Analogamente si calcola la derivata della funzione cotangente.

Se ¢ = ¢(p) & il costo di produzione di una quantita p di prodotto, il rapporto

e(p)

P
si chiama costo medio e rappresenta il costo di una unita di prodotio.
Per calcolare la derivata del costo medio, usiamo la formula (3.3); si trova

d cp) _ c(p)-p—elp)
dp p p?

3.2 Derivata di una funzione composta

TEOREMA 4.3 (REGOLA DELLA CATENA) Sia go f la composta di due funzioni f
eg. Se f ¢ derivabile in un punto z e g é derivabile iny = f(z) allora go f é derivabile
in x e vale la formula:

(3.6) (go f)(z)=19'(f(x) f'(z)
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DIMOSTRAZIONE. Si ha (go f){z +h) — (go f)(z) = g(f(z+ h)) — g(f(x)).
Se poniamo k = f(xz +h) — f(z), y = f(z), allora f(z + h) = y + k, e per la continuita
di f, h — 0 implica k& — 0. Con le nuove notazioni,

g(flz+h)) —g(f(z)) =gly + k) — gly)

Osserviamo ora che la definizione di derivata

iy gyt k) = gly)
g (y) = lim k

Fi—8

si pud riscrivere, per k £ 0,

gly + k) — gly)
k

=g () +e(k)

dove e{k) indica una quantitad che tende a zero per £ — 0. Moltiplicando ambo i membri
dell'equazione precedente per k si trova

gy+k) —gw) =g @) k+ek) k
relazione valida anche per £ = (0. Dunque:
g{flz+h)) —g(f(=)) =g'(y) - k+e(k)- &
Dividendo per h, e osservando che k/h — f'(z) si ottiene la (3.6).

La (3.6) si chiama regola della catena; usando le notazioni (di Leibniz) % e fﬁ—g per le

derivate di f e g e posto w = g(y), la (3.6) acquista una forma piu significativa:

d dw d .
(3.7) % = d_w - d—y (come se dy si semplificasse)
i y dx

La (3.7) esprime il fatto che il tasso di variazione di w rispetto a z ¢ il prodotto dei
tassi di variazione “intermedi”, di w rispetto a y e di y rispetto a =.

Come suggerisce il nome di “regola della catena”, la (3.7) puo essere generalizzata
alla composizione di un numero qualsiasi di funzioni, composte una con l'altra. Ad
esempio per tre funzioni si ha

[flg(r(z)]" = F'(g(h(x))) - g’ (B(=}) - B (2)

Per usare questa regola, insieme alle altre dell’algebra delle derivate, occorre impa-
rare a vedere una funzione complicata come composizione successiva di fungzioni piu
semuplici. Per individuare le componenti puo essere utile immaginare come si calcola
la funzione composta mediante una calcolatrice tascabile:

Si voglia derivare

w(z) = (sinz)”
Per calcolarla, occorre ingerire il valore di #, calcolare sin« e poi elevare tutto al cubo:
()?

sin i : 3
z— —sing —(sinz)
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Posto _
f () =sinz, g(y) =9
si ha allora w (z) = g (f (&)). Pertanto:

w'(z) = 3(sinz)” - cosz
Usando la (3.7) si scriverebbe y = sinz, w = 3* e quindi

d d

Derivata di f(t) = Asin(wt + @) edi g(t) = Ae™* cos(wt + @)

@) = A% sin(wt + @) = Acos(wt + @) - w = Aw cos(wt + )
l i3

formula {3.4) regola della catena

! _ d’—o:t _ i —at E _ —atd i X o
g'(t) 0 Ad'c [e™ " cos(wt + p)] = A{dte cos(wt + ) + e - cos(wt + \p)} =

formula (3.4) formula (3.2)

= Ale ™ (—a) cos(wt +p) +e M (—sin(wt +¢) - w)} =

{catena)

= —Ae"“ﬁ{ — avcos(wt + @) + sin(wt + @) }

Possiamo ora completare la dimostrazione delle formule contenute nella tabella delle
derlvate di funzioni elementari.

(a-:c)f - (e:r log u-),' .

(usando le formule per la derivata di e’ e per la derivata della funzione composta)

— "1°8% . Joga = " loga
(log, &) = _logg;' r_
Ba " \loga/
(usando le formule per la derivata di log z e per la derivata di kf(x))
4
~ zloga

5
(Chz) (‘3 e ) e =27 —Shs

" (Derivate di funzioni del tipo f(2)*™). I passaggi per il calcolo di (a®) si basano
s un “trucco” di uso comune: riscrivere una funzione f(z)°*) con f(z) > 0 nella forma
seguente:

f(m)g(w) = o) log 1{x)
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Si & sfruttata la definizione di logaritmo €84 = A e la proprieta dei logaritmi log[f(z y9(@)] =

g(z)log f(x). A questo modo si puo calcolare la derivata di una funzione di questo tipo:
[f[w)s(w)]f — [eg(m)logf(x)]f — 9@ log f(z) | [g(sc)logf(:t)]f -

f'(x)
flx)

= f(2)*" |g'(z)log f(x )+f}(~{)

Ad esempio:
(mm)f _ (&m log rr:)f = .’L':U[LC ]Og :L_:I! — [lOgCE + J.]

( Valore assoluto di una funzione). Consideriamo una funzione del tipo:

£ (@)

Sappiamo che il valore assoluto non & derivabile 1a dove il suo argomento si annulla. Tuttavia,
nei punti in cui f(z) # 0, la derivazione di funzione composta da:

fiz) per f(z) >0

|[f(x)|" = sen(f(z)) - f(z) = {mf"(;c) per f(z) <0

In generale, ci aspettiamo che la funzione |f(z)| presenti punti angolosi nei punti in cui f(x)

si annulla. Ad esempio, la funzione
r3i:u—|-1|

ha un punto angoloso in © = —1.

(Derivata di alcune funzioni logaritmiche). Le seguenti situazioni si presentano di
frequcntt,

(log |z|)" = =R sgn (z) = % (senza modulo!)

(log |f (=)])" =

(per la formula precedente e la derivazione di funzioni composte);

(log (ex))’ = (loge+ logz)' = = (come la derivata di logz!);
€

azx+ b\’ i a ¢
] o o —]_ 3 ] — —_
(og (cw—l—d)) (log (az + b) — log (cx + d)) T " ol

(ossia, talvolta conviene usare le proprieta dei logaritmi per trasformare una funzione loga-
ritmica prima di calcolarne la derivata).

1l seguente esempio mette in luce le possibilita di calcolo connesse con la formula della
catena.

Un contenitore cilindrico con raggio di base R =1 m e altezza 3 m & pieno d’acqua.
Da un rubinetto posto in prossimita del fondo vengono prelevati 10 litri al minuto, (fig. 4.14).
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Con quale velocita 1'altezza dell’acqua de-

cresce? m
Sia h l'altezza (in decimetri) della co- . o
lonna d’acqua e V il suo volume (in dmg). \_}/

Vogliamo trovare dh/dt, sapendo che

dV/dt = —10 dm3/mj11. /—\\

dvV. _ dvV dh
dt — dh dt

dh _ 4
dat

essendo V=1007h dm® otteniamo dV/dh =
1007 dm? e infine

10 1/min

dh 10 . 1 ; Fi 4.14
TG ey P - igura 4.14.
B e g, Sy

Derivata logaritmica. Elasticita

Data f > 0, si chiama derivata logaritmica di f la derivata di log f. In formule:

Y T (=)
(3.8) derivata logaritmica di f = o log f(z) = z)

La derivata logaritmica ha il significato di tasso di incremento relativo di [ rispetto
a x.

In casi concreti tale tasso ¢ spesso pitt significativo del tasso assoluto f’'. Ad esem-
pio, un incremento annuo di capitale di 1 miliardo su un totale di 10 ha un effetto
ben diverso di un incremento di 1 miliardo su 1000 miliardi. Nel primo caso il tasso
di variazione relativo € 1/10 nel secondo 1/1000, mentre uguali sono gli incrementi
assoluti.

Per i motivi sopraesposti, quando interessa visualizzare gli incrementi relativi si
ricorre a grafici in scala semilogaritmica: sull’asse delle ascisse si collocano i valori di
x, mentre su quello delle ordinate quelli di log f(x). A questo tipo di rappresentazione
si ricorre anche quando f(x) cresce cosi rapidamente da richiedere una compressione
troppo elevata della scala (unita di misura) sull’asse delle ordinate o in quella delle
ascisse. Basti pensare al grafico di f(x) = e® che in scala semilogaritmica coincide
con ... la bisettrice del 1° quadrante:

flz) log f(x)

da f alogf

—

a) i b) i

Figura 4.15. a) Grafico di f(x) = e in scala normale; b) grafico di e” in una scala semilogaritmica.
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Altra variante possibile ¢ quella dei grafiei in scala logaritmica, in cui invece di z
sull’asse delle ascisse si collocano i valori di log z; lo stesso si fa con f sull’asse delle
ordinate.

La pendenza della retta tangente a un grafico in scala logaritmica (cioe la derivata
di log f rispetto a logz) rappresenta il tasso di variazione relativa di f rispetto a
variazioni relative di z; questa quantita prende il nome di elasticitd di f e si indica

con F(z).

log f

log @

Figura 4.16.

Per trovare ’espressione analitica di E(x), osserviamo che, per il teorema di deriva-
zione delle funzioni composte, si ha, posto v = log z:
dlog f dlogf du

dx di dx

OvVvero

da cuil si ricava

Se f(jj) :ma, T > [}:

O:xcv—l

ossia: le potenze hanno elasticitd costante. In realtd, si puo mostrare che sono le uniche

funzioni ad avere questa proprieta.

3.3 Derivata di funzione inversa

TEOREMA 4.4 f: (a,b) — R continua e invertibile in (a,b) e g = [~ la sua inversa,

definita in f (a,b). Supponiamo inolire che esista [’ (xq) # 0 per un certo zg € (a,b).

Allora g ¢ derivabile in yo = f (20) €

39) & (1) = 57—
bob

CL‘U)‘
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Altra variante possibile & quella dei grafici in scala logaritmica, in cui invece di =
sull’asse delle ascisse si collocano i valori di log ; lo stesso si fa con f sull’asse delle
ordinate.

La pendenza della retta tangente a un grafico in scala logaritmica (cioe la derivata
di log f rispetto a logz) rappresenta il tasso di variazione relativa di f rispetto a
variazioni relative di x; questa quantitd prende il nome di elesticita di f ¢ si indica

con B(z).

tg a = E(x) o=
Figura 4.16.
Per trovare 'espressione analitica di E(x), osserviamo che, per il teorema di deriva-

zione delle funzioni composte, si ha, posto v = log :

dlog f dlogf du

dz du dx

@) _ gl
Flo) 25

OVVEro

da cui 81 ricava

L
o) =275

Ela)=2

‘.»I:C]C

ossia: le potenze hanno elasticitd costante. In realta, si pud mostrare che sono le uniche
funzioni ad avere questa proprieta.

3.3 Derivata di funzione inversa

TEOREMA 4.4 f: (a,b) — R continua e invertibile in (a,b) e g = [~ la sua inversa,
definita in f (a,b). Supponiame inoltre che esista [’ (xq) # 0 per un certo zy € (a,b).
Allora g ¢ derivabile in yo = f (xp) e

c ! iy 1
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DIMOSTRAZIONE. Sia;
J (x0) = yo; g (yo) = xo;
flzo+h)=yo+Fk; g +k)=w0+h

Consideriamo il rapporto incrementale di g in yg:

9otk —g(y) _ h
k f(xo-f-h)—f(wo)!

Se k #£ 0, f(wo+h)— f(x0) # 0 e quindi anche h # 0; dunque I'ultimo quoziente si pud

riscrivere anche nella forma 1

f(zo-+h) = f(zo)’
h
Inoltre, per £ — 0 si ha g (yo + k) — g(yo) perché g & continua, essendo 'inversa di una
funzione continua su un intervallo (si veda il Cap.3, par. 4.3); d’altro canto h = g (yo + k) —
¢ (yo), quindi per k — 0 anche h — 0, e per ipotesi

1 1
f(za+ k) — f (wo) - f' (xo)
k.
quindi esiste
. 9o+ k) — g (o) 1
lim = — .
k—0 k j’f (.’i‘;’(])

Osserviamo che, assumendo la derivabilita di £, la (3.9) segue subito dall'identita g( f(z))=
z e dalla regola della catena:

g'(f(@)- fl(z) =1
da cui, se f'(z) # 0, la (3.9). La dimostrazione che abbiamo dato, tuttavia, & necessaria e
dedurre la derivabilitd di g dalle nostre ipotesi su f.

La (3.9) ha un semplice significato geometrico, ricordando che i graficidi feg= f*
sono simmetrici rispetto alla bisettrice y = » (fig. 4.17).

Figura 4.17. Gli angoli & e 8 sono complementari (@4 8 = 7/2) e quindi f'(z) = tga = tg (% —pB) =
T |
B T gy
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Con la notagione di Leibniz, posto y = f(z), = g(y), (3.9) si scrive nella forma

dx 1
il I |
dx

Si faccia attenzione al fatto che nella formula di derivazione della funzione inversa, le
derivate f’ e g’ sono calcolate in due punti diversi: & questa la principale attenzione
da. avere nell’applicazione di questo teorema, come mostreranno i prossimi esempi.

- Derivata dell’arcotangente, dell’arcoseno e dell’arcocoseno.
Poniamo y = tgz, © = arctgy conz € ( — §, ), yeR

@_1_ 1 _ 1
dy  dy 1+ (tgz)?  1+y?
dx

. Poniamo ora y = sinz, z = arcsiny, con z € [— $ -E}, y € [—1,1].
Poiché per quei valori di z si ha cosz = /1 — (sinz)2 = /1 — y2:

dx 1 1

dy ~ cosz . /1— Y2
Analogamente, se y = cosx, @ = arccosy con z € [0,7], y € [—1,1],

dx i 1

dy  —sinz = _,/1-42
Si osservi che le funzioni arcsinz,arccos z, pur essendo definite e continue in [—1, 1],
non sono derivabili agli estremi dell’intervallo: precisamente, presentano in questi
punti tangente verticale.

L'utilita del teorema di derivazione della funzione inversa consiste nel fatto che
permette di calcolare la derivata di g anche in situazioni in cui g non si sa scrivere
esplicitamente:

Sia f (z) = z+€”. La funzione & strettamente crescente in tutto R, dunque invertibile;
gia ¢ la sua inversa. Calcoliamo, ad esempio, ¢’ (yo) per yo = f(0) = 1. Si ha:
1 1

f ) =14 (0)=2£0¢' (1) = S

In base alle regole di calcolo delle derivate e alla tabella delle derivate delle funzioni elemen-
tari, caleolare la derivata delle scguenti funzioni:

n+2
3—x

3z* + 5z + 2%/% — 2278 log |z| , log 3z, log

T

e oF (:1:2 + 2z — 1) "M arctg 2, a > 0
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e 1
zlogx & arcig i
Bl 5 2
e*® (2sin 3z — 4 cos 3z) ga=3
“ cotgz, Tha, Cothz fy or'+ex
SettSh z, SettCh © (Suggerimento: log, |3z
usare il teorema sulla derivata della
funzione inversa)
o logx
log [log x|

Serivere l'equazione della retta tangente ol grafice di y = f (x) nel punto (zo, f (z0)):

Fler= (wlog |.’r|)3, By =—1

s

f(z) = coslogz, zo = €2

£l :ewz, zo = log 2

fle)=e® 4p=—1

~ Qual & il tasso di variazione del volume di una sfera rispetto al suo raggio? E rispetto
all’area della sua superficie? *

In un triangolo isoscele ABC (fig. 4.18) il vertice C
si muove perpendicolarmente alla base AB in modo che
'area del triangolo cresca ad una velocitd di 4 cm?/s. La
base AB & lunga 3 cm. A quale velocita cresce Paltezza
CH? E il lato CB?

*‘ Un parallelepipedo di base 1 m x 2 m e altezza 5 m
& pieno d’acqua. Da un rubinetto posto in prossimitd
del fondo vengono prelevati 20 litri al minuto. Con quale
velocita laltezza dell’acqua decresce? Figura 4.18.

~ Una funzione ¢ nota dal suo grafico (fig. 4.19); tracciare con buona approssimazione il
grafico della sua derivata.

i e et LRI

0
Figura 4.18.
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Calcolare la derivata delle seguents funzioni, dove esiste. Studiare i puniti di non derivabilita,
stabilendo se si tratta di punti angolosi (in questo caso, caleolare la derivata destra o sinistra),
punti di cuspide, flessi a tangente verticale, punti a tangente verticale, tracciando un grafico
locale della funzione in quei punti. Prima di eseguire il caleolo delle derivata, cercare di
prevedere quali saranno 4 puntt di non derwabilita, in base alla forma dello funzione.

G |27+ 8- o
30T +__-.’E —= { e—lml
eﬁ J e;}; {,/z—i

5

Calcolare f'(0) in base alla definizione. Calcolare poi f' (x) per © # 0, e stabilire se la
derivata prima é continua in x = Ot

B B -
xsing perx >0

flz) =
0 per & < 0
@ g per z >0

,, fle) =
22 perz <0

4 IL TEOREMA DEL VALOR MEDIO E LE SUE CONSEGUENZE

4.1 Punti stazionari. Massimi e minimi locali

Uno degli usi pitt proficui del calcolo differenziale consiste nella ricerca dei massimi
e minimi (in breve, nell'oltimizzazione) di una funzione. Ecco alcuni problemi di
ottimizzazione in ambiti diversi.

e Otiica geometrica. Le leggi della riflessione e della rifrazione si possono trovare
3,

utilizzando il “principio di Fermat”: “il percorso scelto” da un raggio luminoso
per collegare due punti 4 e B & quello che richiede il minor tempo di percorrenza.

e (Geometria elementare. Inscrivere in un cono circolare retto di altezza h e raggio
di base R, un cilindro di volume massimo.

o Econometria eletnentare. Sia ¢(p) 1l costo di produzione di una quantita p di un

certo prodotto. L'efficienza della produzione si pud misurare col rapporto f%l =

costo medio per unita di prodotto. Per raggiungere il massimo di efficienza occorre

1 Jinimizzare la funzi o(p)
durndque mminlmizzare la Iunzione D

o Dalla vita comunel. Un tubo di lunghezza 4 m (sezione piccola) deve essere tra-
sportato attraverso il cunicolo raffigurato in figura 4.20. E possibile il trasporto?
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4m L

w: &

Figura 4.20. Passera il tubc lungo 4 m?

Torniamo alla teoria. Richiamiamo le nozioni di massimo e minimo assoluti (o globali),
per una funzione f : [a,b] — R:

DerFINIZIONE 4.4 Si dice che M & massimo di f in [a,b] e zo € [a,b] & punto di
MASSIMo se
flzg) =M > f(x), perogniz€la,b

Analoga definizione per il minimo. Vi sono altri tipi di estremo (massimo o minimo)
e cioe gli estremi locali.

DerFINIZIONE 4.5 Si dice che M & massimo locale (o relativo) per f e che xg & punto
di massimo locale se:

esiste un intervallo (xq — 0,20 + 6) tale che M = f(xp) > f(x)
per ogni x € (zg — 0,x9 +6) N [a,b]

Analogamente per un minimo locale.

Notiamo espressamente che:

e il minimo e il massimo globale di f (se esistono) sono unici (naturalmente i punti
di max ¢ min possono essere pit di uno);

e massimi e minimi locali possono essere piu di uno. Evidenternente ogni estremo
globale ¢ anche locale.
Le seguenti figure illustrano varie situazioni.

e La funzione in figura 4.21 a) presenta:

— massimo globale M = f(x5); z2 unico punto di massimo globale.
— minimo globale m = f(a); a unico punto di minimo globale.
— un massimo locale (non globale) in & = xg.

— due minimi locali (non globali) in = xy (che ¢ anche un punto angoloso) e
x = b (estremo destro di [a, b]).
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flay) = J(0)

] @]

Figura 4.21.

e La funzione in figura 4.21 b) presenta:

— un massimo locale in z = xy (punto di discontinuita a salto).

— minimo globale m = f(b) = f(z1); b e 1 sono punti di minimo globale.

11 massimo globale di f non esiste (si ha lim, flz) = +00).
&G
Le figure mostrano che in un punto di estremo (locale o globale) f pud non essere
derivabile ed essere perfino discontinua. Se perd f : [a, b — R & derivabile in un punto
%o che sia. di massimo o minimo locale e che sia diverso da a e da b, allora in xy la
derivata si annulla, ossia la tangente al grafico in (zq, f(zp)) © orizzontale (fig. 4.21).
Precisamente:

TrorREMA 4.5 (Dt FERMAT) Sia f : [a,b] — R, derivabile in ¢ € (a,b). Se z &
punto di estremo locale allora

f(@) =0
DIMOSTRAZIONE. Sia, ad esempio, = punto di max locale. Allora, per z abbastanza vicino
a z, sl ha f(z) < f(z). Percio:

ORI

el —F

M >0 equindi f_(z)= lim

2 — ik Z—i 2ol o

(abbiamo applicato il teorema della permanenza del segno, cap. 3, par. 3.1). D'altra parte

Bl ~I0) o cpindi. Fllg)— tin 2B PB4

] = st =

b

Essendo f derivabile in 2, si ha f'(z) = f.(z) = fi(z) = 0.
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Punti stazionari
I punti in cui f* si annulla, si dicono punti stezionari per f. Abbiamo appena visto
che, se 2 non si trova agli estremi dell’intervallo nel quale f ¢ definita, allora

x di estremo locale — 1 stazionario

Vi possono perd essere punti stazionari che mon sono di estremo. Ad esempio la
funzione f(x) = x* ha f'(x) = 3x* che si annulla nell’origine, ma = = 0 non & punto
di estremo (vedi fig. 4.22).

Si tratta di un punto di flesso (o di inflessione) a tangente orizzontale come vedremo
pil avanti.

Figura 4.22. 4 = 2% ha un punto di flesso in 2 = 0, stazionario.

4.2 Teorema del valor medio. Test di monotonia
Supponiamo che per raggiungere una localita B, partendo da una localita A distante
160 km da B, si impieghino 2 h. La velocita media durante il percorso ¢ dunque di
80 km/h. Se il viaggio non ha subito interruzioni o altre irregolarita, certamente in
qualche istante la velocita & stata esattamente di 80 ki /h.

Cioe, in qualche istante:

velocita media = velocita istantanea

E concettualmente questo il contenuto del teorema del valor medio, che come vedremo,
¢ denso di conseguenze.

TEOREMA 4.6 (DEL VALOR MEDIO O DI LAGRANGE) Sia f derivabile in (a,b) e
continua in [a,b] (cioé conlinua fino agli estremi dell’intervallo). Allora

f(0) — f(a)

(4.1) esiste ¢ € (a,b) tale che b=

- 7'

Il significato geometrico del teorema ¢ illustrato nella figura seguente.
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Figura 4.23.

Si ha

f(6) — f(a)

0 — &

= pendenza della retta AB

f'(¢) = pendenza della retta tangente al grafico di £ nel punto (¢, f(¢)).
g g

La (4.1) esprime dunque il fatto che nel punto (¢, f(c)) la tangente al grafico di f &
parallela alla retta AB. In figura 4.23 esistono due di tali punti, di ascissa ¢y, ¢s.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO. Osserviamo che la retta AB ha equazione

o R fb) = fla),
U—f(a)‘i‘—*m—(«t—ﬂ-)

¢ consideriamo la funzione

w(z) = 1@~ [ty + LB =L _ ]

I facile verificare che: w(a) = w(b) = 0, w & continua in [a,b] e w & derivabile in (a,b).

Poiché ) @
3 F f b = _f 0}
W = P
w'(@) = o) - L=
la. (4.1) equivale a dimostrare che esiste ¢ € (a,b) tale che w'(c) = 0.
Essendo w continua in [a, b], per il teorema di Weierstrass esistono due punti z1 e > in
la, b] tali che
f(z1) = massimo di f in [a,b] = M

flz2) = minimo di fin [a,b] =m

Se M = m, allora w(z) & costante in [a,b], e quindi w'(z) =0V € [a,b].
Se M > m, almeno uno dei due punti @1, %2 non si trova agli estremi dell'intervallo, essendo
w(a) = w(b) = 0.

Il teorema di Fermat implica allora che nel punto di massimo o minimo che risulta interno
(eventualmente entrambi) la derivata di w si annulla e il teorema & cosi dimostrato.
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Ll Bia f(2) = 2° Allers f'(z) — 22 ¢ il 4
teorema afferma che in ogni intervallo [a,b] esiste :
un numero ¢ tale che

5% — a* ;
I~ =2¢ dacul
b—a
b : . : )
c= a;— = media aritmeticadia e b

Ciod: ogni corda AB della parabola y = z? & pa-
rallela alla tangente nel punto di ascissa uguale _
alla media aritmetica delle ascisse di A e B. Figura 4.24.

o1 3 711 T

/ Sia f(z) = %. Allora f'(z) = =z e dal
tcorcmd si deduce I’ eoistenza di ¢ € [a, b] tale che

da cui

¢ = Vab = media geomeltrica dia e b

Cioe: ogni corda AB dell’iperbole y = % e paral-

lela alla tangente nel punto di ascissa uguale alla

media geometrica delle ascisse di A e B. 00,2 24/ 0,2 4 s
Si noti che vab < # e cioeé che

Figura 4.25.

media geometrica < media aritmerica

Ricordando il significato geometrico di derivata, si deduce subito che se una funzione
derivabile & crescente oppure decrescente in un intervallo («,b) la sua derivata € > 0
oppure < 0 rispettivamente. Il teorema di Lagrange permette di dimostrare anche il
viceversa. Le due implicazioni sono contenute nel prossimo:

TeoreEMA 4.7 (TEST DI MONOTONIA) Sia f: (a,b) — R, derivabile. Allora

[ crescente =% i 20
Yz e (a,b)
f decrescente <+ f'(z) <0
DIMOSTRAZIONE. Infatti, considerata f : (a,b) — R e due punti qualunque z,z € (a,b)
crescente f[z) _ f(a?) >0

decrescente
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Passando al limite per 2z — 2, per il teorema della permanenza del segno, dalle due precedenti
relazioni si ottiene

[ crescente = fa)>0
YzE (6, b)
f decrescente =  f(x) <0

Viceversa, sia, ad esempio, f'(z)} > 0 per ogni z € (a,b), ¢ proviamo che allora f & cre-
scente in (a, b). Prendiamo dunque due punti qualsiasi @1, 22 € (a,b), ©1 < 22, ¢ mostriamo
che f(z1) < f(x2). Infatti, applicando il teorema di Lagrange ad f sull’intervallo |21, 23]
abbiamo che esiste ¢ € (21, 22) tale che

flaz) = (o) _ o
"=

Ty — Ty

Poiché f'(c¢) > 0 e ma — z1 > 0, ne segue f(x2) — f(x1) > 0, ciod la tesi.

Con la stessa dimostrazione si vede anche che: se f'(x) = 0 per ogni z € (a,b), allora
f ¢ costante in (a,b). Poiché 'implicazione inversa (se f ¢ costante in (a,b) allora ha
derivata nulla) & ovvia, risulta dimostrata la seguente

PrOPOSIZIONE 4.1 (CARATTERIZZAZIONE DELLE FUNZIONI A DERTVATA NULLA)
Sia f: (a,b) — R. Allora

['=01n(a,b) & f ¢ costante in (a,b)

Un errore da evitare ¢ usare la proposizione 4.1 su insiemi pilt generali degli intervalli.

Consideriamo la funzione

. 1
f(x) = arctgz + arctg L) berz =

¢ caleoliamo

o 1 1 1 ]
Fig= 522 - T (-—:;2) =0 per ogni = # 0
Si pud applicare la proposizione 4.1 a f ¢ concludere che f & costante? La risposta & no:
si puo solo affermare che & costante su ciascuno dei due intervalli (0, +00) ¢ (—c0,0). Per
sapere quanto vale, & sufficiente calcolare f in un punto “comodo” di ciascun intervallo, per
esempio:

f(1) = arctg1 + arctgl = 2 - g = g; dunque f(z) = g per ognix > 0
F(—1) = arctg(—1) + arctg(—1) = -g; dunque f(z) = —g per ogni z < 0

Abbiamo dunque dimostrato Iidentita:

arctgw + arctg — =
£
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Ricerca di massimi e minimi

Supponiamo di avere la solita funzione f : [a,8] — R e di volerne cercare i massimi

e 1 minimi. '
oe f ¢ derivabile si puod procedere nel modo seguente.

Passo 1. 5i calcolano f(a) e f(b).

Passo 2. Si calcola f'(2) e si risolve 'equazione

fz)=0

In tal modo si trovano i punti stazionari, tra i quali vi sono gli eventuali punti di
estremo locale, interni a (a, ).

Passo 3. 5e non vi sono punti stazionari, f(a) o f(b) sono punti di estremo globale. Se
viceversa x = xg ¢ punto stazionario, occorre stabilirne la natura. A tale scopo si puo
studiare il segno di f/ in un intorno di g, ricordando che f' > 0 implica f crescente,
f' < 0 implica f decrescente. I casi che si presentano pitt comunemente sono illnstrati
qui di seguito:

I+ s J = +
& -
/7w N\ Fx 2z
a) @p & punto di max b) zp ¢ punto di min f’[xg) w4 [
i + f- -
@ B
512 & I Zo O\
a) xg & punto di flesso b) zo & punto di flesso

Passo 4. Trovati gli eventuali punti di estremo locale, si calcola il valore di f in questi
punti e lo si confronta con f(a) e f(b).
Vediamo degli esempi numerici

A Biee flm)i= ze™® con x € [0, 2].
L f(0)=0, f(2) =2¢™*
X e e~ g (—2x) = e_"‘g(l — 2%

5 . 1
’ | 2
) =0 = 1=-20"=0 = z=4—
£ -
Solo o = —= € [0,2] e percid ¢ questo Punico punto stazionario.
3. Studiamo ora il segno di f/, vicino a &y = V%:
1 1
/ 2
"(z) = 0per 227 <1 ——— g ——
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Si deduce quindi che zp = % ¢ punto di massimo locale.

4. f() = %e_”g = —= & maggiore sia di f(0) = 0 che di f(2) = 2. 5i conclude
quindi che:

f(0) =0 & minimo globale
1 .
f (E) & massimo globale
Sinoti che in questo caso, il fatto che esista un solo punto stazionario con ordinata maggiore
di quella agli estremi dell’intervallo, permette di trarre le stesse conclusioni anche senza lo
studio del segno della derivata prima.
Un grafico qualitativo di f & il seguente

Figura 4.26. Grafico in [0,2] di f(z) = e~ si noti che f(z) ~ z per &z — 0.

Se volessimo studiare 1 massimi ¢ minimi locali di f(z) su tutto R, il segno della derivata
prima ci direbbe che

: ; : - —
2 = — & punto di massimo locale; 2z = ———= & punto di minimo locale.

V2 V2

(Figura di diffrazione della luce attraverso una fenditura). Un fascio di luce che
attraversa una piceola fenditura la cui larghezza & dello stesso ordine di grandezza della
lunghezza d’onda della luce, produce, su uno schermo su cul incide, una figura di interferenza.
L'intensitéa luminosa in un punto dello schermo & data dalla funzione:

sin £ ?
-4(5)
g

dove Iy & lintensitd massima (che si ottiene nel punto centrale) e angolo ¢ & collegato
alla differenza di fagse tra le due onde luminose che passano ai due estremi della fenditura.
Cerchiamo 1 massimi e minimi di / in funzione di ¢. Anzitutto, conviene porre £ = p/2 e
cercare massimi e minimi della funzione

sint .
I=I| —

(questo significa. semplicemente cambiare scala sull’asse ¢; bastera ricordare poi che ¢ = 2¢).
Il grafico qualitativo di questa funzione pud essere tracciato facilmente, senza calcoli: la

gint s

funzione =5+ ¢ pari, vale 1 in 0, ha infinite oscillazioni smorzate per ¢ — oo; di conseguenza

la funzione I = Iy (Sm '5) & pari, non negativa, vale Iy in 0, ed ha infinite oscillazioni smorzate:
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3 |
] AT

Iy
|
i
t

Figura 4.27.

Vediamo quindi che I ha infiniti punti di minimo, nei punti in cui si annulla, ¢ = kxn (ciog
- w = 2km), e infiniti punti di massimo, di cul il massimo assoluto & per t = 0 (¢ = 0), e vale
] Iy. Il problema ¢ determinare gli altri punti di massimo relativo. Questi si trovano risolvendo

l'equazione

al g sint (fcost —sint
— =0 ossia Ip2 % =10

| dt [ t
| - . . + - ) E [ - . - - =

Il fattore sint si annulla nei punti di minimo che gia conosciamo; 1 punti di massimo sono

dunque le soluzioni di .

tecosf —sint =0
equazione che non pud essere risolta in modo esatto, ma che si studia facilmente con un
confronto grafico: riscritta nella forma
t=1tgt

I possiamo osservare dal grafico delle funzioni ¢,tg#, dove sono collocate le soluzioni (v.

| fig. 4.28).
20t

101

il

Figura 4.28.
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Il primo punto positivo di massimo si trova poco prima di %71‘; il secondo poco prima di %w,
e cosl via; piu ci si allontana dall’origine, pili questi punti tendono a coincidere esattamente
con i valori ¢ = g';r + km (quindi ¢ = 37 + 2kx). Dungue ogni punto di massimo si trova
approssimativamente a meta strada tra due punti di minimo successivi. I valori dei massimi

relativi saranno all’incirca
3 Iy
I =+ k . —
(2 W) Sn + k)2

Una localizzazione pitt precisa delle soluzioni dell’equazione t = tgt si potra dare con i metodi
esposti nel paragrafo 7.5.

Successioni monotone

Come abbiamo visto nel capitolo 3, le successioni monotone hanno importanti pro-
prieta. D’altro canto, non sempre & facile dimostrare la monotonia di una successione
per via algebrica. Il calcolo differenziale ci offre un metodo utile.

Sia,
logn

Ay, =
1

Sappiamo che an > 0 e a, — 0 (per confronto tra infiniti). Chiediamoci se la successione &
monotona decrescente. Per definizione, ¢id significa che

log(n + 1) ” logn

dnt+1 X an 08sia <
ret 1 n

Poiché al crescere di m sia il numeratore che il denominatore crescono, non ¢ facile provare
questa disuguaglianza, D’altro canto, sia

Plep= g per = > D
£

(Ora la variabile = non & un intero, ma un numero realel). Caleoliamo:

1—-logx
r 4 =
f(:z:):——-%—go per & > e

i =
Nesegue che f & decrescente per z > e; di conseguenza la successione ¢, = [ (n) & decrescente
almeno per n > 3 (il primo intero > e). Nel capitolo 5, parlando di serie g segni alterni,
vedremo un’applicazione di questa osservazione.

[l passaggio “dal discreto al continue” (cloe dagli interi ai reali) & un modo per avere a
disposizione gli strumenti del calcolo differenziale. Attenzione & non usare indiserimi-
natamente questo espediente. Si ragioni sul fatto che in questo modo non st potrebbe
studiare la monotonia di successioni come

n n?+ (—1)"n n+ (—2)"
P n3 + 1 37

4.3 Soluzione di alcuni problemi di massimo e minimao

Ritorniamo in questo paragrafo ai problemi posti all'inizio del paragrafo 4.1, presen-
tandone la soluzione.
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Legge della riflessione

Vogliamo ricavare la legge sugli angoli di riflessione dal principio di Fermat. A tale
scopo consideriamo, in un mezzo omogeneo, un raggio luminoso riflesso da uno spec-
chio curvo. Immaginiamo che la sezione dello specchio coincida con il grafico di una
funzione y = f(x), derivabile. Possiamo sempre scegliere il sistema di riferimento in
modo che il punto di riflessione sia Torigine (0,0) e che Passe x sia diretto come la
tangente allo specchio nell’origine. Di conseguenza abbiamo

J@=0  f©=0]

specchio

Figura 4.29.

Con riferimento alla figura 4.29, P & un punto “sul raggio incidente” e ¢ € un punto
“sul raggio riflesso”. Il punto A & un altro punto sullo specchio. Quello che dobbiamo
mostrare & che, poiché il tempo impiegato dal raggio per andare da P a ) ¢ minimo
(principio di Fermat), deve risultare ¢ = 7.
Ora, la velocitd della luce € costante in un mezzo omogeneo e non varia dopo la
riflessione e, pertanto, minimizzare il tempo di percorrenza da P a @ equivale a
minimizzare il percorso S = PA + :51_@

Siano (o, yo) le coordinate di P, (@1,%1) quelle di @ e (z, f(z)) quelle di A. 5i ha:

S(z) = /(& — 20)? + (F(@) — 90)? + /(& — 21)* + (f(z) —1n)?

La funzione S = S(z) deve avere un minimo in z = 0, ascissa del punto di riflessione
e percid deve essere S'(0) = 0.
Hssendo

(@ — =) + [f(z) — wol - ['(2) " (z —21) + [f(2) —3nl] - ['(=)
\/(33—370)2 + (f(@) — yo)? \/(3”—371)2-1- (flz) —y1)?
§’(0) = 0 equivale a (ricordando che f(0) = f'(0) = 0)

5w =

—Zo —d] —0

el =
Vrgtug Vit

(4.2)

Ma

/ e —o ,
2 2 -
w2 +yt=PO & ————s =sini
gl =g » 2
VT T Y4
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mentre
e i -
'f‘y%:QO e ﬁZSIHT.
]
Da (4.2) si deduce

sin? =siny

# ~

che implica (essendo 0 < 4,7 < §), = 7.

Legge della rifrazione

Quando un raggio luminoso passa da un mezzo omogeneo a un altro (aria — acqua,
ad esempio) la sua velocitd cambia. Supponiamo che i due mezzi siano separati da
una superficie piana e che la velocitd (scalare) nei due mezzi sia v1 nel primo e vy nel
secondo.

Nel passare da un mezzo all’altro, un raggio luminoso cambia direzione di pro-
pagazione (viene cioé rifrafto) ma raggio incidente e raggio rifratto giacciono in un
piano verticale alla superficie di separazione.

Fissiamo il sistema di riferimento in modo che l'asse z sia sulla superficie di
separazione e che il punto di rifrazione sia lorigine (fig. 4.30).

Sia P = (2, yo) un punto sul raggio incidente, @ = (x,y1) un punto sul raggio
rifratto ¢ A = (2, 0) un altro punto sull’asse z.

In base al principio di Fermat, il percorso POQ, scelto dal raggio luminoso, & quello
che minimizza il tempo di percorrenza da P a Q. Ora, per un qualungue percorso PAQ
il tempo T' = T'(x) di percorrenza ¢ dato da (tempo = spazio/ velocita,)

_PA AQ _Ve-m)P+i  VE-a)tu
Y1 N U2 U1 Vg

T(x)

e quindi il prineipio di Fermat implica 7"(0) = 0.

Y
F 5 mezzo 1
\\
3
s
\\ %
\\'\ O
T 5
mezzo 2 o
©
Figura 4.30.
Poiché
T — Ty S e
g3
)=

i ‘ .
v/ (2 — 20)? + Y2 var/ (@ — 21)? + yi
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I'equazione T7(0) = 0 equivale a

i = 1 €Ty
(4.3) o FE B o IE B Y
YL x5+ U5 V2 a1+ Y7
Osservando che —=2— = ginj e —Z— =gin#, dalla (4.3) si deduce
vV EGTYG @]+
sint vy
sin? s

che si chiama legge di Snell della rifrazione.
Inscrivere in un cono circolare retto di altezza h e raggio di base R, un cilindro di
volume massimo.
Con riferimento alla figura 4.31, occorre scegliere CH = 1 in modo che il yolume
7OH -TD’ sia massimo. Poiché i triangoli CAD e
DAK sono simili, si ha DA = 2 - % e quindi CD =
=R—-DA=R-Zz.

Il volume da massimizzare ¢ quindi dato da

Viz) =7z - (R—%x)z =
By 2
=:rr(z):z:-(h—m)2 D<xsh

8i ha, 1'(g) = ?T(_%)2 [(h — 2)? — 2¢(h — z)]. Annul-
lando V'(x) si trova

. 0=(h—2)?=2%(h—2)=(h—z)[h —x—2]=
Figura 4.31. AC=R, CB=h. - (h’ s LE) (h s 333_)
da ¢l = %7 essendo & = h corrispondente a un cono degenere di volume 0. Poiché
V/(z) > 0 per z < &, 2 = Z & effettivamente punto di massimo, corrispondente al

volume

V(@) = Pt

Consideriamo ora il problema dell’efficienza della produzione di un dato bene, il cui
costo medio (per unita di prodotto) sia ¢(p)/p. Per ottencre il massimo di efficienza oc-
corre minimizzare il costo medio e percid, supponendo la funzione ¢ = ¢(p) derivabile,
dovra essere

dclp) ) p—clp) _,

dp p p*
Se pg ¢ punto di minimo dovra quindi verificarsi che

c(po)

(4.4) (pa) = Do

ossia: | costo marginale = costo medio
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@

Figura 4.32. tgw = /(po) = ¢lpo)/po-

¢ (p0)

La (4.4) si puo riscrivere come pg = 1 e significa che Velasticitd di ¢ nel punto

k e(po)
po ¢ uguale a 1.
La (4.4) ha un’interessante interpretagione geometrica, illustrata nella figura 4.32:

Se po verifica (4.4), la retta OQ), di coefficiente angolare 5‘1391, coincide con la retta

tangente al grafico di ¢ = ¢(p) nel punto @, di coefficiente angolare ¢’ {pp)-
Queste considerazioni indicano che non sempre esiste un punto po che soddisfa
(4.4) e che, se esiste, pud non essere unico (vedere figure 4.33a), b)).

S ¢ = efp)

0 P (@] By P P

a) b)

Figura 4.33. a) Non esistono punti ad elasticita 1; b) pg e p1 sono punti ad elasticita 1.

Consideriamo il problema del passaggio di un tubo di lunghezza 4 m, con sezione
trascurabile, attraverso il cunicolo in figura 4.34 e scegliamo il riferimento cartesiano
come in figura 4.34
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A e (!’I.; D)
\ b.l
P=(2,1
} B = (0, b)

Figura 4.34,

Un minimo di riflessione indica che il passaggio e possibile se la lunghezza del tubo e
minore della minima lunghezza dei possibili segmenti AP B.
L’equazione della retta AP ¢
1
2—a

y==—(z—a)

Se a > 2, la retta interseca il semiasse positivo delle y nel punto B = (0, a;:Z) La
lunghezza del segmento AB, da minimizzare, e data allora da:

o= o G5

Poiché la radice quadrata & una funzione crescente bastera minimizzare il suo argo-
mento

a 2
Lg(a)—a,2+(a_2) G5 D
Siha

Lila) = Qa(l = ﬁ)

e ke 2375 5 % i .
L'(a) = 0 per (¢ — 2)® = 2 cioé a = v/2 + 2, che & punto di minimo come facilmente
si verifica. La lunghezza minima & quindi

L(¥2+2) = /5 + 3 + 316 ~ 4.16

Essendo 4.16 > 4, il tubo puod passare.

Trovare il massimo o il minimo di una funzione & anche un modo per dimostrare
disuguaglionze, altra tipica applicazione del caleolo differenziale.

Trovare la piu piccola costante ¢, > 0 per cui € vera la seguente disuguaglianza:
(a+b)" < ¢, (a™+b") perognia,b>0

(dove n ¢ un intero positivo fissato).




© 978-88-08-06485-1 4 i teorema del valor medio e le sue conseguenze 187

Anzitutto osserviamo che, per a,b > 0, & sempre
(" +b"%) < (a+b)"

(basta sviluppare la potenza di (a -+ b)); si chiede di dimostrare che vale anche una

disuguaglianza di segno opposto, per una opportuna costante c,. Si osservi che la
: S PP v P I

costante pit piccola per cui questo & vero € la costante migliore, cioe quella per cui la

disuguaglianza da l'informazione pil precisa. Anzitutto riduciamo il problema ad un

problema in una sola variabile anziché due: basta raccogliere 6™ ad ambo i membri e

semplificare: -
(§01) e (@) 41

(t+1)" <e, (t"+1).

e quindi porre t = a/b:

Sia ora
=0
1
La disuguaglianza da dimostrare ¢ f (¢) < ¢, per ogni t > 0, e la minima costante per
kl
cui questo & vero & il massimo di f in (0, 00) . Ci siamo cosi ricondotti ad un consueto
problema di massimizzazione di una funzione di una variabile. Calcoliamo

PN L) et @ D nlp D
(e + 1) (gl

() (1—¢""1) > 0pert<1.

Quindi ¢ = 1 & il punto di massimo, e il massimo ¢
e = F(1) = g% 1,

4.4 1l teorema di de I’'Hospital

Una notevole applicazione del calcolo differenziale si ha nel calcolo dei limiti che si

presentanco nelle forme di indecisione [9} c [gﬂ Precisamente si ha:

0

TeorREMA 4.8 (DI DE HospPiTAL) Siano f,g funzioni derivabili in un intervallo
(a,b) con g,¢' £ 0 in (a,b). Se

i) lim f(z)= lim g(z)=0 oppure £oo

T—at Lo

i) lim f'(@)/g'(x) =L e R*

Allora
@)
lim
olah glo)
Il teorema continua a valere se a = —oo oppure se si considera il limite per z — &

(anziché per z — at), con b < +0.
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DIMOSTRAZIONE. Nel caso f (z),g(xz) — 0. Daremo prima un’idea intuitiva (ma non con-
cludente) della dimoestrazione, ¢ poi mostreremo come la si possa rendere rigorosa. Sia ,, una
successione tendente ad a™; prolunghiamo per continuita f e g in a ponendo f(a) = g(a) = 0.
Allora

(4.5) Flan)  Jflen) —Jla)

gl@n ) glon) —gla)’
Se applichiamo a f, g separatamente il teorema di Lagrange sull’intervallo [a, z,], otteniamo
che "ultimo quoziente scritto ¢ uguale a:

f'(tn) (o —a) _ f'(ta)
() e —a) _ glEn)

dove t,,, t}, sono due punti opportuni che cadono nell’intervallo (a, #,,). Poiché quande z, — 0
anche t, e tf — 0, sembra “ragionevole” che il limite del quoziente di f'/¢’ sia uguale al
limite del quoziente f/g. Tuttavia questo non si pud affermare rigorosamente, perché le
successioni £y, f;, sono a priori diverse tra loro. Per aggirare il problema occorre modificare
leggermente l'argomentazione seguita. Riprendiamo dungue la dimostrazione dalla (4.5), e
definiamo

hiz) = f(@n)g(@) — g(@n)f(2)
Notiamo che h(a) = h{z,) = 0. La funzione % soddisfa le ipotesi del teorema di Lagrange

sull’intervallo [a, &), dunque esiste t, € (a,zy) tale che

B (tn) = M —0

«’En ]
ovvero, calcolando
h;(-’ff) = f(ﬁf'n)_gx (z) — Q[iﬂn)ff(ff;) 3 f(xn)gf(tn) = Q(ffvi-)ff(tn) =0
Dunque per ogni z,, esiste un punto t, € (a,x,,) tale che

flzn) e f'(tn)
g(wn) gf(tn)
flan)

— L, e di conseguenzsa anche el L, che & quanto
e T

S (tn)
g’(ir:.)

Per n — oo, t, — a”, percio
volevamo dimostrare.

Come prima applicazione del teorema di de L'Hospital, dimostriamo il teorema 3.25
del capitolo 3, relativo alla “gerarchia degli infiniti” nel calcolo dei limiti.

Sia da calcolare "

lim a>0,8>0

rteo e

Posto f(z) =z, glx) = €¥* (v > 0) si ha f'(z) =1, ¢'(z) = ve¥* e poiché

; xT .
lim = lim =0
z—+oo g'(2) r——+o00 ye T

T

si ha che lim - = 0. Osservando ora che

r—t00

i T 3

3 T ; i
bz ((:/(ﬁ,f’cv.)ﬂr)oZ - (m)m SRS

)

4 3 3 % (o]
siha lim & ={( lim %) =0.
e

L—too: &0
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Per provare ora che

1 'S
fim %82 _
@—+00 2

¢ sufficiente eseguire il cambio di variabile t = log, z,z = a, e ricondursi al limite
appena dimostrato.

Un’altra applicazione tipica del teorema di de L'Hospital ¢ il calcolo di limiti che
coinvolgono forme di indeterminazione non risolubili mediante i limiti notevoli (ossia,

al prim’ordine).

B
111 0

r— () :1;3

— & — BT [OJ

La stima al prim’ordine sin 2 ~ x non ¢ sufficiente a risolvere tale forma di indeterminazione,
in quanto porta a
T —sinz 1 sin @ "
e e ]
x Z
(infatti la quantitd tra parentesi tende a zero, per la stima asintotica).
11 teorema di de L'Hospital da:

- (z —sinz)’ . l—cosx 1
o0 (;{,‘3)’ . z—( 3x2 6

(per il limite notevole del coseno). Dungue anche il limite di partenza vale 1/6.

Per usare efficacemente il teorema, ¢ utile talvolta fare qualche passaggio preliminare
(come una stima asintotica, oppure un cambio di variabile), in modo che la succes-
siva applicazione del teorema semplifichi 'espressione, anziché complicarla. Talvolta,
imoltre, il teorema va applicalo pit volte consecutivamente, per sciogliere la forma
di indeterminazione: in questo caso, comunque, gia dopo la prima applicazione ci si
dovrebbe accorgere che l'ordine di infinitesimo (o di infinito) a numeratore o a de-
nominatore si ¢ abbassato. Se cosl non €, significa che non si sta seguendo la strada
giusta per calcolare il limite!

g [(J
lim ——= | =

z—0 @£ 0

Se applichiamo direttamente il teorema di de L'Hospital, I'espressione si complica (provare!).
Invece, col cambio di variabile #® = 1/t ¢i si riconduce a

. A/t
im —
t—too gt

che per confronto di infiniti (ciot per il teorema di de L’Hospitall) tende a zero.
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Teorema di de L'Hospital: precauzioni per I'uso

— 11 teorema si usa per quozienti, non per prodotti!

— Il teorema si usa per quozienti che siano effettive forme di indeterminazione!

— Il teorema prescrive di calcolare il quoziente delle derivate, non la derivata del
quoziente!

— Se il limite di f'/g¢’ non esiste, nulla si puo affermare sul limite di f/g. In particolare,
non € lecito concludere che non esiste nemmeno 4l limite di f/g.

Si voglia calcolare:

: &= Binx 40
lim - =
z—+4oo 1 4+ sinx 400
Il valore del limite si pud stabilire immediatamente:
r—sinzr x
————— g = =2
T8I0 E T

Supponiamo di volerlo calcolare col teorema di de L’Hospital:

(# —sing) . 1—cosx

im -————== = lim non esiste
a—+oc (x +sinz) a—4oo 14 cosx

Se concludessimo che il limite di partenza non esiste, diremmo il falso (quel limite vale 1). 11

—_ no £
punto & che se Q-IEE:LD ey

e in base ad esso non si pud semplicemente concludere nulla.

non esiste (né finito né infinito), cade una delle ipotesi del teorema,

4.5 Limite della derivata e derivabilita

Supponiamo di voler studiare la derivabilita o meno di una funzione del tipo:

flz)=z|logz|.

La funzione & definita e continua per x > 0, ed & certamente derivabile per & 5 1, mentre in
r = 1, annullandosi 'argomento del modulo, sospettiamo la presenza di un punto angoloso.
Poiché

zlogx per @ > 1
@) = |
—zlogz per0<z<1

possiamo calcolare

A Colyes logz + 1 per x > 1
—(logz+1) per0<a<l.

Rimane da studiare la derivabilita di f in z = 1. E facile osservare che

lim f'(x)= lim (logz+1) =1 mentre

.73—414‘ r—1+
lim f ()= lm (—legz—1)=~L
1 z—1
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Possiamo usare queste informazioni per affermare che la derivata destra e sinistra di [, in
& =1, valgono 1, —1, rispettivamente? (Se & cosi, = = 1 & un punto angoloso). In altre parole,
& vero ad esempio che

lim f (z) = f. (1) ossia:
w—1t
il limite destro della derivata per z — 1 & uguale alla derivata destra in z = 17

Si osservi che la cosa non & ovvia perché, per definizione, Ia derivata destra & il limite destro
del rapporto incrementale:

fA+R) - (1)
h

fi (1) = I
f+ (1) h.E(IJIJr

che perd & molto pilt scomodo da calcolare, in pratica, rispetto al limite della derivata. Il
teorema di Lagrange permette di rispondere affermativamente a questa domanda:

TeorEMA 4.9 Sia f : [a,b) — R, continua in a, derivabile in (a,b), ed esista (finito
o infinito)
lim f'(z) =m e R".

z—al
Allora esiste
i lay=mn.

Detto in parole: se la funzione & continua in a ed esiste il limite destro della derivata,
allora esiste la derivata destra, e coincide con quel limite. Un analogo enunciato vale
per la derwata sinistra, ¢ quindi per la derivata.

DIMOSTRAZIONE. Sia h > 0. Applicando il teorema di Lagrange a f sull’intervallo la,a+ A,
otteniamo che esiste £, € [a,a + h] tale che

fla+h) = f(a)
h

— f’ (th) =
Per i — 0% si ha che #), — o, quindi per ipotesi 1/ (tr) — m. Di conseguenza esiste

f-fi- (G) — Bim f(a' s h’) e ((},) -

h—0 h )

Nell’esempio precedente, f & continua in = 1, quindi il teorema & applicabile ¢
permette di concludere che

fi(l)=1,f_(1) = —1, per cui x = 1 & un punto angoloso.

Si considerino anche i prossimi esempi.

f () =" log |z,

definita per z # 0. Sappiamo pero che esiste

il_lf(lj % log |z = 0,
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percid possiamo prolungare f per continuitd definendo f (0) = 0, ed f cosl risulta continua
anche in 0. Chiediamoci se f & anche derivabile in 0. Cominciamo a calcolare, per = % 0,

F (z) = 2zlog || + =

Ora. calcoliamo
lim I x) = lim (2zlog|z| + x) = 0.

Percio per il teorema precedente esiste f' (0) = 0, in particolare f & derivabile in @ = 0.

Calcoliamo

Osserviamo che
: ; e 1 _
e =0 ('W) =t

Si puo concludere allora che esiste f’' (z) = —17 No! In guesto caso viene meno Iipotesi di
continuitad di f in 0: si osservi che f non & definita per x =0, ¢

lim f(z) =7

x—0=

dunque = 0 & un punto di discontinuiti a salto, ed f non & derivabile in z = 0. Si osservi
dunque che l'ipotesi di continuitd, nel teorema precedente, ¢ essenziale.

f(z) =2*sin (é) .

La funzione non ¢ definita in = 0, ma si pud prolungarla per continuita ponendo f (0) =0
(infatti, f(z) — O per z — 0). Dunque ora f & continua in 0; per © # 0, inoltre, f ¢
certamente derivabile e si ha:

Flg) =2zsin (é) + 22 cos (;—E) : (—ELQ) =2z 8in (%) — ¢os (%) ;

Osserviamo ora che

Sia

lirrb f' (x) non esiste
o —F

(né finito né infinito). Possiamo concludere che non esiste f'(0)? No! Si noti che il teorema
non permette questa conclusione, ed in effetti, in questo caso, calcolando f'(0) mediante la
definizione si ha:

, B . oo A7
fr (O) = Ai%f_(']_)h___g — ilﬂ%hgln (E) =0,
percid in realtd f & derivabile e f'(0) = 0. Quando il limite della derivata non esiste (né
finito né infinito), il teorema non ¢ applicabile; in particolare non ¢ detto che non esista la

derivata nel punto considerato: occorre calcolarla dalla definizione.




© 978-88-08-06485-1 4 1l teorema del valor medio e le sue conseguenze 193

Dopo aver stabilito l'insieme di definizione delle seguenti funzioni, determinarne i punti di
Tmassimo e minimo e tracciarne sommaoriamente il grafico.

m foap g o]

zt — 82% + 2222 — 243 412

G Byl Bad £

-+ 2
o

Problemi di massimo e minimo.

Impostare e risolvere i seguenti problemi di massimo o minimo, cercando di imitare le
tecniche illustrate negli esempi del paragrafo 4.3. In particolare, impostare il problema
in modo da ridurlo ad un problema di massimizzazione o minimizzazione di una
funzione di una variabile.

Una ditta produttrice di birra desidera minimizzare il costo della lattina. Essendo di
materiale omogeneo e volume fissato (33 cl) occorre minimizzare la superficie totale del
cilindro di volume pari a 33 cl. Quali sono le dimensioni (altezza e diametro) della lattina?

2 Un uomo deve raggiungere un punto che si trova sull’altra sponda di un fiume, 100
metri pit a valle; il fiume & rettilineo e largo 10 metri; l'uomo pud correre sulla sponda. del
fiume con velocitd v, quindi tuffarsi e attraversare a nuoto il fiume, con velocitd inferiore,
pari a dv (0 < § < 1).

Determinare dopo quanti metri di corsa l'uomo si deve tuffare, affinché sia minimo il
tempo impiegato a raggiungere la meta,

Se Puomo & un nuotatore provetto, § sard quasi uguale a 1: determinare il valore esatto
di ¢ per il quale all'uvomo conviene tuffarsi immediatamente, senza percorrere neanche un
metro sulla terraferma.

Si vuole costruire una scatola, senza coperchio, col vincolo che la base sia quadrata e la
superficie totale della scatola misuri 108 cm. Di quali dimensioni (lato della base e altezza)
dev’essere affinché il volume sia massimo possibile? E quanto sara il volume?

© 51 determini I'altezza ¢ il raggio di base del cono di volume minimo circoseritto ad una
sfera di raggio r. 5i dimostri poi che il suddetto cono & anche quello di superficie minima
totale,

Sia n un intero > 2. Determinare (in dipendenza da n) le migliori costanti C1,Ca per
cui si abbia:

c1{a+b) < (%+ %)ngq(a%—b) Ya,b € R.

(Dire che le costanti sono le migliori significa che ¢; & la massima e ¢y la minima costante che
rendono vere le disuguaglianze precedenti). Suggerimento: imitare il procedimento seguito
nell’ultimo esempio del paragrafo 4.3.
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Monotonia di successioni.

© Si stabilisca se le seguenti successioni an sono monotone (crescenti o decrescenti),
almeno per n > Tig opportuno:

n+3 n® nl
n? —2n+4’ logn’ 2’
n—vn?+1; ne” 7 sin n.

Caleolare i sequenti limiti utilizzando opportunamente, se occorre, il teorema di de L’Hospital.

cos (m/2z)

im —————
«—1 gin (mz)

2% —4

? o Jsin (z — 2)?

2
eoszr+1—¢é*
22 sin® x

lim

z—0

xsinz 4 log (1 — 332)

. m—sinx
lim —————

z—0 g2sinx

xlog x

) lim 5 lim
? () L2 (QIE g 9:2) r—1m2 — 1

: w2

lim x|arctge — ———

BB (‘}’r Ll Y 1)

. sin 8. T ; ; .
‘ 8ia f(&) = . Dopo aver prolungato per continuitd f in & = 0, calcolarc f’(0)
e " (0). (Suggerimento: Nei due limiti che si chiede di calcolare, & utile il teorema di de
L'Hospital).

sin &

Clome 'esercizio precedente, per la funzione
) 1

) 2
' 1l teorema di de L’Hospital a volte puo produrre. . .il moto perpetuo. Si provi a calcolare
il seguente limite (elementare!) applicando pin volte il teorema:

€&

%4+ 1
@

lim
m—too

Stabilire se le seguenti funzioni sono continue e se sono derivabili, nel punto z = 0

2 1

z sin_ perz>0
2logz perz >0
: h(z) = Ple)=zle]  fa(z)=40 per z =10
’ e’ —1 per £ <0
gte per z < 0

Suggerimento: utilizzare la definizione di derivata oppure il criterio visto nel par. 4.5, sce-
gliendo caso per caso il metodo opportuno.
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-~ 5 DERIVATA SECONDA

La derivata seconda di una funzione ha vari significati geometrici, che c¢i permette-
ranno di meglio studiare le proprieta del grafico di una funzione.

5.1 Significato geometrico della derivata seconda

Se la derivata prima ha come significato geometrico quello di pendenza del grafico,

la derivata seconda rappresenta la velocita di variazione di tale pendenza e pertanto

costituisce una misura del grado di scostamento del grafico dall’andamento rettilineo.
Per precisare meglio il concetto, consideriamo la situazione illustrata in figura 4.35.

¥

= fla)

)

@)

Figura 4.35,

La funzione f in figura, soddisfa le condizioni f(0) = f/(0) =0, f(0) > 0.
Comnsideriamo ora la famiglia di semicirconferenze con centro sull’asse y tangente
al grafico di f nell’origine.
L’equazione della famiglia &

y=~R—+R?— g2

come facilmente si verifica e, per ogni R, si ha 4/(0) = »(0) = 0.
Tra queste semicirconferenze selezioniamo quella che non soltanto ha la stessa
tangente in « = 0 ma anche la stessa velocita di variazione della pendenza in z = 0.
In altri termini, scegliamo R in modo che

5.1) (0} = £(0).
Si ha,
22
O . M J—

ST g (R% — 22)3/2
e quindi ¢ (0) = IL% Se dunque vogliamo che sia soddisfatta la (5.1) occorre scegliere
R in modo che

1

(5.2) /") =5.

La (5.2) esprime il significato geometrico della derivata seconda: nella situazione de-
scritta, f”(0) rappresenta il reciproco del raggio della circonferenza che “meglio ap-
prossima” f in x = 0; £ prende il nome di curvatura (del grafico) di f in @ = 0 e
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R ¢ il raggto di curvatura. Ripetendo un’analoga costruzione in un punto generico x
del grafico di f (senza supporre a priori f(z) = f/(z) = 0) si trova che il cerchio che
meglio approssima il grafico nel punto di ascissa z ha raggio R(x) dato da:

1 =)
R(z) (1+ f'(z)?)*?

Per una parabola del tipo 4 = az? si ha ¢/ (z) = 2az, vy’ (z) = 2a e quindi

n 2|al
R(z) (14 4a?x?)3/2°

Si noti che la curvatura & massima per x =0, cioe nel vertice.

5.2 Derivata seconda, concavita e convessita

Abbiamo visto che il significato geometrico della derivata seconda e legato al concetto
di curvetura della curva grafico della funzione. Vedremo ora come rendere pit preciso,
qualitativamente e quantitativamente, questa idea di curvatura del grafico attraverso
il concetto di conwvessita. Si tratta di una nozione che in matematica ha una portata
molto vasta, di cui qui potremo solo toccare i primi aspetti.

Convessita e corde

Cominciamo col ricordare che, in geometria, si dice che una figure F (pensiamo ad
esempio a un sottoinsieme del piano) & convessa se, per ogni coppia di punti Py, P, € F
avviene che il segmento che congiunge P; a P ¢ interamente contenuto in F

a) b)
Figura 4.36. a) un insieme convesso; b) un insieme non convesso.

Coerentemente a questa idea, diamo allora la seguente

DeriNizioNE 4.6 Consideriamo una funzione f : I — R (dove I & un intervallo). Si
chiama. epigrafico (o sopragrafico) di f 'insieme

opif:{(x,y)ERz:xEIeyzf(:t)}.

Si dice allora che f @ convessa in I se il suo epigrafico & un insieme convesso. Si dice
che f & concava in I se —f ¢ convessa in .
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b)
Figura 4.37. a) epigrafico; b) funzione convessa; ¢) funzione concava.

Segnaliamo subito che esiste una seconda terminologia, alternativa, che si usa talvolta
per esprimere questi concetti: anziché f convessa in (a,b) si puo dire f concava verso
Valto in (a,b), e invece di concava in (a,b) si puo dire concava verso il basso in
(a,b). Per non creare confusione, in questo paragrafo non useremo mai questa seconda
terminologia.

Si dimostra facilmente che la definizione precedente e equivalente alla prossima, che
fa riferimento al grafico anziché all’epigrafico della funzione:

DerFINIZIONE 4.7 Se funzione f : I — R (dove I & un intervallo), si dice che f &
convessa (concava) in I se per ogni coppia di punti 1,22 € I si ha che il segmento
(“corda”) di estremi (z1, f(21)), (z2, f (z2)) non ha punti sotto (sopra) il grafico

di f.

Questa definizione pud essere riformulata anche mediante una disuguglianza analitica.
Con riferimento alla figura 4.38, esprimiamo il generico punto (z;, f;) del segmento
congiungente i punti (z1, f (1)), (ze, f (z2)) come combinazione lineare convessa dei
suol estremi:

g=(1— o ttwy  fi=(1—t)fla) +tF(x2), te[0,1].

Si osservi che al variare di £ € [0,1] il punto 2, percorre il segmento [z, xe| sull’asse
xz, e il punto del piano (2, f;) percorre il segmento di estremi (zq, f (z1)), (z2, f (22)).

Figura 4.38.
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La seconda definizione di convessita che abbiamo dato si esprime dungue cosi:
fz) < fe Yo, @o € I,VE € [0,1]
o, pit esplicitamente
FUl—tym +tme) € (1—1) o) +tf(x2) Va,mpel,Vte 190

Questa disuguaglianza esprime il modo in cul viene spesso sfruttata I'informazione che
una funzione & convessa. Se nella precedente disuguglianza vale sempre il < la funzione
si dice strettamente convessa. Per le funzioni concave (o strettamente concave) varra
una analoga disuguaglianza col segno > (0 >).

Si noti che la definizione di funzione convessa non richiede a priori che [ sia una
funzione continua o derivabile, quindi € molto generale:

ot fi
Ha) - '“\—/
o a,) . (I;, b) })

Figura 4.39. a) funzione convessa con due punti angolosi; b) funzione convessa con due discontinuita
agli estremi di un intervallo.

Si pud dimostrare che le situazioni esemplificate dalla figura precedente sono effetti-
vamente “le peggiori possibili”, nel senso che:

TrorEMA 4.10 Una funzione convessa (o concava) su un intervallo I e continua in
I, salvo al pid negli estremi dell’intervallo. Inoltre possiede derivata destra ¢ sinistra
in ogni punto interno dell’intervallo.

Dunque, punti angolosi all’interno e punti di discontinuita agll estremi sono i soli
comportamenti irregolari permessi ad una funzione convessa o concava.

Convessita e derivate

Abbiamo visto che la definizione di convessita ha senso anche per funzioni non deriva-
bili. Ad ogni modo, se sappiamo a priori che la funzione & derivabile una volta o due
volte nell’intervallo considerato, allora la convessita risulta avere relazioni interessanti
con la derivata prima ¢ seconda della funzione:

TeoREMA 4.11 Sia f: (a,b) — R.

a) Se f ¢ derivabile in (a,b), allora f ¢ convessa (concava) in (a,b) se e solo se [’ ¢
erescente (decrescente) n (a,b) .

b) Se f & derivabile due volte in (a,b), allova [ e convessa (concava) in (a,b) se e
solo se "' (z) > 0 (£ 0) per ogni x € (a,b).

1l teorema si modifica in maniera ovvia per le funzioni strettamente convesse o concave:
nella (a) “crescente” (decrescente) ¢ sostituito da “strettamente crescente” (stretta-
mente decrescente); nella (b) “f” () > 07 (f” () < 0) & sostituito con “f" (z) > O

(f" (z) < 0).
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Non dimostriamo il punto (a); il punto (b) segue da (a) per il test di monotonia,
applicato ad f'.

Come conseguenza di questo teorema, lo studio del segno della derivata seconda ci
permette di decidere della convessita o concavita di una funzione, aggiungendo quindi
un elemento utile allo studio del grafico della funzione.

Le funzioni esponenziali f (2) = a* sono convesse in R, per qualunque base a = 1.

Infatti:

filay= o loga la)=d"(oga)’ >0 YeeR Va0, 6l

. Le funzioni logaritmiche f (x) = log, « sono concave in (0,00) se ¢ > 1, convesse in
(0,00) se 0 < a < 1. Infatti:

1 .
zloga’

1, <0 Yol seg>l
wloga |» 0 Ye>0 se0<a<l.

Y= 1@ = -

... Le funzioni potenza a esponente reale v, f () = x” sono convesse in (0,00) se & > 1
oppure « < 0, sono concave in (0, c0) se 0 < @ < 1. Infatti:

Flag)= o W () = a{a—1) 22
che ha, per ogni x > 0, il segno di « (e — 1).

Lo studente si renda conto del significato geometrico di queste affermagioni osser-
vando 1 grafici delle funzioni ora citate.

Convessita e rette tangenti
Un’utile caratterizzazione geometrica della convessita, su cul ritorneremo in seguito
(par. 7.4) coinvolge le rette tangenti al grafico della funzione:

TEOREMA 4.12 Una funzione f : (a,b) — R, derivabile in (a,b), & convessa (conca-
va) in (a,b) se e solo se comunque si scelga un punto xy € (a,b) si ha che il grafico
di [ si mantiene in tutto (a,b) sopra (sotto) il grafico della sua retia tangente in

(0, f (z0))-

. Sappiamo che f(x) = €® & convessa in tutto R. Ne segue che se, ad esempio, co-
straipmio laretta tangente al grafico di f in z = 0, ossia y = x4+ 1, risulta e® > 1 +x Yz € R.
La retta tangente al grafico di f in # = 1, invece, & ¥ = ex. Di conseguenza risulta anche
e® > ex ¥z € R, e cosi via.

E utile talvolta sapere che una funzione (derivabile) convessa sta sopra le proprie rette
tangenti e contemporaneamente sta sotto le proprie corde (definizione di convessita).
Questo permette di concludere che, presi due punti qualsiasi sul grafico di una funzione
convessa, il grafico tra quei due punti cade tutto nel triangolo che ha per lati la corda
che 1i unisce e le rette tangenti al grafico nei due punti (fig. 4.40).
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Figura 4.40.

Questa limitazione puo essere utile, ad esempio, quando si cerca di localizzare I'inter-
sezione tra due curve (si veda l'esercizio 106).

Punti di flesso

Ovviamente, il werso della concavitd di una funzione (ossia il fatto che sia convessa o
concava) pud cambiare, nel suo insieme di definizione; questo ci conduce al concetto
di punto di flesso:

DeriNizioNeE 4.8 Sia [ : (a,b) — R una funzione e g € (a,b) sia un punto di
derivabilith per f, oppure sia f'(2p) = +oo. Il punto xy si dice di flesso per f se
esiste un intorno destro (zg,zo+h), h > 0, in cui f ¢ convessa (concava), ¢ un
intorno sinistro (zg — h, ) in cui f & concava.

Attraversando un punto di flesso, la derivata seconda di f (se esiste) cambia segno.
Ci aspettiamo allora che in questo punto f” si annulli. Si puo infatti dimostrare che:

TroREMA 4.13 Sia x¢ un punto di flesso per [ se esiste f" (xg), allora [ (xg) = 0.

Notiamo che, se sapessimo che f esiste in un intorno di zg ed & continua in g, allora
la tesi del teorema seguirebbe dal teorema dei valori intermedi per le funzioni continue
(applicato ad f”). Ad ogni modo, si puo dimostrare il teorema appena enunciato anche
senza queste ipotesi ulteriori.
L’implicazione opposta a quella enunciata dal teorema non e vera, come mostra
Pesempio 5.8: un punto in cul la derivata seconda si annulla puo non essere di flesso.
Il significato geometrico dei punti di flesso € ulteriormente chiarito dal prossimo:

TeoreMA 4.14 Se [ : (a,b) — R ¢ derivabile in (a,b) e zy € (a,b) & un punto di
flesso, allora il grafico di f(x) attraversa la propria retta tangente in (xo, f (x0)) (st
veda lo fig. 4.41):

_ﬁ*//

1
1
|
|
|

:/ E b z

0

Figura 4.41.
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DIMOSTRAZIONE. Tracciamo la retta tangente al grafico di f (z) nel punto di ascissa xo. Se
[ ¢ (ad esempio) concava in (a,z0), poiché f & derivabile, il grafico di f sta sotto la retta in
(a, o) (siveda il teorema su convessit e rette tangenti); d’'altra parte f & convessa in (o, b),
percio il suo grafico sta sopra la retta in (zg,b). Di conseguenza in zp il grafico attraversa la
retta tangente. b

. Sia f(z) = z°. Poiché f'(z) = 32® > 0, la funzione & crescente su tutto R. Ha
un punto s’ramonamo per « = 0, che non sara perd punto di massimo o minimo, perché la
funzione & crescente. f” (z) = 6z > 0 per # > 0. Dunque la, funzione & convessa per z > 0,
concava per < 0 e ha un punto di flesso in z = 0, a tangente orizzontale.

L Sia filz) = . Poiché f'(z) = —2ze” # 2 0 per z < 0, la funzione cresce per
& < 0, decresce per z > 0 percid ha un punto di m&smmo Ielatwo inz=0.
@ —e i (41: — 2) > 0 per z° 2 ¥ f R —ﬁ. La funzione ¢ convessa per

questi valori, concava per — \/_ <z < \[ , ha punti di flesso in & = :l::%—j, con retta tangente

di pendenza f' ( ) :F\/— (v. fig. 4.42).

f

/
™\

s —2/&1 1\2 3 =

Figura 4.42.

5. Sia f (z) = z*. Poiché f' (z) =42® > 0 per z > 0, la funzione & crescente per z > 0,
decrebcen’te per 2 < 0 e ha un punto di minimo in z = 0. f” (z) = 122* > 0 per ogni =,
quindi la funzione € convessa in tutto R. Percid il punto z = 0, in cui f” si annulla, non &
un punto di flesso.

i Sia f(z) = ¥z. Per z > 0 la funzione & concava, per z < 0 la funzione & convessa
((,ome si deduce dal segno della derivata seconda); in z = 0 & f'(0) = +oo. In base alla
nostra definizione, x — 0 € un punto di flesso (a tangeube verlicale). Questo & anche coerente
alla terminologia che abbiamo introdotto discutendo i punti di non derivabilita, nel par. 2.4.
51 vede che anche in questo caso il grafico attraversa la tangente nel punto di flesso; si noti
che f" (0) non esiste (v. fig. 4.43).

e

Sia f (: )—I|L| Perz > 0& f (z) = 2, convessa; per & < 0 & f (z) = —2?, concava;
si noti che esiste f'(0) = 0; dunque # = 0 & un punto di flesso. Tattavia, f” (0) non esiste.
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I

Figura 443

6 STUDIO DEL GRAFICO DI UNA FUNZIONE

11 calcolo differenziale sviluppato fin qui ¢i permette ora di affrontare in modo completo
un tipico problema, quello di tracciare il grafico di una funzione f di una variabile.
Anche se l'avvento del mezzi clettronici di calcolo ha reso possibile la costruzione
automatica dei grafici di funzioni, riteniamo ugualmente utile che lo studente sappia
destreggiarsi manualmente in questo compito, armato unicamente di carta e matita. A
questo proposito, daremo ora qualche regola generale su come procedere, e illustreremo
le pilt comuni situazioni che si possono verificare, attraverso esempi ed esercizi.

Aleuni passi obbligati:

1
2.

Determinare U'insieme su cul f ¢ definita, ossia il dominio di f, Dom( f).
g &

Quindi, calcolare i limiti (o limiti destri, sinistri) alla frontiera di tale insieme
(compresi, eventualmente, £o0). In questa fase si determinano gli eventuali asintoti
orizzontali e verticali e alcuni eventuali punti di discontinuita.

Se per # — +oo la funzione tende a +oo, occorre chiedersi se la funzione pre-
senta un asintoto obliquo. Piu in generale, puo essere utile una stima asinfotica
che ci dica se la funzione tende a co in modo sopra o sottolineare (e in tal caso
certamente non ha asintoto obliquo) o in modo lineare (e in tal caso puo avere o
non avere asintoto obliquo). La stima asintotica all’infinito da normalmente anche
un'informazione sulla concavita di f all’infinito.

Calcolare f’(x), nel punti in cul esiste. Studiare accuratamente 1 punti in cui f
& continua ma non derivabile e stabilirne la natura (punti angolosi, di flesso a
tangente verticale, di cuspide). In punti angolosi o agli estremi del dominio e utile
il calcolo di derivate destre o sinistre che determinano la pendenza del grafico in
quel punti.

Studiare quindi il segno di f’ (sul suo insieme di definizione), per ottenere le
informazioni sulla monotonia di f e sui suoi punti di massimo e minimo relativi.

Vi sono altre indagini che in certi casi possono essere utili:

6.

Osservare (quando ¢’¢!) un’eventuale simmetria di f (pari o dispari) e restringere
quindi lo studio a > 0.
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7. Osservare (quando c’el) 'eventuale periodicita di f e restringere quindi lo studio
a un periodo.

8. Determinare gli zeri della funzione e studiarne il segno. Si tenga presente che solo
nei casi particolarmente semplici € possibile fare questo a priori; in generale, queste
informagzioni si possono dedurre solo al termine dello studio, come conseguenza.
delle altre informazioni.

9, Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno, per dedurne informazioni sulla
concavita e 1 flessi di f. Si tenga presente che in molti casi 'espressione di f”
¢ troppo complessa perché se ne riescano a determinare esattamente gli zeri. In
questo caso, il calcolo di f” non aggiunge niente a ¢id che un utilizzo attento di
limiti, stime asintotiche ¢ derivata prima permette gia di affermare.

Un'ultima avvertenza: & utile tracciare il grafico gradualmente, inserendo le infor-
mazioni via via raccolte (eventualmente correggendosi), anziché raccogliere tutte le
informazioni ¢ poi fare il graflico: 1 progressi graduali aiutano a controllare la coerenza
del procedimento e a capire quali informazioni ¢ ancora utile raccogliere.

flz) = e 1®ly/22 — 5z 4+ 6

(i aspettiamo: un punto angoloso in z = 0, per la presenza di |x|; punti a tangente verticale,
dove si annulla il radicando.

Insieme di definizione: 22 — 5z + 6 > 0; (E=3)z—3 2haeilEae>i
hm F il =0

J’.—* e vl

Percic y = 0 @ asintoto orizzontale per x — Z£co.
f(x) > 0 per ogni z. f (z) =0 per . = 2,3.
Per &2 — 3%, f () ~» e™®y/@ — 3 — 0 & ha tangente verticale in z — 3.

Per & — 27, f(2) ~ e *1/(2 — z) — 0 ¢ ha tangente verticale in z = 2.

(2 — 5]) =

’ - _|3:](_ 2 2 :
el sen(x)v/ @ o+ 6 -
f'(x) gn() 24/ 22 — B+ 6

~lel
€ 2
= —2sgn (x) (27 —bzx 4+ 6] + 22 —5) =
e ) )
= ~20% 4+ 122~ 17) sez >0
s 2 T2—‘w5$'l“6
. - (22? — 3z + 1) sew <0
2v/2? — B +6

Per derivare la funzione contenente il modulo, abbiamo usato la scrittura compatta
iz|" =sgn(z) per = # 0; solo al termine del calcolo, per rendere pitt leggibile espressione
trovata, l'abbiamo riscritta esplicitamente per 2z > 0 ¢ & < 0.

Calcoliamo:
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z = 0 & punto angoloso per f (f non ¢ derivabile e le tangenti, da destra e sinistra, hanno
pendenze diverse).

6 — /2 6+ v/2
2

Perz >0 f'(2)>0s622® 1224170 By E 5

6 —2\/5 59,90 6 +2\/§

per 0 <z < 2, f(z) & decrescente;

6+ /2
9

, J (z) & sempre decrescente.

~ 3.7, quindi

per 2 <z <
64+ +/2
per & > 5

6+ /2
xr = 5

, f(z) & sempre crescente;

punto di massimo relativo. Il massimo & circa M = f (3.7) = 0.027.

Per 2 <0, f'(z) > 0822 -3¢+ 1> 0,2 < %, x > 1, quindi:
per z < 0, f (x) e sempre crescente.

Si vede anche che # = 0 (in cui f non & derivabile) ¢ punto di massimo; il massimo
(assoluto) & M = /6. Il grafico qualitativo & in figura 4.44. Ci sono anche due punti di flesso,
uno in (0, 2) e uno in (3, +o0). Si omette il caleolo di f”.

Y

Figura 4.44,

z+2
f (@) = ze==1

Insieme di definizione: z # 1. f(z) > 0 per x > 0

+o0
U+

2
Permw’rli,zfl%ioo,f(w)%{

x4+ 2

x = 1 asintoto verticale per  — 1%. Per 2 — oo, — 1, f (&} ~ ze, percid

f(x) — *oo linearmente. Vediamo se ¢’¢ asintoto obliquo:

I onk li °“+?~1

i [f (&) —ze] = Jlm e [e-r - 1]
2 .

Ora, ii] - 1= .:L'il — 0, percio

x+2 3 rA-2 3

42 4 £ -

ex—1 — e 1 Te {em—l — 1] ~ — 3e
x—1
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Quindi la funzione ha asintoto obliquo y = ze + 3e per x — Zoo.

(Si presti attenzione al calcolo del limite precedente: se @ — m, il limite di [f (z) — ma] &

sempre una forma di indeterminazione [oo — oc]; raccogliendo ma;, si ha mz [% = 1} ,chee
ora una forma di indeterminazione del tipo [co - 0]; questa va risolta generalmente applicando

qualche limite notevole all’espressione tra [], per darne una stima asintotica).
20 (@ 1) (e+2)) _ e
Fepd r—1)—(z+2 gz—1 :
f’(m)zew—l(u-x ):( [z —1)? —3q] =
7

(x - 1)° x—1)

i

B

ex—1

Per ogni @ # 1 f'(z) & definita; per z — 17, f'(z) — 07 (P’esponenziale va a zero pili
rapidamente di (z —1)%). Il grafico quindi arriva in z = 1 con tangente orizzontale, da
sinistra.

f'(x) > 0perz” —52+1>0

x> ———— 4 < —— 0,2

x> 5 \8 & 5 5 0,
— /21

P 2 +2 punto di min rel. e g 5 punto di max rel.
Grafico:
Yy
/ A
<l

== P
l/ \\l\ y=mxe + 3e

o
_l’_
5]
a
By

Figura 4.45.
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Studiare le sequenti funzioni, utilizzando % suggerimentt forniti, e tracciarne il grafico.

€w31m+3
ol ' V:}:—Q

Suggerimento. Ci aspettiamo: flesso a tangente verticale dove si annulla il radicando, asintoto
verticale dove si annulla il denominatore.

4 r—2
2e4.3 |

Suggerimento. Ci aspettiamo: punti angolosi dove si annulla il numerstore: asintoto verticale
dove si annulla il dencminatore. Conviene studiare la funzione senza modulo e poi. . .

3/ logw
@2t 198

Nei punti in cui la funzione non ¢ definita ma ha limite (destro o sinistro) finito, studiare
anche il limite della derivata prima, per sapere con guale pendenza la curva arriva in tali
punti.

arctg (——z * i) + g

N

Suggerimento. Questo & un tipico esempio in eni Pequazione f{z}) = 0 non & risolubile
con passaggl algebrici: inutile quindi perder tempo cercando di studiare il segno di f(z)
e le sue intersezioni con Passe z: sard lo studio complessivo a darci informazioni al ri-
guardo. Studiare in particolare il comportamento di f(z) all’infinito e il punto di discon-
tinuita che si trova: calcolare anche i limiti di f'(x) in tale punto, per tracciare un grafico
accurato.

Studiare le seguenti funzioni e tracciarne il grafico.

x? + 3+ 2 s o170 (}
z+3
gt mS +1 x
@ 215 log(1 + )
22+ 22— 3
Hz? + x

G0 zlog3z

VT
vz log? z

log x|

z? log |z|

L— |zle™@

Le seguenti funzioni, tratle da modelli reali, contengono qualche costante o parametro. Trac-
ciarne i grafico qualitativo.
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( Curva logistica). Si tracci, al variare del parametro %, il grafico della curva

kIVUE’,h
k — Ng + Nget
dove Ny & una costante positiva. (Questa funzione rappresenta, sotto opportune ipotesi e in
opportune unita di misura, il numero di individui di una data specie all’istante ¢, se all’istante
0 tale numero & Np; la costante k ¢ detta capacita dell’ambiente; questo esempio sard ripreso
nel vol. 2°, trattando le equazioni differenziali).

N () =

(Punzione di Langevin). Si tracei per y > 0 il grafico della funzione:

; o Chy 1
Liy) =mo (Sh'y :{;)

dove mg ¢ una costante positiva. Questa funzione entra nella descrizione dei fenomeni di
polarizzazione magnetica per orientemento.

Siano v,wo costanti positive. Tracciare il grafico delle due funzioni:

i

N

(wg e wQ)E LB "}’2(.&)2

w
2 22 2.2
wg — w?? + vw

nilw) =1+ ng(w) = (

(queste funzioni entrano nella descrizione degli indici di rifrazione delle onde elettromagne-
tiche nei dielettrici).

(Effetto Doppler relativistico). Se la sorgente e il ricevitore di un’onda si allontanano
con velocita relativa v e 'onda & emessa con frequenza vo, la frequenza ricevuta sard

f.-—rr)
S —w e
T daendt il

7 :
1+wv/e

dove ¢ ¢ la velocita della luce {costante positiva). Si tracci il grafico della funzione v = v (v)
nel dominio fisicamente ammissibile, |v| < ¢.

- (Angolo di rifrazione). Dalla legge di Snell della rifrazione (cfr. par. 4.3) si ricava che
nel passaggio di un raggio di luce da un mezzo a un altro, 'angolo 6, di rifrazione dipende
dall’angolo #; di incidenza in base alla legge:

1 sin &;
#,. = arcsin

4

dove n =indice di rifrazione relativo del mezzo 2 rispetio al mezzo 1, pud essere maggiore o
minore di 1 (ma & positivo). Studiare questa funzione di #; e tracciarne il grafico, distinguendo
1casin > 1,n < 1. L’angolo 6; &€ sempre compreso in (0, —"25) (In uno dei due casi & necessaria
una limitazione pil stretta e, per angoli di incidenza non ammissibili, non si ha rifrazione).

- (Distribuzione spettrale della radiezione emessa da un corpo nero). Nell'esempio 3.40
del capitolo 3 si & studiata mediante stime asintotiche la funzione

Smwhel ®
f) = ehe/AET _

(h,e, k costanti positive; T' =temperatura assoluta, parametro positivo; A =lunghezza d’on-
da). Se ne completi ora lo studio calcolando la derivata prima e dimostrando che il punto
di massimo di f cade (ad esempio) nell’intervallo (3%%, =), Cid significa che la lunghezza
d’onda per cui ¢ massima la densita di energia raggiante ¢ inversamente proporzionale alla
temperatura agssoluta T" (legge dello spostamento di Wien).

Infine, si pensi ora A fissato e si tracci il grafico di f come funzione di T
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- 7 CALCOLO DIFFERENZIALE E APPROSSIMAZIONI

7.1 Differenziale e approssimazione lineare. Il simbolo di “o piccolo”

Un’operazione molto frequente sia in matematica che nelle sue applicazioni & quella
di linearizzazione.

Sostanzialmente si tratta di approssimare una data quantita, che dipende in modo
non lineare da una o pit variabili, con una che dipende da queste linearmente.

Naturalmente, come in tuttii tipi di approssimazione, occorre fornire informazioni
(qualitative o quantitative) sull’errore commesso.

Un esempio elementare di linearizzazione consiste nell’approssimare 'incremento
subito da una data funzione f, in conseguenza di una variazione del suo argomento
da xg a xg + dx, sostituendo alla funzione stessa la retta tangente nel punto zg.

Precisamente, sia f : (a,b) — R derivabile in un punto zy e diamo a zy un
incremento dz (che pensiamo molto piccolo in valore assoluto, cioe |dz| < 1). In
conseguenza, f subisce un incremento

Af = f(zo +dx) — f(zo)

che, in generale, pensando g fissato, non & proporzionale a dz ossia non & lineare
rispetto a dz.

Come indicato in figura 4.46, sostituiamo al grafico di f, vicino a z, la retta
tangente nel punto P = (xg, f(zq))-

Y

fzg)

Figura 4.46. df = tgadx.

L’incremento valutato lungo la retta tangente & pari alla lunghezza (con segno!) del
segmento QR e cioe uguale a tg a-dx, ovvero a f'(xo)dz, ricordando che f'(zo) = tga.
Tale incremento, proporzionale a dz, prende il nome di differenziale di f nel punto
xo e si indica col simbolo df (zg):

df (wo) = f'(wo)du

Qual & l'errore commesso nell’approssimazione? In altri termini, che cosa si pud dire
sulla differenza tra Af e df (zg)?
Per rispondere, ¢ sufficiente ricorrere alla definizione di derivata; la formula

f(mo + d;j = f(SUO) - f’(l’o)

lim
dax—0
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si puo scrivere
f(@o +dz) — f(zo)
dx

dove e(dr) indica una quantitd che tende a zero se dz — 0; & ciod un infinitesimo per
dz — 0.
Moltiplicando per dz, dalla (7.1) si ottiene infine

(7.5 flzo + dz) — f(xo) = f(x0)dz + dx - e(dz) .

(7.1)

= f'(zo) +£(dz)

Dalla (7.2), si ricava subito
Af — df(zo) = du - e(da)

La quantita dz - € (dz) ¢ una quantita che, divisa per dz, tende a zero: questo significa
che dz-e(dx) & infinitesimo di ordine superiore rispetto a dz. Introduciamo un simbolo
utile a indicare sinteticamente questa circostanza:

DeriNizioNE 4.9 Date due funzioni f (z),g(z), definite in un intorno di 2o, si dice
che

fz) =0(g(z)) per z — xy
(si legge “f(x) & o piccolo di g(z)”) se

f(z)

—~— — 0 perz—xp
g9(z)

Se g{z) & un infinitesimo, dire che f(z) = o(g(z)) significa che f(x) & infinitesimo
di ordine superiore rispetto a g(x). Ad esempio, per z — 0, 2% = o(z), e~1/*" =
o(z*), ecc. In particolare, il simbolo o(1) denota semplicemente wna quantita infini-
tesima.

Con questa simbologia, si scrive:
(7.3) J (o +dzx) — f(x0) = ' (o) dz + 0 (dz) per dz— 0
0, pitt sinteticamente:

Af (xo0) = df (zg) + o (dz) per dz — 0

La (7.3) esprime quella che si chiama. un’approssimazione di A f al prim’ordine. Si
scrive anche, talvolta,

Af ~df al prim’ordine, vicino a g

Le regole di calcolo dei differenziali sono analoghe a quelle di derivazione:

d(f +g)=df £dg

d(f - g) = gdf + fdg
J 9df — fdg

o(5) - e

g g2
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Si noti poi che % = dlog | f| = differenziale logaritmico di f.

Consideriamo
)= vi+a

¢ approssimiamo al primo ordine f(z) — f(0) = +/1 + 2 — 1.
Si noti che qui 2o = 0 e quindi = 00111(,1de con l'incremento dz. Essendo

2 1 i 1
i TN - ]
Fe=smm TO0=3
si ha
(7.4) V1+m—1 s —;—:z: al primo ordine
o anche

; 1
\f1+m=1+§m+o{x), per x — 0

Pil in generale, considerando f(z) = (1 +2), si ha
fl@)=all+x)*™"  f(0)=a

e quindi ritroviamo (v. cap. 3, par. 3.3, formula (3.8))

(7.8} (1+2)* —1=ax| ol primo ordine

- Potenziale di un dipolo elettrico. Un’interessante applicazione della (7.4) si trova nel
calcolo dell’approssimazione al primo ordine del potenziale creato da un dipolo elettrico.
Con riferimento alla figura 4.47, consideriamo un dipolo costituito da due cariche +¢g e —g
concentrate in due punti R e S rispettivamente, a distanza 2a Puna dall’altra.

Figura 4.47.

Se P & un punto a distanza r dal punto medio O e a distanza ry da R, vz da S, il potenziale
in P & assegnato dalla formula (in opportune unita di misura)

VIP) =t (l—i)

dren \ 11 79

Vogliamo valutare il potenziale quando a < 7 (@ molto minore di r), mantenendo costante
il momento di dipolo p=a - g.
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Dal teorema di Carnot in trigonometria, si ha:
9 2 2 2 [¢1 (32
i =71 +a” —2arcosf =7r [1 + ( —2—cosf + —z)}
i -
2
2

r2 =7% + a® 4 2arcosf = r* |:l—|—(2§43089+f.—2):|

Ricordiamo ora che, se ¢ & vicino a zero, /1 +x a3 1+ - ,L‘ al primo ordine e quindi, essendo

2 5 - . "
2 vicino a zero e ¢ <& Iz, si puo scrivere, al primo ordm(::

a ; a
T RS f'(l — — 08 F)) T A T‘(l + —cos 9)
7 >
Ne segue che, al primo ordine, 1 — rs &= 2acosf, rirs ~ 7% ¢ infine

] j Foy £ . COS : i c
VIP) = ' (___1_):4(1 72 ?ngacoc;@ g _ 2uncosl

4?F£g o

e 72 dmeg dreor?
che & approssimazione cercata. Si noti la dipendenza da r e dall’angolo 8.

T

a Oscillazioni del pendolo. Una massa puntiforme m oscil- O\
ld} appesa a un filo di lunghezza 1. Detto 8 (#) 'angolo formato |\
dal filo con la verticale all’istante £, la forza agente sul punto | o
nella direzione del moto & —mgsind (v. fig. 4.48) :
D’altro canto, questa forza deve uguagliare, per la seconda |

legge della dinamiea, il prodotto della massa per 'accelerazione, | \
pari a ml@”. Si ottiene quindi 'equazione :

1

|

s 3 s .
mlfd" = —mgsinf mgsin 0 ¢
ossia 5 \,E‘L
r : "
" = —=sgind e

4 kY

Tale equazione ¢ difficile da studiare dircttamente. Se pero vo-
gliamo studiare solo le piccole oscillazioni del punto attorno all’e-
quilibrio, potremo assumere che 8 sia piccolo; si puo allora studiare in prima approssimazione
lequazione linearizzata

Figura 4.48.

i q
/S
I )

(Abbiamo sfruttato sinf = @, al prim’ordine, per # piccolo). Questa pud essere risolta
completamente. Si trova (ponendo w® = g/I)

6 (t) = Acos (wt+0)

con 6y, A costanti da determinarsi mediante le condizioni iniziali del sistema. (Lo studente
verifichi che le funzioni 8 (t) trovate risolvono effettivamente I'equazione. Nelsecondo volume,
trattando le equazioni differenziali si provera che effettivamente non vi sono altre soluzioni).

- Energia cinetica classica e relativistica. Nella meccanica classica, 'energia cinetica
di un punto materiale di massa m in movimento, con velocita scalare v, ¢ data da
Bl = ifmfvz
2
La teoria della relativitd modifica varie definizioni e leggi della meccanica classica. Anzitutto,
la massa m non @ pilt una costante, ma dipende dalla velocita, secondo la legge:

T

s
yl-=

m.o=
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dove ¢ & la velocita della luce nel vuoto e myo € la “massa a riposo” della particella, (questa
¢ costante); in secondo luogo, vale la famosa equazione dell’energia:

2
E=mc
L’energia della particella a riposo ¢ invece
2
Fy = mge

e 'energia cinetica relativistica & per definizione pari a (E — Eg). Sostituiamo ad m la sua
espressione e troviamo E come funzione della velocita della particella:

2
moc

B

2
Vi-8
Nell'ipotesi che la velocita della particella sia piccola rispetto a quella, elevatissima, della

luce, v/c sard molto piccolo. Lincarizziamo allora ’espressione trovata come fungzione di
(v/c)” (usando la (7.5) con o = —1/2):

-1 /2 2
S 1w
E:mgcz- 1—(—) Mmgc?‘ l1+=-—| =
c 202
1
= mgc2 + §m0,02 = Fy + E.
dove Ey ¢ l'energia a riposo della particella, ed E. I'energia cinetica classica. L’energia

cinetica relativistica, che per definizione ¢ pari a E — Eo, necll’approssimazione valida per
velocita piccole rispetto a quella della luce coincide dunque con Penergia cinetica classica.

7.2 Limiti notevoli e sviluppi

Abbiamo visto che il processo di linearizzazione permette di approssimare una funzio-
ne derivabile, localmente, mediante la sua retta tangente, ossia una funzione lineare.
D’altro canto, anche i “limiti notevoli” a suo tempo incontrati permettevano di scri-
vere simili risultati di approssimazione, per certe funzioni particolari. Ad esempio, per
la funzione y = sin z, il processo di linearizzazione, in = = 0, porta a scrivere

sinz =z + o (z)
mentre a suo tempo abbiamo visto che
sinz ~ & per z — 0

Che relazione c¢’¢ tra queste due affermazioni? Sono in effetti equivalenti, come mostra
il prossimo fatto generale:

TEOREMA 4.15 (RELAZIONE TRA “O PICCOLO” E “ASINTOTICO”) Vale la sequen-
te equivalenza:

Per o — o, f (2) ~ g(z) se ¢ solo se f(z) = g (a) +0(g ()

Il lettore per esercizio dimostri le due implicazioni contenute nell’affermazione prece-
dente: basta usare le definizioni.
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Questo permette di rileggere i limiti notevoli che abbiamo finora espresso con stime
asintotiche, mediante ugnaglianze che coinvolgono “o piccolo”. Ad esempio,
perzx —
sinz ~ z, quindi sinz =z + o (x);

1 1 .
1 —cosa ~ §m2, quindi 1 — cosa = 53;2 +o(2%).

Riflettiamo sull'ultima: 'uguaglianza 1 — cosx = %’rz + o0 (3"2) si puo riscrivere nella
formas:

1
(7.6) cose =1 < 53:2 + o0 (z?)
(questo & ovvio: abbiamo spostato dei termini da un membro a un altro di una ugua-
glianza). Notiamo, invece, che la relazione asintotica 1—cos z ~ 222 non dice la stessa

g

cosa della relazione cosx ~ 1 — -:15 2. Infatti, per ¢ — 0, 1 — éx ~ 1, percid la stima
cosxz ~ 1 — %mz contiene la stessa informazione che dire semplicemente “cosz — 17,
ed & altrettanto vera che la stima cosz ~ 1 + 40231 Questa osservazione mostra un
vantaggio del simbolo di “o piccolo” rispetto a quello di asintotico: un’uguaglianza si
puo riscrivere in vari modi, ¢ piu facile da usare senza errori, rispetto ad una stima
asintotica.

Per esercizio, il lettore riscriva mediante il simbolo di “o piccolo” i limiti notevoli
che riguardano le funzioni v/1 + z,e”, log (1 + x) , 2%, per x — 0.

7.3 Formula di Taylor-MacLaurin con resto secondo Peano

Vogliamo ora generalizzare il procedimento di “approssimazione per linearizzazione”

a quello di “approssimazione polinomiale”. In altre parole, ci chiediamo: data una fun-

zione, derivabile tutte le volte che sara necessario, esiste un polinomio che, nell'intorno

di un punto fissato, approssima la funzione meglio della sua retta tangente?
L’esempio (7.6) della funzione coseno si pud rileggere in tal senso: la funzione cos =

¢ approssimata dalla parabolay =1 — %:132 meglio che dalla retta tangente i = 1, per

i A
15 r

1

0,5 |

2

Figura 4.49. La funzione cosz & approssimata dal polinomio y =1 — %:c meglio che dalla retta y = 1,

vicino ad & = 0.
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& — 0: infatti, lo scarto tra la funzione e questo polinomio di secondo grado & o (%),
ciot tende a zero piu rapidamente di #? (e non solo pill rapidamente di z).
Per semplicita, cominciamo a ragionare nell’intorno del punto zy = 0.

Procediamo in 2 passi:

a. Individulamo un polinomio “candidato” ad approssimare bene la funzione, cer-
cando un polinomio che abbia tutte le derivate fino all’ordine n uguali a quelle di
f (z), nel punto = = 0. Affinché questo sia sempre possibile, il grado del polino-
mio dev’essere almeno n. (Infatti, la derivata n-esima di un polinomio di grado
minore di n ¢ identicamente nulla, quindi non potrebbe essere uguale a [ (0),
in generale). Facendo i calcoli, si trova, che:

TeorREMA 4.16 (PoriNomio bt MAacLAURIN) Data una funzione f derivabile n
volte in x = 0, esiste uno e un sol polinomio di grado < n, chiamiamolo D 008 It
proprieta che:

T.(0) = f (0), 75 (0) = £ {0),..., T09 (0) = ) ()

e questo polinomio, detto polinomio di MacLaurin di f (x) di grado n, &

To(2) = £(0) +2f/(0) + %.-rzf” (0) + 3%9;3,1-"“(0) 4 ﬁx”ﬂ“)(o) =

(avendo posto f¥ = f).

Notiamo che il polinomio T, assegnato dal teorema precedente, solitamente &
proprio di grado n, ma pud avere grado minore se ™ (0) = 0.

E interessante osservare la coerenza dimensionale della formula che assegna il

polinomio di MacLaurin: supponiamo che f abbia le dimensioni di una, lunghezza

[L] e « abbia le dimensioni di un tempo [T]. Allora [f*] = [L] - [#]7%,[f"] =

[L] - [T]2, ¢ in generale [f%®)] = [L] - [T]~*. Questo significa che ogni addendo
(@) :

%xk del polinomio T),(x) ha la struttura

(costante adimensionale)- (fattore di dimens. [L]-[T]7%)( fattore di dimens. [T]%)

Percio il polinomio di MacLaurin ha le dimensioni di una lunghezza, esattamente
come la funzione f che si vuole approssimare.

b. Proviamo ora che il polinomio trovato approssima bene f (), in un intorno di
z = (. Precisamente, vale il:

TEOREMA 4.17 (FORMULA DI MACLAURIN ALL'ORDINE 72, CON RESTO SECON-
Do PeanNo) Sia f: (a,b) — R derivabile n volte in 0 € (a,b). Allora

flz) =T () +o(x™) perw =40,

La formula precedente st dice “formula di MacLaurin di ordine n, con resto secondo
Peano?”.
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La formula ha la struttura:
funzione da approssimare = polinomic approssimante + crrore di approssimazione

dove ’errore di approssimazione & il termine o (z™), detto resto secondo Peano.

Per & — 0, il resto secondo Peano ¢ fanto pit1 piccolo quanto maggiore ¢ n. Lo
spirito della formula ¢ dunque il seguente: conoscendo un numero abbastanza alto
di derivate di f nel punto # = 0, si pud approssimare sempre meglio f, in un
intorno di z = 0.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo per semplicité il teorema nel caso n = 2, ossia:
' 1 o "
f)=f0)+zf (0)+ §m2f” (0) +o(z®) perz—0

Occorre provare che

F @)~ |F0)+f (0) + 307" (0)| = 0(2®) perw— 0

ossia (per definizione di “o piccolo”) che:

o L @) = [0 + o ©)+ 32" 0)]

=1
a—0 f,{}'z

Questo limite da una forma di indeterminazione [0/0], che caleoliamo con De L'Hospital:

i 4 (2) = [ (0) + 21" (0)]

a—0 21

da ancora una forma [0/0]. Osserviamo ora che 'ultimo limite trovato & zero, per il seguente
motivo. Per ipotesi, [ & derivabile due volte, quindi f” & derivabile; se applichiamo il teorema
di linearizzazione alla funzione f’ (z) otteniamo

filz) = f(0) + 2 f"(0) + o(z)

da cui segue che
£y — £ (0) + =" (0)]
&
1l caso generale (n qualsiasi) si pud dimostrare per induzione su n (v, capitolo 1, par. 7).
Abbiamo gid provato che la tesi vale per n = 2. Supponiamo ora di sapere che per qualsiasi
funzione derivabile n — 1 volte in & = 0 vale la formula di Mac Laurin all’ordine n, e
proponiamoci di dimostrare che

— (.

flx)=Tn(x)+o0(z") per z — 0, ossia che
(7.7) f 4 15— TlE) g5

o—0 e

Applicando il teorema di De L’Hospital, ¢i si trova a calcolare si ha

(7.8) fi 48— ”;f(x).
z—s{) U L

Osserviamo ora che la derivata del polinomio 75, () di f non & altro che il polinomio 75,1 (x)
della funzione f':
TIrp e =T wp o)
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come si verifica direttamente dalla definizione di T},. D’altro canto, per lipotesi induttiva,
applicata alla funzione f’, sappiamo che
(T) Lo 4 (B) -+ o( ) , 0ssia

d — Tq g [
o I (=) 1u (z)
x—0 o

=

quindi il limite (7.8) & zero e, per il teorema di De L’'Hospital, anche il limite (7.7) ¢ zero,
come volevamo dimostrare. é

Formula di Taylor all’ordine n

Tutto questo discorso si pud generalizzare ad un punto zg # 0: data una funzione
derivabile n volte in zg, si puo costruire il suo polinomio di Taylor

e si puo dimostrare che vale un analogo risultato di approssimazione locale:

TeEoREMA 4.18 (FORMULA DI TAYLOR ALL'ORDINE 7., CON RESTO SECONDO
PraNo) Sia f: (a,b) — R derivabile n volte in z¢ € (a,b). Allora

7 (I) = Tn,:Cn (LL‘) o O((:U = :[’O)ﬁ) per & — Iyp.

....... G

Approsqnna.axone all’ordine n
Sia f(z) = €”. Essendo f™(2) = e, £ (0) = 1 per ogni n, si ha:

2 ’I‘S )

e = Too(®) +0(e") = L+o+ o + o+ ..+ o+ 0(a™), per z—0
Sia f(z) = sinz. Si ha:
' in) = tos Fgl= —siim f(x) = —cosw

e poi

9 (z) = sine = f(z) Fz) = cosm = f'(z) ece.
Ne segue che per n = 2k, pari, le derivate di ordine n sono nulle per = 0, mentre quelle di
ordine n = 2k + 1, dispari, sono alternativamente +1 e —1. In sintesi:

=0 f#0) =(-1)*  *20
I polinomi di MacLaurin della funzione seno contengono percio solo termini di grado dispari:

sine =T1(x) + o(z) = z + o)
sing = Ts(z) + o(z ):$_£+o(m3)

6
3 5
; z i
SII]J’:'—Ts() o(z®) = m——B——!—m—l—o( 3
i . 3 5 ' 2n+1
B o Gnbby . W gy & L fo2ntl
sine = Tont1(z) + oz = TR P et =1y Bat 1)l + o(x )

La figura 4.50 illustra il miglioramento dell’approssimazione di sin # mediante i suoi polinomi
di MacLaurin, all’aumentare del grado del polinomio.
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Figura 4.50.

Nel quadro che segue abbiamo raggruppato gli sviluppi di MacLaurin di alcune
funzioni elementari, con il resto di Peano.

2 7
@ & L o
e —l+:r+-i+...+a+o(a;)
48 o gl o
i gae Y i i i
gine= g 3!+5!+...+( 1) (2ﬂ)+1)!+0(m )
2 ,134 2n ”
— P L e Fo e 55 2n
cosz=1— TR T +(—-1) o) + o(z*")
3 79 p2ntl .
hr = = i 2
Shx m—|—31—1—5!+ +(2n+1)1+0(£ )
513‘2 '4 x2n
Cho=1+4+ —+—+... e
v T g g e (2n)! i
2 3 7
Al i
In(1 =5——+—4... L i
ol +o) =z~ 2+ 2 44 (1T 4 o)
' -1 tee— 1) .. . (g— 1
(1—E~a:}a=1—l—oam+9é(aTzwg+...+&(a ) [(a . dei3 ):£n+o(x'n)
/ 7l

Proprieta del simbolo di “o piccolo”
Quando si opera su sviluppi di Taylor-MacLaurin con resto secondo Peano, ad esempio
per caleolare limiti, ci si trova ad eseguire calcoli che coinvolgono o (2™). Per proce-
dere correttamente ¢ utile comprendere alcune proprieta del simbolo di “o piccolo”.
Ricordiamo che {
. [ (=)
f(z)=0(g(z)) per x — zp se lim =0
o0 g (@)

Ad esenapio, perw— 0,0 = 6(z); &° = ola); 2° =0 (#°):
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11 simbolo di 6 (. ..) non denota quindi una particolare funzione, ma qualsiasi funzione
abbia la proprieta espressa dalla definizione. Da questo fatto seguono alcune proprieta
della relazione di “o piccolo” che possono apparire “strane”. Ne illustriamo alcune su
esempi che si incontrano frequentemente:

o(z) —o(z)=o0(x) (non fa zerol)

o (—3:172) =0 (Tz) ; —o(z) = o(x) (coefficienti numerici moltiplicativi

sono irrilevanti)

Per z — 0,0 (2) + 0 (2*) = o () (Perrore pitt grossolano, cioé o (), ingloba quello pit
fine).
Analogamente si avrebbe:

per & — +o00,0(z) +o0(2%) = o (z?)

11 sitnbolo di “o piccolo” si comporta al seguente modo con somme e prodotti (verifi-
carlo in base alla definizione):

fro(g)=0(f"g), ad esempio:

3 2
o(z oz
20 (.,LQ) =5 (Tr;) _(J,—) =5 (‘rz) —(—) == i )
(ricordiamo che o (1) indica semplicemente una funzione che tende a zero per x — g,
il punto considerato). Ed anche:

o(f)-o(g)=o0(f+g), ad esempio:

o(x)o (3:2) ol (:1:3)

7.4 Formula di Taylor-MacLaurin con resto secondo Lagrange

Nella formula di Taylor con resto secondo Pcano, 'informazione che abbiamo sull’er-
rore commesso nell’approssimare f col suo polinomio di Taylor-MacLaurin ¢ di tipo
dinamico: al tendere a zero dell'incremento (z — xp), sappiamo che il resto tende a
zero piu rapidamente di (z — zg)". Questa informazione, come abbiamo visto, ¢ utile
ad esempio nel calcolo dei limiti. Per un valore fissato dell’incremento (x — zg), pero,
la, formula di Taylor con resto secondo Peano non dice nulla sull’entita dell’errore com-
messo. In varie questioni di calcolo approssimato & essenziale invece stimare l'errore
che si commette approssimando una funzione col suo polinomio di Taylor-MacLaurin,
quando Pincremento (x — xg) ha un valore fissato, o un valore che non supera una
soglia fissata.

Ad esempio, sappiamo che il polinomio di MacLaurin al 3° ordine di e® ¢

L 1 .
T:s(w):1+a:+§m2+6:n3

Se volessimo utilizzare questo fatto per ealeolare un valore approssimato di /e, ossia

pensassimo di approssimare
; 1 79
eon Ty =)= —
2 48
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come potremmo stimare a priori (ossia senza conoscere gia il valore vero di 1/e) di
quanto stiamo sbagliando?

A questo tipo di problema risponde il prossimo risultato, che da un modo alternativo
di quantificare errore di approssimazione commesso:

TrorEMA 4.19 (ForMULA DI TAYLOR ALL'ORDINE 1, CON RESTO SECONDO
LAGRANGE) Sia [ : [a,b] — R derivabile n+ 1 volte in [a,b], ¢ sia g € [a,b]. Allora
esiste un punto ¢ compreso tra xg ¢ x tale che

0 (o)

(7.9) ¥ (3,) = Tn,:no (I) + m )n—H .

(:L‘—-.’L'(]

La formula precedente si dice “formula di Taylor (o di MacLaurin se xo = 0) di ordine
n, con resto secondo Lagrange”.
La formula ha la struttura:

funzione da approssimare = polinomio approssimante + errore di approssimazione

f(n-}-l} (L]
e

. T ; 1
dove Perrore di approssimazione ¢ il termine L

(x —xp)" ", detto resto secondo
Lagrange.

Per n = 0 la formula (7.9) coincide col Teorema, di Lagrange.

Si noti che il punto ¢ dipende da zg, 2 € n, ed & compreso tra zg e 2. Se si riesce a
dimostrare che | fO+Y) (t)| < M per ogni ¢ compreso tra zg e , allora la formula di

Taylor con resto secondo Lagrange dice che

M -1
(n 4+ 1)! Joe—se

P8 —Tam, () 5

che ¢ appunto una stima dell’errore di approssimazione commesso.

~io Torniamo al problema di approssimare /¢ mediante la formula di Taylor. Ponendo,
nella (79), Flol= ¢ up= o= %,n = 3, otteniamo:

an(3)(l)

Poiché per 0 < ¢ < é & et < yfe < /31, siottiene

» 1 /3
e—Ts{ = || < —— ~(0.0045
v (2 = 2t odl
Questo significa che approssimando /e con il valore ;’l-g- sl commette un errore non superiore

a 0.0045.

!Abbiamo usato la disuguaglianza grossolana e < 3 per non cadere in un circolo vizioso: per
stimare il valore di /e sembrerebbe necessaric sapere gid quanto vale /e! Invece, basta conoscere
un valore che maggiora +/e, e questo valore &, ad esempio, v/3.



220 Capitolo 4. Calcolo differenziale per funzioni di una variabile (S 978-88-08-06485-1

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.19 Proviamo la (7.9) nel caso n = 1. Ponendo per
comodith zp = a,z = b 'enunciato diviene: se f : [a,b] — R & derivabile 2 volte in [a, ],
allora esiste un punto ¢ € [a, b] tale che

(7.10) FB) = f (@) + 1 (a) (b= ) + 54" (c) (b= )"

Poniamo f(b) — {f(a) + f'(a)(b—a)} = k(b — a)® e cerchiamo di determinare la forma di k.
Consideriamo la funzione

g(@) = f(b) — f(w) = f'(@)(b - z) - k(b — 2)*

e applichiamo ad essa il teorema del valor medio. Poiché ¢g(b) = gla) = 0 (la seconda
uguaglianza segue dalla definizione di k) si trova che esiste ¢ € (a, b) tale che
g(b) —g(a) _
D e e
— g (c)

Ma g'(z) = —f' () — " (2) (0 —=) + f'(w) + 2k(b— 2) = (b—=)[2k — " (2)] ¢ quindi g'(c) =0

implica, essendo ¢ % b:
=i
k= §f ()
Con lo stesso metodo si pud dimostrare la (7.9) per n qualsiasi. Definiamo:

@D s

il
i=0 "

con k definito implicitamente dall’identita
(7.11) Fb) — T o (8) = R—a)™

Ora si procede costi:
a) Si verifica che g(b) = g(a) = 0:

g®)=1()-f()=0
g(a) = f(b) = Tna (b) — k(b —a)"™" = 0 per definizione di k.

b) Si applica il teorema di Lagrange a ¢ in [a,b], ¢ si mostra che l'affermazione “esiste
¢ € (a,b) tale che q"(c) = 0" & esattamente la (7‘9)‘ Cominciamo a calcolare g':

€ 1),13 — gyl

Z f(J-i-l)(m) — ) +Z f("Hl ;r)(b—fb) +hk(n+1)(b—x)
i=0 &
fmﬂk)@ o)

= — o +k(n+1)(b—x)"

(dove nel secondo passaggio abbiamo eseguito una traslazione di indici nella sommatoria).
Allora ¢ (¢) = 0 significa:

b — o)

n!

+kn+1)(b—0c)" =
ossia
g f(”'H)(c)
(rn+1)!
che, inserita nella (7.11), da la tesi.
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Formula di Taylor e convessita
Consideriamo la formula (7.9) con n = 1:

£(@) = Flao) + f'(mo)(z — za) + 3 [ (6) e ~ zo)?

e supponiamo che in ogni punto di (a,b) si abbia f(z) > 0, ovvero f sia convessa in
(a,b). Allora si ha 1 f”(c)(z — z0)* > 0 e percid si pud scrivere, per ogni coppia di
punti zp, z € (a,b):

(7.12) Fx) = flmo) + f'(w0)(® — 7o)

La (7.12) significa geometricamente che il grafico di f(z) si mantiene in tutto (a,b)
sopra il grafico della sua retta tangente in xg (e questo vale per ogni scelta del punto
zo € {a,b)). Abbiamo dunque dimostrato che se una funzione (due volte derivabile) ¢
convessa, ¢ anche “convessa per tangenti” (vedi Teorema 4.12 par. 5.2).

Se invece f & concava, ossia f” () < 0 in tutto (a,b), la disuguaglianza (7.12) vale
con “<” anziché >: il grafico di f(x) si mantiene in tutto (a,bd) sotto il grafico della
sua retta tangente in xg.

7.5 Risoluzione approssimata di equazioni: il metodo di Newton

Supponiamo di voler risolvere 'equazione

Fleh—l

che equivale a cercare le intersezioni del grafico di f con l'asse z, e supponiamo di aver
aceertato (mediante confronto grafico, ad esempio) l'esistenza di un'unica soluzione
z = a, all'interno di un intervallo [a,b]. Si vuole dare una valutazione approssimata
di a. Il metodo di Newton, che ora illustriamo, serve proprio a questo scopo. L'idea
¢ quella. di costruire una successione convergente ad «; questa successione, come si
vedra, ¢ definita in modo ricorsivo, ossia:

¢ si assegna esplicitamente il primo termine zg;

e si assegna esplicitamente la legge con cui calcolare z,,41 a partire da x,, qualunque
sla n.

In questo modo, il termine @, pud essere costruito a partire da zq con 7 iterazioni del
medesimo algoritmo. Il metodo, percio, si presta molto bene al calcolo automatico.

Hlustriamo il metodo con riferimento alla figura 4.51. Partiamo da zy = a e “li-
nearizziamo” 'equazione f(x) = 0 sostituendo a f la retta tangente al suo grafico nel
punto (a, f(a)). Tale retta ha equazione

y = flag) + [lag)e —ag)

Invece di risolvere f(z) = 0 risolviamo
flzo) + f'(2o)(& — 20) =0

ottenendo

J(zo)

Tl =Xy — ——= | — prima approssimazione di o

f'{o)
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fla) |~

Figura 4.51.

Procediamo ora con x; al posto di zg = @, sostituendo f con la retta tangente in
(21, f(21)). Anziché f(z) = 0 si risolve I'equazione

@)+ fl(@m)(e—2) =0

ottenendo

flw1)
F{z1)

Proseguendo con z9 come per z; e continuando si perviene alla legge di ricorrenza

ooy =il — seconda approssimazione di o

Ty — @

(7.13) e
e 5 g

f'(zn)

Nella situazione descritta in figura 4.51, si vede che z,, T a.
Si tratta ora di dimostrare rigorosamente che, sotto opportune ipotesi, la succes-
sione z,, effettivamente converge alla soluzione cercata. Vale in proposito il seguente

TrEOREMA 4.20 Sia [ : [a,b] — R due volte derivabile in [a,b], ¢ supponiamo che:
1. fla)-fib) <0;
2. f'(z), f" (z) hanno segno costante in [a,d].
3. fla)-f"(a)>0.
Definiamo per ricorrenza la successione
Tg=a

S (2n)

N T e

f' (@n)

Allora esiste uno e un sol punto ¢ € (a,b) tale che f(c) = 0, e la successione x,,
converge ad ¢ per difetto.
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Se invece di valere la 3 vale la

3. f(b)- f(b) >0, allora la successione

T —h

Lp4+1 = Lpn — fr((v;?;)}

converge ad ¢ per eccesso.

OsseErvAazIONE Notiamo che, sotto le ipotesi 1 e 2, & senz'altro verificata la 3 o
la 3°. Infatti f” ha lo stesso segno in a e b per la 2, mentre [ ha segui opposti
inaeb, per la 1, percid o vale la 3 o vale la 3’. Questo significa che il metodo e
applicabile ogni volta che le ipotesi 1 e 2 sono verificate: si tratta solo, a quel punto,
di scegliere opportunamente se porre xg = a oppure b. A sua volta, la condizione 2,
apparentemente restrittiva, sara in generale soddisfatta pur di scegliere un intervallo
[a, b] abbastanza piccolo.

DIMOSTRAZIONE. Poiché f & continua in [a,b] e vale la 1, per il teorema degli zeri esiste
almeno un ¢ € (a,b) tale che f (¢) = 0. Inoltre, poiché [ (x) ha segno costante in (a,d), la f
& strettamente monotona, quindi tale punto ¢ € unico (una funzione strettamente monotona
non pud annullarsi in due punti distinti). Questo prova esistenza ¢ unicita del punto ¢ in
cui f si annulla. Proveremo che la successione z, ¢ monotona. Da questo seguird, (teorema
di monotonia) che la successione ¢ convergente. Mostriamo per intanto che, se x,, converge,
certamente converge ad ¢
Infatti, se z, — G £ [a,b], passando al limite nell'uguaglianza

[ (&n)
J (@)

Intl = dp —

si ha
B L1
11(8)
(abbiamo sfruttato il fatto che f ¢ continua, ¢ anche f’ & continua, in quanto ' & derivabile,
perché esiste per ipotesi f”). Dall’ultima uguaglianza segue f (8) = 0, per cui 3 = ¢ (unico
punto in cui la funzione si annulla).

Proviamo dunque che z,, € monotena, sotto le ipotesi (1), (2), (3). Per fissare le idee,
supponiamo che sia f (a) < 0. Allora per (1) ¢ f(b) > 0. Poiché per la (2) ' (z) ha segno
costante in [a, b] , dovra essere f' (z) > 0 in tutto [a.b] (se valesse laltra disuguaglianza, f
sarebbe decrescente, e non potrebbe essere f (a) < 0 < f(b)). Poiché f (a) < 0 e vale la (3),
f"(a) < 0, dunque, poiché per la (2) f” (z) ha segno costante, [ (x) < 0 in tutto [a,b].
Siamo quindi nella situazione della seguente figura:

\

Figura 4.52.
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Consideriamo ora la funzione

W@
e —® )

Notiamo che ¢:
Tntl — G (ﬁﬂ) }
gle)=¢c
(perché f (¢) = 0); inoltre
@) (@) _ f@ L @)
fr @) f* (@)

(perché f” (z) < 0 in tutto [a,b]), quindi ¢’ (z) > 0 per = € [a,c] (vedi grafico di f), ossia:
in [a, ] la funzione g & strettamente crescente. Tenendo presenti queste cose, proviamo ora
che:

g (x) =1 >0« flz)<0

(7.14) V8l Wy & Betd E G
Infatti: per n = 0 si ha:
r=a— ___]"}(a) > a
I (a)

(perché f(a) < 0 e f'(a) > 0), ossia 1 > 2o. Inoltre @ < ¢, ¢ poiché g ¢ crescente, guesto
implica
g(a) < g(e), ossia
xr1 < ¢
Quindi abbiamo provato che
o my <Es

Applicando ora la ¢ alle disuguaglianze precedenti (g & strettamente crescente in [a,¢], e
tre punti stanno in questo intervallo, quindi g conserva le disuguaglianze), si ha

g (x0) < g(x1) < g(c), ossia

i M o7, T o

Applicando ancora la g, troveremo za < 13 < ¢, e cosi via. Percid la (7.14) ¢ vera, e in
particolare x, € monotona. Questo conclude la dimostrazione. ¢

R g

Consideriamo ancora 'equazione
frl=¢ % wg =D

Abbiamo:

Flgl =¢ ™ 30 in [0,1]

Inoltre f(0)=1>0¢e f(1) < 0.
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La successione (7.13), & in questo caso

— & - 7

c —Tn  Tn+1
e~%n 41 14ev

g =10, Thi1 =2%n+

Usando una calcolatrice si trova
x1 = 0.500

z2 = 0,5663.
@5 = 05671 .«

2y = 0,5671 ...

Si vede che gia dopo 4 iterazioni si puo dire ¢ = 0,5671... con e ™ — x4 = 4,55 « 1077,

Approssimazioni al primo e al secondo ordine.

La velocita v(t) di un corpo di massa m che cade nell’aria & regolata dalla legge

o) = 22 (1- e 7%)

dove g & accelerazione di gravita e & un coefficiente che esprime Pattrito dell’aria. (Questo ¢
vero se si assume la forza di attrito proporzionale alla velociti). Lincarizzando I'espressione, si
trovi come varia la velocita nei primi istanti di caduta. (Cioe si approssimi v (£) per ¢ — ().
L’approssimazione cosi ottenuta & per eccesso o per difetto? Per rispondere, si scriva ora
l'approssimazione al second’ordine (mediante la formula di Taylor), e si confrontino le due
gspressioni.

2 (Chr. Pesercizio precedente). Se si assume invece la forza di attrito proporzionale al
quadrato della velocith, la velocita del corpo in caduta risulta:

foh

my e Ao S |
h

\' h J:.fzn‘t—-l-]

con lo stesso significato dei simboli (il coefficiente h ha ora dimensioni diverse). Linearizzando
Pespressione, si trovi come varia la velocita nei primi istanti di caduta.

L’oscillazione di una pallina fissata all’estremita di una molla e libera di muoversi su
una retta & deseritta dalla funzione:

x = Ae™™ cos (wt)

con A,k w costanti positive. Linearizzando 1’espressione, si approssimi z(t) per t — 0.
L’approssimazione cosi ottenuta ¢ per eccesso o per difetto? Per rispondere, si scriva ora
l'approssimazione al second’ordine, e si confrontine le due espressioni.

Usando la formula di Taylor al second’ordine col resto secondo Lagrange, si dia una
maggiorazione del massimo errore che si commette approssimando sinz con z, quando 0 <
xr < %, e si precisi se l'errore commcsqo ¢ per eccesso o per difetto.

Il massimo errore commesso & in realta per x = Z: si calcoli questo errore. Tl risultato &

5
coerente con la stima eﬁettuata:
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 Usando la formula di Taylor al second’ordine col resto secondo Lagrange, si dia una
maggiora:zione del massimo errore che si commette approssimando /1 + @ con 1+ -}T, quando

Qs 2, e si precisi se Perrore commesso ¢ per eccesso o per difetto.
Il massimo errore commesso & in realta per x = % si calcoli questo errore. 11 risultato ¢

coerente con la stima effettuata?

¢ Dimostrare, sfruttando la definizione dei simboli di “o piccolo” e di “asintotico”, tutte
le proprieta enunciate nel paragrafo “Proprieta del simbolo di o piccolo”

Metodeo di Newton

- Nell'esempio 4.5 (diffrazione della luce attraverso una fenditura) abbiamo visto che
1d ricerca dei massimi dell’intensita luminosa nella figura di interferenza per la luce che
attraversa una fenditura porta a risolvere l'equazione tgt = t. Calcolare col metodo di
Newton un valore approssimato della prima soluzione positiva di tale equazione, che si trova
(come mostra il grafico) poco prima di 37

(Suggerimento: applicare il metodo alla fanzione f(t) = tgt —¢ sull’intervallo 27, 37 — 0.1],
3

usando come valore iniziale a = 27 — 0.1. Calcolare le iterate con I'aiuto di un computer).

Caleolare con approssimazione I'unica soluzione reale dell’equazione z? + 1 = } A tal

fine:
a. Mostrare che il metodo di Newton & applicabile sull'intervallo [ 1];.
b. Scrivere esplicitamente 'algoritmo iterativo.
c. Calcolare esplicitamente le prime iterazioni, finché le prime due cifre decimali si
stabilizzano.

Calcolare con approssimazione "unica soluzione reale dell’equazione logx = % A tal

fine:
a. Mostrare che il metodo di Newton & applicabile sull’intervallo [1,2].
b. Scrivere esplicitamente 1’algoritmo iterativo.
¢. Calcolare esplicitamente le prime iterazioni, finché le prime due cifre decimali si
stabilizzano.

Convessita
Siano f,g due funzioni definite su tutto R, derivabili due volte. Supponiamo che f

sia convessa ¢ ¢ concava, su tutto R, Utilizzando le proprietd geometriche enunciate nel
paragrafo 5.2 per le [unzioni concave e convesse, dimbstrare che f e g non possono avere piu

di due intersezioni.

Calcolare i seguenti limiti utilizzando opportunamente, se necessario, gli sviluppi di Taylor.

4 log +f 14z?
im ————

lim «® (\/a:2 £ P Fegp 1)

=08

lim (\/:cz +ax+1— m)

o0
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i

Sviluppare in serie di Taylor in vicinanza di z = 0 all’ordine 5 le seguenti funzioni:

sinx 1 1
i log(1 + cos )

T ' cCoOST 3+ x

| Bepwwae—0log— 0% se il caso lo richiede) si verifica che f(z) ~ kzx™ (k# 0, a > 0),
si dice che « & Pordine di infinitesimo di f rispetto all'infinitesimo campione .

Utilizzando opportunamente gli sviluppi di Taylor, determinare Pordine di infinitesimo
per z — O delle seguenti funzioni

i) sinz—=z i) (sing) =&’ i) cos(2v/T) —e

Gli sviluppi di Taylor e il teorema di de L'Hospital sono due diversi strumenti per
il calcolo dei limiti; spesso entrambi 1 metodi possono essere utilizzati. Provare a rifare gl
esercizi 57, B8, 60, 61, 62, 63, 64 utilizzando oppoertunamente ghi sviluppi di Taylor.

_ S5i considerino le funzioni iperboliche inverse SettSha, SettCha (v. cap. 2, par. 4.4).
Qalcolare la. derivata di queste funzioni inverse:
a) applicando il teorema della derivata della funzione inversa, sfruttando percio le formule
per la derivata di Shz e Chz, e la relazione tra le due funzioni;
b) derivando direttamente U'espressione esplicita della funzione inversa, calcolata nel
cap. 2, par. 4.4. (Naturalmente, si deve trovare lo stesso risultato).

Fare un esempio di funzione derivabile n volte ma non n — 1 volte, per n intero
p0:31t1vo qualsiasi.

Si consideri la funzione

i

FEin S perw
fa (2) = o
0 per @ <0

Stabilire per quali valori del parametro reale «, la funzione f,: & limitata; & continua; &
derivabile in 0; ha derivata prima continua in 0; ¢ derivabile due volte.

4 Dimostrare il Teorema, enunciato nel par. 7.2 sulla relazione tra “asintotico” e “o
piccolo™

Dimostrare la seguente relazione tra i polinomi di MacLaurin di f e f' (relazione che
&bbla,mo utilizzato nella dimostrazione della formula di Taylor con resto secondo Peano):

Trs (@) = Toer,p (2).-

Dimostrare che dato un qualsiasi polinomio di grado n,

=1
B (8] =00 Baai8™ T 4 bl
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e assegnato un punto zg € R, si pud esprimere p, anche nella forma di polinomio di grado
n centrato in zq:

Pn (T) —% N (m == mO)R + bn-1 (33 = mu)n—-l + . +bo

per opportuni coefficienti by determinati dai coefficienti aj. (Questo fatto & implicitamente
utilizzato nel provare il Teorema che caratterizza il polinomio di Taylor).

(a) Sia f una funzione invertibile in (a,b), e g la sua funzione inversa. Nell'ipotesi
(.he f sia derivabile 2 volte in z¢ € (a,b) con [’ (xo) # 0, dimostrare la formula:

s — L)

T (3:0)3 (con yo=1F (_"L'U.) b2

{(b) Sapendo che
f(@) =a+b(x—z0)+eclz—m0) +0lz—20)°,

scrivere lo sviluppo di Taylor al second’ordine per g centrato in yg, in funzione dei coefficienti
a, b, c. _
(c) Supponendo che f sia 3 volte derivabile in zg, caleolare anche ¢ (yo).

La formula di Taylor fornisce un ulteriore criterio per lo studio della natura dei punti
stazionari. Sia f una funzione derivabile tutte le volte che ci occorrera in xg, e sia [’ (zg) = 0.
Dimeostrare che:

se il minimo intero n per cui risulta £ (x0) # 0 & pari, allora xg & un punto di massimo
o minimo relativo, e precisamente: & di massimo (minimo) se £ (z0) < 0 (> 0); se invece
il minimo intero n per cui risulta f (o) # 0 & dispari, allora g non & un estremante.




1 SERIE NUMERICHE

1.1 Definizione e primi esempi

Nel capitolo 3 abbiamo introdotto il concetto di limite di successione, come punto di
partenza per poter definire quello di limite di funzione, che ¢ il fondamento concettuale
del calcolo infinitesimale nel continuo, ossia il calcolo differenziale, trattato nel cap.4,
¢ Integrale, che tratteremo nel cap.6. In questo capitolo vedremo come il concetto di
limite di suecessione permetta un altro importante sviluppo del calcolo infinitesimale,
questa volta nell’ambito del discreto. Si tratta del concetto di serie, che come vedremo
consente di estendere ’elementare operazione algebrica di somma a un numero infinito
di addendi.

La possibilita di sommare infiniti numeri, magari tutti positivi, e ottenere un
risultato finito, era qualcosa di paradossale per gli antichi filosofi greci: Zenone di
Elea (intorno al 400 a.C.) formuld il celebre paradosso di Achille ¢ la tartaruga.

In una gara di corsa Achille (A4) e la tartaruga () partono inizialmente (tempo #p)
dalle posizioni zy e @1 > z¢ rispettivamente (fig. 5.1). In un tempo ¢, A raggiungerd
la posizione x1 ma, nello stesso tempo, 7" avra raggiunto una posizione xs > 2. Per

Lo Iy

tempo posizione di A posizione di T’
t(} Ty T

to + 1ty Zy T2

to -+~ tl =5 tg Lo T3

Figura 5.1,
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arrivare a xo, A impieghera un tempo 2, ma in questo tempo T sl sara spostata in
T3 € Ccosl via. ..

O si ammette che la sommea, di infinite quantita positive: tg+#1 +ta+. .. possa dare
un risultato finito, o si deve concludere che Achille non riuscira mai a raggiungere la
tartarugal

D’altra parte non & cosi paradossale che una somma di infiniti addendi positivi,
una volta che sia stata ben definita, possa dare un risultato finito; convinciamocene
con questo semplice esempio. Immaginiamo di misurare un’asta lunga 2 m usando
questo bizzarro procedimento: dividiamo 'asta a meta ¢ misuriamo il primo pezzo:
otterremo 1; poi dividiamo a meta il secondo pezzo e misuriamone la prima parte:
otterremo %, il rimanente pezzo sia diviso ancora a meta. . . e cosl via indefinitamente.

Otteniamo una somma infinita

Tl B B e, o P
i el B b v g e

la quale, secondo le aspettative, dovrebbe avere come risultato 2.
Vediamo ora di precisare il discorso fatto con opportune definizioni.
Data una successione di numeri reali {a,}, chiamiamo serie dei termini a, la
serittura formale
o0

(1.1) B

n=0

che si legge “serie (ma anche “somma” ) per n da 0 a oo di a,,”. Per dare significato
a questo simbolo, che intuitivamente rappresenta 'operazione di somma degli infiniti
addendi a,,, costruiamo anzitutto un’altra successione, {s,}, 1 cui termini sono cosi
definiti:

S50 = Qg

81 = ag +ay

i 89 = ag + a1 + a2

(1.2}

Il numero s, viene detto somma parziale (o ridotta) n-esima della serie (1.1), ¢ la
successione {s,} si dice successione delle somme parziali della serie (1.1). Notare che
le (1.2) si possono condensare nell’unica serittura sintetical:

T
(1.3) sn:Zak pern=0.1.2,...
k=0

1Si presti attenzione, nelle formule precedenti, al diverso ruole giocato dai due indici (k e n):
I'indice rispetto a cui si somma (n nella (1.1); & nella (1.3)) & sempre un indice muto: ad esempio la
(1.3) si potrebbe scrivere anche cosi:

T
STL:Z% per =L 12 0
J=0
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DeriNizioNE 5.1 Diremo che la serie (1.1) e convergente, divergente, irregolare, se
la successione {s,} delle sue somme parziali & convergente, divergente o irregolare,
rispettivamente. In particolare, se {s,} ¢ convergente, s, — s, diremo che s & la
somma della serie, e scriveremo:

oo
E Qp — 8
=0

In questo caso dunque vale la relazione:
o0

n—+00 — - 00

¥i
Hee= 1 E ar= lim s,
i
0 =0

=

L’ultima formula scritta & interessante perché spiega in che modo il concetto di serie
traduca con precisione 'idea di “somma di infiniti addendi”: si calcola il limite, per
n — o0, della somma finita dei primi n addendi.

L’espressione “studiare il caratterc della serie” significa stabilire se la serie &
convergente o divergente, o irregolare.

Talvolta, invece di sommare a partire da 0, si parte da un indice N > 0; scriveremo
allora > 7 \ a,. Per indicare una serie useremo talvolta anche il simbolo sintetico
> an. In questo caso sard chiaro dal contesto a partire da quale indice N occorra
sommare.

OsservazIONE Parlare di una serie numerica coinvolge sempre due diverse succes-
sioni: la successione {a,} dei termini della serie (a, si dice anche “termine generale
della serie”) e la successione {s,} delle sue somme parziali. Lo studente presti bene
attenzione, volta per volta, a quale delle due successioni si riferiscono le affermazioni
fatte. Per esempio, abbiamo visto che la serie > a,; si dice convergente se la successione
{sn} & convergente (non se la successione {a,,} & convergente!).

(Serie geometrica) Sia an = q", ¢ € R. Se ¢ # 1, utilizzando la formula (1.1) del
capitolo 1, abbiamo

z T — q'n.-i-]
Sp=14+q+q¢ +...4+¢" = —"—
L—q
Se invece ¢ = 1 abbiamo s, = n + 1. Prendendo il limite, per n — o0, otteniamo:
1 .
— se <1
T4 lq]
n].}._}il;::!_o STL = +OO se q Z 1
non esiste se g < —1
1
” convergente (COH somma W) se |gl < 1
e pertanto la serie Z g~ @ divergente a 400 seq>1

=0
irregolare gse g < —1
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(Serie armonica) E la serie
— 1 L,1 d 1
Y = belrriel @ b e ol s
n§:1'”' bk § bl oo gk

Dimostreremo (nel cap. 6 par. 8.3) che la successione s, delle somme parziali & > log(n + 1)
(e percio, in particolare, tende a +00).

(Serie di Mengoli) E la serie;

g n+l

Osservando che —1— = L ——L_ s riesce a dare un’espressione semplice alla successione s,,:

nln+1) n n4l?
i 1 -
e 41|

e li-r b e

(grazie al fatto che i termini si semplificano 2 a 2)

B 1
n—+1

Dunque s,, — 1, ossia la gerie converge ¢ ha somma. 1.

La serie di Mengoli ¢ il pit semplice esempio di serie telescopica, che significa quanto se-
gue. Il termine generale ay ha la forma (b, — by+1) (dove bg & un’altra opportuna successione)
¢ di conseguenza, grazie alle cancellazioni, si ha

Bn.= by — bn—i—l

Se il termine b, — 0, la serie & convergente ¢ ha somma by.

o0
Supponiamo che la serie ) a, sia convergente e che s sia la sua somma. Cid
n=1
significa che s,, — s e quindi

Ay = (.Sn = Sn—l) —E (S - 3) =0
Ne segue che;

TeoreEMA 5.1 Condizione necessaria affinché una serie > ., an converga € che il
termine generale a,, tenda o zero.

Come mostra 'esempio della serie armonica, la. condizione non ¢ sufficiente. Co-
munque, se il termine generale non tende a zero, certamente la serie non converge.
o @]
: v} . e,
Ad esempio } cos . non converge, perché cos - — 1.

=1
Talvolta e utile anche il seguente fatto:

TEOREMA 5.2 Supponiamo che

o0
E&k

k=0
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sia convergente. Allora per ogni n risulta convergente anche la serie (che si dice resto
della serie di partenza)

L)
= E ar; inoltre By, — 0 per n— oo.

Detto in parole: il resto di una serie convergente é infinitesimo.

DIMOSTRAZIONE. Sia 8, = > ,_, 0k € sia

23
=D ax (per h = n)

k=n

Ja. somma parziale h-esima della serie R,,. Dall’identita, valida per ogni h > n,
S + g = 8
si ha, passando al limite per h — oo,
Ry + sp—1 = s.

Per n — 00, $n—1 — s e quindi By =5 — sp—1 — 0. &

Nei prossimi paragrafi studieremo vari criteri di convergenza, che forniscono alcune
condizioni sufficienti affinché una serie converga; il problema di calcolarne esplicita-
mente la somma, invece, esula per il momento dai nostri obiettivi.

1.2 Serie a termini non negativi
Per una serie a termini non negativi si hanno alcuni semplici criteri sufficienti di
convergenza. Cominciamo con l'osservare che la successione delle somme parziali di
una tale serie sara crescente, poiché

Sl = Sp Tt Gl > 85

Percio, per il teorema sull’esistenza del limite di una successione monotona (v. cap. 3,
par. 1. 2), esiste lim s, tale limite & finito oppure +co a seconda che la successione

n——+00

{s,} sia limitata oppure no. In ogni caso risulta: hm 8y, =sun{s, )
T.'—* oo n€N

Possiamo percio affermare che:

abdi an 9 tClIIllIll non zlega,tlm e conve\rgente oe dwergente a +00.
Essa convarge see solo se Ia ﬁuct,essmne delle somme pq.rmah n-esime & limitata.

Criterio del confronto
Siano Y a, e > b, due serie a termini non negativi e tali che

s Tl definitivamente
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Allora valgono le seguenti implicazioni
i) > b, convergente = > a, convergente
ii) > a, divergente —> > b, divergente.

La serie ) _ b, viene detta maggiorante, la > a, minorante.
Questo e 1 prossimi criteri saranno dimostrati alla fine del paragrafo.

(= o)
La serie ) %, con & <1 ¢ divergente.
n=1
Infatti Vaffermazione & vera per @ = 1 (serie armonica); per @ < 1 la serie data &
P
maggiorante della serie armonica, percio diverge.

Criterio del confronto asintotico
Se le due successioni (a termini positivi) {an} e {b,} sono asintotiche,

Gy, ™~ by

allora le corrispondenti serie > a, e > b, hanno lo stesso carattere, cio® o sono
entrambe convergenti o sono entrambe divergenti.

OO
i 1 o perché -
La serie ), —3 converge perché — ~

n=1

X . oK . .
771{?3 Ty € la serie Zl m {di Mengoli)
n—=

converge.

o0
La serie Y -1 con a > 2 converge per il eriterio del confronto: -1 < L e
s T

1
nZ

g

i

converge.
oo

Abbiamo quindi stabilito il carattere della serie armonice generalizzata > n—{; per « >
=1
2 (convergente) e per & < 1 (divergente). Si pud dimostrare (una prova di questo fatto
sara fornita nel cap. 6 par. 8.3) che nei casi intermedi (1 < o < 2) ¢’¢ ancora convergenza.
Ricapitolando:

Lo o)
1 . :
E — converge se & > 1; divergese a < 1
i
N~ Sntcosn Bruf- 51
den S Cos 1 ;i 5 ; 4 DTLCOS o £ g g
La serie 21 51aons converge, perché e vl E Bl B (Ovviamente la costante
=

moltiplicativa ¢ ininfluente sul carattere della serie).

Un’osservazione importante riguarda la differenza tra stabilire il carattere della serie
(ad esempio: converge oppure no) e calcolare la somma della serie (nel caso converga).
In generale, quando affermiamo in base al criterio del conlronto asintotico che la serie
> ay, converge perché la serie Y b, converge, ¢id non significa affatto che le due serie
abbiano la stessa somma. Intuitivamente, c¢io ¢ dovuto al fatto che I'affermazione
@y ~ b, ci dice che gli addendi delle due somme sono “simili” quando n ¢ grande;
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ma il valore della somma della serie dipende da futtz gli addendi, anche i primi. Ad
esempio, abbiamo visto che

= 1 _
I e R e o
T n—1—1 afn+1) n®

Tuttavia si pud dimostrare (lo vedremo nel vol.2°, trattando le serie di Fourier) che

2

00

Y57
w2 b

n:ln 6

Cio vale a maggior ragione quando si applica il eriterio del confronto per affermare la
convergenza di una serie.
(6.0
L'ultimo esempio fatto & interessante anche per un altro motivo. La serie > =,

=1
convergente, ha per somma un numero irrazionale, nonostante il fatto che ogni termine

della successione delle somme parziali sia razionale. Cio significa che se il nostro
ambiente di lavoro fosse @, questa serie non sarebbe convergente.

1 criteri ch convergenza per. 1e serie a termzm positivi si basano tutti sulla
p:fopmem dell estremo superlol(,, di cuz gode I'insieme dei numeri lea,h

Facciamo ora un’osservazione importante sull’applicazione pratica del criterio del
confronto asintotico. Tutti gli strumenti che abbiamo incontrato nei capitoli 3 e 4
per stabilire stime asintotiche per funzioni (limiti notevoli, sviluppi di MacLaurin...)
si possono applicare anche per ottenere stime asintotiche per successioni, e quindi
forniscono strumenti potenti per lo studio del carattere di una serie a termini positivi:

g 1/n 2

e —1 7+ 1

; i A E

9 3 (5w X (5-mg) o Lee (i)

a) -2% ~ =5 (sfruttando il limite notevole 8T el pe1 e(x) — 0), percio la serie,
a termini positivi, per confronto asintotico con la serie di 1/n°, converge.

h) Dallo sviluppo di MacLaurin della funzione sin , si ha (ponendo ¢ = %)

RS N O 4 O S 5. L T
n n n  bn? nd Bn®"

Dunque si tratta di una serie a termini positivi, e per confronto asintotico con la serie di
1/n®, questa serie converge.

c) log (:iié) ~ + k= ﬂ+2 ~ —=. (Si & sfruttato il limite notevole log (1 + £ (2)) ~ & (z)

per € (x) — 0). Dunque si tra,tta una serie a termini negativi, il cul termine generale €
asintotico a —1/n. Per confronto con la serie armonica, questa serie diverge (a —o0).
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Criterio della radice
Sia Y a, una serie a termini non negativi. Se esiste il limite

lim a, =1
—r o0

e [ > 1 la serie diverge, se I < 1 la serie converge; se [ = 1 nulla si pud concludere.

" & Jn .
Jiy.l Siadata ¥ %o con a > 0, risulta, per n — +oo
=1

T _a
il i
e percio la serie data converge.
P o0
. Siadata > n%a", con a € R, a > 0; risulta
gl
’Fi/,u’.ﬂaa’n_ — aJrLQfTL
Calcoliamo lim n%/™; basterd calcolare (cfr. il confronto di infiniti, cap.3, par.1.5)
n—-+oo

lim log (na/n) — lim 2 logn=0 VaelR
n— oo n—4oc 1

e percio lirf n®/™ = 1. Dunque, se a < 1 la serie converge. Se a > 1 la serie diverge. Se
T—FT 0

O

a =1 la serie diventa > n” e gid sappiamo che per a < —1 questa serie & convergente, per
=1

« > —1 divergente.

Criterio del rapporto
Sia ) a, una serie a termini positivi. Se esiste il limite

3 Gp+1
i —2 2 =
M—=+00 Oy

el > 1 la serie diverge, se | < 1 la serie converge; se [ = 1 nulla si pué concludere.

oD
La serie Y L & convergente. Infatti:
rn=0 +

1/(n —+ 1) 1
litn o+ 1! _ Vi = )
n— too 1/?‘?,! N =

Pil1 avanti mostreremo che la somma di questa serie ¢ e.
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Dimostrazione dei criteri di convergenza per le serie a termini positivi

Proviamo ora i criteri di convergenza che abbiamo enunciato. Come si vedra, questi sono
una conseguenza della regolarita delle serie a termini positivi, che a sua volta dipende dal
teorema di esistenza del limite per successioni monotone (v. cap. 3, par. 1.2).

DIMOSTRAZIONE DEL CRITERIO DEL CONFRONTO

Con le stesse notazioni impiegate nell’enunciato, sia:

” 7

v ¢ o I

Sn = aF; Sy = Tk
k=1 =l

Poiché 0 < ap < bi per ogni k, sommando membro a membro le disuguaglianze per k da 1
a n, s ottiene 0 < s, < &). Sappiamo gia che una serie a termini positivi & regolare, ossia
o converge o diverge (non pud oscillare). Dunque le affermazioni ¢) e ) sono logicamente
equivalenti, percid basta dimostrare la seconda, che & immediata perché: dire che >  ay
diverge significa, per definizione di serie divergente, che s, — +00.

D’altro canto & s, < 85, percio, per il criterio del confronto per le successioni, anche
sy, — 400, ossia y oo by diverge.

DIMOSTRAZIONE DEL CRITERIO DEL CONFRONTO ASINTOTICO

Dire che a,, ~ b, per n — oo significa che %2—- — 1 per n — oo; questo implica che per ogni

g > 0 sia definitivamente 1 — e < §2 < 1+ ¢, ad esempio (scegliendo £ = £) che sia
1 tn 3
2 " by 2

ossia (poiché per ipotesi by, > 0)

1 3 : ¥
§bn L gy an definitivamente.

Per il teorema del confronto, la prima delle due disuguaglianze implica che se > a,, converge,
anche > b, converge, mentre la seconda implica che se Y a,, diverge, anche 3" by, diverge.
Questo significa appunto che le serie hanno lo stesso carattere.

DIMOSTRAZIONE DEL CRITERIO DELLA RADICE

Supponiamo prima che sia:

lim Ya,=1l<1

n—4oo

Poiché /a, — [, allora fissato comunque un £ > 0, definitivamente ¥a, <[+
D’altro canto [ < 1, percido ¢ anche [ < 1 — g per un £ > 0 opportuno.
Per questo = si ha dunque che, definitivamente

baln

Van Sl (l—8)+s=1—

2

By
Sl e
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¢ quindi

E‘ TE
e (1 _ —) .
o 5

u y T " N
Per confronto con la serie geometrica convergente Yoo, (1 — 5)", la serie di partenza con-
verge.
Se ora, invece, &

lim ¥a,=I[>1

—--0a

con un ragionamento simile si deduce che
L ENE
an> (143)
definitivamente, per un certo £ > 0. Dunque a,, — +0c0, ¢ la serie diverge.
DIMOSTRAZIONE DEL CRITERIO DEL RAPPORTO

E simile alla precedente. Supponiamo prima che sia:

Gyl

lim = EL

n—+od gy

Ragionando come nella dimostrazione precedente, si ha che:

L1 - &
He(1-9)
o, 2

definitivamente, per qualche ¢ > 0. Cio implica, ragionando iterativamente, che:

o < (1= o (1-£) (1= wcr < < (1-5)"

" : ) ) i 4 oo v ; ; o
Per confronto con la serie geometrica convergente S oo (1 — £)" ai, la serie di partenza
converge.

Se ora, invece, ¢

y Q41
lim

nerto0 (e

=l%1

con un ragionamento simile si deduce che

E T
Gnil = (1 + E) ai

definitivamente, per un certo £ > 0. Dunque a, — 400, € la serie diverge.

Vale la pena osservare il seguente fatto, che talvolta ci sara utile: come si vede dalle
dimostrazioni appena svolte, sia nel criterio della radice che in quello del rapporto, se
I > 1 non solo la serie non converge ma, addirittura, il termine generale della serie
tende a +00.

OsseERvAZIONE Abbiamo gia osservato che il carattere di una serie non cambia se
noi ne alteriamo un numero finito di termini. Di conseguenza, 1 criteri visti per le
serie a termini non negativi, si applicano anche alle serie con termini definitivamente
non negativi. Raccogliendo un segno meno dall’intera serie, poi, si vede che questi si
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possono applicare anche alle serie a termini non positivi, e quindi alle serie a termini
definitivamente non positivi. In sintesi, quindi, questi criteri si applicano alle serie
che hanno tutti 1 termini (tranne un numero finito) dello stesso segno. Nel prossimo
paragrafo esamineremo invece le serie che possiedono infiniti termini positivi e infiniti
termini negativi.

1.3 Serie a termini di segno variabile

Veniamo ora allo studio delle serie a termini di segno qualsiasi. Diamo anzitutto una
definizione:

DeriNizioNE 5.2 Una serie ) ay, si dira assolutamente convergente se converge la
serie (a termini non negativi) > |a,|.

Vale il seguente tcorema:

TEOREMA 5.3 Se la serie > ax converge assolutamente, allora converge.
DIMOSTRAZIONE. Lo proveremo come conseguenza del teorema di monotonia, decom-

ponendo il termine generale della serie nella sua parte positive e negativa. Per ogni k,
definiamo:

8, = somma dei soli termini ar > 0, per k=0,1,....,n

5, = — (somma dei soli termini ay, < 0, per k=0,1,...,1)
Tt
S == Z k-
k=0

Poiché s, = s} — s, sarh sufficiente mostrare che le successioni s& e s, sono convergenti
L Ty T .

per concludere che s, converge, e quindi che la serie > 77 ap converge.

Osserviamo che SI e 5, sono successioni monotone non decrescenti (aumentando n di

un’'unitd si somma ad s, &5 una quantith positiva, oppure non si somma nulla). Inoltre, per
la disuguaglianza triangolare:

T i )
LY les]; L. |ml
k=0

k=0

o 3 . : " e (s <] < .

D’altro canto, per ipotesi la serie ) ap converge assolutamente, ossia Y .- |ax| converge,
e quindi la quantita >, _, |ax| & limitata; percid le successioni s, s;; sono superiormente
limitate e non decrescenti, e pertanto convergono, per il teorema di monotonia. Il teorema &
cosi dimostrato.

Dunque la convergenza assoluta implica la convergenza (ordinaria), detta anche con-
vergenza semplice; il viceversa non & vero.

o
La serie ) (—1)"/n®, con a>1 & convergente, anzi assolutamente convergente, In-
ri=1]

fatti si ha

nf.!

(=13"

no:
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(o]
elaserie > ni& ¢ convergente per &« > 1. Se o = 1 nulla, per il momento, possiamo concludere
=1
circa la convergenza della serie data, poiché la serie dei valori assoluti corrispondente & la

serie armonica, che & divergente,

o0

Mostreremo ora che > (—1)"/n ¢ convergente, fornendo cosi un esempio di serie
n=1

convergente, ma non assolutamente convergente.

Serie a termini di segno alternato. Criterio di Leibniz
Tra le serie a termini di segno variabile, un caso particolarmente semplice & costituito
dalle serie a segni alterni, per le quali vale il seguente criterio di convergenza:

TrorREMA 5.4 (CrRITERIO DI LEIBNIZ) Sia deta la serie

Z (—1)" a, con an > 0 Yn.

n=0
Se:
(i) la successione {a,} & decrescente;
(il) ap — 0 per n — oo

allora la serie é convergente. Inoltre, le somme parziali di indice part approssimano la
somma per eccesso, quelle di indice dispart per difetto; il resto della serie ¢ maggiorato,
mn valore assoluto, dal primo termine trascurato. In formule, detta s la somma dellg
serie, st ha:

faw = Y (—1)*ar | s;

Son+1 = Z (—=1)*ax T s;

(ii) |R«nl = Z (*1)'%(!;9 & B

k=n

Osserviamo che, analogamente a quanto osservato riguardo ai criteri di convergenza
per le serie a termini positivi, il criterio di Leibniz pud essere applicato anche se i
termini sono definitivamente di segno alterno e la successione a,, & definitivamente
decrescente.

Si noti che Ia successione delle somme parziali di una serie a segni alterni ha la
forma:

51 = —y
Sp = —ay1 + ag
83 = —ajy + Gz —as
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dove gli a; sono tutti > 0. Se allora la successione a, tende a zero monotonamente,
'andamento di a,, e di s,, & del tipo descritto dalla figura seguente, che sostanzialmente
contiene la dimostrazione del criterio di Leibniz:

1 2 E 4 5
f f f i i
TR
d N
b e 8
! N 2 A
| ~ ‘,\
L R ; \\
I [ e i .
e d o e r
3 [ i h ' A
| | |\\ ’ \\
i I I\ H4 9 i \ /-.\_“
1 I F = 5
| \ X 7 7
| | I M 854 t 5 g e
| | 1 A ] \ F
Bbc oo W o bbb B 5. 4 3y
4 e i i \"'-_\ d !
| | | Stz A !
e e e e | =i d
| | | I I
il I I ! !
1 2 3 4 5

Figura 5.2.
DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo formalmente il teorema. Consideriamo la successione delle
somme parziali, s,, e le due successioni, estratte da questa, san € S2p+1. Consideriamo
dapprima la successione szn, cosi formata:

S0 = ag

S5 = 8g — a1 +az =< 8o perché az < a1

84 = S0 — a3 + @s < 83 perché aq € a3

Come si vede, la successione {s2, } & monotona decrescente. In modo analogo si dimostra che
Ja successione {sa2n 1} € monotona crescente. Inoltre,

51 S S2p41 — S2n — A2nL1 _<_ San, S S0

percid {s2n+1) & superiormente limitata e {s2,} & inferiormente limitata. Le due successioni
sono quindi convergenti, per il teorema di monotonia; possiamo anche dire che convergono
allo stesso limite, perché

0 < 820 — 82041 = G2n41 — 0.

Detto s questo limite comune, abbiamo allora provato le (i). Inaltre, dal fatto che sany1 — 8
e 89, — & si deduce che s, — s.
Proviamo ora (ii). Poiché sant1 T 5 € 520 | 8, possiamo scrivere

Som—1 X § X Sop
S2n41 S 8 X Son
da cui si deduce
0<s—sam-1 < S2n — S2n—1 = d2n
0 < s9n — 5 < 820 — San41 = @2n41-
Percid (per n sia pari che dispari) si ha
IRﬂl = |" —sn—1| L an

che & la (ii). )
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Applicando il criterio di Leibniz osserviamo che le serie

Z(

=1

B (_l)n
e
n=0
sono entrambe convergenti (la prima & assolutamente convergente, la seconda no). La prima
serie ¢ rapidamente convergente. Sommando infatti i primi 6 termini della serie
o 1 i =
=1+ z i =~ — =—— =036
& 2 6 i 24 120 30 J

1 n+t+1

si ottiene un valore per difetto della somma con un errore che non supera 1/6! = 1/720,
Mostreremo nel par. 2.1 che tale somma ¢ %

La seconda serie ¢ lentamente convergente; per avere un valore della somma approssimato
(per eccesso) a meno di 1/100 bisogna sommare 99 termini! Come vedremo (par. 2.1), la
somma. di questa serie & log2; ma la serie non & adatta al caleolo approssimato di questo
NUmero.

(o ]

Z n n—1
n?2+n

=1

H.

E una serie a segni alterni, a, = 7L(n+l) & positivo e tende a zero. Poiché a, ~ ; la, gerie non
converge assolutamente; vediamo dunque se & applicabile il criterio di Leibniz. Dobbiamo
verificare se e decrescente, ovvero:
Untl X Gn
7 a0 1
(n+)(n+2) — nn+1)

0ssia
2 2
n"Exn n—2
vera per n» = 2. Dungue si pud applicare il criterio di Leibniz e coucludere che la serie
converge.

= Lam LOET
3, S —
=2

Si tratta di una serie a segni alterni, poiché a, = li"'-j;’L—E & positiva; inoltre a, — O (gerarchia

degli infiniti). La serie non converge assolutamente, perché 1282 > L (o >+ diverge);
vediamo se ¢ applicabile il eriterio di Leibniz. In questo caso non & lac-lle provare la monotonia
della successione per via puramente algebrica, cio¢ studiando la disequazione

Un41 = Qp

10g(n—|—1)<logn
n—+1 =< T w

I’ piu comodo invece studiare la monotonia della successione a, mediante il calcolo diffe-
renziale (si veda quanto osservato a riguardo nel cap. 4, par. 4.2): posto

log &

L= per @ >0

“
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(con z variabile reale), calcoliamo:

1—logz
! E
f(z:):#g- <0 perax>e
%
Ne segue che f & decrescente per 2 > e; di conseguenza la successione a,, = f (n) ¢ decrescente
almeno per n > 3 (il primo intero > ¢). Pertanto, per il criterio di Leibnitz la serie converge.

o L (=1 "n?
2 -
=]

Seriviamo:

i LR SRngl | (A
;n n(3 ~ :Zn'rﬁ +Z(—fn)_

=1 n=1

La prima serie converge perché e a termini positivi e a, ~ ;}g; la. seconda converge per il
criterio di Leibniz; quindi la serie di partenza converge. Abbiamo qui usato un fatto gencrale:

o0 s o) o0
se E ar converge e E by converge, allora E (ax + br) converge,
k=1 k=1 k=1

come si verifica vedendo la serie come limite della successione delle somme parziali, e appli-
cando il teorema sul limite della somma.

Scriviamo:

i (—1)" [@} = i % +T:1%

La prima serie converge per il criterio di Leibniz; la seconda diverge (serie armonica); quindi
la serie di partenza diverge. Piu in generale:

T

[0 [ ) o>
se E Gp CODVerge e E by diverge, allora E (ar + bg) diverge,
k=1 k=1 k=1

per lo stesso argomento usato nell’esempio precedente.
Questo esempio ¢ interessante anche per il seguente motivo. Si noti che:

s |
an:ﬁ%J—ZUeanwo

Dunque la serie di partenza € una serie a segni alterni, e il suo termine generale tende a
zero. Se affermassimo che essa converge per il criterio di Leibniz, diremmo il falso (abbiamo
visto che la serie diverge). Il punto & che non abbiamo verificato I'altra ipotesi del criterio di
Leibniz, ossia che —w sia monotona decrescente. Evidentemente, quest’ipotesi non ¢
verificata. (Per esercizio lo studente tabuli i primi 10 valori della successione, e osservi cosa
accade).
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Dare una stima asintolica del termine generale delle sequenti serie a termini positivi. Dedurne
il carattere della serie (converge o diverge?).

E Z n+3 & Z
il ) \/W

=0

Stabilire se le seguenti serie a termini positivi convergono o divergono, precisando il eriterio

 utilizzato.
oa oo (s a]
A Z 1! Z f-'l.l s A
g T e?'n.
n=1 =1 n=0
# o g2
i |
> cos (m)
i
P 20 5
; gy ] n4-
& 2 log (m_—g) & >.sin (;}31‘2;‘)
n=2 n=0

Stebilire se le seguenti serie a termini di segno wariabile convergono assolutamente e/o
semplicemente, precisando il eriterio utilizzato.

o
et} s |
S Z cos 5 i
- 3 'n
e P

z i sin (log n)

n?logn

Studiare il carattere delle sequenti serie, precisando # criterio utilizzato e giustificandone
Papplicazione.

() 5 q
sinn+(=D)"n . n-2"

n
=
oo
Z logn
s

n+logn

oM )
ZS"—E—?’:

n=1 =1

(n + cosn)®

o

Sapendo che > ¢" = 1i—q se |g| < 1, scrivere un algoritmo per calcolare g con un
n=>0 '

errore inferiore a 107°.

Calcolare la lunghezza della spezzata
po]lgona,le' inscritta nel triangolo ABC ot-
tenuta mandando successivamente, a parti-
re da A, le perpendicolari ai lati CB ¢ AB.
Sia a = AC e v 'angolo ACH (v fig-5.81

Data una circonferenza di raggio R, si
consideri un triangolo equilatero inscritto,
quindi una seconda circonferenza inscritta
in questo triangolo, poi ancora un triangolo
equilatero inscritto nella seconda circonfe-
renza, e cosl via. Calcolare la somma del-
le aree degli infiniti triangoli cosi ottenuti
(v. fig. 5.4). Figiva 5.4,
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2 SERIE DI TAYLOR. ESPONENZIALE COMPLESSO

I1 concetto di serie numerica, discusso nel paragrafo precedente, ¢ il primo passo per
introdurre serie di tipo piii generale, ossia serie di funziond, che si possono vedere
come serie numeriche dipendenti da un parametro z: quando queste serie convergono
per ogni valore x appartenente a un certo intervallo, rappresentano delle funzioni
di nuovo tipo. Nel 2° volume di questo corso incontreremo due importanti classi di
serie di funzioni, ovvero le serie trigonometriche e le serie di potenze. Qui (par. 2.1)
daremo solo un primo cenno alle serie di potenze, dette anche serie di Taylor, che
si possono vedere come una, estensione naturale degli sviluppi di Taylor studiati nel
cap.4. Un’altra estensione naturale dei concetti visti finora sulle serie ¢ quello che
consiste nello studiare serie nel campo complesso: come vedremo, questo permettera
di gettare nuova luce sulle funzioni esponenziali e trigonometriche, scoprendo la loro
sorprendente parentela. Di questo ci occuperemo nel par. 2.2.

11 lettore noterd come, mentre nel par.l ¢i siamo perlopiu concentrati sul proble-
ma di discutere il carattere di una serie, e solo in pochigsimi casi ne abbiamo saputo
calcolare la. somma, in questo paragrafo incontreremo diverse situazioni interessanti
in cul si riesce a calcolare la somma: in generale, infatti, il modo naturale per saper
calcolare la somma, di una serie numerica & vederla (quando questo ¢ possibile) come
serie di funzioni, caleolata per un particolare valore della variabile. Questa osservazio-
ne potra essere meglio compresa nello studio delle serie di funzioni che si sviluppera
nel 2° vol.

2.1 Serie di Taylor delle trascendenti elementari

Riprendiamo ora, per darne una nuova generalizzazione, la formula di Taylor con resto
secondo Lagrange (v. cap.4, par. 7.4), che riscriviamo nella forma:

(2 — )™, e ¢ & un opportuno punto tra xg € .

Se la funzione f ha derivate di ogni ordine, si puo scrivere la serie
% p(k) (o
2 :f( }(ml])(g,_a, )k
_k[ o & ()
k=0

detta serie di Taylor per la funzione f (centrata in 2y). Non abbiamo, per il momento,
alcuna garanzia che la serie sia convergente e che la sua somma sia f (z). Cio sara
vero, in un certo punte x € (a,b), se Verrore E,(z) — 0 per n — +oc; infatti cio
equivale a dire che la somma parziale n-esima della serie, T}, ., (%), ammette limite
finito e tale limite & precisamente f(x).

Se accade che, per ogni z in un intervallo I, E,(z) — 0, diremo che f(z) &
sviluppabile in serie di Taylor nell’intervallo 1.

Ci sono funzioni (infinitamente differenziabili) che sono sviluppabili in serie di
Taylor su tutta la retta, altre che lo sono solo su un intervallo limitato, altre per le
quali Uintervallo si riduce a un punto solo (il punto zg).
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Ci occupiamo ora principalmente delle tre funzioni elementari

e” Ccos & sinex

che mostreremo essere sviluppabili in serie di Taylor su tutto R.

La serie esponenziale
Scriviamo lo sviluppo di MacLaurin all’ordine n per e%, con resto secondo Lagrange:
per ogni intero n ed x € R esiste un punto ¢, compreso tra 0 e x, tale che

2 $k T”+1
et — A __;m_“_ec
;;’ﬁ! T

Fissiamo ora z e facciamo tendere n a +oo. Il punto ¢ pud variare con n ma, essendo
sempre compreso tra 0 e z, si puo comunque affermare che

e sex >0
et <
1 se xz <0

In ogni caso, per z fissato e n — 400, €° si mantiene limitato, mentre
bl 7 )

wn+1

—— =10
CE

(confronto di infiniti che si dimostra, ad esempio, col criterio del rapporto, v. cap. 3,
Teorema 3.11).
Ne segue quindi:

e
e’ = lim Zf—:zx— per ogni z € R

Abbiamo quindi dimostrato che la funzione €* si pud scrivere come somma di una
serie di potenze, la sua serie di Taylor, convergente per ogni € R. In particolare, per
x = 1 otteniamo

(2.1) 6_2%_

A questo punto conosciamo due diversi algoritmi per il calcolo del numero e: il
primo (la definizione stessa di e) consiste nel calcolare

1\"
lim (1 —+ —)
N~ 00 T

ovvero, dal punto di vista del calcolo numerico approssimato, calcolare il valore di
el " . .

(1+ %) per un n molto grande; il secondo consiste nel calcolare la somma. della serie

(2.1) ovvero, dal punto di vista del calcolo numerico approssimato, calcolare la somma
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dei primi n termini della serie per un n molto grande. Si verifica che il secondo metodo
& molto piu efficiente del primo. A titolo di esempio, si confrontino i seguenti valori:

iN® e

Js=0)
1 9, 2 2,71828. . .
2 2,25 2,5 2,71828. . .
3 2.37037 2,66667 2,71828.. .
4 2,44141 2,70833 2,71828. . .
5 2,48832 2,71667 2,71828. . .
6 2,52163 2,71806 2,71828. ..
7 2,5465 9,71825 2,71828. . .
8 2,56578 2,71828 2,71828. . .
9 2,58117 2,71828 2,71828. ..
10 2,59374 2,71828 2,71828. ..

Le serie delle funzioni trigonometriche elementari

Un discorso completamente analogo si pud ripetere per le funzioni seno e coseno. Il
termine f" "1 (¢) che compare nelle rispettive formule di MacLaurin, ha la forma,
+ cosc 0 =sin ¢, pertanto ha valore assoluto < 1. Questa limitazione ¢ quel che basta
a ripetere la dimostrazione precedente e concludere che

‘Zk—l—l

blIlI}S—Z( r(2k+ ]

coBL = Z( Uk(?k

per ogni z € R.

Le formule trovate sono molto interessanti, per almeno due motivi. Anzitutto,
forniscono un algoritmo efficace per il calcolo numerico approssimato delle funzioni
trigonometriche elementari, per valori arbitrari delle variabili: il fatto che le serie siano
a segni alterni, unito al carattere rapidamente decrescente (in valore assoluto) del
termine generale, rendono queste serie particolarmente adatte al calcolo approssimato.

Si voglia calcolare sin (0,8). Posto
o8, Z ~Ljf 1
k=0 (Zk @k+1)1

si ha

Son—1 < sin (0,8) < sa,, per ogni .
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Ad esempio, per n = 2 valgono le disnguaglianze:

s3 < sin (0,8) < 54
Ia:Sy =2 3y 0,717356

il che significa che anche sin (0,8) ~ 0,717356.

In questo caso la convergenza & molto veloce e basta un n abbastanza piccolo;
concettualmente, comunque, il fatto di avere a disposizione una serie che converge a
sinx garantisce di poter eseguire il calcolo con precisione arbitraria.

Approfondendo questa osservazione, notiamo che, ad eccezione dei (pochi) casi
in cul z ¢ un angolo notevole per cui i valori di sinz e cos2 sono noti dalla geo-
metria elementare (es. sin %), oppure sono ricavabili da questi mediante opportune
identita trigonometriche (es. sin &5 = sin (3 + £) = ...), la “definizione” trigonome-
trica di sinx, cosx non da alcun criterio operativo per il calcolo effettivo del valore
della funzione; in un certo senso, quindi, le serie che abbiamo appena scritto si posso-
no considerare come la prima definizione completamente rigorosa di queste funzioni
“clementari”!

Serie di potenze
In generale, si dice serie di potenze una scrie del tipo

o0

E (J,;;:Ck'

k=0

con ay, costanti reali (o complessi, come vedremo nel prossimo paragrafo), e z variabile
reale (o complessa). La pit semplice serie di potenze & la serie geometrica, che converge
per |z| < 1:

1
Zwk: 1 —&

oG
k=0

Altri sviluppi in serie di potenze per funzioni notevoli sono i seguenti:

i p2k+1
Shig = = pérogniz R
A |
= (2k + 1)
Che= per ogni z € R
M
— (2k)!
logtl 4 ) = Z(—l)k“? per |z| < 1
k=1 '
= o
per @ € R (1+:1:)“"=Z(}%)wk’ per |e| < 1
k=0 %
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dove s1 € indicato con

((:) _a(a—l)(rx—i}l...(a—kﬁ-l)

il coefficiente binomiale k-esimo.
Nel secondo volume riprenderemo lo studio delle serie di potenze, inquadrandolo
nel punto di vista piu generale dello studio delle serie di funzioni.

2.2 Serie nel campo complesso. Esponenziale complesso

Cominciamo a precisare il concetto di serie a termini complessi. Nel paragrafo 5.1,
parlando di serie numeriche, ¢i siamo concentrati sulle serie a termini reali; tuttavia,
le nozioni viste si estendono in modo naturale al caso di una serie

o8]
E Qn con a, €C

Tr=(}

Ti
Infatti, una serie & definita mediante la successione delle somme parziali s, = > az;
k=0
per dar senso al concetto di serie a termini complessi ¢ sufficiente dunque dire cosa si
intenda per limite di una successione s,, a valori complessi. Diremo che

sn—1 (1€C) se |s,—1—0.

Poiché il module di un numero complesso ¢ un numero reale, la nozione di limite nel
campo complesso ¢ ricondotta in questo modao a quella di limite nel campo reale.

Serie geometrica nel campo complesso. Consideriamo la serie geometrica

X

Zz” con z € (C.

n=0

51 pud ripetere il ragionamento visto nel par.1.1 a proposito della serie geometrica nel campo

reale:
n+1

Sy = B = .
n l—%
Se ora z € un qualsiasi numero complesso di module |z| < 1, si ha

ra-1

|2l

‘zn—l—l‘ — — 0, e 8, —

i

Pertanto

Zz S per ogni z € C, [z < 1.

n=I(]

Per le serie a termini complessi si dimostra che continua a valere il criterio della
convergenza assoluta:

+ oo
TeEOREMA 5.5 Sia ) " ,an una serie o termini a,, complessi. Se la serie (a termini
reali non negativi) > o |an| converge, allora converge anche S - ay.
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Una dimostrazione di questo teorema & suggerita nei Complementi, Questa semplice
condizione permette di provare la convergenza di una serie a termini complessi ap-
plicando alla serie dei moduli i criteri che conosciamo per le serie a termini positivi.
Applicheremo ora questi fatti alla serie esponenziale.

E5p0nenziale complesso

La serie Z T la cul somma ¢ e® per ogni x € R, si chiama serie esponenziale; per

Mezzo dl (‘sq ¢ possibile definire I'egpressione ¢ quando 2 = z + 4y & un numero
complesso. Si osserva infatti che la serie

o= Zn

Z Z

n=0
¢ a.sqohltamente convergente per ogni z € C (infatti la serie a termini positivi
Z |z|" /nl & convergente, come si vede ad esempio applicando il criterio del rap-

n=(
porto) e percid la sua somma & un numero complesso che indicheremo con e*. Si

dimostra che questa definizione ¢ coerente con le proprietd formali dell’esponenziale:

TeorEMA 5.6 Definendo
[0 &
=35

si ha:
grrtRe — pu1 | %2 V21,29 € C.

Una traccia della dimostrazione di questo teorema sard fornita nei Complementi.
Risulta allora, posto z = z + iy,

dove

0 s Am 2 it 4 5 6 T
wo N~ . v P gt L _:’__i ’
€ ; Al T gty gt T

oG Al 2k+1

Y Y
— + 1 ———‘_C ZS
;( V" @ %Z( B oSy risny

Analogamente si mostra che
e " =cosy — isiny.

Abbiamo cosl trovato un legame (nel campo complesso) tra le funzioni trigonometriche
(sin, cos) e la funzione esponensziale, Le formule seguenti, dette formule di Eulero, sono
valide per ogni x € R:

i o eim S e—ia:
& =cosx+i1sinx COsSx = —2——
i . ) ez’m — e—iw

e =¢osz —isine sinze = %
1
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La formula di Eulero e¥ = cosy -+ isiny ¢ estremamente utile nel calcolo coi numeri
complessi. Essa permette di trasformare la forma trigonometrica dei numeri complessi
nella forma esponenziale, al modo seguente:

z = p(cosf + isinf) = pe®?

con p > 0 modulo e § € R argomento del numero complesso z. La forma esponenziale
dei numeri complessi serve agli stessi scopi della forma trigonometrica, ma ¢ piu
compatta da scrivere e porta a formule piu facili da ricordare.

Ad esempio il teorema di de Moivre sul prodotto di numeri complessi in forma
trigonometrica:

pi(cos By +isinby) « pa(cosby + isinfs) = pipa(cos(fy + ) +isin(f; + 63))

¢ estremamente naturale in forma esponenziale, perché formalmente & un’applicazione
ovvia delle proprieta delle potenze:

81

pe ¢ paet®® = prpye i)

Il logaritmo nel campo complesso
La funzione logaritmo puo essere definita nel campo complesso usando, formalmente,
la “solita” definizione: diciamo che

we logs =gt
Dato z = pe®?, cerchiamo il suo logaritmo w = x + éy. Dovra essere:
pel? — B ot
da cui deduciamo
p= E%, ciog z = Ilnp
eW =W  cioty =0 +2knm keZ
(si ricordi la periodicita di €*°!) In definitiva, si ha:
log(pe'?) = Inp +i(0 + 2kx) kel

Cio significa. che, nel campo complesso, il logaritmo di un numero non € univocamente

determinato, ma ogni numero (diverso da zero) ha infiniti logaritmi (una successione).

Si chiama wvalore prineipale del logaritmo quello che si ottiene per k =0 e 8 € [0, 27).
Ad esempio, calcoliamo

log(1 + )
Poiché |1+ i =+/2 e arg(l +4) = Z, si ha:
— AT
log(1+1) = = 2+ (T + 2hr)
2 4
1 logaritmo principale di (1 +14) & 2 In2 +4%.
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L’elevamento a potenza complessa
Si puo ora dare senso, nel campo complesso, anche alle potenze a esponente qualsiasi,
2%, con a € C (o reale). Si noti che finora sapevamo calcolare z® solo con « intero (e
allora z® era univocamente determinato) o @ = m/n razionale {(mediante estrazione
di radice n-esima e allora z® indicava n numeri). Vedremo ora che in generale se
a € complesso (o reale ma irrazionale), z® indicherd infiniti numeri. Poniamo, per
definizione:
2O — ¥ log =

dove log z indica il logaritmo nel campo complesso, definito in precedenza.

Chiameremo valore principale di 2% quello che si ottiene da e®!°8% scegliendo il
logaritmo principale di z. Ad esempio, calcoliamo:

‘2’\/5 _ ex/Q_ logi

Rl

Poiché i = €'%, logi =i (% + 2km), e

T BB 2k ( n ) . ( T )
P 2 cos | — + 2v2kn | + isin + 22k
\/§ \/E

Si osservi che, per 'irrazionalita di /2, i numeri 2v/2k7 non sono mai multipli di 2+,
percio i numeri scritti sono tutti diversi, al variare di k € Z. Il valore principale di
D
VR B

o

rid i (i
COS — + 12811 —

T

Criterio di Dirichlet e somma di alcune serie trigonometriche

Presentiamo ora un criterio per lo studio della convergenza di serie a termini complessi,
che permette di trattare utilmente anche alcuni casi in cul la seriec non converge
assolutamente. Come vedremo, questo criterio avra delle ricadute interessanti anche
su certe serie a termini reali, ma di segno variabile, che non sarebbe possibile studiare
con 1 criteri fin qui incontrati.

TEOREMA 5.7 (CRITERIO DI DIRICHLET) Siano {a.},{bn} due successioni tali
che:

(1) {an} & a valori complessi e la sua successione delle somme parziali & limitata; in
altre parole, esiste una costante M > O tale che, detta A, = Z::O ap risulta

|An| < M Vn.

(2) {bn} € a valori reali positivi e tende monotonamente a zero:

ba> 0V B 50s Yo W by =0

FL—r oo

Allora la serie Y anby, € convergente.
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Si presti attenzione allipotesi (1): non si richiede semplicemente che la successione
{a,} sia limitata, ma che la successione {A4,} delle sue somme parziali sia limitata
(il che & pin impegnativo, in generale). Prima di occuparci della dimostrazione del
teorema, mostriamone un’interessante applicazione:

e

Le due serie (a termini reali di segno variabile):

[l o5} ¢
Z cOsT ' Z Sinn
n n

re=1 ]

convergono. Infatti: applichiamo il criterio di Dirichlet alle successioni:
N

O =& B =5

Ovviamente b,, & reale, positiva, e tende monotonamente a zero. Quanto ad a., scrivendo:

T s ¥ B 1 o e?(ﬂ+[)

e — 1 —
A =3 =3 () =55

k=0 k=0
51 ha —
] gttt 2
|Aﬂ-l &= z T
1 — et |1 — e

Pertanto A, ¢ limitata, e possiamo affermare che converge la serie a termini complessi

X (& o) s o0 AN

" = cosn+isinn
FoFbao e b
f=l n=1 =1

Separando parte reale ¢ parte immaginaria, si conclude che convergono le due serie a termini
reall B0 95 B, %

Si rifletta sul fatto che la convergenza di queste serie non si sarebbe potuta ottenere in
base al criteri studiati nel par.1. Infatti queste sono serie a termini di segno variabile, ma
non a segni alterni; 'unico criterio visto nel par. 1 in quesi casi & quello della convergenza,
assoluta, ma non si vede perché le serie > EC”: ALy |$if;n| dovrebbero essere convergenti.

Il risultato appena discusso sara molto utile nello studio della convergenza delle serie
di Fourier, di cui ¢i occuperemo nel secondo volume.

Serivere in forma algebrica (@ + ib) 1 seguenti numeri complessi:

2
e, conz=x+iy, x,y CR

e“, con z=x+iy, 2,y €R

ie*, conz=w+iy, r,y €R

622—5—31'

,conz=x+44y, r,9 € R
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iz

e ,eonz=zx+1iy, .y R

Sia x € R. Calcolare la parte reale del numero complesso:

L -
ofi

Sia z € R. Calcolare la parte immaginaria del numero complesso:

Risolvere le seguenti equazioni nel campo complesso, ponendo z = x + %y e riscrivendo in
forma esponenziale ambo 1 membri dell’equazione:

Calcolare nel campo complesso 1 logaritmi del seguenti numeri:

3 % 1+ 4v/3

. Calcolare nel campo complesso le seguenti potenze, riscrivendo in forma algebrica il
risultato: ) e . '
# 9% (B [ g g

Scrivere parte reale e parte immaginaria del valore principale della funzione

o = ST per z,a,b € R

Utilizzando opportunamente lo sviluppo in serie di log (1 + &), calcolare la somma della

serie

Sfruttando la somma della serie geometrica nel campo complesso, dimostrare che:

o

- 1— pcosé
08 (nf) =
;p s 1+ p% —2pcost

o psin @
: )=
Z’O 0. el 14 p? — 2pcosf

n=1
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per ogni p < 1, ogni 6.
Suggerimento: scrivere z = p(cosf -+ isinf), e separare parte reale e immaginaria nella
ws iy ! % ; R N Y LT
somma della serie geometrica > z™).
Calcolare quindi la somma delle serie

>, cos (nf) >, sin (2n6)
Z an ’Z 3n i

n=() =1

2 Dimostrare il criterio della convergenza assoluta per le serie a termini complessi (v.
par. 2.2).
Suggerimento: ragionare in modo analogo alla dimostrazione data nel par 1.3 per le serie

; | :
a termini reali, introducendo le guattro successioni di somme parziali ,5»'“" ghe” gt gln

e 71 S 7 b T
{con l'ovvio significato dei simboli).
3 Vogliamo dimostrare il seguente teorema, enunciato nel par. 2.2: ponendo & =
oo T 3 .
e

2 ez 2 Z
e TR = " L e®2 a2 e C.

(a) Consideriamo la successione delle somme parziali della serie che definisce e #2;

n k
Z1 -+ 2
=% SJHI{:!J_)
E=0 N

Sviluppando la potenza (z1 + Zz)k con la formula del binomio di Newton e applicando
opportunamente le proprieta delle sommatorie, provare che:

T E n—k

(2.2) AT (zi +32 Z Z

k=0 h=0

(b) Se al posto del secondo membro dell'ultina identita avessimo

Z

sarebbe ora sufficiente passare al limite per n — oo. Poiché

T

Kl h=0

no5
¥ g E
—¢” per n — oo,
i P .
=0
otterremmeo proprio e*'7%2 = 1 . ¢**  La complicazione nasce dal fatto che, invece, nel
¢ ] 3

secondo membro della (2.2}, la sommatoria interna dipende anche dall’indice k. Si puo allora,
spezzare la sommatoria al modo seguente (supponiamo per semplicita che n sia pari):

n k n—k ; n/2 g ony2 -h /2 n n E ;
¢ 1 2
(2:3) Z?Z;—ZZ e Z - Pl 38 Z
k=0 h=0 h=0 FL—7L/2+J. k=n/2+1 foe=

= ffl?’!. 4+ Bn + C'n,-

Ora il termine A, ha la forma giusta per poter affermare che A, — e®' + 2. Si tratta di
dimostrare che B, e C,, tendono a zero. Per far questo, si ragiona cosi:
/2 n—k |h.

L oo h o0
]Bniézlz—;j— 5 Z Z %:ew_ $ Izé! = i

k=0 h=n/ 241 ' k=0 'h—n/z-u ? h=n/241
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perché Pultima serie scritta & il resto di una serie convergente. In modo analogo si ragiona

con Cy. Questo conclude la dimostrazione.
Per capire 'idea geometrica con cul si & escguito il passaggio (2.3) si rappresenti nel
k i
. " i i ux . n—k Z . o
piano l'insieme delle coppie (k, h) su cul si somma espressione > n_, 2 >0 54 L'idea ¢
di vedere questo triangolo di punti a coordinate intere come unione di un quadrato (che da

Pespressione A,, che vorremmo avere) e due triangoli pitt piccoli, che dovranno dare somme

infinitesime con n. Si ha:

h

k

Figura: 5.5.

4 Unmodo alternativo per introdurre I'esponenziale complesso senza usare le serie ¢
il seguente. Per z = z + iy, =,y € R, poniamo per definizione:

(2.4) exp (z 4+ iy) = €” (cosy 4 isiny) .

Sfruttando le formule di De Moivre per i numeri complessi scritti in forma trigonometrica,

dimostrare in base alla (2.4) che:

zytze _ 71 £

(25) e =& 4
() ="
V21,20 € C,m € N. Inoltre, ovviamente, se z € R (ciot se z = = e y = 0} si riottiene

Percid la funzione di variabile complessa appena definita pud chiamarsi

che exp (z) = €”
&5 noti che le formule di Bulero sono tutte conseguenze delle

“esponenziale complesso”.
proprieta, (2.5) dell’esponenziale.

Discutere, al variare del parametro reale x, la convergenza delle serie

sin (nz) < cos (nz)
Z no Z n

applicare il criterio di Dirichlet, adattando Pesempio che abbiamo presentato

Suggerimento:
subito dopo il criterio.

6. Dare condizioni sulla successione {a,, } affinché le serie

Z @y, €08 (N) ; Z an sin (ne)

risultino convergenti.
Suggerimento: applicare il criterio di Dirichlet.

77 11 criterio di Leibniz per le serie a segni alterni si pud dedurre anche dal criterio di

]ji.richlet. Come?




Calcolo integrale
per funzioni di una variabile

1 INTRODUZIONE AL CALCOLO INTEGRALE

Come abbiamo fatto nel capitolo precedente per il calcolo differenziale, introdueciamo
anche il calcolo integrale partendo da alcuni dei problemi che storicamente hanno
portato alla sua nascita.

Che cosa vuol dire misurare I'area di una figura piana a contorno curvilineo?
Questo & il piu antico problema di caleolo infinitesimale che sia stato affrontato e
risolto, almeno in qualche caso particolare.

L’idea elementare di misura di un’area é: fissare un quadratino unita di misura e
contare quante volte questo pud essere riportato nella figura da misurare. Per questa
via, si riescono perd a misurare solo rettangoli e figure scomponibili in rettangoli. An-
dando oltre, la geometria elementare postula che se due figure sono equiscomponibili
(ciot possono essere divise in un numero findte di parti rispettivamente sovrapponibi-
1i), allora sono equivalenti (cio¢ hanno la stessa area). Inoltre, si conviene che l'area
sia additive, cioe se una figura T & unione di due (o pin) figure Ty, 75 (disgiunte),
Varea di T' & la somma dell’area di 77 e di 7. L'utilizzo di questi principi permette
di calcolare le aree di poligoni qualsiasi.

Comunque, per questa via non si arrivera mai a dar senso al concetto di area
del cerchio, per esempio (né a calcolarla): infatti il cerchio non e scomponibile in un
numero finito di triangoli ¢/o rettangoli.

Che cosa vuol dire misurare la lunghezza di una curva?

Il problema & analogo al precedente: non & possibile riportare un segmento unitario
su una curva, e dunque “contare quante volte esso € contenuto”. Cos’e dunque la
lunghezza di una curva?

Entrambi questi problemi vengono risolti, nella geometria elementare di Euclide
(attorno al 300 a.C.), nel caso particolare del cerchio (area del cerchio, lunghezza
della circonferenza), con un ragionamento che fa ricorso all’idea di approssimazioni
successive, sempre piul accurate: si calcola ’area, o il perimetro, dei poligoni regolari
inscritti e circoseritti, e ci si chiede cosa accade quando il numero dei lati cresce inde-
finitamente. Ecco dunque un’idea di procedimento infinito e di limite, che si innesta
nella geometria elementare come un’idea nuova.
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Archimede di Siracusa (287-212 a.C.) applicd ingegnosamente idee simili (il suo metodo
di esaustione) al calcolo dell’area del segmento di parabola e ad alcuni altri casi
specifici. Nel 1600, vari matematici trovarono altri metodi per calcolare ’area sottesa
al grafico di semplici funzioni: 2% (o > —1) (Fermat, 1636), 1/z (Mercator, 1668).
Tuttavia, fu solo con I'invenzione del calcolo infinitesimale (fine 1600-inizio 1700) che
mediante il concetto di integrale, inteso come opportuno limite di somme, venne data
una definizione abbastanza generale di area di una figura piana e¢ di lunghezza di
una curva, ¢ contemporaneamente venne fornito un algoritmo per il calcolo effettivo
utilizzabile non solo in casi molto particolari: il famoso “Teorema fondamentale del
calcolo integrale” (v. par. 4) di Newton, Leibniz, Giovanni Bernoulli, che ricondusse
tale problema, almeno in molti casi, a un esercizio di routine: la ricerca di una primitiva
(o antiderivata) di una funzione.

2 L'INTEGRALE COME LIMITE DI SOMME

2.1 La definizione di integrale

y Vediamo, ad esempio, come si po-
= trebbe calcolare 'area compresa
tra l'asse x e 'arco di parabola
y = 2 per z € [0, 1], usando idee
simili a quelle di Fermat, uno dei

“pionieri” del calcolo integrale.
Si divide l'intervallo [0,1] inn

‘ 2 -] . - S
(%) """"""" segmenti uguali di estremi z; =
i __ i . :
i Tl = A o= 0, o

1.

& % = 51 approssima l'area cercata

' con la somma, delle aree dei ret-

. tangoli ombreggiati in figura 6.1:
Figura 6.1, '

=1

n—1 : n—I1 s
1 g5 1 5 (n—1n(2n—1)
ek Z n (5) ~nd Z L 6n?

bage altezza

(per l'ultima uguaglianza, v. esercizio 5, capitolo 1, par.2)

A questo punto si puo far tendere n a +oo, ottenendo

(n—Dn(2n—1) 1

6n° 3

e concludere cosi che
1
Area = —
3

La definizione di integrale che daremo segue questi stessi passi.

Sia f : [a,b] — R, limitata. Notiamo esplicitamente che f potrebbe non essere con-
tinua; ad ogni modo, almento per il momento, assumiamo che sia almeno definite in
ogni punto di [a,b] (e limitata).
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Consideriamo la suddivisione di [a, b], individvata dal punti

a =Ty, Ty, X254 ydin—1, Lp = b
con
: b—a :
£y =0+ dhy; H= =5 7 =l e 8

e scegliamo in ciascuno degli n intervalli [z;_1, ], un punto arbitrario §; (7 = 1,2,...,n).
Clostruiamo la somma (detta somma di Cauchy-Riemann):

(2.1) Sn = Z F&) (@5 —a50) = = N D
j=1

fiz) Jlz)
7}‘_"_ ..... -
Lo o
| | | \\
i I I | W
| | | I | |
| I | 1 | |
| i | I it !
| i | | [ |
[ 1 | | I I
| 1 ] | | 1
7 Gl 18 sl ] Sl S
O e ) Ty Wy oy By Ty Ty % =09
1 n==6

Figura 6.2, Una particolare scelta dei punti £; pern=4en =6.

Si rifletta su questa costrugione. Ad ogni passo della costruzione, intervallo [a, b]
viene diviso in » intervallini, e in clascuno di questi viene scelto un punto &;. Si noti
che, ad esempio, i punti &1, &, ..., & scelti al passo n = 6 (v. figura 6.2) sono in
generale tutti diversi dai punti &;,...,& scelti al passo n = 4. Ad ogni passo della
costruzione, in generale, tutti gli addendi dela somma S,, cambiano, diventando via
via pitt numerosi e pit piccoli in valore assoluto.

A questo punto si passa al limite per n — 400 e...sl spera di ottenere un ri-
sultato significativo; che cosa questo significhi esattamente, ¢ espresso dalla prossima
definizione:

DEFINIZIONE 6.1 Diciamo che la funzione f : [a,b] — R, limitata, ¢ integrabile in
[a,b] , se, detta S, una sua qualsiasi successione di Cauchy-Riemann, esiste finito il
limite di S,,, e tale limite non dipende da come abbiamo scelto i punti §; ad ogni
passo della costruzione iterativa. In tal caso, si pone

b
Fm 8, = fle)de

N—0C
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[ s

si legge “integrale da @ a b di f(z) in dz”. In esso, il segno [ (una esse allungata) &
una deformazione del simbolo di somma; la serittura f(z) dz ricorda il prodotto del
valore di f(z) per la lunghezza di un piccolo intervallo sull’asse z. Tutta la scrittura,
quindi, ricorda il procedimento con cui I'integrale & stato definito. La variabile  si
dice wariabile d’integrazione ed & una variabile muta; infatti la scrittura ff f(t)dt ha
10 10
lo stesso significato di f; f(z)dz, esattamente come, ad esempio, Y a; = 5. ap.
=1 n=1
Ancora, notiamo che l'integrale di una funzione su un intervallo ﬁssa?to ¢ un numero,
non una funzione.
Possiamo esprimere sinteticamente la definizione data dicendo che Iintegrale é un
(particolare) limite di somme, che pud avere molte interpretazioni diverse {geometri-
che, fisiche. .. ). Vediamone qualcuna.

Il simbolo

Interpretazione geometrica (cfr. figura 6.2)
Sia f > 0, e sia f continua. Ogni addendo della (2.1) rappresenta I’area del rettangolo
avente come base il segmento [x;_1,%;] e come altezza f(&;). La somma S, rappre-
senta dunque un’approssimazione dell’area della parte di piano compreso tra I'asse z,
a <z < b eil grafico di f ({rapezioide individuato da f).

Passando al limite per n — 400, si ha

b
S — / f(z)de = area del trapezioide
a

Piu precisamente, ¢ I'integrale che costituisce una definizione precisa dell’area del
trapezioide individuato da una curva y = f(z), e non viceversa. Percid, & il calcolo
infinitesimale che permette di dar senso all’idea di area di una figura piana in generale.
Si noti che, nel caso in cui f cam-

T * -
A bia segno, l'integrale rappresenta una
g= flz) Somma di aree con segno. Nel caso in
T figura 6.3 si ha:
2k .
1 T 5
3 ;[ i@
T
= area (T1) — area (%) + area (T3)
Figura 6.3.

Y
Ad esempio, per simmetria si ha:

2T |
/o sinzdr =0 0 \/Zw o

Si noti a,%che il caso elementare: se ¢ & una co-
stante, [ cdz = c(b— a) (area del rettangolo
di altezza ¢ e base (b— a)).

Figura 6.4.
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Interpretazione cinematica
Supponiamo che un punto materiale si muova lungo una traiettoria fissata, con velo-
citd v (#) variabile nel tempo, e chiediamoci quanto spazio & percorso dal punto nell’in-
tervallo di tempo [0, T]. Suddividiamo [0,T] in r intervallini [t; 1, {;] sufficientemente
picecoli da poter pensare che in ciascuno di essi la velocita vari di poco. Dunque, se &;
& un qualsiasi punto di [t;_1,%;], v(;) sarh circa uguale alla velocita media del punto
nell’intervallo di tempo [¢;—1.%;]; percio lo spazio percorso in questo intervallino di
tempo sard v(&;)(¢; —t;_1), e lo spazio totale percorso sara
T

> o8t — 1)

j=1
Al crescere di n questa approssimagzione dello spazio percorso si fa sempre migliore.
Percid il valore vero dello spazio percorso & il limite per n — oo di questa espressione,
ossia:

T
Spazio percorso in [0,T] = / v(t) dt
0

Lo spazio percorso (o0 pilt precisamente lo spostamento netto) & lintegrale della
velocita rispetto al tempo.

Interpretazione meccanica

Supponiamo che un sistema fisico caratterizzato da pressione (= p) e volume =
V) evolva da uno stato (pa,Va) ad uno stato (pg,Vp), a temperatura costante.
Graficamente, nel piano V, p si ha:

Figura 0.5,

In questo caso

VB
[ p(V)dV = area (I') = lavoro effettuato nella trasformazione
Va da (PA}VA) a (pB:VB)

Infatti, ogni addendo della somma S, = 37, p(§;)(V; — Vj—1) costituisce il lavoro
effettuato in corrispondenza di una variazione di volume AV = V; — V;_; (dimen-
sionalmente: [p| = [Forza] - [lunghezza]~2, [V] = [lunghezza]® e percio [p - AV] =
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[Forza] - [lunghezza]). Passando al limite per 7 — +oo si ottiene linterpretazione
richiesta.

Alla stessa conclusione si pud arrivare con un procedimento, spesso usato nelle
applicazioni dell'integrale, come il seguente.
In corrispondenza alla variazione di volume da V a V + dV, con dV molto piccolo,
sl puo considerare la pressione costaute (= p(V)) e quindi il lavoro elementare dl
effettuato durante la trasformazione & dato da

dL = p(V)dV

Sommando tutti i contributi da V4 a Vz” e ciod integrando da V4 a Vi si ottiene

‘VB 'VB
L=| dL= / p(V)dV

Va A

2.2 Classi di funzioni integrabili

La definizione di integrale che abbiamo dato lascia aperta finora nna domanda na-
turale: come possiamo stabilire, in pratica, se una funzione & integrabile? Valgono in
proposito i seguenti teoremi:

TeEOREMA 6.1 Se f: [a,b] = R ¢ continua, allora ¢ integrabile.
TeorEMA 6.2 Se f:[a,b] — R é monotona e limitata, allora & integrabile.

In bhase a questi teoremi, conosciamo dunque alcune classi significative di funzioni che
risultano certamente integrabili. Inoltre, a partire da funzioni integrabili se ne POSSONo
costruire altre integrabili con varie procedure. Una di queste & espressa dal prossimo
Leorema:

TEOREMA 6.3 Se fi:[a,0] = R e fo:[b,c] — R sono integrabili, allora la funzione

el (3’) Se ¥ € [Ga b)

flz)= fo(z) sex € (b

(f definita in qualsiasi modo in b) & integrabile in [a, c].

Applicando pilt volte questo teorema, il risultato si estende a funzioni ottenute “in-
collando tra loro” un numero finito di funzioni integrabili su intervalli adiacenti. Ad
esempio, una funzione continua e limitata in un intervallo la, ¢], ad eccezione di un
nuiero finito di punti di discontinuita a salto, risulta integrabile. Riprenderemo nel
seguito questa affermazione, con opportuni esempi (si veda il par.5.6).

I tre teoremi appena enunciati sono piuttosto delicati da dimostrare; proveremo
solo il primo di questi (integrabilitd, delle funzioni continue), ma per non spezzare il
discorso, rimandiamo questa dimostrazione all’ultimo paragrafo di questo capitolo.

E bene notare che non tutte le funzioni limitate sono integrabili, come mostra il
prossimo esempio:
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Sia f:[0,1] — R cosi definita:

lsexe()
fle) =
Osexé&@Q

La funzione precedente (nota come “funzione di Dirichlet”) vale 1 nei punti razionali e 0 nei
punti irrazionali dell’intervallo [0,1]. Un attimo di riflessione mostra che questa funzione &
discontinua in ogni punto! Proviamo a calcolare 9,,. Qualunque sia intero n, in ogni inter-
vallino [w;_1,2;] possiamo scegliere £; razionale o irrazionale, a nostro piacere. Supponiamo
di scegliere £; razionale in tutti gli intervallini e per tutti gli n. Allora sara

Per questa costruzione di S, dunque, risulta im S,, = 1. Se invece scegliamo, in tutti gli
mtervallini e per tutti gli n, dei punti &; irrazionali, si avra,

Su= &) (zi—2-1)= 0~ (25— wjm1) =0
=1 g=1

e in questo caso lim.S, = 0. Poiché il limite delle successioni di Cauchy-Riemann dipende
dalle scelte dei punti &;, la funzione non & integrabile.

- 3 PROPRIETA DELL'INTEGRALE

Direttamente dalla definizione si possono dimostrare le seguenti proprietd dell’inte-
grale.

TEOREMA 6.4 Siano f, g integrabili in [a,b]. Valgono allora le sequenti proprictd

1. Linearita dell’integrale. Se cv,  sono costanti, allora anche la funzione oo f (x)+
Bglx) & integrabile, e vale Uidentita

b b b
/ [(xf(m)Jr,@g(;}:)]dx :(}c/ f(;r:)d:z:—&—ﬁ/ gla)dx

£

2. Additroita dell’integrale rispetto all’intervallo di integrazione. Sca < r <
b allora f ¢ integrabile anche su [a,7] e [r,b], e vale Uidentita:

(3.1) /f(a:)d.%—/ flz)dz + .f'(:zv;)dm

Convenzione: se a < b, si pone

b

[ " wyie =— [ fla)da
Jb

o

allora la (3.1) vale qualunque sia lordinamento dei punti a, b, r.
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3. Posttivita e monotonia dell’integrale.

b
F20inlel = /f(m)daezo
- (a < b)

F2amlab = fbf(a:)dwz/bg(x)dm

In particolare

(3.2) ‘ : Fla)da ‘ < /: |f(2)] da

DIMOSTRAZIONE.

1. Dimostriamo la linearita dell’integrale. Sia S, una somma di Cauchy-Riemann n-esima
relativa ad (af + B9):

KES

b—a

Sn =222 las() + o)) =
=l
v - - 7
=a|— Zf(fj)]+ﬁ = 29(55")}

Facciamo ora tendere n a +oo. Il secondo membro tende a

b b
a/ f(m)d:r—i—ﬁf g(x)dz;

inoltre, questo limite non dipende da come sono scelti i punti £; (perché per ipotesi f
e g sono integrabili); dunque anche il primo membro avrd un limite indipendente dalla
scelta dei punti &, e questo limite per definizione &

b
f [af (x) + Bg(z)]dz.

Questo mostra che af(x) + Pg(z) & effettivamente integrabile e che vale I'uguaglianza
delle due espressioni, ossia la tesi.

Si rifletta sull’idea elementare della dimostrazione precedente: Iintegrale ¢ un limite di
somme; ma la sommatoria & lineare e 'operazione di limite & lineare: percio l'integrale ¢
un'operazione lineare.

2. Non dimostriamo 'additivita rispetto all’intervallo di integrazione, che ¢ un po’ delica-
ta. Ci limitiamo a segnalare che, nel caso di una funzione continua e non negativa, il
significato geometrico dell’additivita dell’integrale & semplicemente quello di additiviti
dell’area, come mostra la figura 6.6.

3. Sia f(x) > 0in [a,b], e consideriamo una sua successione di Cauchy-Riemann:

snzﬁif@a(b;a)zo

k=1
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@)

Figura 6.6. Additivitad dell’area.

perché f (&) > 0 per ogni k. Passando al limite per n — oo, il teorema di permanenza
del segno per le successioni garantisce che

b
/ f(z)dz = lim S, > 0.

La proprietd di positivitd appena dimostrata implica quella di monotonia: se ora f >
g in [a,b], allora f — ¢ > 0 in [a, ], che per quanto appena dimostrato implica

[ 1@ -g@ia=o

Per la linearita dell'integrale, questo implica a sua volta

/:f(m)dar>f:g(w)dw

che ¢ la proprietd di monotonia. Infine, essendo f < |f| e —f < |f] in [a,]] si ha:
b b b _ b
/ flz)dx < ] |f(z)|dx e / —f(z)dx < / | f(z)|d=
LR #8 & £ €L
che insieme equivalgono alla (3.2).

La prossima proprietda non vale per tutte le funzioni integrabili, ma specificamente
per quelle coniinue:

TEOREMA 6.5 (TEOREMA DELLA MEDIA) Sia f : [a,b] — R continua. Allors esi-
ste ¢ € [a, b] tale che

h
(3.3) — [ Pl = Fld).

DIMOSTRAZIONE. Essendo f continua in [a, b, per il Teorema di Weierstrass (cap. 3,

par. 4.1}, essa & dotata di massimo (= M) e minimo (= m). Dalla proprieta di monotonia si ha
b
m = /md,e:< f fla /f\ffdm—M
—— —a b —@
Quindi il valore f f(x) dz & compreso tra il minimo ed il massimo di f. Per la proprieta

dei valori mtermodl delle funmom continue (ancora cap. 3, par. 4.1) tale valore & ugua,le a
f{e) per qualche ¢ € [a, b].
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Valor medio, valor efficace
Chiamiamo:

y

h—a

b
] fla)dx = valor medio di f su [a,b] = fus

(o 1/2
( / [f(a:]}gda:) = valor efficace di f su [a,b] = f&

b—a .

Essendo

n—+-oo ) — a n—--oc 7,

I P : 1 B
o / flz)dz = lim b——Sn = lim — E FlE;)
SO j:l

si vede che fu; € una generalizzazione dell’ordinaria media aritmetica tra 7 numeri.

Il valore efficace fgr interviene, ad esempio, nella teoria dei circuiti elettrici. Sia
I(t) = Isinwi, w = %}r, I'intensita di una corrente sinusoidale. Abbiamo, prendendone
il valore efficace su un periodo:

7
