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Limit i  e cont inui tà

Sesue immediatarnente da ouesto teolema che

E è chiuso 1) E: E.

Da ciò si deduce che la chiusura E è il 'jpiu piccolo" insieme chiuso conteneirte Èì.
Non è difficile dimosf'are che f insieme f è up..to; chiaramente è il "più gtand.e" rn-
sieme apefto contenuto in E.

Concludiamo con la nozione di insieme denso:

ffi

ffi

ffi

Figura 10.9 Un intomo
di oo in R'.

Un irrsieme A C E C Rn si dice denso in E se A: E.

Determinare i punti di accumulazione per il domino nafurale deile funzioni def,trite
nell'Esercizio 10.1.

Rappresentare graficamente i seguenti insiemi -X c R2 in un nferimento cartesiano ortonor-
male di R/, determinarne la fi'ontiera e dire se X è lirnitato , aperto o chiuso:

a )  X :  { ( " , y )  €  R 2 : l  ( x  (  2 , y > 0 } ;  c )  X :  { ( * , t )  e  R 2 : x > 2 y ' } ;

b )  X  :  { ( r ,  y )€  R2  :  x  <y  <2x ,y  <2 } ;  d )  X :  { ( r ,  y )  €  R2  :  2y '  1  *<  3y i .

Dare una catatfenzzazione geometrica dei seguenti irsiemi X C Rr (rispetto a un riferimen-
to cartesiano orlonormale di R'), detenninarne la flontiera e dire se X è limitato, apelto o
chiuso:

a)  X  :  { ( * ,  y ,  z )  e  R3 ,  * '+ l t  +  zz  >  l } ;

b )  X :  { ( r ,  y ,  e )  e  R 3  :  I  1  x  1 2 , y  )  0 , x :  z } ;

c )  X  :  { ( * ,  y , z )  e  R i  :  x z  +  z 2  < 4 , 1  <  y  <  6 } .

10.2 .3  L 'e lemento  oo

Per le funzioni dt una variabile teale, l'ampliamento R* : R U {+oo} U {-oo} ha
permesso di considerare gli elementi foo come punti di accumulazione tramite f in-
tloduzione dei loro intomi (per poi poter definire il concetto di limite per.r --+ .t-).
È evidente che, a causa dellamancanza di ordinamento, tale tipo di ampliamento non
si estende a R' se n > I. Rimane comunque possibile inhodurre il concetto di limite
per llxll --+ oo: ciò consentirà di descrivere il comportamento di funzioni per valori
sempre più grandi di llxll. E quindi naturale inÍodure come arnpliamento di R' I'in-
sieme R" u {oo}. Per caratterizzarc tI nuovo elemento, oo, si definiscono gli intorni
sferici di ogni elemento di Rn u {oo} come segue:
- V x € R', gli insiemi Br(x), 6 ) 0, sono intorni di x
- gli insiemi {y e R' ' llyll > a} u {oo}, a € 10,*-), sono intorni di oo.

In tal modo, è possibile parlare di oo come punto di accumulazione per un insieme
contenuto in R'.

a )  S i a  p :  { ( n , n  _ :  n  e  N } :  { ( 0 , 0 ) ,  ( 1 ,  l ) , ( 2 , 4 ) , ( 3 , 9 ) , ^  } . , E n o n h a p u n t i d i a c -
cumuiazione in ' e oo è punto di accumulazione per E in R' u {*}

b) Sia E: {(x, y, z) € R3 : x2 + y' + z' > l}. L'insieme dei punti di accunrulazione per
E h R 3  u t * ]  è  { ( * ,  y ,  z )  e  R r ,  x 2  + y 2  +  z 2  }  l }  u { o o } .

Per esempio, I'insieme Q è denso in R (si veda l'Esempio 3.5): infafti Q : R.
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si ottiene la disuguagrianza 
r. -r- rr

J * y < t  V x , y e R + , ( 1 0  s )

W

Pnì in generale è possibile verificare che la nnedia geometrica è minore o uguale dei-
la media aritmetica:

x t  i  x z ' 1  " '  *  x n
h I

Y X l r , . . , f r ? e  K ' (10 .6)

Verificare le seguenti disuguaglianze:
1

( ------:i
/ 4 '

. .  I  x 3 v  I  tot 
l1p *lpglsz.

Dimostrare il seguente caso pafiicolare della disuguaglianzt diJensen:

/  r l  \ '  1 1
(/ V@ld,) < Jo f'{ùa, v/ e cflo, 1l)

(si utilizzi ladisuguaglianza(70.4) conr: I ey:/(.x), si integn e si scelga e opporfuna-
mente).

10 .3  L im i t i  e  con t i nu i t à  d i  f unz ion i  da  Rn  i n  R -

Ricordiamo che la teoria dei limiti di firnzioni da X c R in R si basa sul concetto di
intorno (in R. : R U {+-}), sul teorema di Bolzano-'Weierstrass (in R) e sulla di-
suguaglianza frangolare (in R). Nel paragrafo precedente abbiamo inhodotto il con-
cetto di intorno in R" U {*} e abbiamo osservato che sia il teorema di Bolzano-
Weierstrass sia la disuguaghanza triangolare rimangono validi. Seguendo la ftaccia
del caso n : l, è quindi possibile elaborare una teoria generale dei limiti e della con-
tinuità per funzioni di più variabili: è quel che faremo in questo parugtafo, omettendo
le dimostrazioni (in quanto completamente analoghe a quelle svolte nel caso n : 1) e
concentrandoci piuttosto sui concetti nuovi. Ripetiamo che, se la teoria è per molti
versi analoga, il calcolo dei limiti può essere molto più complicato se n ) l;1o ve-
dremo in dettaglio nel Paragrafo 10.4.
' come nel caso di R, la seguente definizione ci faciliterà l'esposizione.

cominciamo considerando una funzione f da x g R' in R (il caso m:1, ovvero
funzioni a valori scalari). In tal caso I'immagine di f , f (X), è contenuta nelf insieme
ordinato R, sicché hanno ancora significatol.otrr"tti"rop î',iúf ,mgxf e mjn/; per
e s e m P i o ^ l ^ f  : : m a x f ( X ) e  f '  x " ' x "  x " '

sup/ : : { 
sup/(x) t: /(x) è superiormente limitato

x [ +oo altrimenti.

Laf si dice limitata (superiormente, inferiormente) se f immagne f (X) è un insieme
limitato (superiormente, inferiormente); / si dice positiva se /(X) g R+. Anche le
definizioni di massimo locale e minimo locale sono completamente analoghe a quel-
le per funzioni di una sola variabile:
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si ha

( 1 0  7 )

Questo s ign i f icache,poiché fp :  X -+ R(k:1,  .  . . ,m)  sono funz ioniavaior isca-
lar-i, il calcolo di limiti di funzioni da X in R- si riduce a quello cli limiti di flinzionr
d a X i n R .

La defimzione di continuità di una funzione in un punto è identica a quella nota e
indipendente dalla dimensione del dominio e del codominio.

Si estendono a funzioni da R" in R- tutte quelle proprietà generali che non dipendo*
no dall'ordinamento di R. In particolare:

c il limite, se esiste, è unico;
o i limiti della somma e del prodotto scalare sono uguali, rispettivamente, alla som-

ma e al prodotto scalare dei limiti, qualora questi ultimi esistano finiti; in particola-
re, la somma e il prodoffo scalare di funzioni continue sono continui;

o la composizione di funzioni continue è una flrnzione continua.

Se m: 1, allora f immagine è ancora un insieme ordinato e quindi, come vedremo
nel Paragrafo 10.4, anche alhe proprietà rimangono valide.

La (I0.7) dconduce lo studio di limiti e continuità di una funzione a valori vetto-
riali a quello di funzioni a valori scalari. Affronteremo questo argomento nel
Parug;afo 10.4, mentre nel seguito di questo pnagrafo inhodumemo alcuni concefti
riguardanti le funzioni continue su un insieme compatto e alcune classi particolari di
funzioni (successioni a valori in R-, curve).

W Utllizzare la definizione di lnnite oer verificare che

, .  I
i lm

(", yl*(0, q x2 + yz
I i m  - ^ l  ^ : o

(-x, y)+m 1," * l"

e determinare l'estremo infenore di .- nel suo dominio naturare.
x t  +y '

S i a f : R 2 - - [ R 3 , f ( * , y ) : ( x y , x I y , x - y ) D i r e s e f è l i r n i t a t a , r i s p e t t i v a m e n t e , i n R 2 e
ne l re t tango lo  { (x ,  y )  ,  l x l  <  4 ,0  <y  <2} ,eca lco la re  

f , , } t I t , r l f@,y) .

10 .3 .1  Success ion i  a  va l o r i  i n  R ' ;  i n s i em i  connpa t t i

Una successione a valoriin R" (n> 2), indicata con {x6}o.N oppure {xa}, è una
funzione da N in Rn: /c è xt .Il concetto di sottosuccessione si estende facilmente al
caso n ) 2.
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10 .3 .2  Funz ion i  con t i nue  su  un  compa t t o

La continuità di una funzione / su un insieme compatto ha varie importanti conse-
gtJenze del tutto analoghe a quelle di funzioni di una variabile; anche le drmostrazio-
ni sono praticamente identiche e perciò le omettiamo.

In particolare una funzione definita e continua in un compatto è limitata.
Ricordiamo che la funzione inversa di una funzione continua e invertibile non è

necessariamente continua. Se però il dominio è compatto vale il seguente dsultato.

(10,e)

Anche il concetto di continuità uniforme si generalizzafacilmente.

Non tutte le funzioni continue sono uniformemente continue; ma se illoro dominio è
compatto io sono.

Come nel caso n:m:1, le funzioni lipschitziane sono uniformemente continue:
lna fsnzíone f : R" f X --r R- si dice lipschitziana n X se esiste una costante
L > 0 (detta costante di Lipschitz di f) tale che

l l r(t) - r(v)l l  < t l l '  -  vl l  per ogni x,y e X.

1 0.3.3 Curve parametrizzate

Una curva ir R* è una funzione continua diunintervallo in R-.

L'immagine y(1) di una curva si chiama anche sostegno della curva:

v(1) :  im y :  {v(r) ,  t  € I }  c R-.
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esempio, plr la circonferenza di centro (0, -- 1) e raggio 3, owero f insieme
{(*,y) e R2 : , '+ (y -f 1)2:9}, si possono scegliere óò*" putu-etiz,zazicr,. t Ie
c u r v e  y ( / )  : . ( 3 c o s t , - l + 3 s i n r ) ,  0 S / 1 2 t r ,  o p p u r e  y ( r )  : ( : c o s ( 2 r ) ,
-1  +3sin(2r) ) ,  0  < /  <  ? i - ,  oppure f ( r )  :  (3  cos t , -  L  -3 s inr ) ,  0  (  /  (  4z i  e
così via.

ffi

L'esempio precedente suggerisce come definire analiticamente il segmento, indicato
con [xe, x1], congiungente duepuntixe, x1 € Rn (xe I x1):

[ * 0 ,  x r ] ' :  { ( 1  -  f ) r o  * f x r  :  0  <  /  <  1 } , ( 1 0 . 1 0 )

I1 segmento [*0, *t] privato degli estremi x0, X1 si denota con (xs, x1).

Rappresentare graficamente il sostegno delle seguenti curve:

a )  r y ( r )  : ( - 2 + 4 t , 4 - r ) , r e  R ;
b) V(e) :  (9 cos p, psing),O < 914tr;
c )  V ( p ) :  ( 5  c o s  g , 2 s i n , p ) , O  <  9 1 2 t r ;
d )  y ( r )  :  ( t2  -  t ,  t3  * t ) ,  -1  <  /  <  1 .

Deterrninare una parametrizzazione dei seguenti insiemi:

a) larelta di equazione 3x | 4y : 5;

b) l'ellisse di equazione 9x2 a 4y2 :36;

c) la retta di intersezione dei due piani di, rispettivamente, equazione 4x - | f z - | e
3 x * y - Z : 2 .

10.4 L im i t i  e  cont in u i tà funz ion i  a  va lo r i  sca la r i

Abbiamo osservato nella (10.7) che I'analisi di un limite per una funzione a valori in
R- si riconduce a quella di m limlti di funzioni scalari. E perciò su di esse che con-
centreremo la nostra atfenzíone in questo paragrafo. Tale studio metterà in evidenza
una ricchezza di situazioni non comune alle funzioni di una sola variabile; di fatto, in
rura dimensione per raggiungere un punto di accumulazione -r0 ci muoviamo lungo
un'unica direzione, evenfualmente da destra o da sinistra, mentre in dimensione di
spazio maggiore di 1 abbiamo infinite possibilità (si veda Figura 10.12).

d i

Si cerchi una parametrizzazione del segmento in R2 congiungente due punti xo, xr € R2.
Osserviarno che la retta per xs e X1 è l'unica retta passante per xs e parallela al vetl.ore
xl -X0. Perciò è f insieme contenente tutti e soli i punti x(4 : xo tf(xr *xo), l e R.
Chiaramente x(O) : xs e x(1) : xl e si venfica facilmente che la curva

y ( r )  :  x o * / ( x r  - * o )  :  ( 1  -  r ) x s  + r x 1 ,  0  <  /  <  1

è unaparametizzazione del segmento. Per esempio, se x: (1, - 2) ey: (2,3), si ottiene
lacurva (x(t) ,  y(t))  :  (1 + t ,  *  2 *5/) ,  0 < /  < 1.
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(la determrnazione del candidato limjte !.: 0, che in questo caso è stato fomito a priorì, sar.à
discussa nel Paragrafo 10.4.3, si veda rn particolare l'Esempio 10.18). Osserviarno che, ptl
la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz,2lxyl 1 x2 + y2. pertanto

a )
I  Y - 1 '- - l t l  < -#-  s
,  x " f l .

Figura 10.14lnsieme
conrresso (a);insieme
non connesso (b).

W

Poiché lxl + 0 per (x, )) -* 0, la verifica segue immediatamente dal teorema del confi.ori-
to.

L'estensione a funzioni di più vanabili di altri dsultati richiede invece un'ulteriole
ipotesi sul dominio. A questo scopo diamo la seguente definizione.

Lanozione di insieme connesso in R" (si veda Figura 10.14) è per molti aspetti ana-
loga a quella di intervallo in R: i sottoinsiemi connessi di R sono tutti e soli gli inter-
valli; inoltre, se / : R" f t -- R, / è continua rn X e X è connesso, continuano a
valere il teorema degli zeri (Esercizio 10.14b) e il teorema dei valori intermedi
(Esercizio 10.14c).

Determinareil dominio dif (x, y) :

(b)

Sia/ : Rn ) X -r R,.f continua in X. Dimostrare che:
a )  d a t a u n a c u r v a " , t : l a , b ] - - + X  t a l e c h e / ( ^ y ( a ) ) < 0 e f Q @ D  ) 0 , e s i s t e h e  ( a , b ) t a \ e

che/(^y(ro)) :  9;

b) se Xè connesso e se esistono x1, x2 € X taliche/(x1) < 0 e/(x2) > 0, esiste x6 e X
tale che/(x6) : 0;

c) se Xè connesso e qJ/(sup/,  per ogni c€(1+!f ,  sup/) esiste x.ex tale che
f ( * ) : c .  

^  x  ' Y  x

104 .2  Funz ion i  d i scon t i nue :  a l cun i  esemp i

Per (x, y) e Rt

f ( x , y ) :  x z  * ! 2  + 4 x 1 1 ,  g ( x , y ) : x - l ( 1 0 . 1 3 )
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x : l  e  Z y z - 8 y * 6 : 0 ,

da cui risulta che/ è continua rn (1, 1) e in (3, 3).

Sia

f ( * , y ) :  { ? ' + Y 2  
-  1 ) ( x +  Y 2  - 2 )  s e x Y  l o

[ 0  s e x ) , t : Q .

Chiaramente/ è contrnua itr {(r, y) e R' I xy +0} : {(x, y) e R' : x I }Ay I 0}, ov-
vero nei printi del piano che non appartengono agli assi coordinati. Per studiare la contínuità
nelf insieme

{(*, y) € R2 : xy : 0} : {(x, y) e Rt : x : 0 oppure y = 0},

laddove la funzione vale 0, si dovranno determinare le soluzioni (x, y) del sistema

[ ( x ' + y 2 - r ) ( x + y ' - 2 ) : o

Poiché

( * ' + y ' -  1 ) ( x  + y '  -  2 ) : 0  < +  x z  + y 2  -  r : 0  o p p u r e  x t y 2  - 2 : 0

il sistema (10.14) è equivalente a

(  * 2  + y 2  - 7 : o  (  x i v z  * 2 : o
( oDDUre
[ x y : 0  "  t x l : Q .

Perciò /_ risulta continua nei punti (1,0), (2,0), (0, 1), (0, r/2), (-1,0), (0, - 1) e
(0, - '/2) (si veda la Figura 10.16).

Figura î0 .16

ffi

'  ( 3 x  Y + 2  s e x ) 0
a )  t ( x .  v )  :  {

l 4 x  3 y  s e x < 0 ;

( ^
b \ f & . u t  : J 2  s e * ' , + v ' , ) l

'  
l e ,  s e x 2 + y 2 < r ;
( _ l

c\ f (x. u) : I e Plir se (x' Y) + (0' 0)
'  

[ O  s e ( x , y ) : ( 0 , 0 ) ;

, ( loe,;-v) se xy > 0
d ) f ( x . v ) : {'  

L 0  s e x y ( 0 ;

\ ,/-. -.\ f loe,ry) se xy > 1
e l  T l x .  V )  :  (- ) l \ - - > r /  

l 0  s e x y ( 1 .





Limiti e continuità

l r t r l i z z a n d o c o m e t r a i e t t o r i e l e r e t t e A l : : { ( " , 0 )  : x e R } e A r ' . - { ( * , r ) : x e R } ( s i v e -
da Figura 10.17). Si ha infatti

t im =x l  ^ :  I im
(x, y)+(0, 0) x" + y" (r, y)-(01 o)
(xrY)eA2 '  r=!

da cui, per il Teorema I0.16, segue la tesi.

I

: l i n - r - ; -  
" : + + 0x4\) x' + x' /

xy
x 2 * ! 2

Figura 10.17

Figura 10.18

Nell'esempio precedente, il limite non esiste perché ci sono due traiettorie, in partico-
lare due rette, lìmgo le quali il limite è diverso, E quindi naturale chiedersi: se il hmi-
te esiste ed assume lo stesso valore lungo tutte Ie rette, allora esiste? La risposta è no!

Nel caso di funzioni di due variabili può essere particolarmente utile, per il calcolo
dei limiti, ricorrere alle coordinate polari.

Sia/ : R2 --+ R così definita:

f & . ù : { I

(si veda Figura 10.18). Non è difficile
V a € R ,

se . r2  <  y  12x2

altrimenti

verificare che, posto Ao: {(x, y) t y : c-x)

e  l im f (0 "  v )  : 0 .
Y+u

li* f @, y) : Iiryf (x, M) : 0
(x, y)*(0, 0) x-0"
(x) y) e Aa

owero lungo qualsiasi retta passante per (0,0) il limite è sempre O..Se invece scegliamo, co-

me traiettoria per raggiungere (0,0), la parabola di equazione y : Lxz siha

. .  " /  3  r \
] g 3 / ( " , î * ' ) : l i q l : 1 .

Perciò il limite della funzione per (x, y) * (0, 0) non esiste.
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ffi .A1 variare di a € R si r,uole determinare, se esiste,

("r ,y)+(1,0) (("  _ 1),  +y2)"

Per selezionare un candidato a valore del limite utiltzziamo ii teorema ponte; la scelta più
semplice è iaretta l :0:

( v z  -  ) v  - +  l \ r ,  n
Iim \-- -- ' ^,/r. : Iim____:.--_: 0.(r,))+(r,0) ((, _ l)' + y2)" .r_r (x _ I)'"

Perc iò i l l im i te ,sees is te ,va le0 .  IJ t i l t zz iamoora i lTeoremal0 . l7 .Pos tox :1*  pcosp,
.l : 0 + p slrr g - p sin cp, dobbiamo valutare

lim suo
o-o+ 9 eloi,zn)

ossewando che 0 <

sup I cos2,p sin pl;
p efo"zr)

,  l t  "o=t"tTY ,^,- ol  :  r im p,3-.zo
a ^ . /  .  )

PLa\cost g -f sn'g)* | ,-o*'

sup lcos2g sin pl < 1, si ottiene
p e 10,2r)

]5. ot-'" 
riilg, 

lcos2 g sin cpl : 0 <+ 3 - 2a ) 0'

Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:
x + y

A) ilm -l'  
( x , y ) + ( 0 , 0 )  X - y '

. .  3 x * 5 y
O) llm ---. ---;-)- (.r,y)+(0,0) X" - y'

x 4  + y 4
C) ilm ---;-----^i-  

( x , y ) * ( 0 , 0 )  X ' * 1 " '

x a  + y a
d) Itm -----:-:'  

( x , y ) + ( 0 , 0 )  x +  - l a '

sin 2 (xy)
e) {rn}^  ̂.  "_,  ^2i(x,y)+(0,0) 5X' + Zy'

fl lim'  
(r ,y)-(0,0)

s) Iim- '  
( .x ,y)+(0,0)

'  /È \sm ( iÍ),) .
*z  +y2  

'

dY - cos (Zxy)
x 2 - x a + l y l
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u ( x , O ) - f ( x ) ,  a 1 ( x , 0 )  : Q  p e r 0 < r < 1 , .  ( A )

Influre la corda è frssata nei suoi estremi:

u(0, t )  :  u(L, / )  == g per  f  )  0 .  ( l )

Si osserui ora che pel ogni fi, : 1,2,. . .,la funzione

( n \ r  . ,  / n T o t \  / n T x \Lr , ' - ' \ x t JJ  : :  cos  
\  r  )  

u tn  (  r , , l

veriflca (o), (r) , e ur(0,f) : 0: acl esempro,

uf )@,t ) , , -  o2u*)(x , t )

t t2r2, t2 / tx lTot \  / tx , l rx \-Lr-- cos 
\-7--i ttn I r /

Qneste soluzíom pnrticola.ri (perché associate 3 pa1:
i icolari proí ' i l i  inizial i ,  f  (x) :  ufu)(x,0)) sono i co-
siclcletti suott,i pttri, o annoniche, caraflenzzati da
una smgola frequenza, nolQL) FIz (il reciproco
del periodo tempot:ale, oweÍo il nurnero cli oscilla-
zioní per secondo, rnisurato in t{edz). trn partícotrare,
il suo,no che si otbiene paÍ lt : 1 si chiarna arnzoni-
ca fondamentale. Si noti che anche ognl
"conrbinazione lineare" di annoruche,

verifica ("), (n) e vjN)(0,r; :0. Nel copitolo i9
vedremo come questa osservazione elemeltare iier-
metta di carattenzzate le soluzioni peL: un'ampia
classe diprofili inzialif (x)

Equazioni di tipo (*) emergono in quasi tutti i
campi in cui si voglia descrjvere 1a propagazione di
oncle (sonore, elettromagnetiche, etc.). Ciò si può in-
hrire shrdiando I'equazione per x € lR pirftosto che
per [0, L): data una Íìrnzione due volte clerivabile
/(x) come profilo iniziale, si verifica facilrnente che
la funzione

-.,-_ r\ f@ * ot) + f(x -t or)
u l x .  r  l

è una ,otrzio* di (*) 
": 

u(x,o): l(x) e
u1(x,0): 0. trl profilo iniziale si divide quindi rn
due onde: una si lnltove con velocità o > 0 (verso
clestla), l'alfla con veolcità -a < 0 (verso sinistra);
in figura, il profilo cli nna tipiea soluzione in tre
istanti snccessivi: A, t1 e t2.

, (w )  @,1
('Àl e N,

- 
L anw(") (r, r),
n:0

z: [R\

In questo capitolo ci occuperemo di estendere i prÌncipali sfiumenti del calcolo diffe-
rcnziale alle funzioni di piu variabili. Ciò condunà allanozione di dffirenziabilità
di una Íùnzione, che coincide con quella di derivabilità per flmzioni da [.t in R e con-
sente di generalizzare al caso di funzioni a valori scalari molti risultati, quali il teore-
ma clel valor rredio, la formula per il resto secondo Lagrange, le lelazioni tra conves-
sità e punti di minimo. Alcuni risultati, per esempio la regola della catena e il teore-
ma di Peano, continuano a valere anche per funzioni a valori vettoriali, su cui ci con-
centreremo soplattr-rtto nell'ultimo paragrafo.

11. "A Eer iva te  d i rez !ona l i  e  parz ia l i
a  va !s l r i  sea la r i

d i f unz ion !

La derjvata di una funzione reale di una vaiabile, x r--+ f (x), poò essere pensata co-
lne una misura per la vatiazione infinitesimale del valore della funzioné rispetto a
una vaiazione infinitesimale della x. Per fuirzioni di più variabili tale misura dipen-
derà anche dalla direzione nella quale viene incrementata la variabilé x.
Rappresentiamo una direzione atfravelso un versore v in R", cioè un vettore v € Rn
tale clre ll"ll : 1. Possiamo ora htrodurre la nozione dt, rapporto incren'tentale di
unafunfione inuna direz.ione: siano/ : X ----, R,X c R', x € Xe siavullverso-

Versore e direzione





In particolate, se n : 2 siha e1 : (1, 0), e2

f (x-t t, y) - f (*,y)
f * ( * , Y ) : l i n * * '

olo 11 Calcolo di f ferenziale

f+0

x s n ( x - 3 y )

funzioni di var iabi l i

: (0, 1) e quindi, per la (1 1.3),

f / - . r l -
J Y \ n )  !  )  

-
/+0 t

che coincidono con le solite derivate per le funzioni di una variabile x ++ f (x, y) e
y ,- f (x,y), rispettivamente. Questa ossewazione è vera per ogni n: frr(x) può esse-
re oensata come la derivata della fuirzione di una variabile

xlrr--+f (x1, .  .  . ,  Xk, .  .  . ,  xn) ( I 1 7 )

dove x1, .. . ,  xk-t,xk+r, . . . ,  xn sono considerate come costanti.  Ciò rende in molt i
casi il calcolo delle d.erivateparziali facilissimo: per calcolare f"u, si applicano i metodi
del Capitolo 7 allafsnzione (11r7)tattando le altre variabili come costanti.

Riconsideriamo la funzione dell'Esempio 1 1.1. Si ha

f,(x, y) : 
* 

(x2 - zx * 4xy+ 5) : 2x - 3 -r 4y

fy(*, y) : + @, - z* -r 4xy-r 5) :4*
d y '

e si ritrova così la (1 1.5).

g(x, y) : 
"J@ 

sin (-x - 3y) per (x, y) e Rt.

Per i teoremi generali sulla derivabilità delle funzioni di una variabile, g è
( ; r , y )  sex '+3y2  f  0 ,o r , ve rose (x , y )  l ( 0 ,0 ) ,e

s*@, y) : 
* ("J*) sin (x - 3y) + eJr'+3v' 

*, 
,* (* - 3y))

f  cos ("  -  , r)) .

, r - ) À t ( Z v s n ( x - ^  
\  \

s\/x'.3!' I 
tt 

;;=?- 3 cos (r - 3y) 
)\ vx' + ry' ./

o . . ( v
Ò y  \ - - t

Se (x, y) : (0, 0), non possiamo piùuliilizzare i teoremi generali (la funzione 5'-' 16 non è
derivabile in s : 0); si ricone cluindi alla def,rnizione di derivataparuiale:

x2  +3y2
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11 .2  D i f f e renz iab i l i t à  d i  f  unz lon i  a  va lo r i  s ca la r i

Per una funzione/ di una variabile, la proprietà essenziale delia derivata è che Ia fu1*
zione x '_r /(xo) + f'(xo)(* - *o) è la migliore approssimazíone lineare di / per
x --+ x0, owefo

f (r) : f (*o) +f'(xo)(x - *o) * o(x - xs) per r --+ '16. ( 1 1 . 1 0 )

Si ricordi inoltre che ia (11.10) implicabanalmente la continuitàdif inx0, owero
derivabilità implica continuità s€ I? : 1.

Per funzioni di più variabili la situazione è più complicata: i seguenti due esempi
mostrano che /nonè''necessariamente óontinua:in x se/è derivabile in x, neppure se
in :talepurú.g esistono'tutte le derivate direiionali 4i /'

Sia/ la funzione introdotta nell'Esempio 10.20:

x / ^ .  - . \  l t  s e x 2 < y < Z x z
I\x'Y): 

to altr imenti.

Altora/(0,0) : Oe,postov": (cosa,sina),perognia e lO,Ztr) esiste/o > 0taleche

La situazione dell'Esempio 11.5 non è sorprendente: infatti, la derivabilità di/ ttt
(0, 0) riguarda soltanto i valori di / sugli assi delie x e delle y, orrvero della restrizio-
ne di/ a tali insiemi; quindi non ci si può aspettare che la sola derivabllitìL dí f dian-
formazioni su ciò che accade nelle alhe direzioni. A questo riguardo il seguente
esempio è più signtficativo.

/(t cos a, t sinO) : 0 se l/l ( /"; ( 1 1 . 1 1 )

infatti, se a: 0, rf 2, fl-oppure 3rf 2, ogw scelta di /o va bene, altrimenti si può scegliere
/o come indicato inFigura 11.3:

Sia

î ,  ,  I o  s e x ) . r : Q
I tx '  ) ,  :  

\  t  se  xy  fo .

Chiaramente/ non è continua in (0, 0) :/(0, 0) : 0 e ogui intorno di (0, 0) contiene punti
nei quali/ vale 1. D'altraparfe f è derivabile in (0, 0):

É(0, o) : rial(:-\1'(9' t1L: Hq9;9: o' t - 0 t t - j t

/r(0, o) : Itq&P : uo+9 : o'' t - 0 t t - \ t

Si noti che in questo esempio la altre derivate direzionali di / non esistono in (0, 0): infatti,
posto v :  (vr,  v2) con vl  + vl :  l ,

se v1 f 0 e v2l0 altoru ,rrÍ9!!à;lQJL
/+0 t

1 - O

f+0 t
non esiste.
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D"/("0): (V/(xs),v)

/ è differenziabile in X6 so o solo se / è derivabile in xo e

/(r) : /(ro) + (V/(*o), * - *o) + o(l lx - 
"ol l) 

peî x --+ x6. ( 1  1  1 6 )

(l) / è continua in xs perché, per x --+ x0,

l / ( " )  - / ( *o ) l :  l (a ,x  * *o) f  o ( l l x  -xe l l ) l  <  l lu l l  .  l l ' - ' o l l+o( l l x  -xs l l ) - '  0 .

( i i )  S ia (e1,  . . . ,  er )  labasecanonicadi  R ' .  A l loraperogni  k :  I ,  . . . ,n

{- 1ro; : D.u/(xo) : n-lGo :l r9{l-l(to)
1xt 7*o t

:  1 i*  
(u,  r .o)  + o( l l ret l l )  I

t + o  
- f f : ( a ' e f r )

quindi le derivate parziali in xs esistono e sono le zl componenti del vettore a.
(iii) Per il punto (ii), r: V/(xo), quindi

(V/(*o), rv) + o(l lrvl l)
D"f (xo) : t,- "f(xo + rv) -/(xo) 

: Iim
t+0 [ t+0

(V/(xs), v),

Continuano a valere per le funzioni differenziabili le proprietà elementari delle deri-
vate di funzioni di una variabile:

r la combinazione lineare, il prodotto o il quoziente di due funzioni differenziabili
in un punto xe sollo differenziabili in xo e valgono le proprietà (11.8) per il gra-
diente;

o lacomposiz ione f  ogdiunafunzioneg:X e R"*R,  der ivabi le inx6 e X,e
una funzione f : I e R * R, differenziabile in g(x6) € 1, è differeniiabile in xs e
vale la (1 1.9) per il gradiente.

Poichéinolhelefunz ionie lementar i  ( * r ,  . . . ,xn)  *  *u (k-  l ,  . . . ,n)  sonobanal -
mente differenziabili, è spesso immediato stabilire la differenziabilità di una funzione
e, quindi, calcolarne le derivate dtezionah.

Riconsideriamo la frrnzione f(x, !) :x2-3xl4xy-15 degl i  esempi 11.1 e 1I.2.
Essendo, come ogni polinomio, ̂ composta da somma e prodotto di funzioni differenziabli in
R', / risulta differenziabile in R'. Nell'Esempio lL2 abbiamo calcolato 1e derivate parziali:

f"(x, y) :2x - 3 -f 4y e fy(x, y) : 4x, ovvero Yf(*, y) : (2x - 3 -14y, 4x).

Per calcolare 7a derivata direzionale di f nel punto (r,y) nella direzione
vo : ( cos a, sin a), è sufficiente applicare la (11.15):

Dn^ f  (x ,y ) :  (V f  (x , .y ) ,v " )  :  (2x  -3  +ay)  cosa*  4xs ina

e si ritrova la (1 1.4).

per ogni versore v esíste la derivata direzionale D"/(xo) e vale la form.t'tia

( 1 1 . 1 s ì

In conclusione:
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Figura 11.5

Utilizzando la formula per il gradiente dell'Esempio 1 1.8, si ottengono le direzioní di massi-
ma e minima crescita detla funzione f (x, y) = sin (x2y) nel punto (1, r):

-  V/(1, zr)  1 ,_r_ _ 1\ 1vmax : 
1qffi 

: 
m \-/'r, - 7) e vmin : 

\nT4p 
(2tr,1) '

Se n : 2,Ia (!1.14) diventa

f (*, y) : f (xo, y o) * fr(xo, y o) (x - xo) + fy (xo, I o) (y - y r)

+ o(l6 - *o)' + (y - yr)') per (x,y) - (xo, yo).

I1 grafico della funzione definita dall'equazione

z: f  (xo,yo) * f*(xo,yo)(x -  xs) * fy(xs,yo)(y -yo) ( 1  f .  i 7 )

si dice piano tangente al grafico di/ in (*o,yo, f (xo,yo)) € R3 (si veda la Figura 11.5):
è il piano di giacitura n : (-V/(x.0,!o), l) : (-f-(xo, /o), -fr(*o,yo), 1) passante per
il punto (xo, y o, f (xo, yo )) . La (1 1 . 17) si dice equazione del piano tangente.

Lafunzionef (*,y) :3x2 + 4xy -F 5y è differenziabile in (3, 1), V/(3, I) : (22,17) e ilpia-
no tangentea lsuogra f ico in (3 ,1 ,  f (3 ,L ) ) :  (3 ,7 ,44)haequaz ionez :22x- fL7y  -39 .

Se n : 1, / è differenziablle se e solo se f è derivabile. Se invece n ) 2,conosciamo
solo alcune condizioni necessarie per la differenziabilita in un punto:/ deve essere
continua, derivabile e devono valere la (11.14) e la (11.15). il prossimo teorema for-
nisce una condizione sufficiente per la differenziabilità di/.

1.= 1-V/(xo), 1)

plano mngente

v indica la direzione di massima crescita
n è perpendicolare al piano tangente
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l s @ , y ) - x + 3 y l lef,'+tt'sin (x - 3y) - x )- 3yl

(1  +  o (1) )  (x  -  3y  *  o (x -  gy) )  -  x  i  3y

r f-ii---l----ito\\ /x"  +Y') -; 0 per (x,y) - ' (0,0),

owero g è differenziabile in (0, 0):

g ( x , Y ) : x - s Y + o (JF.fl per (x,y) -+ (0,0).

Determinare il piano tangente al grafico dif (x,y) n (*o,yo,f (x6,ye)) se:
a )  f  ( x , y ) :  x *2xy  *3y2 , ( xo ,yo ) :  (4 ,  t ) ;
b) f  (x,y): sin (xy2), (ro,yo) : (r,1).

sia/(x,y) : x3 I x2y - 3xy2 * y3. calcolare Dnf (r,2) se v :

inoltre determinare
max{D"/(1, 2); v e R2, 11v11 : t1.

(**,-ttù'

sia f (x1,x2,xs,xq) : ,?x+ - 4xl + x24.Determ)nare la migliore approssimazione lineare
dif  n un intorno di  (-1,  0,2,7).

Determinare le derivate direzionali in (0,0) della funzione

r / . . . . \  [ x  S e ) : 0 , x € R
I \ x ,y )  :  

lO  sey  +0 ,  (x ,y )  e

e dedurne che/ non è differenziabile in (0,0).

R2

11.2 .1  l l  teorema de l  va lo r  med io  su i  segrnent i

Il concetto di differenziabilità e il Teorem a ll.4,che riduce il calcolo delle derivate a
quello delle derivateparzials.,permettono di estendere con naturalezzamoltidei risul-
tati ottenuti per funzioni di una variabile, riguardanti per esempio gli sviluppi di
Taylor e 1o studio di massimi e minimi: è ciò di cui ci occuperemo nei prossintparu-
grafi. In questo forniamo un primo esempio: una semplice estensione del teorema del
valor medio.

Ricordiamo che
( 1 - r ) x * r y d i x
estremi.

il segmento [", y]
e y c o n r e [ 0 ,  1 ] , e

è f insieme delle
che (x, y) indica il

combinazioni Lnean
segmento privato degli

x2 +yz





ffi

n +  [ ' e w ' d x :  [ '  ( h m e r " ) d x :  [ ' * : r .y-uJ1 Jo \ ) , -0  /  Jo

Un secondo risultato riguarda 1o scambio tra derivata e integrale.

Applicando il Teorema 11.i0 all'esempio tniziale si ottiene

n 2
t/  \  I  ' l  - -2g \y) : I x'er" dx, Vy € h(.

J O

Calcolare g/(0) nei seguenti casi:

a) s(ù: I  log(xf 3y)dx;
t 1

J I

b)g(y):1, 'h*

Sia/  e  C(10,1] ) ta leche 0 <f (* )  (  tperognix  e [0 ,1] ,es iag(y) ,-.ty(x)dx.

a) Verificare che0 < g(y) < 
t --l ' 

perogniy > 0;
.v

b) determinare il segno di d (y);
c) determinare l'estremo superiore, l'estremo inferiore e, se esistono, il massimo e il mini-

mo di g in [0, + oo).

si vuole studiare la firzione s0) : /' ,a (*'y)d* nell'intervallo y e ll,trl2l.
Prelimrnarmente ossewiamo che Jo

0<r ty  <r l2  =+ s in  (* 'y )> 0 e cos (* ty)> 0 V(- r r ,y)  €  (0,1]  x(0, r l } ) .

In parlicolare, g(y) > 0 per ogni y e (0,n12], mentre sostituendo si ottiene g(0) : 0. per il
Teorema I Ll0, g e Ci ([0, r l2]) e

g'(y) : 
fo' 

*t 
"o, 

(*ty)dt. ( 1 1 . 2 1 )

l npar t i co la r " ,d f0 )  :L l4ed0)  )0perogn iy  e  (0 ,n121.  eu ind igèsr renamentecre-
scente nl0,rl2l, ming: g(0) : 0 e maxg : g(7TlZ). Per ia (1L2I) e il Teorema 11.10,
anche 6/(y) è di classe Ct (10, r l2l) e

r I
g,, (y) : _ | x6 sin (x3y)dx.

J o

Perc iò9" (0)  :0 " { ' (y )  (0perogn iy  e  (0 ,n12] ,ovverog/ès t re t tamentedecrescentee
g è concava n[0,r12].





342 Capitolo 11 Calcolo differenziale per funzioni di più variabili

e le derivate/r, e/r, sono

fr,(x,l) t: (fy),(x,y) : (6y * 6xy3)dt' * cos (y - g)

frr(*,y) ,: (fy)r(x,y; : (6x -t \2x2y2S{t' - x sin (y - g).

Le derivate di ordine maggiore possono essere calcolate in modo analogo; per esempio

fuy(x,y) t: (f**)r(x,y1 : QZy3 * 6xys)dt'

fyu(x,y) t: (fy*),(x,!1 : 1tzy3 * 6xys)dt' .

Negli esempi precedenti le
guente risultato.

derivate miste f*,*, e f*,*, coincidono. Infatti vale il se-

Un risultato analogo vale per le derivate miste di ordine superiore a 2 (si veda
l'Esempio 11.13). Sottolineiamo però che esistono funzioni le cui derivate miste non
coincidono (owiamente, esse non sono due volte differenziabili).

Sia / due volte differenziabile in x. Dati due versori v : (yr ,. . . ,vn) e
w : (wr ,... ,wn), applichiamo due volte consecutive la (11.15):

S i a a > 0 e

/ ( * )  : # - : , ,  7  
^ . ; , ,  p e r x € R ' \ { o } .

l l x l l -  ( *?+ . . .+xz ) " / '

Allora/ € C*(Rn \ {0}) e per ogni x f 0 risulta

Si noti che

f,f.,,,{*) e#"ù per xl o'

^  . /  \  \1  ,  r  ruvI\x) : ) Ix,\x1vi
; _ I

r n , n n

n'*"f (t) - Dn( Dr',(*)ur) :llo*f.,("))r, :lf*o,(x)viw1.
'  j : l  i : I  i . i : l

Per il Teorema 11.11, anche
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x - x o
o :  

l l r - x o l l
Allora la tunzione p(t) :/("0 + ru) è ben definita per lrl S ll* - "oll, 

è due volte
derivabile in f : 0 e, per ie (11.15) e (11.24),

p'(0):  D,f  (*o):  (V/(xe),v) ,  ,p"(0):  DTf 6o):  (Df(x6)v,v) .

Sostituendo queste espressioni nel polinomio di Taylor di ordine due di rp(r) centato
in / : 0, si ottiene

,p(0)  + ,p ' (0) t  + le"e)P: . f (xo) + (v/ (x6),v)r+ *er f  $o)v,v)12.2 '  2

Scegliendo r : llr - "o ll, 
si ottiene la formula per il polinomio di Taylor di f di or-

dine2intornoaxs:

T2(x) : / (*o)  + (V/(xo),  * -*o)  + lOrr(*o)(r -xo),  * -*o) .

Possiamo ora ricavare molto facilmente una generalizzazione del teorema di Peano
(Teorema 7.34).Infatti, basta ricordare che

/ ( *+fv)  :  p( t ) :p(0)  + ,p , (O) t+ le , ,Q) t ,  +o1Ps per  / -+  Q
L

e sostituire f : llr - *o ll per ottenere la prima parte del seguente risultato.

Laparte (iii) è l'analogo, in più dimensioni, della fornnrla diLagange per il resto di
ordine due; le ipotesi sono certamente verificate sé f e Ú in un intorno di xe che
contiene x.

Abbiamo appena dimostrato laparte (i).La dimosffazione di (ll) è uguale a quella
del caso n: I e la omettiamo. Per provare (lll), osserviamo che le ipotesi consen-
tono di applicare la formula per il resto di Lagrange allaîanzione gQ): ragionando
come prima, si ottiene che esiste y € (0, ll* - *oll) tale che

( 1 1 . 2 6 )

/(') :
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sin (xa'r) : xe't - 
lrt 

rtr' * o(xaea*t'1

- 
t*'ft i 3xy + o(xy)) + o(x4)

: x t r', - Irt + o((xz + y\')

quindi il polinomio di Maclaurin cercato è x + x2! - *3 16.

W Determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 con centro (I,2) della furzione
f (*,y) : x3 I 2xzy * 3xyz - 4y3.

11 .5  l ns i em i  convess i  e  f unz ion i  convesse

La defnizione è illushata dalla Figura 11.6. Se d e 10, 1], la combinazione lineare
(1 - d)x * dy dix eyviene anche detta combinazione convessa dix ey;il segmen-
to [x, y] in Rn è quindi l'insieme di tutte le combinazioni convesse di x e y.

I sottoinsiemi convessi di R sono tutti e soli gli intervalli. I1 rettangol o la, b) x lc, 4 C R2 e
il semipiano {(r,y): x > 0} c R2 sono sottoinsiemi convessi di R2. Gii intomi sferici
Br(x) C Rn e Ie rette sono sottoinsiemi convessi di R'.

Se vale la (1 1.30) con < sostituito a 1, f si dice sfrettamente convessa in A. La f si
dice (strettamente) concava in A se -/ è (shettamente) convessa, owero se la disu-
guaglianza in (11.30) vale con ) (>) sostituito a < (<).

La convessità delf insieme A è necessaria per dar senso alla definizione, in quanto
implica che la combinazione convessa (1 - r)x + ry (0 < r < 1) appartiene ad Aper
ogni x, y e A.La condízione (1 1.30) significa che per ogni x * y Ia funzione di una
variabile tr-+f ((I - r)x * f) è convessa in [0, 1].

Figura 11.6 Insieme
convesso (a) e insieme
non convesso (b).

: , (t i xy * ,L f*tl' + o((.ryy'?y)
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Infatti, per' la (1 1.28), per ogni x6, x € A esiste una combinazione convessa € di xo e
x tale che

/ ( " )  : / ( ro)  +  (V/ ( ro) ,  r  - "0)  ++(Dr f  (€) (x-x6) ,  x-xs)

e la tesi segue dai Teorema lI.I9.
Se / è due volte differenziabile, per il Teorema di Schwarz la matrice hessiana è

simmehica. Quindi per le proprietà delie forme quadratiche (si veda l'appendice di
algebra lineare disponibile sul sito intemet dedicato al libro)

Drf (r) è (semi-) dennita positiva * {':i:i lt:'oto.ltovalore 
di

I D'f (x) è positivo (non-negativo).

In particolare, se n: 2 possiamo riformulare il Teorema 1I.20 come segue.

I criteri corrispondenti per funzioni concave si ottengono scambiando / con -f : per
esempio, se n : 2, f è concavan A se e solo se per ogni x e A D2f (x) è semi-defi-
nita negativa, o\ryero se e solo se

( detD2f (x) : f..(")fy.u(*) - f?r(t) > o
{  

" "

lÉ"(r) s o oppure ór(") < o oppure f,.(t) +/rr(x) < o.

Sinot ichec 'èunadi f ferenzatra i lcaso/ t : len>2sefèduevol ted i f ferenziabi -
Ie in A: se n : 1 I'insieme,4. consiste sovente di intervalli nei quali f" (*) > 0 oppu-
ref"(x) ( 0, olvero dove/ è convessa o concava; se invece n22 possono esserci
dei sottoinsiemi nei quah D2f (x) non è semi-definita positiva né semi-definita nega-
tiva; per esempio, se n :2, questo si verifica se

f,,(x)frr(x) -.f"],(*) < o.

Lafunzione

f(*,y) : Ax2 -l Bxy + cy' + ax + by * c

ha matrice hessiana

o'f (*,y) : ('t :r)\ /

Perciò è convessain R2 se e solo se 4AC - 82 > 0 e A ) 0, è concava in R2 se e solo se
4AC * Bz > 0 eA 10, mentre se4AC - 82 < 0 nonè convessané concavain R2. Ipro-
totipi di questi tre casi sono:

Sia A C E&2 convesso e aperto e sia f : A --+ R due volte d.ffirenziabite in A. Allora:

(i) f è conves,sainAse e solo se per ognix e A risulta

IdetDzf 
(x):É,(*)l,r(*) -"fr(x) > o

[/,,(*) t o oppure ér(*) I 0 oppure f*(*) +fr,(x) > 0

(ii) f è strettamen.te convessa in A se per ogni x e A

t 
detD'zf (x) : f*(*)fry(") -.L'u(*) > o

f "f""(*) r o oppure frr(*) > 0 oppure f*(t) + frr(x) > 0.





Figura f 1.9
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11 .6  Es t rem i  l i ben i  d i  f  unz ion i  a  va lo r i  s ca la r î

ln questo paragrafo sianalizza il problema di determinare eventuali punti c1i massimo
eminimorelativi diunafunzione f :A--, R seA g Rn è aperto, o\rvolo dideter-
minare i punti di estremo locale all'interno del dominio di /; tali estremi si dicono
anche estremi liberi o non vincolati.

Se x € A è un punto di estremo locale dil nel quale f è differenziabile, per ogni ele-
mento e; della base canonica di R" la funzione di una variabile g",Q) : /(x + /e;) ha
un estremo locale in f : 0; quindi

g ' u , ( o ) : f ( x )  : o  p e r o g n i  i : T , . . . , n

owero x è un punto critico dil.

come mostra il sezuente esem-

Si verifica immediatamente che (0, 0) è punto critico delle funzioni

fi(x,y) : x2 -f y2, fr(*,y) : -x2 - !2, ft(x,y) : x2 - 12.

(0, 0) è punto di minimo difl(x,y):

f i(x,y) :  )c2 I y2 >f Q,0) : 0 per ogru (x,y) e R2.

(0, 0) è pnnto di massimo dif2(x,y):

fz(x,y1: -x2 -y2 </(0, o; :  g per ogni (x,y) e R2.

D'alftra parte, (0, 0) non è punto di estremo locale di /3 (-r, y), poiché /3 (0, 0) : 0 e ogni in-
tomo di (0, 0) contiene punti nei quali /3 > 0 e punti nei quali fz 10, (si veda
Figura 11.9).

Analogamente alle funzioni di una variabile, queste informazioni sono strettamente
collegate alle proprietà di convessità. Come abbiamo visto nell'Esempio II.2l, rnfat-
ti, in qualsiasi intorno di (0, 0) fi è strettamente convessa, f2 è strettamente concava,
mentre /3 non è né convessa né concava; tnpartícolare, anche dalla Figura 7t.7 geo-
metricamente si intuisce che (0, 0) non può essere un punto di estremo locale dil3;
(0, 0) si chiamapunto di sella difi.

[1 seguente teorema precisa le considerazioni fatte precedentemente.
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Poiché xz +210, si hay:0, quindi lapnma equazione diventa 4x(x2 - 1) :0 ovvero
x : 0, tl. I punti critici sono quindi (0, 0), (1, 0), (- 1, 0). Determiniamo la rnah-ice hessia_
na:

o,f (*,y) - (tzx'? i:i' 
- o 

,lr. o)
da cui si ottiene

Dzf (0, o) : ( 
-no 

: ), Dzf (!1, o) : l: 9 )'  
\ o  4 / '  \ -  6 )

perciò (0, 0) è un punto di sella e (*1,0) sono punti di minimo.

I punti critici della funzione

f ( * ,y ) :  ( r  _  y2  +  t ) (xz  +  y2  _  D
: x3 I xy2 - xzyz - y4 + x2 + zy2 - x - l

sono le soluzioni del sistema

I f,(x,y) : lxz y2 - 2*yz -t 2x - r : o
\fr(*,y) :2xy 2*'y - 4y3 + 4y : g

l z x z + y 2 - 2 x y 2 t 2 x - l : o
ì t r ( r  - x 2 - z y z + z ) : s

o  { z * ' + y 2  
* 2 x y z  r 2 x - t : 0  

o  { t * ' t y 2  
- z x y 2  t 2 x -  r

f y : 0  l 2 y r : 2 * x - x 2

f  z x 2  + 2 x -  t : o  (  x e x 2  - l 3 x - l 1 )  : 0o t r : o  o t r r ' : z + x - x .

- 0

Perciò i punti critici sono

(-1,0), (*,0), (0,r) (0,-r), (-+,lrA ,(-+,-+,4)\ r  /  \  \  / .  z v z /

Nella Figura 11.10 abbiamo urdicato i sei punti critici e I'insieme nel quale/ è positiva; si
osservi che / si annulla sulla circonfererua di equazione x2 +y2: 1 e suila parabola di
ltuazigng * - f - L Si noti che f cambia segno in ogni intorno dei punti critici
(-1,0),  (0,  1) e (0, -1),  quindi (-1,0),  (0,  1) e (0, -1) sono punt i  di  sel la.

Sia

"  A , :  { ( x , y )  .  * ,  + l t  1  I ,  x  < y 2  _  I ,  y  >  0 } ,

owero ,4. è l'insieme nel secondo quadrante dove / > 0. Si osservi chel è compatto quin-
di, per la continuità dil, esiste ̂yf poiché/ : 0 su 0A e f > 0 in.zi, il massimo di/ in
,4 è positivo e il punto di massimo si trova in zi. Perciò il punto di massimo è un pru-rto criti-
co e deve coincidere con l'unicopunto critico in.ri, owero (-+,-' , /s \

mas s imo. Anato gamente s i dimo stra "r'" ( 
-' ;, : ;ff)" r[ 

-;i"1y#. 
rH :E: ;;





r - : :  :
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:i: t

Studiare il grafico della funziorie g(s) : 
#t 

per,s > 0 e determinare i punti critici e i

puntidiesfemoloca1ede1la-funzione/(x,y):sG/F+7l:ff i( lostudtrnte
cerchi di capire come è fatto il grafico di/),

ffi

SiaE C R2 aperto elirnitato esiaf ,E * Rdiclasse Cr inEecontinuainE. Sia

f  <0  n  E ,  f  :0  su  0E.

Se/ ha un unico punto critico in E, detenniname la natura,

Sia/ di classe C1 in R2 tale che

f (*,y) > 0 se (x;y) e R2, . tip f (x,y) : O.
( t , )J+m

Se/ ha un unico punto critico in R2, stabilime la natura.

Determinare i punti critici delle seguenti funzioni e stabilime la natura:
(a) f(x,y) - axy - x3y - bxy3 : xy(a - x2 - byz) (a,b > 0);

.  . . / "  4 .  \
(b )  / (x ,y )  :  d \ * '  *  g ! '  

-3y  
)

E possibile arrivare ai risultati senzattrlizzare la matrice hessiana?

11.7  Der ivab i l i tà  e  d i f fe renz iab i l i tà  d i  funz ion i
a valor i  vet tor ia l i

Per funzioni da X e Rn in R', i concetti di limite e continuità sono già stati introdot-
ti nel Paragrafo 10.3. Qui ci si occupa della (facile) estensione dei concetti di deriva-
bilità e differenzialità al caso m ) L In tutto il paragrafo,le m componenti di una
funzione f : X --+ R-siindicanoconf(x) : (/r(x), ...,f^(t)).

Una funzione da R" in R- è lineare se e solo se può essere rappresentata con una ma-
trice di ordine rn x n. Quindi il concetto di miglior approssimazione conduce alla se-
guente definizione di differenziabilità.

Trovare il punto critico (xo,yo) dif (x,y): (xty+ 1)(;-y+ 1). Studiare il segno di
f (x,y) - f (xo,yo) in un intorno di (xe, ys) per stabilire se (x6, ye) è punto di esherno di f .
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Siano AC R" e B C R" aperti e

f  : B - R k ,  g : A - - + 8 .

SegèdifferenziabileinxeAefèdff irenzia.bi leing(x),al lorulafunzionecomposta
f og A --* R"è differenziabileinxe

,rr"g(x) : /r(g(*)) '/*(*). ( 1 r . 3 8 )

Si osservi chq la matrice "rr(x) è di ordine m x n, /r(g(x)) di ordine k x m, e il loro prodono
è di ordine lc x n.

E utile notare che la (11.38) è equivalente alla seguente formula esplicitaper le derivate
parz ia l ide l lecomponent ide l la funz ionecomposta f  og :perogn i l :1 ,  . . . ,  ke  j :1 , . . . ,n

(1  1 .3e)

Si osservi che nel caso n: k:1, si ottiene una generalizzazione della (11.15) per il calcolo
delle derivate di'ezionali:

gqg : (v/(^,,(ro), Y'(/o))

*#o,:h#tsr.rffr'r

ffi

Sia 9(r) :/( cos (2t), 2sin (3r)) per r € R, dove f(x,y) : \n +7 +7 per (x,y) e R2.
,{1lora

q'( t)  :É( 
"os 

(zt) ,2 sin (3r))(-2 sin (2r))  * /r(  cos

-Z sin (2r) cos (2r) f 12 sin (3r) cos (3r)

l1  *cos2(2r)  +4sn2(2t )

(2t),2 sin (3r))(6 cos (3r))

p e r / € R .

Sia f(x,y) : (er cos y,d sny) per (x,y) € R2. Determnare J1(x,y) e trovare le costanti a,
b, c e d tali che per (x,y) ---+ (l,n),

I a 
"orr 

: -e -r a(x - r) + b(y - n) + o(

| *.*, : c(x * I) + d,(y - i,) + 
"q[@ 

-

( * - r ) ' + ( y - " ) ' )

I ) ' + ( y - " ) ' ) .
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pensiamo coincid.ere con 1'asse e (uscente da rluesto
foglio), geltera il campo magnetico

gnetico costante ne1 tempo. La partisella- ha qrrjnrir
posizione T(/) e velooità v(r), Al teuipo r: 1'rnchrzici-
ne magnetica esercita sulla ca.fllca la forzt lli
I.orentz:(x,y)  I  (o,o)

(la legge di Biot-Savart): veclremo negli Esernpi
12.12 e 12.15 che- tale canipo non è conservativo.

i  r t ^  ( _  y r X , 0 )
B(x ,y ,  z )  :  - lF9- - t.  2 r  x2  +y2

\ \ ' { /

Consideriamo ora una particella con una canca elet-
tica cl che si nruove nello spazio in rm campo ma-

Fr,ore'tz : qv(t) n B(ry(r))

(qui A indica il prodotto vertoriale in Ri;. Il lavor.o
compinto dalla forza di L,orentz nelf intervallo tem-
polale [r0,4] è definito da Lyor"n1, - ,/,1(F,.or.,r1",.vldt
ed essendo v A E e v orlogonali tra loro per. ogni
t € lt0,i1], si ha che(Il6r.6",y) : 0 in ps, /1], owero

Ll,or"ou - 0.

Percio si sarebbe tentati cli definire F coRee uir
" campo conservativo " . Tutlavia questa affermazio-
ne è piiva di senso: perché? Semplicemente perchó
F non è un carnpo vettoliale: non è deFrnito, come
E, una volta per tutte, ma dipende dalla traieÍtori.a
e dalla velocità della curicu.

\

Orientazione

12,1 Curve in Rn

Nel Paragrafo 10.3,3 è stato inhodotto il concetto di curua in Rn come una funzione
continua da un intervallo in R', ^y : I --+ Rn. Ricordiamo anche che il sostegno di ^y
è I'insieme immagine, ry(I), e che le equazioni x: y(/) (t e D si dicono equazioni
paramefriche della curva. Se 1 : lo, bl, i punti y(a) e y(ó) sono gli eshemi della
curva T.

Un caso pafticolare di curva semplice e píana è quello di una curva cartesiana, ov-
vero di una curva della forma

"  t * ( t , f ( t ) ) , t e I  o p p u r e  t r - + ( f ( t ) , t ) , t € I

dove / è una funzione continua da I in R. In questo caso il sostegno coincide con il
graftco di f.

Ogni curva semplice induce :una orientazione del proprio sostegno, cioè il verso
in cui y(r) percorre il sostegno all'aumentare di t.. x1 :1(r1) precede x2 : ^y(r2) se
t1 1t2.L'onentazione del sostegno di una culva si indica con fi'ecce (si veda I'esem-
pio seguente).
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Retta' tangente
a una curva

parametriohe x: T(/0) + T'(/0)(r - tr) è quella di miglior approssimazione lineare
per / -) /s. Tale retta si dice retta tangente al sostegno della curva in V(ro) o anche.
per blevità, retta tangente a ̂ y in ts. Infattr, se ̂ y ' (rs ) f 0 allora

l l  y(r)  _ r( fo) l l  .  , ,^
1  *  l r  - 1 V ' ( t o ) l l + 0  p e r t - - + t s
l l  ' * ' o  I l

e quindi

y( / )  :  y ( /0)  + ^y ' ( ro) ( r  -  A)  + o( l l^7(r )  -  v( ro) l l )  pet  t - -+ t0 .

r(r) : :#ffi se ^y'(r) l o

( r2.2)

Perciò il vettore velocità ̂ y'(r) si dice anche veftore tangente; se esso non è zero, il
corrispondente veLsore si dice versore tangente:

Figura 12.3

Figura 12.4I sostegni
delle curve dell'Esempio
t2.3.

( 1 2  3 )

(si veda Figura 12.3). Si dice che ̂ y è di classe Ck in 1 (e si scrive T € Ck(I)),
k > 0, se lo sono le n funzioni lt, . . . , .yr.

Le cuwe di classe CI per le quali il versore tangente è ben definito in ogni punto
si chiamano regolari.

Come mostra il seguente esempio, se n7'(r) : 0 la letta tangente può non esistere.

Sia 1 la curva piana di equazioni parametriche

x : t 2 , 1 : t 3 ,  / € R .

L a c a r v a  è  d i  c l a s s e  C r  e ^ y ' ( t ) : ( 2 t , 3 t ' )  +  ( 0 , 0 )  s e  e  s o l o  s e  t l 0 . S e t o # 0 , 7 a r c L t a
tangente a ̂ y in (x(rs), y(ro)) ha equazioni parametriche

* :  P o t 2 t s ( t  -  t s ) ,  y  : t + 3 P o U  - t o )  r  e  R .

Come mostra la Figura l2.4a,laretta tangente a ̂ y nell'origine (0, 0) non esiste.
Si noti che la curva y(r) : (tu,tt), r e R, è anch'essa di classe C1 con "f '(0) : 0, ma

in questo caso la retta tangente al sostegno della curva in f(O) : (0, 0) esiste: basta osser-
vare che la curva i(t): (tz,t) ha 1o stesso sostegno ed è regolare; in particolare

i'(0) : (0, 1) (sivedaFigura 12.4b).

La seguente regola della catena geterahzza la (11.15) per il caicolo delle derivate di-
rezionali.
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In altre parole, due curve sono equivalenti se si ottengono l'una dall'altra ath.averso
un cambiamento di pa:rarnefizzazione regolare e strettamente monotono: se è cre-
scente ie due curve hanno lo stesso verso, altrimenti hanno verso opposro.
Chiaramente due curve equivalenti hanno 1o stesso sostegno.

ln particolare, datauna curva ̂ ! : la, b] * R, la curva Í, l-b, - al - R data da
i(r) : y(-r) è equivalente a ? e ha verso opposto; indicheremo tale cun,a con il
simbolo ̂ y-.

Le curve

ryr(l) :  (cos r, sinr), t  el-r,01,

tz|) : (cos (2r), sin (2r)), t e l+, "1,L 2  J '

sono curve equivalenti con 1o stesso verso. La curva

Vs(/) : (cos /, - sinr), t e 10, r]

è equivalente alle precedenti ma ha verso opposto. Si osservi che ^7r(4 : (cos (-r),
sin(-|) con / € [0, n'], quindi Ts : yl.

a) Determinare A e -R in modo tale che le curve ^y(t) : (t, t ), I e 10, l], e
i(t) : (At - I, 4t2 - 4t * t),t e ll lA,2f A], siano equivalenri,

b) date due curve equivalenti yt e Cr(It) 
"1, 

€ CI(12), è vero che nJ1 è regolare se e solo
se 1o è ̂ y2?

c) dire se 1e curve.y(r) : (t6, t3),t e l-I,1], e i(r) : 1t2, t),/ € [-1, 1], sono equivalen-
ti (si veda l'Esempio 12.3).

12.1 .2  In tegrab i l i tà  d i  funz ion i  ve t to r ia l i

Lanozione di integrabilità si estende facilmente al caso vettoriale.

Inoltre, come si può facilmente verificare, continuano a valere tutte le proprietà del-
f integrale note nel caso scalare. In particolare rimane valido il teorema fondamen-
tale del calcolo integrale: se f e C'(lo, b]) allora

l' r,1,1u,: (1,' ,r(t)dt, , f,u ,,,{ùu,) (r2.s)
'  :  ( f l ( b ) - f i ( a ) ;  . . . , f " ( b ) - f " ( a ) ) : f ( ó )  - f ( o ) .

Per esempio, se y(r) rappresenta la posizione nello spazio di un punto materiale di
cui è nota la posizione itizíaIe, y(0) : (0, 0, 0), e il vettore velocità

y' (t) : (4t + 9t2 , I - 4t + 4f ,5 sin (rr)), / > 0

allora ia sua posizione al tempo t : 2 è data da
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r € [0, 5n], ha Iunghezza 5zr, menhe Ialunghezza della cilconferenza, sostegno deila
curva, è 2r. Naturalinente le due quantità coùrcidono se la curva è semplice.

Come vedlemo nel seguente esempio, non tutte le curve sono rettificabili.

F igura 12,6

Moltiplicando e dividendo ciascun addendo per ti - t;-1,Ia (I2.7) si
come

puo

Sia ̂y(r) : (t, y(t)) per r € 10, 11, dove

. , /+\  [  gg"11zr+ r) t  _ z)  r .  - i -  < t  <+ (n :  r ,  2, , . . )y ( r ) : l  n - | r  - n
t 0  s e  / : 0 ,

ovvero la traiettoria percorsa è la poligonale (infinita) individuata dagli infrniti punti
/ 1  1 \

P" : \;, 
(-t)' 

; ), 
indicata nella Figura 12.6. Si osservi che (/, y(t)) -- (0, 0) per

/ -+ 0+, ovvero 1 è continua in [0, 1]. Or,'viamente risulta che per ognr N : l, 2, 3, . . .

r / - . \ \ ( \ , ,  .  , ,  - $ t / 2 + 4 n + 4 n zL \ ^ l )  >  ) . l l P , + t - P n l l :  ) ,  . - - . , ,  .
.  -  n l n + r )

n = l  n = l

/;--
,  v  z l 4 n + 4 n 2  2

Ma essendo - - ;6 .T- :  
n* ,  

( t  +o( t ) )

€- \D+4n+48 .
) . - e divergente e quindi Z(ry) : +oo.<  n l n +  I )

n : l

per n --+ *6, la serie

L(v, D) : fll4 -#3llt' -'-,r
nscrlvefe





ffi Lahnghezza del grafico de1la funzione/(x) - l ( x < 1 , è d a t a d a

7 7  1

J_rJ, 
+ 4t2 dt : '/i + Ttog(z + '/t).

E facile vedere che una curva di classe CL a tratti,l, è rettificabile e vale (con rifèri-
mento allanotazione della Definizione 12.5)

N rt i
L / . ' r l : \ -  

I  "L\t) : 
k J,,_,l l?;(r)l ldr.

Fra tutte le possibili paramelt'rzzazrottr di una curva regolare, ne esiste una che fa per-
coffere la traiettoria con velocità scalare costantemente uguale a 1,.Infafti, ponendo

p t
/ r__+,s : s(/) : : I ll^y, (r)lldr, t e la, bl,

J a

si ha che s e Cl (a, bl) con s/(r) : llry'(r) ll + }per ogni t e la,ó]. Perciò è ben de-
finita in [0, Z(ry)] la fuizione inversa, s *+ r(s), e la curva i(r) : V(r(s)) è equiva-
lente a 1. Si osservi che

d - , '  d ? , . , ' .  d t , ,
ds TG) : # 

(r(r)) 
d" 

(s) : y'(r(s))

owero la velocità scalare di y(s) vale 1:

ll* f'lll : t per ogni .T e [0, r(^y)]. ( rz.r;)
ll o.s' ll

I1 valore s : s(/) rappresenta la lunghezza dell'arco di curva compreso tra y(a) e
V(r), e prende anche il nome di ascissa curvilinea o parametro d'arco.

1 ^y'(r(r) )
s'(r(s))  l lv ' (r(s)) l l  

'

Determinare la hsnghezza delle seguenti curve :

a) f(r) : (r sin t, t cost, t), t € [0, f ] (elica conica);

b) ry(t) : (t - sin/, I - cos /), t e l0, trl (cicloide);
/  - 1 1  - f l  \
t e ' '  e ' ' \

c ) V ( r ) : (  
"  

, j "  l , r e  [ 0 ,  1 ] .
\ r  z /

Scrivere un integrale definito che rappresenta la lunghezza del tratto della curva di interse-
zione del piano di equazione z :2x -F y e delf insieme di equazione z : x2, compreso tra i
o i a n i x : - 1 e x : 2 .

Siano a ) 0 e b I 0. Si vuole paramefrzzarc mediante iI parameffo d'arco I'elica cilindrica
^y : [0, +oo) ---+ Rr definita da 1(r) - (a cos t, a sint, bt). Siha y'Q) : ea sint, a cos t, b),
quindi ll/(r)ll : laz * bz e

s ( r )  :  I  f " r+ " r+UrAr :7 . y ' s2+62 .
J O

Perciò t : s l I/FTF, e 7a parartetrtzzazione cercata è data da

Í(s) : (,.o, (#),,,io (*), #)
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ffi

r r - + e ( x ( t ) , y ( t ) , 2 ( t ) ) t F , f , l f  + 0 , ( t ) ) ' + ( / ( ù f  ,  r  e  l a , b l
è integrabile nla, bl e l'energia assorbita dal filo per unità di tempo è

t t  t . -

J, '  
*  :  

J" 
e(x(r),  v(t) ,  z(t))11(c'( t)) '  + (v '( t)) '  + (z '( t))2 dr.

Ancl iernquestocasoi1fattore@tienecontode11a1unghezza
dell'arco "inf,rnitesimo" di filo. 

'

1.2.4 l_ntegral i  curv i l inei  d i  2"  specie.
Forme d i f fe renz ia l i

Sia E e R" un insieme e sia F : E --+ R'un carnpo vettoriale:

F(x)  :  (Fr(x) ,  , . . ,  F"(* ) )  per  x  € -8.

A F associamo l'espressione formale

a) Sia y(t) : (3t, 4t - t, t + 5) per / e [0, 1]. Allora

î  1 I

|  ( t * - y + z ) o ' :  /  ( 3 ( : r )  -  ( 4 t - 1 )  + ( r +  s y \ F a + 1 t d t : e t / 2 6 .
J 'v  Jo

b) Si vuole calcolare

[ *yzar, dove ̂y(r) : (cos t, sint, t), r e 10, z.].
I

J \

Si ha 1'(r) : (- sin t, cos t, 1), owero llv'(r) ll : \/z. rJtllizzando la definizione, si ot-
tiene quindi

l r" '* 
:  t  

lo" 
cos / '  sin t ' tdt: I* lr" 

t  sn(2t)dt

: - + ̂ /lft "o, (zùft++ rt Ir" cos (2r)dr : - I^t

Calcolare i seguenti integrali curvilinei:

. f xv sinvul 
Jrf f iú,  Y(r)  :  ( t , i2/z),  re [0,  1] ;

b) [ @' * x - 2y2 -F 3y) ds, r(r) : (cos r, sin r),

I

") Jr** r(r) : (tt, t), r e [0, t];

. .  f .  / t 2  1 3 \o) 
Jr\ *x)ds, y(/) : ( i, ;J, r e [0, t];

,  1 ' r  I

, Jrtir*, 
^r,(r) : (t, t logt - r), t e lr, el.

t e l0,2rl.
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Il prossimo teorema mosffa che f integrale dt 2u specie, coerentemente r:on 1a sla iL:-
terpletazione fisica di lavoro di un campo di forze, è mvariante per crlr\ r equir.aierrti
solo se le curve hanno 1o stesso verso, mentre se il verso è opposto I'integlaÈ cailbra
segno: il lavoro fatto dal campo gravitazronaie per far cadere un grave è ugnaie irr
modulo, ma di segno opposto, al lavoro che facciamo noi per sollevarlo.

Siano E C R", c,r una forma differenziale continua in E e y el curve di classe C1 conte-
nute in E. Allora

l t '
(t I a : I w se y el sono equlvalenti con Io stesso verso;

r ' v  Jú

f f
(ii) l, : - | u sc ̂ y el sono cquivalenti con verso opposto.I  t _r " !  J n

Siano y: lazb]  tR"  e i : [a ,p]  - -+R" due curve equiva lent i ,  e  s ia
V.t !*, Bl --+ la, b) il cambiamento di parametnzzazione conispondente:
l?) : ^y(e?)) per ogni r € la, Bl, Attora

f  f B .  d i  r  d ,

J , 
: 

J, <rrron, # (r)) dr : J, {r{r(p(,))), ff trr,ll)tp'(r) dr

S v ( ) .  6 v: 
J,,* 

(F(ry(r)), t'tr))ar.
Se y e { hanno 1o stesso verso, ossia g/ > 0, allora p(a) : a,,p(p) : b esi ottie-
ne (l); se invece hanno verso opposto, allora p(a) : b, p(0: d o si ottiene (ll).

Irr: l"u ,r, 't ')dt: I,u ,r,r)rrry'i l u,: L(F, r)ds.

Se la curva è regolare, ogni integrale curvilineo di2" specie si può riscrivere come
uno di 1u specie. Infatti, ricordando la definizione (12.3) dei versòre tangente, risulta

( r2 .16)

Le definizioni di integrali di lu e 2u specie si estendono facilmente alle curve di clas-
se Cl a tratti:

f r f

I  f d s : :  I  f a ' + . . . +  |  f a '
r  ?1u. . .  UYN J ^t r  J  ^Vr, t

, , :  I  a t . .  *  [  , .
't 'Ylt"{u

I
I

J "y1U .. U"yry

. r
. ISt vuole calcolare I * dy, dove 1 è una curva di Jordan il cui sostegno è la frontiera del

r ^ t  4
quadrato [ .  t , t ]  x [ -1:  1] .  SuddividiamolacurvacomeinFigura r2.8:y:  [J^y,.Lungo
"lz e ̂ !q y è costante, quindi i:1.

f f f f ) î - l
6 * d y :  |  , d v +  /  x d y -  |  t a y +  |  - 1  d , y : 4 .
J l  '  

J t ,  
'  

J^u,  
'  

J - t  J t

Figura 12.8





:'1:Éi

[  , :  u(y(b))  -  u(y(a))
J 7

dove U è una funzione potenziale di w.

F si dice conservativo se la

che in fisica è noto come

(1  2 .1e)

sono di particolare importanza: un campo di forze
differenziale associata è esatta. owero se il lavoro

che la funzione potenziale ha segno opposto a ciò
potenziale U: U : -U + C (C e R).

:  F i e

La (r2.r9) implica immediatamente che se a..,è esatta, I a dipende solo dai punti
r  J . !

estremi diT7 e ó , :0 se y è qhiusa (si veda Figura lz.lr.Iîeffetti vale un risulta-
J ,

to più forte, che dimostreremo alla frre di questo puagtafo.

Nella fisica le forme differenzi

compiuto dalla forua su una che percorre una curva dipende solo dagli
estremi della curva. Osservi

Rimangono due problemi affrontare: come riconoscere una forma differenziale
esatta e, in tal caso, come ri una funzion e potenziale.

Sia a,': (F, dx) una forma iale esatta di classe Ct(E), e sia l,{ una sua

funzione potenziale. A'llora 
ffi

0x
0Fi

o*i
Figura 12.9 Caso (ll)
(a) e caso (t,r) (b),
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lo studente conholli calcolando (formalmer
Un campo vettoriale F si dice irrotazi

può essere espressa in termini di rotore: li
una forma differenziale è chiusa in E C R
sociato è irrotazionale,

In seguito vedremo che è possibile caratterizzatevna classe di insiemi E che con-
tiene, per esempio, f insieme R" e tutti i sottoinsiemi convessi in Rn, in cui si può aÈ
fermare che c,,, è esatta in E se e solo se è chiusa in E. Ma prima di affrontar.e tale
questíone, vediamo come costruire una funzione potenziale l,l.

Supponiamo che a.r sia esatta n E e che ?)s sia una funzione potenziale di cu in E.
Presi due punti x e xs in E euna qualunque curva di ciasse cr atrattiy(xo; x) c E
avente x6 cotne punto intziale e x come punto finale, per la (IZ.I9)

| , :  Lto(x) - t /o(xo).
J"y(x6;x)

Ciò significa che, fissato x6, la funzione

u(*) (  1 1  " t . \
\ L L . / ) L  )

è uguale alla funzione_potenziale Uo(x) meno una costante, t/o(xo); quindi u(x) è
una filnzione potenziale. Ciò suggerisce il seguente procedimento. Sia-cu una forma
differenziale chiusa in E (quindi c*.r non è necessariamente esatta) e sia xo e E.
scegliendo per ogni xeE una curva ry(xo; x) c E cheva da x6 à x si definisce
U(x) tramitela (I2.22). A posteriori si verifica se t/(x) è firnzione potenziale di a.

x 1 t. t

Figura 12.10

, :  I  A
./.y(x6; x)

Si osservi che si può ottenere il risultato nell'esempio precedente anche in altro mo-
do: supponiamo che la forma differenziale (12.23) sia esatta in R2 e che l,{ sia funzio-
nepotenzíale di c,,,. Allora devono valere le seguenti ugaaglianze:

y : 3 * 2 y + x y z + 2  i n R 2
c)x

ùla

, : (3x2y + xyz + z) dx + (x3 + x2y - l) dy in R2. 02.23)
A1lora rr., è chiusa in R2:

!B*'u a
dy .  .  *xy '  +2)  :É(* t  +xzy  -  r )  :3x2  *2xy  in  R2.

sia-(xs, yo) :.(0, 0). Fissato un punto generico (*, y) e R2, si considera una curva sempli:-
ce da (0, 0) a (x, y) con sostegno come in Figura 11.í0:

y r ( / ) :  ( t x , 0 ) ,  r  e  [ 0 ,  1 ]  e  y z ! ) :  ( x ,  ( t  -  t ) y ) ,  t  e [ t , Z ] .

Ponendo ora

u ( x , y ) , :  [  , :  [  , +  [  , :  I z d x +  [ @ ' * x z y - r ) d yJ^yru.y, Jt, J^vr 
- 

Jt, Jv'

: 2 x * x 3 y * i * r y ,  - y .

A posteriori si verifica che'1,{ e Cl(R2) e che

t/*(x, y) : 2 l3x2y + xyz, L{n@, y) : x3 * x2y - I

.quindi U è fwzionepotenziale di w e w è esatta in R2,

(r2.24)
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Terminiamo il paragrafo con la dimoshazione d.el Teorema r2.r7.

(xs; x + fre1)

(z) + (iii) Segue datla(12.19).
( i i i )  => (i i)  Siano ̂,t : [a, b] - '  R el:[c, d] --+ R.Lacula

I  t [ b , b + d  * c ]  *  R ,  T ( r )  :  y ( b + d _ t )

è equivalente al e ha verso opposto, e la curva r tJ y è chiusa e cli
classe cr a tratti. euindi per la (iii),la linearità a.ú'i"t.$ui" ,ìt
Teorema 12.14.

f f î r r
0 :  |  _ u ) :  l r +  l r :  l r -  |  , .

r^ , /u "y  J7  J^ t  Jy  J i

(ii) =+ (l) Sia xs € E fissato. Poiché E è aperto e comesso, è possibile d.imo-
strare che per ogni x e E esiste una curva ry (xo ; x) di òlasse cr conte_
nuta in E. Definendo U come nelIa (12.22), è sufficiente dimoshare
che u è una funzione potenziale. per esempio, dimoshiamo chea u ,
* 

(x) : Fr(x) per ogni x e E. Poiché -E è apefto, per ogni ft e R

sufficientemente piccolo la cuwa ̂ yn|) : x + htet, / € [0, l], è con-
tenuta in E. come mostra la Figura rz.rl,le curve y(xo;x i he) e
y(xo;x) U y7, hanno gli stessi estremi; perciò, ricordanào l,invaniíua

per curve orientate dell'integrale nella (12.22),il calcolo 6i ! ,1n-
oxt

duce al calcolo del limite delf integrale lungo il segmento. Infa-tti, per
ra (ii),

t ' î

, :  I  u +  |  a
J?(xs, x) J y,

a:h 
lo' 

or(^yp|\dt.

Allora

0U ,_ ,  , , . -  U ( t l _he )  -U (x )  _ .  f t  _  .
ax, (x) : ;S : 

Ffi J, 
rr (x + htel)dt

e la continuità di Fl in x permette di scambiare iimite e integrale (si
veda il Teorema 1 1,9):

a u , .  1 1  _  |
ax,  (x)  :  

J ,  I \ot (x+ht"r)u ' :  .1,  
F1(x)dr :  Fr(x) .

Calcolare 
Ir, 

n"tseguenti casi:

u) ?_: (2{ .3x2y 
-r y2)dx * (zxy - x3 - 5)dy, v è una c*rva regolare atrattiche va da

( 5 ,  -  1 )  a ( 1 , 2 ) ;

l^t$0,'*n",)

? / ( x + h e t ) - t / ( x ) :  t- 
Jr^

Figura f 2. l l

b) a'' : (#?+ r)a' .T# dv,v(t): (cos t, 2sin4, r e lo,





Figura 12.12 Omotopia
n'a una curva e un punto.

Figura 12.13 Sottoin-
siemi non semolicemen-
te connessi di R2.

12 Curve e int ral i  curvi l inei

pU,  ̂ ) : :  )y(1)(r)  + ( t  -  , r )^7{o)1r;

clefinisce un'omotopia tra 1(o) e 1(t). Chjaramente g è continua in [a, b] x 10.
convessità di 8,9 ha valon in E: per ogni ) € 10, 1] e t € la,b] abbiamo che

t ( o ) ( r )  e  E  e  ^ r ( t )Q)e  E  =+  ÀT(1 ) ( r )  + ( r  - . \ )T (0 )Oe  E

E possibile dimostrare che E è semplicemente connesso se e solo se ogni cula chjr:-
sa T C E ò omotopaauna cunra costante, owero se e solo se ogni ̂ y chiusit si r,uò
defonnare con continuità a un punto senza usciLe da E (si veda Figula 12.12).

Nel piano, ciò si può hadurre in rm semplice criteno empnìco: un sottoinsieme li
di R' è semplicemente connesso se non ha "buchi" (si veda Figura r2.r3). Per esem-
pio la corona circolare

{( r ,  y)  |  p? <x2 +y2 < p7}  (0  I  p ,  < pz < l -oo)

nolr è semplicemente connesso (se p1 : g e p2: +6 si tr'atta dell'insierne
[R'\{ (0,0)}). Infatti una curva chiusa che ha (0,0) al suo interno non può essere de-
formata con continuità a un punto senza uscile dalf insieme.

Si osservi che lo stesso cliterio è falso in R3: la corona sferica

{ ( * , y , t ) ' p ?  < x 2  + y 2  + 2 2  <  p 7 }  ( 0  I  p r  <  p z  <  * o o )

è un insieme semplicemente connesso; in particolare lo è R3\{(0,0,0)}.
Negli insierni semplicemente connessi una forma differenziale è esatta se e solo se

è chiusa.

Questo risultato consente di provare che una forma differenziale è esatta senza dover-
ne determinare il potenziale.

Sia c,., la forma differenziale (12.23) nell'Esempio 12.16:

, :  ( 3 x 2 !  + x y 2  + Z ) d x +  ( x 3  + x 2 y  -  1 ) d y .

Poiché

* Qr', 1- xyz + 2) : 3xz * 2xy : 3^- (rt -f xzy - r)
o v  d x '

la folma è chiusa in R2, che è semplicemente connesso; quindi u,'è esatta in R2.
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12.5  Normale ,  curva tura ,  b inormale ,  to rs lone

In questo paragrafo accenniamo ai fondar:
zio R'. Consideleremo culve di classe C
dotto scalare e il prodotto vettorjale sodr
prodotto usuale, nei senso che se v, w : 1-

$ {o{r), w(/)) : (o'(r), w(r)) + (v(r), w'(r)),

$ f"frl n w(r)) : v'(r) n rv(r) + v(D n w'(r)

(12.26)

( ' t ' t  t - l r
\ L L , L  I  )

(la prima ugtaglianza in effetti vale in R" per ognl n > 1). Per verificar'lo basta svi-
luppare i prodotti eutlhzzarc le usuali regole di calcolo per funzioni di una variabile:
per esempio,

d  s l n  \  - L -

f  {n{r),  w(r; ;  : ;  (  I  v1,(t)wp(t) 
)  

:  I t r ;  (r)w1,Q)-rv1,(t)w'*(t))
\ / ( : r  /  t - _ t

: (v'(r), w(r)) + (v(r), w'(r)).

Consideriamo prima una curva regoiare y : I ---+ R3 parametrizzata medtante il para-
metro d'arco. Poiché llf(r)ll : 1 per ogni s e 1, cioè (T(r),T(")) : 1 per ogni
s e l , s i h a

o : 
*r 

: 
*(r(r), 

r(s)) (1?6)2(r(s), 
r '(r)). (12 .28)

Denotiamo con rc(s) la curvatura di "y nel punto ̂ y(s):

rc(s) : l lr '(r) l l
Per la (12.28), il vettore T'(r), se rc(s) t 0, èperpendicolare a T(s): in tal caso, è ben
definito il versore normale

N(s) :#t'U, :_fr& se n(s)to (12.2e)

Flgura 12.15 Circonfe-
lenza osculatrice.

(si veda la Figura 12.14). Si dice pÍano osculatore il piano passante per n7(s) e paral-
lelo ai vettori T(s) e N(s). E possibile dimostrare, ma non 1o faremo, che la circonfe-
Yenz osculatrice - la circonfercnza contenuta nel piano osculatore, passante per
y(s) e centrata itt y,(") : ?(s) + N(s)/rc(s) - è, ha tune le circonferenze passanti
per y(s), quella che "approssima meglio" 1 in un intomo di ^y(s) (si veda la
Figura 12.15).

Se la curva è piana ("^"(r) + 0) i versori r(s) e N(s), essendo ortogonali, genera-
no tutto il codominio, R': in altre parole, il piano osculatore coincide con il codomi-
nio. Alhimenti, conviene introdurre un terzo versoîe, il versore binormale B(s), che
è ortogonale al piano osculatore e quindi completa una base oftonormale di R3: 

'

/  € 1  E 2  € 3 \

B(s) :  T(s) nN(s) :  I  r ,(r)  Tz(s) T:(r) I
\ Nt (r) Nz (s) lrr (s) /

La base {T(t), N(s), B(s)} si chiama usualmente riferimento intrinseco o riferi-
mento di Frenét di y. Si noti che

Figura 12.14





Curve e i

ll^v'(r)ll :

Perciò rc(s)

Vft . fW, y'(t) A^t"Q)

:,/51f" (t)l I g + y' ltff tz

: (-zf,' (t), 0, f,, (t)),

e r(r) : 6.

(^y'(r) n 1" u), -Y"'(t)) = O I

u) l lu/ :  [-1, 1] -+ R due volte derivabile inx:0 e siano/(0) : f ,(0) :0 e/,,(0) > 0.
sia ̂ y la curva piana v(r) : (t, 0, f (t)) per / € [-1, 1]. calcolare la curvatura, o(o), ol v
i n / : 0 .

b) Dato R > 0, si consideri la circonferenza nel piano / : 0 di centro (0, 0, R) e di ragsio
R. La semiconferenza inferiore è il soqlegno della curva piana yr(r) :1r, O, g1i;;
(1 e [-n, À]) dove g(r) : R - lP -V. Dimostrare che 

-s(0) 
: d(0) : 

'0 
;";í.

d'(0, 0) : f"(0) se e solo se la circonferenza è la circonferenzà osculatrice relativa a ̂ r.
o\ryero se e solo se R : I I n(0).
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ì,a petcenlr.rale rJj las1.ra sprecata ò inrrarjanl.e rispefto
al raggro (in u-r'ra lastra mfirúia), qu-inrli è r'agiorievo-
le aspetlarsi c.he dclLrcenclo i[ ruggia siottengano pirì
basi per rnetro ciuadi'o di liistra aparità, eli costu. Ècr.
cluanfificare i costi effettivi, nahtralmente" si i,lovrà
túlier oonto anche cleJ voir,rme corìtenuto, cielle su..
perfici lateraili e r.iel làito che le lastre hanno clírnen-
sione frnita, conducendo a un probierna rJi atttniz_
zazione nol bana.le. Nelle applir;azioni incrushiali i
problemi di otfintizz.azione realistici prenrlono tn
considerazione hrtti i tipi cli spesr: clella prodtrzione
indushiaie. In teona i,l risultato è un problr:rna eli mi_
ni: nizzazione generale di una fw,nzione r:osto, à{r_
che se non sarà sefiqlre facile qnantificare tr.ltte le
possibili spcse ur trn'r-tnica 1ìurzione.

In flgula abbianro descntto itr ,,tagiio otti,Lnale',
cli rua lastra in cerchi. cioè quello chà spleca ineno
rnaleriale: uura strutt'ura a nido d'ape. Si tratta eli un

anche rnolto cornplessi (la fonna di un f,rrtto per rni-

nirni;:zare Io sforzo sr_rl picc.iolo, lzi stru,f.iur:ir fì:ìicr.o-
seopi.ca della superficie di irna lòglia pet trìiìJ,sirnir-
zar e I' idro repoilenza, ecc. ).

,  r : ; , r , . i i : ì . i . , ; :

Sono possibi l i  diversi l i .
vel l i  di  lettura abbreviat i :
-  estremi vincolat i  di  fun-

zioni da R2 in R, senza
i l  teorema del le funzio-
ni irnpl ici te e i l  metodo
dei molt ipl icatori :  para-
grafo 13.2.1 e Paragra-
fo 13.2,2 ( i l  Paragrafo
13.3 .1  è  opz iona le ) ;

- estremi vincolat i  di  fun-
z ion i  da  R2 in  R.  inc lus i
i l  teorerna del le funzio-
ni implici te e i l  rnetodo
dei molt ipl icatori :  Para-
gra fo  13 . î .4  e  Paragra-
fo 13.2 ( i l  Paragrafo
13.3  è  opz iona le ) ;

- teorema del le funzioni
implici te, estremi vin-
colat i  e metodo dei
rnolt ipl icatori  per fun-
zioni da fR3 in R: da
Paragra fo  13 .1 .4  a  pa-
ragra fo  1  3 .1 .6 ,  para-
grafo .13.2, paragrafo
13.4  e  Paragra fo  13 .5  ( i l
Paragrafo 13.3 è opzio-
na le ) .

I  a p x 2  + . . .  J -  a l n x n :  ! 1
- l  a 2 2 x 2  + . . .  +  a . 2 n x n :  ! 2

:

I I a,n2x2+ . . . + AmnXn : lm

Nel Capitolo 11 abbiamo visto come detetminare gli estremi liberi, anche detti non
vincolati, di una f,rnzione di pirì variabili a valori scalari, owero i punti di massimo
e minimo della funzione appartenenti a un insieme aperto x c Rr'. 

^Se 
x non è aper-

to, bisogna considerare anche il caso di punti di esh'emo appartenenti alla frontìera
0x,unproblema che porterà al concetto di estremo vincoritct.

La paúe tniziale del capitolo è dedicata ad alcune questioni di interesse indipen-
dente rlguardantrla risolubilità di sistemi di equazioni non lineari. In particolareìarà
introdotto il concetto di funzione implicita, che servir'à per studiare sli eshemi vin-
colati.

f  3 . î  S is te rn i  l lnean i  e  non l !near i
1 3 . 1 . î  I n t r o d u z i o n e

In questo capitolo, utllizzeremo alcuni shumenti dell'algebra lineare (si veda I'appen-
dice disponibile sul sito intemet). Si consideri il s"gn"ut" sistema di m equazióni fi-
neari in n incosnite:

o\.vero

(ar ,  x)  :  yr
(ar, t) :  y,

:

\ i lm, x) : lm

co l ì  Í t y6  :  ( a td ,  ak2 ,  . . . ,  akn )  pe r  k  :  I ,  . . . ,  n t . pos t i

( 1 3 . 1 )





ci te ed estremí vincolat i

Se/èunafunzionevet tor ia le , f  :X *  Rn' , f (x)  :  ( / r ( r ) ,  . . . , f , , (x) ' ) , ta le l inear iz_
z.azíone si effetfua cornponente per componente e I'approssimazione litt.eu e cli.f in-
torno a xn diventa

x '* f(xo) -t- ft(x6)(* - ro) ( 1 3 . 5 )

dove "I1(xs) è la matrice jacobiana che ha come z-esimangail gradiente difr in x6:

"h(xs) :

#,-, ffiea *o,
Di seguito consideremo separatamente i casi m: n e ! { nt < n. Non sorprende
che nel caso non lineare i risultati avranno un carattere strettamente locale, òuo.1o
vamaîno in un intomo suflicientemente piccolo di xs. Lo scopo principale è fomire
allo studente uno sttumento per interpretarlie per capire l'origine dellé loro ipotesi;
ometteremo invece quasi tutte le dimostrazioni.

13.1 .2  rn :  r7 i  i l  teorema d i  invers ione loca le

Per la (13.2), se n'I:n I'approsstrnazione lineare (13.5) è invertibile in R" se e solo
se la matrice jacobiana in x6, -I1(xs), è non singolare, o\ryero se e solo se

V/r (*o), VÉ(ro), . . ., Yf,(xo) sono linearmente indipendenri (13.6)

e in questo caso la funzione inversa della (13.5) è data dalla formula

y F+ xo + ( f t (x) ) - l (y  -  f (xo))  ( r3 .7)

dove ("((x);-1 è la matrice inversa di,r1(x6). Infatti, posto M : : ,I1(xs),

f ( xs )  +  M( * - to )  :  y  ++  M(x - ro )  :  y -  f ( xo )

<+ x -  xo:  M-t  (V -  f (xo))

( * x :  x o i - M - r ( v _ f ( x o ) ) .

Nel caso non lineare vale il sesuente risuharo.

si osservi che se f e cl (x) 
" 

det"ft(x6) f 0, arora det"r1(x) .+ 0 :rrun intomo di x6
(per la proprietà della perman enza del segno), quindi (/r (r)) 

't 
è definita in tale intor-

no. La formula (13.8) per le derivate patziali della funzione inversa è identica a quel-
la del caso lineare (si veda la (13.7)).

SianoX CFR" aperto,f  :  X -u R'dl  c lusseCr inX exs €X. Selamatr ice.h(xs) ènon
singolare, ovvero.se vale la (13.6), esiste un intorno V di x() in cui f è iniettiva. La fun-
zione inversa f | :f(V) -+V è rtffirenziabile in f(V), f(V) contiene ut.r intorno di
f ( x 6 ) e

"rr- ' ( f (x))  :  ( , r1(x))- l  per ogni xcV. ( 1 3 . 8 )





ed estremi vincolati

il sistema (13.10) può esserc "risolto" esprimendo le prime m tncogr,ite in fi.rnzione
delle rimanenti n - m.Il seguente risultato afferma che la stessa cosa acca<l: per il sr-
stema originale equazioni non lineari, localmente in un intorno di xs.

S i a n o  I l m < n ,  X c [ t n  a p e r t o ,  f : X * R " '  d i  c l a s s e  C 1  ù z  X  e
xo : (xor, . . ., xsr) € X. Se vale Ia (13.12), allora esistono un h'ttorno U r:Ji
( x o 1 , , + r ; ,  . , . , x 1 , r ) i n R n - n ' , u n i n t o r n o V  d í ( x 1 ,  . . . , x * ) i n R l ' e u n a e u n f t s o l a ' f i u . t -
z ioneg:? . ,1 -V,  g :  (g r ,  . . . ,  g* ) ,  d ic lasseCr  in l , { , ta l i che

{ (r '  ,  .  .  .  ,  x,)  € V x U :  f  (x1. .  .  .  ,  x, , )  :  f  (xo)}
( 1 3 . 1 3 )

:  { (x , , V xU  :  x ;  :  g ; ( x r ra t t  . . .  >  x , r )  Y  i  :  1 ,

Se vale Ia (13.12) si dice anche che I'equazione f (x) : f (xo) definisce implicitamen-
tele m funzioni gi.La (13.13) e la regola della catena permettono poi di ricavare una
formulaperle derivate parzíal idigt, .  . . ,  Bmn(xo@+t), x1(m+z)t . . . ,  xon).

Una conseguenza imporlante del teorema delle funzioni implicite è I'esistenza di
curve ? € C1(1) passanti per X6, contenute in V x l'{ etah che f(^7(r)) : f(xo) per
ogni r e Llrrfatti, scelte n - m componentilr(t) "liberamente" (cioè come funzioni
di classe C' 1n I tah che "yk(t1) : x1k per k : m + 1, . . ., ft), Ie m rknanenti sono
p r e s c r i t t e d a l l e a l t r e c o m e y ( r )  : : g i ( . y ^ + t ( t ) ,  . . . , 1 " ( t ) ) p e r i : 1 ,  . , , , m e t € L
Inoltre, dallarclazione f (^y(f)) : f (xo) e daila regola della catena segue che ogni cur-
vay(t) che soddisfa tali condizíoni vedfica larclazione

(V/r(xo), ry'(ro)) : o p e r  I  :  I ,  . . . ,  f f i . (  1 3 . 1 4 )

Poiché il sostegno di ^y è contenuto in {x e X : f(x) : f(xo)}, il vettore y'(r6) (se
diverso da 0) puo essere interpretato come una "direzione tangente" nel punto x6 a
tale insieme; la (13.14) quindi implica che tutte le possibili direzioni tangenti alf in-
sieme {x e X:f(x) : f(to)} sono ortogonali agli m gradienti Vf (xo), ...,
Vf*(xo). Si noti che la (13.14) corrisponde al fatto che nel caso lineaizzato
(Vf ("0), r - *o) -- 0 per ogru x che verif,rca la (13.10).

Nonostante il confronto con i sistemi di equazioni lineari, nella sua generalità di
funzioni da R in R- il teorema delle funzioni implicite può sembrare piuttosto com-
plicato. Per chiarirlo ulteriormente, nel seguito si considerano alcuni casi concreti per
valori "bassi" di m e n, cominciando dal caso più semplice di una sola equazione di
due variabiii.

13.1 .4  t Í t :1 ,  t r :2 :  curve  d i  l i ve l lo

In questo paragrafo, che non presuppone la lettura di quelli precedenti, si considera
l'equaztone

f ( x , y ) : c

dovec € R,"f : X --+ R continuainunapertoX C R2 e (x, y) € X. Eistruttivopar-
tire dal caso lineare, f (r, y) : ax I by. L'equazione ax I by : c descrive una retta
s e  V / : ( a , b ) + ( 0 , 0 ) . S e f i : a + 0  s i  p u ò  " r i s o l v e r e "  x  t n f u n z i o n e  d i  y :

x: g(y) ,:4t.In tal caso la funzione S(y) è definita implicitamente dall'equa-

zione ax I by : c e si dice funzione implicita relativa all'eqraaziorte ax 1- by : 6.

Owiamente, se b + 0, èpossibile esprimere y in x: y : h(x) t : # e anche h(x)

è una funzione implicitarclatla a ax + by : ,.
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Come già evidenziato nel caso dell'equazione della circonîerenza, scambiando i
ruoli di x e y si può applicare il teorema di Dini all'equazione f (x, !) : c se almeno
una delle due derivate parziah di / non si annulla in (xo, yo), owero se
Yf (*0, yo) t (0,0). Tali punti si dicono punti regolari dell,insieme
{ ( * , y ) e X : f ( * , y ) : r } .

Segue quindi dal teorema di Dini che in un intomo sufficientemente piccolo di un
suo punto regolare, l'insieme delle soluziottt dt f (x, !) : c è il sostegno di una curva
cartesiana di classe C1 1si veda Figura 13.2).

Infatti, se f*(xs, yo) # 0 il risultato segue dal Teorema I3.3 scegliendo il rettangolo
epportunamente.Inparticolare la (13.18) segue dalla(13.17). Se/,(xs, yo) : 0, allo-
rc fr(xs, yo) # 0 (essendo (xo, yo) un punto regolare) e basta scambiare i ruoli dt x e
V .

Figura 13.2llTeore-
ma 13.5.





o-r 
ry.1-i

3r, C"pitrl" t: f rr stremi vincolati

Figura 13.7 Curve di h-
vell,r clella fi,rnzione
pressione. (Fonte:
ECMWF Forecast)
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ffi

Disegnare alcune curve di livello delle seeuenti funzioni:

a ) f ( x , t ) : 2 x * y - l ;
b) f(x, t) :3xz + y2 - 4;

c) f(x, y) : (x +3)(y -2);

d ) f ( x , ! ) : x - ( y - 3 ) ' .

Trovare un'espressione esplicita per le due funzioni definite implicitamente dall'equazione
xLy :4 in (0, *  oo) x (0, + -) .

Nei seguenti casi determinare I'equazione della retta tangente alla curva di livello di / nel
punto (2, 1):

a) f(x, l) : x3 - 3xys - 2y; b) f(x, y) : (x - y)\og(e + xy - x2 +2y2) - L

Determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 centrato in x : 1 delle funzioni x r-+ g(x) de-
furite implicitamente dalle seguenti equazioni:

a )  f ( x ,  y )  : :  x s  - 3 * ' y * 3  :  f ( 1 ,  D ;  b )  f ( x , y )  : : l o g ( ; y )  - Z x * y  : f ( 1 ,  I ) .

13.1 .5  m :  1 ,  n  -  3 :  l ' equaz ione f  (x ,  y ,  z )  _  c
Anche nel caso di una sola equazione in tre variabili, si cerca una versione locale di
quelio che, nel caso lineare, si riduce arlna semplice osservazione.L'equazione li-
neare

f ( x , y ) : : a x - l b y + c z : d

rappresentaunpiano nello spazio se e solo se v/ : (a, b, c) + (0,0, 0) e intarca-
t_o V.f , (a,b, c) èortogonale alpiano. Peresernpio, se/, : o* 0 ilpíano è ilgra-
fico della funzione

(y, z),- g(y, z): L43

dettafunzione implicita relativa a ax * by I cz : d.
Nel caso generale di una funzione non lineare, f ,la seguente versione del teore-

ma delle funzioni implicite afferma che I, equazione f (x, l, z) : c definisce implici-
tamente una funzione (y, z) * g(y, z) in un intomo sufficientemente piccolo di un
punto tncuif* 10.
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ffi Nei seguenti casi, dire se (0, 0, 2) è un punto regolare delf insieme {(x, y, z) e
R' : /(x, y, z) :0) e in cluesto caso determinarne il piano tangente in (0, 0, 2):

a)  f  (x ,  ! ,  z ) :  xs +y2z;  c)  f  (x ,  y ,  z) :  zarctg(ry)  -  z  +2.
b) f (x, y, z) : 7sx I !Iogz - 3x cos y - 2;

1 3 . 1 . 6  n r : 2 ,  n  : 3 : 2  e q u a z i o n i  i n  3  i n c o g n i t e

Si cerca ora di capire se il sistema

{/1"ì 
:/!*ì 

x, xo € R3
I  g(x)  :8(xo)

definisca implicitamente una funzione in un opportuno intomo di xo. Anche in que-
sto caso è utile paftire dal caso lineare: le due equazioni

I  f (* ,  ! ,  z)  :  :  atx + bù I  qz :  d1

I g(", y, z) :: cr2x + bz! * c21 : d2
(r3.25)

rapplesentano una retta se e solo se

Yf : (ot, bt, c1) e Vg : (az, bz, cz) sono linearmente indipendenti.

Infatti V/ e Vg (se I 0) sono perpendicolari ai due piani definiti dalla (13.25);
quindi se V/ e Vg hanno la stessa direzione i due piani sono paralleli o coincidono,
mentre se sono linearmente indipendenti i due piani si intersecano e la retta di inter-
sezione è ortogonale al piano che contiene i due gradienti, quindi ha direzione

Studiamo, in un htomo di (0, 1, 0), I'equazione

x3 + ye2' * sil (xye) : t. (13.24)

P:llo f (r; y, 1) : *t + y"tr.+ sin(xyz) per (x, y, z) e R3, si ha f (0, t,0) : 1,
Yf \ r ,y,  z):  (3x2 - l -yz cos (xyz),  e2'  *xz cos (xyz),2ye2, *xy cos (*yi)) ,  qoinoi
V/(0, 1,0) : (0, 1,2). Per il teorema delle funzioni implicite, esiste un iltomo di
(0, 1, 0) rn cui f insieme delle soluzioni di (13.24) è il grafico sìa di una funzione del tipo
y : g(x, z) sia di una del tipo z : h(*, y). Owiamente g(0, 0) : I e h(0, 1) : 0, *"nt*
segue dalla (I3.22) che

sr(o, 0) : - *!9' l' 9ì : o 8.(0, 0) : - r!(*]'?I: -2
/y(0, 1,  0) Jy1,,  , ,  0)

h*(0, r): - ffi: o hy(0, r) :

Essendo g e h di classe Cr, quindi differenziabili, questo implica che

g(x, z) - 1 - 2z * o(tF + ,r) per (x, z) -* (0, 0)

h(x, y) : r 
:Y + "(\F +, - ry) n., (x, y) ---+ (0,1).
z  \ '  /

Quindi il piano tangente al,grafico di g(x, z) ha equazioîe ),, : 1 - 2z e quello al grafico di

h(r, y) ha ecluazion 
" 

, : 
I(f 

- y). Owiamente i due piani tangenti coincidono e sono de-

scritti dalla formula (L3.nl: y - | + 2z : 0.

_ ry(0, 1, o) _
l z (0 ,  1 ,0 )

I

2 '
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o\,ryelo è la retta di equazioni paramekiche

( x : r + I 4 t
(  y : - 1 + 1 9 /
l'r.: t - 16,

r e R .

W Nei -seguenti casi, di'e se (1, 1, 1) è un punto regolare dell'insiemc
{(*, y, z) e R3 t f (x, y, z) : g(x, !,'z) :0i e in tal caso determinare la retta tangenteìl-
la curya definita implicitamente dalle seguenti equazioni nel punto (1, 1, 1):
a )  x z  + y 4  +  z 2  : 3  

"  
* 4  + f 2  + z a  : 3 ;

b )  s x 2 - t - y  c o s ( z -  t )  : P  e  x l l * z : 3 ;
c) iog (xyz) : g 

" 
ex+))+z-3 - L

13.2  Es t remi  v inco la t i  d i  funz ion i  d i :  due var iab i l i

13.2.1 Nozione di  estremo vincolato

Ricordiamo che una curva T : 1 --+ R" si dice semplice se è iniettivatranne al più ne-
gli estremi di {, owero y(h) + ^,t!z) a meno che \, tz € 01.

Siax C R'un apefto. In questo parugrafo si considera il seguente problema:

dati una funzione f , X --+ R e il sostegno f g X di una culva
semplice, si cercano gli estremi della restrizione di f a I

E opportuno inhodurre una nomenclatura specifica per tali estremi.

In questo contesto, I'insieme f prende il nome di vincolo. Owiamente la definizione
di punto di minimo vincolato è analoga.

13.2.2 Estremi v incolat i :  metodo di ret to

Mostriamo prima, attraverso alcuni esempi, come in certi casi sia possibile determi-
nare i punti di estremo vincolato riconducendosi, athaverso funzioni composte, al ca-
so di una variabile.

Si vogliono ^ trovare, gli estremi di f (*, y) - xy - y2 + 3 vincolati a
f  :  {(x,y) e R' :x ' - l12:1}. i lv incoloèi lgrafrcò déiafunzioneyéI_ y2 (unaparu-
bola), ossia il sostegno della curva

.  T 0 )  : ( 1  - ! 2 , ! ) ,  y e  R .

Quindi il problema si riduce allo studio della funzione composta h(y) ,:/(^y(y)), che è
una funzione di una sola variabile:





Funzioni ite ed estremi vincolati

Figura 'tr 3.10

Figura 13.11 Versi di
cr'escita di/ su f .

Nella Figura 13.11 abbiamo urdicato i versi in cui la funzione f , irstretta a l, cresce.
Owiamente, come si poteva già concludere dallo studio separato delle funzioni hl, . . . , h4,
r,punti (312, 0), (r 12, 1)(-312, 0) e (-r 12, - 1) sono punti di mmimo vincolato di /. Ma
dalla Figura 13.11 è ahettanto owio che / ha punti di massimo vincolato in (1, - 1),
( 2 , 1 ) ,  ( - 1 ,  1 )  e ( - 2 , - l ) .

(1t2, r)
t

(-1 -1\ ( -  1  t )  _ 1 \

13.2 .3  Punt i  c r i t i c i  v inco la t i :  metodo de i  mo l t ip l i ca to r i  d i
Lagrange

Negli Esempi 13.8 e 13.9 il vincolo è espresso implicitamente dall'equazione
g(x, y): c, owero

f  :  { ( x , y )  e  R '  :  g (x ,  y ) :  s } .

Consideriamo questo caso in generale: per il Teorema 13.5, in un intorno di un suo
punto regolare (*0, yo), il vincolo f può essere parameúzzato daun curva cartesia-
na ^y passante per (ro, yo)t r(/0) : (xo, yo). Poiché 1 è cartesiana, essa verifica la
condizione y'U0) l0 ed è quindi definito il versore tangente T : y,(to)lllry,(to)ll.
Se (xe, /o) è punto di esfremo vincolato dif ,lafunzione composta

h ( t ) : f \ r ( t ) , t z ( t ) )

verifica h'(to) : 0, owero, per la regola della catena,

f.(tr(to), n6))t'r?o) + fy1t(to), nUo))tLUo) : o.

Possiamo quindi concludere che se (xo, yo) è punto regolare dil,

?(/0) è punto di estremo vincolato di f ---; (V/(ro, yg),T) : 0. (13.29)

Quindi è naturale dare la seguente definizione.
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Quindi i punti critici vrncolati sono

(0, -  1) (per À :  -1) e

Nell'Esempio 13.9 f (*, y) : 3x I 4y -l1 e
diventano

1 : 0

(819,  r13)  (per  ) :  1 /3 ) .

g(x, y) :9x2 * 4y2 :36, quindi le (13,30)

{i;i:? 'we'" {::i:;

l 3 : 1 8 ) x  ( I : 6 ^ x

{ + : a , l y  o w e r o  \ t : z s y
\ 9 * ' + 4 y 2 : 3 6  l 9 x 2  + 4 y 2 : 3 6 .

Dalle prime due equazioni risulta x l0 e y + 0. Moltiplicando 1a prima equazione per y e
la seconda per 3x e sottraendo la seconda dalla prima, si trova che y - 3x : 0, owero .x e y
verificano le due equazioni

da cui si ricavano i due punti critici vincot ai (21{5, 6ltfù 
" 

(-z1r/5, - 6l'.ù.
\ / \ ,

Si osservi che in questo caso è facile determinare lanalura dei punti critici vincolati. Per
il teorema di'Weierstrass la funzione/, essendo continua, ammette massimo e minimo asso-
luto sull'ellisse (un insieme chiuso e limitato, quindi compatto); gti unici candidati sono i

f ( -z I '/ s, - 6 I ,/t\ si conclude che / ha un' L r  
/

/\/5) e un punto di minimo vincolato in

Riesaminiamo infine l'Esempio 13.i0, in cai f (x, l) : x2 I y' - xy -13 e il vincolo è
il parallelogramma indicato nella Figura 13.10. Non c'è speranza di ottenere, tramite il me-
todo dei moltiplicaton diLagrange, i punti di vertice del parallelogîaÍìma come punti critici
vincolati, non trattandosi di punti regolari del vincolo. Mentre è possibile determinare gli ai-
tri punti di estremo vincolato. Per esempio, il punto (312, 0) è la soluzione di

- 7  / ) \

Diamo infine un'interpretazione del metodo dei moltiplicatori díLagrange in termini
di curve di livello di f (x, y). Nell'Esempio 13.9 il vincolo è una curva di livello di
g(x, y) :  x2l4 + y2lg.

D'alttaparte,le curve di livello dif (x, !) :9x -l4y + 1 sono le rette drequazio-
n e .

3 x * 4 Y :  a  €  R

tutte di coefficiente angolare -3 14, indicate nella Figura 13.12.
Utllizzando i livelli di /, si comprende come si comporta / sull'ellisse. ln parti-

colare è facile infuire quello che già sappiamo per via teorica, owero che nei punti di
estremo vincolato Vf deve essere normale aTTarettatangente all'ellisse.

l l : z x
\ l-x2 + 4y2 :36
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Figura f  3.13

Figura 13.14

Se siamo interessati solo a stabilire il massimo assoluto e il minimo assolllto di r'ra
funzione continua f tn K, allora si possono utlhzzare i metodi del Capit,;lo 11 per
analizzarc i casi (a) e (b), e i metodi descritti nel paragrafo precedente per analizzare
il caso (c'). Vediamo due esempi.

--
Si vuole determinare il massimo e il minirno assoluto di f (x,y):.3x *4y* 1 su
K ': {(r, y) e R' : 9x2 + 42 < 36}. La funzione / è differenziuùit" i" É, qiiinúi il caso
(b) è escluso. Si ha Vf (x, y) : (3,4), qundi / non ammette estremi liberi intemi a K
Nell'Esempio 13.9_ abbiamo determinató i punti di estremo di / vincolati a óK:
Pt: (?t/5, +^/S) " 

Pz: (-+'/5, - 
+JS) sono, rispettivamentà, punto di massimo

e mìnimo vincolato. Poiché si hanno solo due candidati e, per il Teorema di Weierstrass, il
massimo e il mintmo assoluto esistono, se ne deduce che P1 e P2 soflo, rispettivamente,
punto di massimo assoluto e punto di rninimo assoluto dif n K.

Determrnare il massimo e il minimo assoluto di/ in K nei seguenti casi:
a) f(x, !) :  x *2y, K: {(x, y) e R' i  x2 + y2 < Ih

1

b) f (x,  y)  :  *r '  - f  r t  xy,K :  { (x,y)  e R' ' .  x2 +y2 < 1};
L

ù f (x ,  y )  :  xz (x+y)  -  y2  -  4y ,  K  :  { (x ,y )  e  R '  :  x }  0 ,  y  20 ,x*y  <  1} ;

d ) / ( r , y )  : 1 1  - x 2 - f ' l , K : { ( r , / )  e  R ' '  ( x - I ) 2 + y 2 : t } ;

e ) f ( x ,  y ) : x y e - ' ! , K : { ( x , y )  e  R ' :  1 ( x < 4 , 0 < y ,  I t y l  <  1 } .

Si vuole detenninare il massimo e il minimo assoluto della funzione f (x, y) - xy - y2 + 3
nelf  insieme K: {({ ,y) e R' :  -1 (  x 1l  -y2} (si  veda Figura 13.13).  La funzione/
è differenziabile in R', quindi il caso (b) è escluso. Fer quanto igvardail caso (a), si ha

{ f : : '  
:9  

^  <+ ( * ,  y )  :P6  :  (0 ,  o ) ,
l f Y : x - 2 Y : 0  

.

che è un punto intemo. Per quanto riguarda il cas<l (c), parametrizziamo la frontiera con due
cuwe:

r y r ( y )  :  ( 1 - y ' , y ) , y e  l - r O , r f \  e  y z ( ù : ( - 1 ,  y ) , y € l - t / i , t [ Z |

Gli interualli di monotoni a di f o 71 si determinano come nell'Esempio 13. 1 8 e sono visua-
lizzatitrr Figura 13.14. Su 12 siha

h z l ) : f  ( - 1 , / )  : 3  - !  - ! 2 ,  h ! r ( y ) :  - r  - 2 y  ì  o  o  y ?  -  t l z ,

quindi ht(y) è crescente inl-t/2,-Il2l e decrescente nl-Ilz,12]. Visualizzando anche
questa informazione in Figura 13 . 14, si conclude che

Pl : (8f 9,113) e Pz : (-I, - I12) sono punti di massimo locale vincolato su dK,

P+: (0, - 1) . P2: (*1, rt) sono punti di minimo locale vincolato su 0K.

Insieme al punto crjtico intemo (0, 0), si sono quindi determinati cinque candidati, e ciò che
resta da fare è confrontare i valori assunti dalla furzione:

f (Pr) :  |  -  r t  <f(Pq) - z </(Po) :  3 < f(Pù : 8612i < f(Pù : 1314.

Perciò min/: 1- r/1e max f :1314. Si osservi che non è stato necessario stabilire la
natura del punto cntico intemo, (0, 0): lo shrdente verifichi che in effetti si tratta di un pun-
to di sella (si noti che f (x, y) - 3 : y(x - y) e si usi la definizione)
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Per fissare le idee, supponiamo che (x6, yo) € 0A sia un punto dt massimo locaie
vincolato su ó1: esiste quindi un intorno lls di (xs, y6) tale che

f @, y)  < f  (xo,  yo) per ogni  (x,  y)  e AA)U0. (13.32)

supponiamo inoltre ch9-v/(10, yo) * (0, 0). In tal caso, eventualmente scegliendo
Uo piùpiccolo, per ogni tl c l,lo la curva di iivello di /,

| : {(x, y) eU I f(x, y) : f(xo, yo)},

è una curva cartesiana che divide tl n due aperti connessi, ?,{+ e î,1_, tari che
U : U + U U - U l  e

U+ : {(*, y) €ll : f (x, y) > f (xo, yo)}
U- - {(r, y) €U : f (x, y) < f (xo, yo)).

Si osservi che, per Ia (13.32),

A A n u  c  u _ u T (13 .33  )
(si veda Figura 13.16). Sono possibili due casi:
a ) A n U  e  U - u l ;
b),4nu I  u_w.
!_q (t) è vera per qualchel,l cl,{n, alroru (xo,yo) è un punto di massimo locale.
viceversa, se (b) è vera per ogni I,{ cr,!0, ailora (ro,ys)-non lo è. per distinguere
analiticamente i due casi, ricordiamo che v/("o,yo) inoiru la dtezione di maísima
crescita di /, owero Ll+ ri goyu seîpre "dairato,'di I indicato da v/(x6, yrirri
veda ancora la Figura 13.16), perciò òi si trova sempre nel caso (a) op"p*;'r.ú*
nel caso (b). Quindi:
1) sia (xs, y-0-), puntg regolare di aA,un punto di massimo di/ vincolat o a 0A;

la) s^e. vf (xo, ye) punta verso l'interno di A, allomf noo"è punto di mass-imo di
f  nA;

lb) se vf (xo, ye) punta verso I'esterno di A, alloru f è punto di massimo di f n A.
Analogamente:

2) 1ia (xs,ji6), puntg regolare dr aA,un punto di minimo di/ vincolato a 0A;
?.uì * Y\Fo' )o) punta verso |intemò di.r4, allora/ è punto di minimo djf nA;2b) 1e. Yf (*0, ys) punta verso lestemo di A, arroíaf 

"r" 
e punto a-r*í""à oi

f lrl'A.

Figura î3.f 6

Riconsideriamo l'Esempio 13.14: poiché nei due punti di minimo vincolato
-Y{!*: lì-;l! o}.îf;t,o)il gradiente punia verso I'inteÀn diA*"'rt 

" t ' (l,iiil-f.ye.rso l'interno. Quindi.(-1, 9) q * punto di minimo per/ in i mentre rr, o) i,"í í"1.Abbiamo così rituovato i risultati dell'Esempio 13.14.
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(-2, - 1) sono punti di massimo di/ ur-4. Allora rimane da srabilire se (3/2,0), (1/2, 1)(-312:0) e (-r12, -.1) sono punti oi minimo dif nA. I gradienr. di/i* q;;ù-n;;*t
punti, indicato nella Figura 13.19, mostra che non si fratta ài punti di estremì di /'i;;.Perciò, per il teorema di weierstrass, (0, 0) è punto di minirno assoluto dt f h A.Figura î3 .19

ffi

vf (1t2, r) = (0, 3t2)

Vf (-312,0) = (-3,312)

Vf (3t2, 0) = (3, -3t2)

vÍ(-U2,-r) = (0,-3t2)

Determinare i punti di eshemo relativo e assoluto delle seguenti funzioni nell'insieme,4 in-
dicato:

a) f (x, !) : x2 l2y2 - xy,
b) f(x, y) :3x - 4y,
c) f(x, y) :4x2 + y2,

A :  { ( x , y )  e  R t  :  0  ( x  < y  <  1 } ;
A :  { ( x , y )  e  R ,  :  x2  +y2  <  I } ;
A: {(x, y) e R' :  x2 + 4y2 < l}.

13.4  Es t remi  v inco la t i  d i  funz ion i  d i  t re  var iab i l i
Siano/, g I X --+ R conx C R3 aperto e consideriamo il vincolo

X : {(x, y, z) € R3 : g(x, y, z) :  c}.

La definizione di punto estremo di / vincolato a X è analoga al caso di due va;1abili
trattato precedentemente, ma Ia definizione di punto critico vincolato richiede qual-
che attenzione.

Ricordiamo :líifatfi che, per il Teorema 13.6, delle funzioni implicite, in un intorno
di un punto regolare 

Ig {i r (owero un punto x6 € x in cui vs(xo) + 0), E è il gra-
fico di una funzione di due variabili a valori scalari (e non di una vaiabill, comJnel
caso precedente).

Come nel caso di due variabili (si vedano i Teoremi 13.10 e 13.11), si ottiene imme-
diatamente che:
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zM(y  +  z )  :  a -yz  S  a  ==+ y  =#  e

tuz
quindi f(M, y, z) : Myz < 

* 
* 0 per M -,+ too.Perciò è possibile scegliere M co::ì

grande che f (M, y, z) < î(P"). Ne segue che il punto di massimo assoluto nor] può avelî
neppure x : M e, ragionando allo stesso modo, neppue ! : M o z : M:quincli deve coù,
cidere con Po.

lnfine, osserviamo che nel punto di massirno

volume : f (P^) : (+\' ' ', o\rvero aÍea: a:6.(volume;2/3
\ b . /

Il problema 2 si risolve in modo analogo: in questo caso

f  (x, y, z) : :2(xy t xz - l  yz)

Allora si deve risolvere il sistema (I3.34\
{(*, y, z) e R3

:) : ^Yz
:) : Àxz
') : )xY
0.

Se x ) 0, y ) 0, z > 0, le prime tre equazioni implicano che À > 0 e x : ! : z,quindi si
trova il prurto critico vincolato (W, i/P, {p). Per concludere che si tratta di un punto di
minimo vincolato basta ragionare come sopra con

KM:  { ( * , y ,  z )  €  10 ,  M lx l \ ,  M ]  x  10 ,  lV I l : xyz :  B )
n cui M è una costante sufficientemente grande. Si lasciano i dettagli allo studente interes-
sato.

Non tratteremo il caso di estremi di funzioni f (*, y, z) in insiemi compatti con inter-
no non vuoto, che si affronta in modo completamente analogo al caso di funzioni di
due variabili che è stato considerato nel parugrafo precedente. lnvece, nel paragrafo
successivo si considera il caso di eshemi di f condizionati a due vincoli.

Determinare i punti di estremo di/ sul vincolo | : {(",y, z) : g(x, l, z) :0):
a) f (x, y, z) : 4x2 I xy + y2 + z, g(x, l, z) : 4x t | -l z - 3;
b) f(x, y, z) : x + y - z, g(x, y, z) : xz + y2 + z2 - l;
c) f (x, !, z) : xz I !2 * 22, g(x, y, z) : xyzz - 2;
d) f(x, y, z) : x -f 2y - 32, g(x, y, z) : x2 + 4y2 + 922 - l0B.

13 .5  l l  caso  d i  f  unz ion i  d i  t r e  va r i ab i l i  con
due  v i nco l i

Esaminiamo ora il caso di una equazione con due vincoli: date tre funzioni
f , g, h : X -+ R di classe Cr 1n X, si vogliono determinare gli estremi di/ vincolati
alf insieme

f : {(x, y, z) eR3 : g(x, ! ,  z) :  c e h(x, ! ,  z) :  d}.

Ricordiamo che (xo, yo, zo) si dice punto regolare di I se Yg(*g, !0, zs) e
Yh(xs, !0, Zo) sono lineannente indipendenti, e che in tal caso f, in un intorno di
(xo, yo, zo ), è il sostegno di una curva che ha in (x6, !0, zo) :una retta tangente per-
pendicolare aYg(xs,lo, zo) e aYh(xs,lo, zo) (si veda Teorema 13.7). Perciò la
definizione di punto di estremo vincolato e di punto critico vincolato è del tutto ana-

7 { -
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ite ed estremi vincolati

13 .6  Es t rem i  v i nco la t i  d i  f  unz lon i  d i  n  va r i ab i Í i :
i !  caso  d i  m  v i nco l i  (m  <  n )

S i a n o  I 1 m 1 n ,  X C R " ,  / : X + R  e  g : X  - - - - n R -  d i  c i a s s e  5 t  i n  X
(e(x)  :  (Sr(x) ,  . . . ,  g*(x) ) )ex6 e X.  Supponiamoche

Vgr (xo), Vgz(xo), . . . , Y g*(xs) sono linearmente indipendenti (13.36)

owero xs è punto regotare del vincolo g(x) : g(xo). Per il Teorema 13.2, delle fuir-
zioni implicite, in un intomo sufficientemente piccolo di xo il vincolo

V  :  { x  e  X :  g (x )  :  g (xo ) }

è il grafico di una funzione di classe Cr da un sottoinsieme di R'-- in R-. Si dice
che xs è punto di estremo di f vincolato a V se è punto di estremo della restrizione
di f a 7, Si dice p unto critico di f vincolato a V se per ogni curva 1(r) contenuta in
X, di classe Cr, passante per xs (^y(fo) : *o) e con sostegno nel vtrcolo
(g(f(r)) : g(xg) per ogni /), si ha che la funzione composta h:f oy ha derivara
nulla in f6:

h ' ( to) :  (V/ (xo) ,  V ' ( /o) )  :  O.

Per la (13.14),  ̂! ' ( t0) è ortogonale a Vg7.(x6) per ognr k:1, . . . , f f i ,  quindi per
estendere il metodo dei moltrplicatori di Lagrange è sufficiente osservare che un vet-
tore v e R" è ortogonale atutre le direzioni tangenti al vincolo in xs se e solo se esi-
s t o n o  À 1 ,  . . . ,  À * €  R t a l i c h e

" : f  
\ r . '  \,  :  

k l ; vg ; ( x6J

orrvero se e solo se v è combinazione lineare dei gradienti di 91, . . ., gnt. in xo,
Quindi un punto x6 che vedfica la (13.36) è un punto critico di/ vincolato a I/ se e
solo se esistono Àr, . .  . ,  À* e R tal i  che

n

V/(xo) : f À;Vs;(x6)
t : I

e in tal caso À1, .. ., À* si dicono moltiplicatori di Lagrange. Così la ricerca dei
punti critici vincolati di / si riduce alla risoluzione del seguente sistema di n -l m
equazioni:

m

0, , f  (x t ,  .  .  , ,  xn)  :  I  ) , i l , ,g i (x1,  . . . ,  x r )
; - 1

t7t

o*,,f (*r' . ' ., xn)

8 t ( x 1 ,  ' , , , x r )

S a r  ^  /:  
L ) , ; } r , ,g i (x1 ,  .  .  . ,  xn)

: gr (xs)

(r3.37)



Estremi vincolati di fury4loni di n variabili: i l caso di m 411

si vogliono rrovare i punti critici di /(x 1t xzt x3, *ò : 
t @l + xl + x2, +;l) condizionati

ai vincoli lineari

[  | t (A, x2, x3, xa) : :  xr -  xz * x3 :  g

t  g,  1rt ,  xz, x3, xa) : :  xt  -  xz * xa :  g.

Osservando che i vettorj Vgr : (1, - 1, 1, 0) e Vgr: (1, 0, - 1, i) sono linearmente in-
dipendenti, si può utilizzare il sistema (13.37)

r r : À r * À z

x z :  - À t

x s :  À t  -  \ z
) c q :  À Z

X t - X Z f X 3 : 9

x t - X l l X a : 1 .

L'unica soluzione di  questo sistema l ineare è x1 :  I f3,  x2:0, x3:-113, xq:I /3,
À r  : 0  e  ) , 2 : 1 1 3 .



Integraili n"lultipli e densità (di erobabiliràt
Nel filo r,osso del Capitolo 8 gli integr:aii sono stati
trtlJrzzaLi per rlescl-iver,e la massa M e il baricentro
x6 di una bana di lunghr:zza L (identi.ficata con l'in-
ten ai'lo [0, L]) e densità di n,Lassct linea.re
p(x) > o:

Foiché per ipotesi {()l, y) e D} ha probabilitzì 1,
la clensità cli probabilità deve soddisfare i'uiteriore
conclizione

f f

|  |  P(x 'Y)d"rc l -v :  1 '
J  J D

conispondente al conoetto d,i massa di D. A quello
cli baricenho conisponde invece llval.rtre attteso,

1 L* : 
.1, 

p(x)ú" I  t I '

M J, 
xP('x)dx'

P{(X,Y) e f } }  :

E(.r, v) -r

P ! . X  c  A \.  1 . .  - . ^ - ,

P{Y e It}

lJ,,rO,v)d-v.1y

(Ex(X ,Y),  Ey6 .  Y))

I lr*n{*)drd},,

l, ' (1"' p1r v;cri')ar

: 
-["0 (1,' 

".'vlc')av

: 
1,, n*@)d,

:  
fon"O)dt '

Con lai teoria degli integr:ali multipli. sviluppata in
questo capitolo, qtresle fo-rmule si generalizzano a
sltuthne bidrmensionali e trid,imensionali. Fer esem-
pio, una lastra bidimensionale piana si identifica
con un sottoinsier,ne D c- W" cli clensità di m.a.ssa
per unitti di urea p(x;y) ) 0: sotto opportune rpo-
t e s i s u D " p ,  :

I p(x
D

r
I xr'

J I )

t l
J D

n )dr

)du

'(r)p(

un vettore le cui con'rponenti si interpretano intuiti-
vamente corne il valore r,nedio assunto da X e Y
(non necessariarnente l'evento pirì probabile: il va-
lore atteso clel lancio cli un daclo è 3.5; che non è urr
evento).

l f  I  r r  \
{ | I tp(r,l')d-xdy, I I yp@,y)cl,rdy I
\ J J D  J  J D  /

Non solo 1a massa, rna molte aih'e qr.rantità hanno
nna densità: una di qucste è la probabili,tà di un
evento. Per fare tur esempio concreto, supponiamo
che X €l},full rappresenLi la temperahtra media
giornal,iera in un dato luogo (0 rappresenta lo "zel-o
'assolnto" e A4 vn valore "in'aggiungibile", ad
esenrpio'100'C), eY e lO,N] tl "òi."*o 

energeti-
co medio giornaliero in quel dato htogo (anche N è
uin valore "irraggir.rngibile"). Ad ogni sottoinsieme
misurabile f) c D :-- 10, Ml x [0, l/1 associamo
Lteuento {(X, y) e l)}: .per esernpio, {(X. y) €
[0.-r] x [0,.y]] indica I'evento

"la ternperatula meclia X è al pirì x e il consumo
energetico medio Y è al piiry".

Vedremo nel corso.dei capitolo che, sotto oppol'-
tune ipotesi. è possibile "ridurre" un urtegrale dop-
pio a due integrali definití: per esempio,

{  t  p@,y)dt tdy:
J J lu.blv rc.lt

t*.)

per ogrr-i rettangolo la,b] x lc,dl c l0,Ml x [0,ry]
Grazie a ciò, a partire da p si possono "ricostr-Ltire"
le densità di probabilità py e py associate agli even-
fi {X e A} e {Y e B} consicler-aii separatamente,
ol/Vero

Ath'averso uma densità di probabilità p : D --+ e

[0. -t-oo). si associa all'evento {(X, Y) e lì} la sua
probabilitàr:



ILolosso - lntegrali m li e clensità (cli probabilità) 4 l  i ì

Vedianro perché. Nel caso cls X, per ogni intervalio
ls,bJ e [0, Ml si ha

y h

I px(r)d-t : P{X to, b)}
J a *'lf:,':,:Í:],il''

't {u ( {* ov,y)av).r,-  
Jo  \ Jo  /

Quindi. sc per esenrpio p e px sono conlinue. segr.re
dal Teorema del valor medio che

p*(.Ò : 
Jo 

pG.ùdt,

Da qnesta teLaziane segue ciie

Ex(x,Y) I [  .rr(*,y)dxdi,
J  J D

e ancora clal teorema clel valor modio sgjìle (-)ir.-j iì:)
p, pX e pI, sono continue, allora

due eventi sono indipendenti se e sr_r1o sjl,

p(x,y) : px(x)pt1r7.

La figura sottostante mosffa i clati r:elativi a ttnti:,c,t,;:"-
tura e consumo energetico medio (opportrinamulJ;ú
definiti) nei giorni lavorativi in Spagna ncl 19.?iÌ.
Gli n punti "cl.iscl:eti" vanno interpretati cetne even-
ti di probabllttà Ifn, e a partire da ciò sÌ potrebbe
definhe una densità di probabilità "contjlua" con
opportune interpolazioni.

i;t'.-
'EViî. 530
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* 480
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Analogamente, se p c pv sono continue si ottiene
Er(X,Y)  7 E(Y) . ,  Qtr ind i  X, (X,Y) :  (E(X) ,
E(Y)), ovvero le cornponenti del valore atteso del-
l'evento (X,Y) coincidono con il valore atteso de-
g l i evcn t i  XeY .

Considerjarno ora la relazione tra temperatura e
co-nsurrro energetico, owero la relazione tra i due
eventi {X e A} e {Y € B}.Lr generale, due eventi
sono indipendenti se e solo se la probabilitò- che si
velifichino'entlambí è il prodotto delle probabilità
che se ne verifichi uno (ad esempi.o, sono indipen-
denti d-ue lanci consecutivi di un dado):

P {X  eA ,  Y  €  B }  :  P {X  e  A } .  P {Y  €  B } .

Quindí i clue eventi sono indipendenti se e solo se

f f í r \ / f \
|  |  p(x , l , )dxdy |  |  p*@a* l  |  |  pr ! )ay l ,

JJe<s \ , / , r  /  \ Ja  /

Dal grafico si capisce bene che, come suggensce
I'intuizione, i due eventi non sono indipendenti: per
esempio, p è zero (o motrto piccola, dipende clal
metodo di irúerpolazione scelto) in ll9,2llx
f530,5401, menffe sta py che py sono positive ri-
spettivamente in [19,21] e [530, 5a0].
Un blion rnodello statistico deve tener conto di rnol-
tr aLtn dati: l'umidità (si pensi alla temperatura per-
cepita e all'uso dei condizionatorí), il periodo del-
I'anno (si pensi a come .,'ada il consurno ptr usì in.
dustriali lra agosto e ottobre), eccetera. In questo ca-
so si potrebbe pensare dí stjrnare, a pwlrte c1a previ-
sioni meteo affidabili e con rin malgine di incedez-
za quantiflrcabile, il consnrno di energia atteso, in
modo da ottimtzzarne la prodnzione'. fonnahzzare e
implementare hrtto ciò compete a1 calcolo delle pro*
babilità e alla statisticamatemafrca,ma conre abbia-
mo cercato cli far vedere, le basi sono fomife dal cal-
colo dif,ferenziale e tntesrale.

Il procedimento seguito nel Capitolo 8 per definire il concetto di integrale secondo
Riemann può essere esteso direttamente al caso di funzioni di più variabili allorché la
funzione sia definita su un N-intervallo p, ossia un insieme clel tipo

Q:  [o t ,  b t ]  x  . ' .  x  l ayq ,  bx7 l .



La teoria degli integrali multrpli venà sviluppatapartendo da questo caso partjcolare
e limitandosi ai casi N : 2,3, owero agli integrali doppi e tripli, per non appesau^
tire le notazioni.

14.1  ln tegra l i  dopp i  su  re t tango l i

In questo paragrafo Q núca il rettangolo la, bl x lc, dl di arealQl : (b - a) (d - c).
Sia/ : fa, bl x lc, d] --, R limitata. L'ideaè ancora quella di costruire somme superio-
ri e inferiorl di/ rispetto a suddivisioni di la, bl x fc, dl.

I1 rettangolo Q resta quindi scomposto in n x m rettangoli

Q , i  : W i q , x i l x l Y p , ! ì  i : I ,  . . . , n ,  i ' , , : 1 ,  . ' . , f f i

di arca lQill : (xi - ,i-t)(yi - yi-r) (si veda Figura 14.1), Posti

rn i i : i n f f  e  M t : suP . f ,
" Q,j 

-t 
oii

si dicono somma superiore, rispettivamente somma inferiore, di f rispetto alla
suddivision e D le quantità

d

!;

ji-t

c

a x i_t  x i  b-

Figura 14.1 Suddivisio-
ne di Q.

s(D, f) , : i f  u, i la, i l ,
i--1 i:\

m l  n

s (D , f ) ' : IY* , i lQu l .
Z-rl,U
j : l  i  t : l

Figura f 4,2

Se,f > 0, ogni addendo che compare nelle sonìme superiori p inferiori rappresenta il
volume di un parallelepipedo di base Q.i1 e altezza Mi1 o m'i1 (si veda Figura 14.2).
Owiamente risulta che, per ogníD suddivisione di Q,

(b - o)(d - r)$f < s(D, f)  < S(D, f)  < (b - ù(d):-  c)svpf.  (14.1)

Inoltre s(D', f) < S(D", f) seDt e D" sono due suddivisioii al Q, qundt

sups(2, /) < r4f S(D, f).
u

(r4.2)

Le funzioni costanti sono integrablli e [[nc : clQl.
I



r
I

Non ogni funzione limitata è integabile: siano e:10,1] x 10, 1] e

allons(D,/). _.0 Í 1: s(D,f)perognisuddivisioneD,quindi/nonèintegrabile.
Se/ e R(O e.f > 0 allora ilof p"ò essere interpretato come il volume ae11a re-

gione di spazio delimitata da Q e dal grafico di / Gi veda Figura 14.3).
Di seguito elenchiamo alcuni risultati e proprietà degli integrali che sono del tut-

to analoghi a quelli del caso unidirnensionale e di cui perciò omettiamo la dimosha-
zione.

//o .,\ _ I I se -r, y sono razionali
r \ ) -)/ ) - 

ì. o altrimenti

| 1", : l,n (1.' ,o,y) d")dy

( 1 4 . 3 )

(14.4)

Figura 1 4.3 lnterpreta-
zlone geometrica di
IIef ," f >- o.

Di particolare nlevanza è il prossimo teorema che fomisce uno shumento per il cal-
colo degli integrali: sotto opportune ipotesi è possibile ridurre il calcolo di un integra-
le doppio a quello di due integrali semplici (owero uni-dimensionali).

Siano Q : la, bl x lc, d] e f e R(Q).
(ù Se, per ogni y e lr, 4, la funzione xr--+f (x, y) è integrabile in la, bl allora la fan-

zione y ,-- Iu, f (*, ù f, è integrabile in lc, d) e risulta

(ii) Se, per ogni x e [a, bl, Ia funzione y -, f (x, y) è integrabile in lc, d1 allora la fun-
zione x ,--, I! f (r, y) dy è integrabile in la, b] e risulta

Siu.no Q : la, b] x [c, d], f , g e R(Q), a, li e R. AUora
(i) af + Bs e R(Q) , IIa@f + Fù : * I[af t_ {] IIps;
(ii) se f > s, altora, finf >_ IIes;
( i i i )  L f leR(Q) ,  l i lo f l< l ln l î l ;
(iv) | I[afl < lQl'"p lfl;
(v) Teorema della media

e il valore # I[of si dice valor medio di/ su Q.se f € c(Q), allora esisre (xr, yo) e e
tale che

.f (xo, yo): 
Dl I lr,

\-



| 1,,: l"'(,1,"c vrav)tu 1 1 a  i t

Figura 14.4

A(x) : t f ( * ,ùay

ila f : fie1*7a*

Per interpretare ad.esempio la (14.5), osserviamo che, se/ > 0, A(x) : !! f @, ùdl
è l'area della sezione indicata nella Figura 14"4, e il volume llnf è uglrale a

fi e1x1ax.
Quando sia possibile applicare entrambe le formule di riduzione (I4.4) e (14,5).

risulta
r b 1  p d  \  r d /  r b  \
l ( l f @ , y ) o y ) d x : l ( l f @ , y ) e ) a y  ( 1 4 . 6 )

J r  \ J c  /  J c  \ / a  )  
'  \

nota anche come formula dt scambio dell'ordine di integrazione.L'integtazione ri-
sulta particolarmente semplice nel caso in cui Ia funzione sia del tipo
f (x, y) : fi(x)fz(y), dove f1 e R(la, bl) 

" f, 
e R(lc, dl). Infatti in tal caso, appli-

cando Ia (14.4) o la (14.5) si ottiene

I |"o@)rz0)dxdy: (1"' o(')*) (1,' notor)

Sia/:  Q:[0,2] x [1,3] -+ R def ini ta daf(x,y ') : ! (1+xy).  Essendo cont inua, per i l
Teorema 14.4 è ntegrabile in Q.Inoltre, per ogil y € [1, 3] la funzione x r-+ f (x, y) è con-
tinua in [0, 2], quindi sono soddisfatte le ipotesi della parte (l) del Teorema 14.6: perciò

f f  
1 3 /  Î 2  \

L Jn'\ 
+ xt)dxdtt : 

J, ('/ '(t + xtt)dx 
)dY'

Per risolvere I'integrale interno, in cui la variabile di integrazione è x, si tatta y come un pa-
rametro:

12 72 | ,21*:Z

J o r0 i xy)dx :, 
J, 

(1 + xy)d.r :, 
l* 

*, ?).:o: 2y (1 + y).

Si ottiene quindi

, r 3 /  r 2  \  1 3  f  ^  2  ^ 1 3  )

J,  ( /  , ( t  +xùax)ur :  J ,  zy( l+y)dy:  
V '* î r ' ) , : ru 

- î .

Nell'esempio precedente, anche le ipotesi del Teorema I4.6(ii) sono verificate, e l'rn-
tegrale si sarebbe potuto calcolare applicando la (14.5) anzíché Ia Qa.$ (1o studente
conÍolli). I prossimi esempi mostrano tuttavia che in certi casi è opportuno o neces-
sario scegliere la strada migliore.



Si vuole calcolare

f î

J Jn, 
cos (xYz)dxdY, Q: [o,zr] x 11,21.

Applichiamo 1a parte (il) del Teorema 14.6, dt cui sono verificate le ipotesi:

[ [ ,cos (xy2)d.x a, : [" ( [' ,cos (xy2)ovl o-r .
J J a  J o  \ J r  

J  - - \ ' - r ' - ' ) - - '

Per risolvere I'integrale interno, si considera r come parametro; mediante la sostituzione
t : xl", owero "dt : 2xy dy", si ottiene

f t  ,  1 . -  f " /  f 4 , l  \  r " r
JJnrcos(xv")dxdv:  J ,  \J ,  Tcostat )ax:  Jr ; (s in(ax)  

-  s inx)d-r - -1 .

Lo studente confolli che l'utilizzo della (14,4) anziché della (14.5) rende Io svolgimento
più laborioso.

SuO:1,.21xl1,-3,1ef(x,y):x3"v". siverif icafaci lmenrelavalidiràdelleiporesidel
Teorema 14'6 e sarebbepossibile applicare sia la (14.4) sia la (14.5). Ma di fano sàlo appli-
.*t{9 la ̂ (14.1) . si riesce a determinare il valore deli'integrale: osservando 

^ 
àh,

xzeYx- : #rr* , si ottiene che

l ln-' r* dx dv : Ir' (1,' )r3 ev.' dv)dx

: 
Ir' *lr*l'rltr*: 

lr' x(e3,? - d') ar: *rr,, 
- e\ - |@o 

- 
").

Utilizzando invece la (14.4), risulta:

I ln*'"*' dxdv: I,' (/,'r'.'*)u' : I,'(l**'f.,:=',,- I'+r**)t
I  -  -  - - - î \

_ f  ( l * , ^ u * , 1 ' : ' 1 " * ' 1 " - " \ .  r 3 l / t  r  \  1 l r  1 \ . . 1: J, \Ltt-1.:,-laJ.=,)ur: J, t(;-ù)r' -;(t-ilr)u,

Come sappiamo, le primitive di funzioni del ti 
eav eo!

mente. 
mluve ctl rutzlom del fipo 

y " T 
non sono esprimibili elementar_

Dopo aver verificato I'integrabilità delle seguenti funzioni sull'insieme indicato. si calcoli
I'integrale:

a ) f ( x , y ) : x l Q * f l ,
b )  f (x ,y ) : I l ( x+2y)2 ,
c) f (x, y) -- xl0 + xy),
d) f (x, !) : x sin (xy),

e) f(x,y):ylf7Tfi,
f) f k. v\ : I"i.' v 3

ù f ( x , v ) : l o g ( 1  * x + 2 y ) ,
h) f (x, y) : JE-y;

Q:  [0 ,  r ]  x  [2 ,3 ] ;
Q: l t ,2l  x [0, 1];
Q:10,11 x  [0 ,  2 ] ;
Q: l7, zl x 12,,31;
e: l l ,2l  x [0, 1];

e :10 ,11  x  [1 ,  2 ] ;

e :10 ,11x  [2 . ,4 ] ;
Q : 1 0 , 1 ]  x  [ 0 ,  1 ] .
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FiEura 14.5

xt6:, d] e/ : O -r R lirnitata. Posto

î tx. ù . - ! f t"' '1 se ('r'' -r') e l)
' t . r '  

l 0  s e ( x , y ) € O \ 0 ,

la funzione / si clice integrabile in f), / € 7r(o), se /è integrabile in Q; in tal ca.so si poue

i t  t t -
|  |  f  , :  |  |  . f

J  J Q  . l  J t )

Si osservi che se fÌ è un rettangolo l0l è proprio la sua area.
L'estensione con 0 della funzione f : 1 in f) a R' si dice anche funzione caratte-

ristica di Q:
( l  s e ( x , y )  € f ,

1 , ' , ( x -  v )  : :  {ù ! \ " 7 / / '  
L 0  s e ( x , y ) # 0 .

Per le Definizioni 14.7 e 14.8, l) è misurabile se l e è integrabile nei rettangoli conte-
nenti f). Non è quindi sorprendente che la misurabilità di un insieme è completamen-
te detetminata dalla sua frontiera, I'insieme dei punti cli discontinuità di I o.

1 4 . 2  Í n t e g E  a l i  d o p p i :  i l  e  a s o  g e n e r a l e

Siano f-l c R2 hmitato e/ : f) ---+ [R limitata. per definire il concetto di intc.gr.ale di f
in una regione 0 che non sia un rettangolo, possiamo ricondurci al caso precedcpi;.'

Siano 0 c:

Un insieme misurabile I con lf | : 0 si dice insieme di misura nulla, quindi fl è mi-
surabile se e solo se óf) è di misura nulla.

La dimostrazione del Teorema I4.9 si basa sul criterio di integrabilità nei reltan-
goli del Teorema 14.3. Questo vale anche per il seguente teorerna, comÒ si puo facil-
mente intuire dalla sua stessa formulazione.

E facile verificare che la definizione di integrabilità non dipende dalla scelta del r-et-
tangolo Q.

Si osservi che in generale la funzione /, estensione con 0 dí f a Q (si veda
Figura I\6), non sarà continua nei punti della frontiera 0O; per esempio, se / : 1 in
Q alIota f è discontinua in tutti i punti di Af,l (si veda Figura 14.6). Si intuisce allora
che il problema delf integrabilità è legato alle proprietà della regione Q. Per affronta-
re questo problema si introduce la classe di insiemi limitati nei quali la funzione
f = 1è integrabile.

Figura'14.5
-  ( r  -  c l

I L f u

r \ * ) -  ì O x  O \ 0 .\  ^ - \

Um insieme lirnitato Íì c R' è misurabile se e solo se 0Q è misurabile e l0f)l : 0.

Uninsieme f  C R' è dimisuranul lase esolo seper ogni e> 0 esisteunnumerof ini to



14.2 Integral i  doppi:  i l  caso qenerale 4Ig

di rettangoli Qi, i: I, . . ., N,, tali che

l Y -
- - t  t ^
I  L l  l U ;  e- 

\--l -."

L : 1

Ad esempio, un seglnento di retta o un poligono di ft lati sono insiemi di misura nul-
la, Lo sono anche i grafici di funzione, sotto ipotesi oppoffune:

g € R(a, ó) se e solo se per ogni e > 0 esiste D,, suddivision e dr la, bl, tale che

S(D,, B) - s(Du, s) : f fui  -  mi)(xi  -  x;-)  < e

dove Mi e trt; soÍro, rispettivamente, I'estremo superiore e inferiore di g inlxi- t, xiJ.
P o s t o Q ; : : l x i - t , x i ] x [ m i , X , I , ) , i : 1 ,  . . . , t r , è c h i a r o c h e i l g r a f i c ó A t i  è c o n t à -

' " n

nuto in U O; (si veda Figura 8.2) e,per la (14.7), che ! le,l < ,.
i :1  i -1

Non è-.difficjle provare che anche il sostegno di una curva regolarc a tratti
^! : La, bl * lJt" e di misula nulla. Non si deve tuttavia confondere la misura
(secondo Peano-Jordan) del sostegno con la \unghezza della curya: la prima è una
misura "bidimensionale", la seconda è "unidimensionale". per esempio, le circonfe-
renze nel piano di raggio t hanno lunghezza2r, mentre la loro misura è zero.

I criteri forniti nei reoremi r4.3 e 14.10 hanno varie irnplicaziont.

Risulta che l'integrabilità della funzione carattelistica 1e in 0 implica f integrabilità
ditutte le funzioni continue e lìmitate in 0.

ln particolare una funzione continua in un insieme misurabile e chiuso (quindi com-
patto) è integrabile (poiché è limitata).

I1 Teorema $.13 segue dall'osservazione che f insieme dei punti di discontinuità
dell'estensione f di f coir 0 a un rettangolo contenente f,) è sottoinsieme di 8CI, quin-
di, per i Teoremi 14.9 e I4.12(i), è di misura nulla. Dunque il Teorema 14.13 è con-
seguenza immediata del seguente risultato.

( r4 .7)

E-



Le proprietà dell'integrale (l)-(lll), enunciate nel Teolema I4.5 per funzior,i inri:gr.a-
bili su un rettangolo, continuano a valere per funzioni integrabili su una regione Jiirir^
tata {1. A tale caso si estendono anche la proprietà (lu) e il teorema deila media sotto
I'ipotesi ulteriore che f,) sia misurabile. ln particolare, dalla (lv) deduciarno che I'ia-
tegrale di una funzione limitata su un insieme di misura nulla è zero. Da ciò segue
che se f e?-\q e g:f,) --+ R limitata tale che f : g in fl\f, dove lfl :0, allora
s € R(0) e [[ns: I[nf .

Più delicata è la formulazione della proprietà di additività rispetto al dominio dj
integrazione.

(t) Si osservi che

f : f l  n, - l  f7a, - f101 ne2'

Si verifica facilmente che, per le ipotesi fatte, queste tre ultime funzioni sono
integrabili in fÌ. Essendo

ILrrn,: IIn,r, Il,rrn,: Iln,r, I lnrtn,,n,: 0 ,

dalla proprietà (l) degli integrali segue la (14.8).

(rr) E una conseguenza immedi ata delTeorema 14.12(iii) e della parte (l),

14.2 . î  Domin i  sempl ic i  e  fo rmule  d i  r iduz ione

Una classe di insiemi di partrcolare ilevanza prattca è quella dei domini semplici o
normali (si veda Fígra 14.7).

Stabilire se i seguenti insiemi sono misurabili:

a) Qn [0, 1] ;
( /  |  n 2  \  ì

1 ,  { ( " + r '  n ,  + n + t J  : n e  N } ;

, {(,, '" +) ,x e (0, r)};
d) {(r, y) ,  1 < x2 +y2 54}.



che'h1 1 k 2 l n L r ,  4  "
{(", y) lc, rll, h1 (.y) S " I hzj)j ( 14 .  l o )

Figura 14.7 Domni
sempiici rispetto a1l'asse
y (a) e all 'asse x (b.;.

FiEura'!4.8

(a) (b)

In alhe parole, un dominio Í-t è semplice rispetto all'asse y se, presa una qualunque
retta parallela all'asse y,tale retta o non interseca Íì, o 1o interseca in un solo krter-
vallo (chiuso); ad esempio, il dominio in Figura 14.8 non è semplice rispetto ad y
perché Ia retta x : x0lo interseca in due intervalli disgiunti.

Spesso un insieme non è scritto direttamente come un dominio semplice. Per rico-
noscerlo ed esprimerlo analiticamente come tale è estremamente utile aiutarsi con le
rappresentazioni grafiche.

La fiontiera di un dominio semplice è di misura nulla, essendo l'unione di 4 insiemr
di misura nulla: 2 graftct di funzioni continue, quindi integrabili, e 2 segmenti di ret-
ta. Per il Teorema l4.g,un dominio semplice è quindi misulabile, mava sottolineato
che anche senza ricorrere alla teoria generale degli insiemi misurabili si può dimo-
strare elementarmente che le funzioni continue in domini semplici sono integrabiii.

Figura 14.9

L ' ins ieme(^} : { (x ,y )  e  Rt : l x l  + ly l  < t }èundomrmosempl icer ispe t toa l l ' assey .Per
verificarlo, procediamo prima per via puramente analitica. Poiché

l y l  S t - l " l  < + l x l  - 1 < y <  1 - l t l ,  ( 1 4 . 1 1 )

si può scrivere O in modo equivalente come

f ) : { ( r , y )  e  R ' ' F r l  - 1 < y < t - l t l } .

Da ciò si sarebbe tentati di concludere che Q verifica la (I4.9) (owero che è semplice).
Tuttavia questa espressione non coincide con quella della Definizione 14.16, perché le due
funzioni gr(x) : lrl - 1 

" 
gr(t) - 1 - lxl non sono necessariamente ordinate. Si ha

g r ( x )  I  s z ( x )  e  l " l  -  1  S  1 -  l x l  e 2 l x l 1 2 < +  I r l  l 1 < + r  €  [ - 1 ,  1 ]

e altrimentif insiemedegliy e Rtalichegl(x) 1y 1gz(x) èvuoto.Perciò sipuò scrivere
0 in modo equivalente come

Í ì - { ( x , y )  e  R ' : . r e  [ - 1 ,  1 ] ,  l " l  - 1 < y < l - l " l ] ;

adesso (e solo adesso) si può concludere che f) è semplice rispetto all'asse y.
Si noti che 0 si rappresenta per via graftca in modo elementare apartte dalla (14.11): e

f insieme di tutte le coppie (x, y) che stanno sotto al grafico di x r-+ t - lxl e sopfa il grafi-
co di x *' Ixl - 1 (si veda la Figura 14.9). Dalla figura risulta del tutto owio che
x  e  l -1 ,  11 .



Forrnule di r icluzlone per domil l i  semplici
,sla Q c R2 utt dominio semplice rispetto a uno degli assi. se f e c@7 albrfil,,ì-
grabile in Q e valgono Ie seguenti formule:
(ù  se f , ) : { ( r , y )  : xe  l a ,  b ] ,g i ( r )  <y  <  Sz (x ) }eS t ,BzeC( fa ,b l ) , a t t o ra .

[  [  r: [ '(  f 'n r(x, y)or)*,
r  J s  J a  \ J s , ( r )  /

in particolare Q è misurabile e

lel : : I l .tdr dy : 
l" '  {rr{*)- gr (x)) dy;

(1,) se f,) : {(*, y) : y € lc, dl, hr(y) ( x ( hr(y)} e h.1, h2 e C(lc, dl), attora

[ [^,: t '( t 
' r@,,)*)0,,

r  r \ t  J c  
\ J / ,  /

in particolare Q è misurabile e

lnl : : I lrt dx dy : 
l,o {r,r{r) 

- h,(y)) dy.

(14 .12 )

(14 .13 )

Si osservi che la misura di f,) coincide con il concetto di area introdotto nel
Capitolo 8.

La tesi del Teorema I4.I7 continua a valere quando / non è continua nei punti
della frontiera di o, ma in tal caso dowemo richiedere che f sia rimítata.

Dimostriamo solo la (14.12). sja Q : la, b] x lc, dl un rettangolo contenente f).
Poiché f e C(fl),1'estensione f dif a Q saù,discontinua al più nei punti di 0f ); in
particolare, per ogni x e fa, bllaîunzíone y r+ f (x, y) da[c, d] n R ha al più due
punti di discontinuità", y:g1(x) e y:gz(x), guindi è inregrabile n fc,dl.
Possiamo allora applicare la(14.5); ricordando che f :0 in O\f^), si ottiene:

r f  f r -  f b /  r d *  \  r b /  r s r @ )  \
I  l  f :  I  l  f  :  |  |  |  f ( , , y )ay)a , :  |  |  |  f ( * ,y )ay l to .

J  J a  J  J Q  J a  \ J c  /  J a  \ J s , ( " )  /

Si vuole calcolare

t  t  - : - - d x d y ,  Q : t ( r , y )  e R '  : o ( y  1 x 2 , r  < x < z j .
J Ja x2 +y:

Evidentemente, si veda Figura 14.10, Cl è semplice rispetto ad entrambi gli assi e possiamo
quindi applicare le formule di riduzione. In questo caso conviene atiTizzarc la (14.12):

[  [  , *  
" d x d y :  

[ ' (  f  - '  6 u ) 6 , .
I  J n  x ' i y '  "  J t  \ J o  x ' * ! ,  '  

)

L'integrale più interno si risolve con la sostituziot s y : y f x:

[ " . r x 2 d y f * d f , t t :

J, 7T7o': Jo ;f;;d: J, r;T: [arctg4;=à: aratsx'

Perciò, integrando pet patlrt, si conclude che



I l,r+F* u:[' *"r..:_-,r.*o*t:=?- l,' r#*
lx arctg xl:.j? - 

7 lt"st r + *r)l'.|i: 2 arctg2 - 
+ 

- 
i^r*

Le proprietà dell'integrale (l)-(v), enunciate nel Teorema 14.5 per funzioni integrabi-
li su un rettangolo, continuano a valere per funzioni intecrabili su un dominio semoli-
ce f)' Inoltre vale la seguente proprietà di add.itività rispétto al dominio di integrazio-
ne, che segue dal Teorema 14.t5.

Figura14.12

Si vuole calcolare

f f

J  J n * r * O r ,  
0 :  { ( r , y )  , - l  + x z  l y  1 ^ / t _ f , x €  [ _ 1 ,  1 ] ] .

Come nell'esempio precedente possiamo applicare sia la (14.12) sia la (14.L3) (si veda
Figura 14.11). Utilizzando la (t4.12) siha:

[  [  , rdxdy:  t '  (  tT  'u r )  * :  [ ' , í ( ,  -  * ,  -  (x2- ,1 , )dx:  oJ  J a '  J - t  \ J - r r , ,  
'  ' )  

J _ t  z  \

Altemativamente, si può osservare che o è simmetrico rispefto all,asse y, ovvero (x, y) e e
se e solo r . . (-{ ,y) € f  l ,  e che f(r ,y):xy è 

- , ,dispari  
nspetto a xì , , 'or.u.ro

f  ( -x ,y ) :  - f  (+ ,  y ) ,
Figura f  4 .11

Si wole calcolare

t t ! + L d r d y ,  e : { ( x , y )  , 0 <  y 1 2 x ,  * r + ( y - 1 ) r <  1 } .J J a  y

Come suggerisce la Figura 14.12, ll domiiio è semplice rispetto a enhambi gli assi.
Turtavia, se provassimo a integrare prima rispetto a y e poi rispetto a x (owero gr[ilizzando
h Qa-Iz)) non riusciremmo a determinare il valore dell'integrale poiché 1e primitive di
G^y)ly non sono esprimibili elementarmente. Rappresentiamo allora O come dominio
semplice rispetto all'asse.x, owero athaverso Ia (14.10). Arzitutto determiniamo I'ordinata
del punto di intersezione, oltre l'origine, i.l:arella e circonferenza. Semplici calcoli fomisco-
Iro ) : 8/5, quindi (*, y) e f) se e solo se y e [0, B/5] :t [c, d]. inolfì

y 12x <+ * > +::  ht(y)

, ' + ( y -  l ) '  < I , x ) 0  < +  o ( x (

t  8 l: y € l U , ; 1 ,
L  ) l

: t  hz (y ) .

Pefianto

CI:  
{ (x ,  

y)  e  R2

e risulta

I l,uy dx dy : L',' (l:,,-(v-l)' .#*)*

: fo'''(+|:"i:ry#) o,: lo'''(, *n)+. dv:,-*,-*



-^/z- -l 1, 2 x

Figura 14.14

Come mostra il prossimo esempio, il teorema aumenta notevolmente l'applicabilità
delle formuie di riduzione per i domini semplici.

Si vuole calcolare l'area dell'insieme

Q :  { ( r ,  y )  e  R"  l x2  -11  ly  1  5 ,  x<  1  +  ( l  =+1 'y .

I grafici delle funzioni che compaiono nel1a defrnizione di O si tracciano in modo elementà-
re con i metodi del Capitolo 2.DallaFigura I4.I4 isulta che O non è semplice, ma può es-
sere scomposto in tre domini semplici:

o , : { ( r , y )  e  R ' :  x < l - r / 6 , 0 1 ,  l * ' - t l < y s 5 } ,
0r :  { (x ,  y)  €  R '  :  x  €  [0 ,  2 ] ,1* '  -  1 l  <y < 3] ,

f l 3 : { ( r , y )  e  R ' :  y e  1 3 , 5 1 , 0 <  x 1 1 . * ( y - a ) ' \

Perciò

so / rs \ 12 / rz \ 15 / 1t+(y-+)2 \
l c , l :  /  - l  |  "  ay lax+ |  |  |  "  ay lax+ |  |  |  d* loy

L - ^ / a \ J V , - t ' )  J o  \ J 6 , - r 1  
- /  

J t  \ / o  / -
10  12  75

:  |  ( 5 - l * ' -  l l ) d r+  /  (3  - l * ' -  l l ) d r+  /  ( i + (y  -D \ay .
J -a'  Jo Jz

Ci siamo quindi ricondotti al calcolo di tre integrali di funzione di u:ra variabile, che si risol-
vono con i metodi del Capitolo 8. Ad esempio

fo - r ,  - , - ' -11)d.r :  sJ6- [ - '  @'-  1)d '  -  fo r ,  -* ' )dx
J -.J6' J -J6' J t '

:s,/e +l* +l- '  -f '-4" lo : 4'/6-+.
L  r J _ r t  L  r l _ i  J

Figura 14.f 3

L'insieme

o :  { ( r , y )  e  R t  :  x z  * y 2  < 4 ,  * ,  +  ( y .  t ) '  >  1 }
t "  , -  )

non è semplice (si veda la Figura I4.I3). Tuttavia si può scompone, per esempio, in Íe do-
mini semplici:

y € fo ,  z l ,  -  J4-yz 1 x  1-ú -  0Lf ) ,o . -

o ^ -

o ^ -
È ! J  -

y e lo, zl,

(

{(x, 
r) € R' :

{rr, ui € R2 :
t ' ' ' ,

{{', r) € R2 : x e l-2, 21, - \/4 - Jcz < y < 0Ì.
)



Alalogamente

1 2 , 1 5
l -  t t  - l * ' - t l ) d x : 4 ,  l -  O * 0 - + ) ' ) o v : 9 .

" / O  
/  

/ 3  
\ -  \ /  ' /  / " r  

3 '

e quindi lol : at/6+ 16/3. si noti che si poteva anche procedere in modo più
"geometrico" (come spesso accade per il calcolo dell'area), sottraendo all'area di Ó quéUa
di P (si veda la Figura 14.15):

t f ì r  : rot - tPt :  r_( r  ur)*-r(r  .*)unL -, /a \JVr-t l  /  J3 \Jr+1y_+;,  )
(lo studente conholli che il risultato è lo stesso).

Calcolare i seguenti integrali:

,  I  l rO*y)dxdy, 
o -  

{ t ' ,  n l  € R2 :  d +e-* <t s}} ;

t ,  
|  |  

xydxdy ,  s :  
{ i r ,  

y )  e  R2  :  0  ( y  <  ( " *  r ) ' ,  01x1s  - y } ,

o

O l l rcos(zry)d-rdy, o:  
{ l " , r l  

€ R2: l*-z l1y <+.}t

, l l r f u - 2 x 2 l d x d y ,  g :  { @ , y ) € R 2 :  o < y <  2 x < 3 } ;

O l l rx2ydxdy ,  
o : { ( r ,y )  e  R ' ,  x2<! ,  x2yy '<2} ;

,  l l r # * o r ,  
C I : { ( r , v )  e  R ' :  r 1 y < 2 , 3 - 2 x 1 y < 5 - 2 x } ;

r )  I  I rT#+x 
dxdv ,  o : { (x ,  y )  tx>0,  3x  (  y  <x*L} ;

Figura 14.15

Stabilire se i seguenti insiemi sono semplici rispetto a uno o entrambi gli assi e tappresentar-
li nella forma (14.9) o (1a.10) (oppure, ove possibile, entrarnbe), Dame anche una rappre-
sentazione graftca:

a) O : {(*, y) : 0 < 4y I 3x, x2 + y2 < ZS};
b) CI : {(*, y) e 10, 1l x [0, 4], y 2 x2];
c )  O :  { ( * , y ) : . x e  l - 1 ,  I l , * ' > y t } ;
d) Q:  { ( t ,  y)

e)  O:  { ( * ,  y)
(*  -  r ) '  + y2 1 t ,  xz +(y -  1) '  < t Ì ;
1 - x ( y < 3 - x , x - l < y < * j ;

0 O :  {(x,  y),  x2l3 +y213 < 4213}.
g) O :  {(* ,  y),  7;2 +!2 < 4, y,  }  *} .

Per i seguenti integrali doppi, verificare che il dominio è semplice rispetto a enhambi gli as-
si e scambiare I'ordine di integrazione:

, I'(1,*,r.,y;oi,)c";

D I, (l{,o,nro')oy,

, I,'U]#*r@,y)*)*



h )  [ [
J  J N

u Il.
u ll.
, lI
,II,

(x + y1d'+t' *or, Cl : {(x, y) ' lrl + lyl S th

e Y '  d x d y ,  0 : { ( x , y ) , o <  + . = y  S i / * , y l  1 i ;

x 2 y d x d y ,  0 :  { ( x ,  y )  t  - 3  < y  1  x 2  + 7  < 2 } t { ( r ,  y ) ,

f1 ,z  - faxdy ,  O:  { (x ,  y )  :y  <  t ,  \ / x<y  3 lm} ;

l ( 1  + x ) y  -  1 r x l d x d y ,  C r :  { ( r ,  y ) ,  * , y  2 0 ,  x 2  + y 2  <

< J <

,h(D)

Figura 14.16

14 .3  Camb iamen to  de l l e  va r i ab i l i  d i  i n t eg raz ione
pe r  g l i  i n t eg ra l i  dopp i

Quanto vedremo può essere interpretato come una generalizzazione del metodo di in-
tegrazione per sostituzione per le funzioni di una variabile.

Siano, D, E g Rz aperti, misurabili eth: D -. ú(D): Ewafunzionebiiettiva:

, lr(u, v) :  (rbt(u, r), r!z(u, r)).

La funzione ry' definisce il cambiamento di variabili

(  x  :  th t (u ,  v)  ,(u ,  , )  , -  (x ,  y) ,  {  ,  
' , ' ) - . '  

- . í  se (2,  v)  e  D.
l l  :  4 ; z7u ,v  1

Siano Agrh@) misurabile, f e R(q econsideriamo

[ [ ra ,ùdxdy .
J J A

Procedendo euristicamente, se operassimo il cambiamento di variabili stabilito da ry',
avrelnmo un integrale esteso a ú-'(A) di f (rht(u, ,), ,bz(u, ,)) (si veda
Figura 14.16). Owiamente un primo problema è stabilire come si trasforma
l'elemento d'area dx dy.

Più precisamente, sia R uno dei rettangoli indotti davna suddivisione D di un ret-
tangolo Q contenente D (stiamo quindi considerando il piano u-v), cioè il rettangolo
R di vertici

A 0 :  ( u , r ) ,  B s :  ( u l h ,  v ) ,  C s :  ( u l h , v  I  k ) ,  D o :  ( u ; v  *  k )

(si veda Figura t4.I7). L'area di R è hk e vogliarcto sapere quanto è I'area delf ima-
gine di R (nel piano x-y) sotto la hasformaziane ttr. Si noti che i 4 vertici si trasfor-
mano in
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(" ,  y)  ,  :  ( tbt(u,  r ) , r tz(u,  r ) ) ,

(rh@ I h, v), lbz(u + h, v))

(  *  *  
oú t \u ,  v )  

,  u  , .  \  &b2fu .  v \  \
\  o u  ' - o l h ) , Y + - T n + o @ ) ) P e r f t + 0 ,

Q : (r!t(u * h, v * k), r[z(u + h, v + k))

( , ùút(u, v) , . ùrhtfu, v) .:  (x  *=#-rn=#-t+o(

Dt : (rlrt(u, v + k), rhz(u, v + k))

: (* * g+Ik + o(k), , * *++r + o(r)) per k --+ Q.
\  d v  d v  

- ' ' - ' /

Quindi in prima approssimazione f immagine del rettangolo R è il parallelogramma
individuato dal vertice (*, y) e dai due vettori

nr: ( aúr@,') ,, oúz!,,,) ,\ è yt : (W'r) o. arl '2L", ù o\^ 
\ du 0u / \  0v 

'- '  
0v 

'-)

(si veda Figura 14.18) la cui area (si veda l'Appendice di Algebra lineare sul sito in-
ternet) è il valore assoluto di

dove 1,7(u, v) è la matrice jacobiana definita da

, *42#tLr*fu#!k+ o(JF4) n* (h,k) ..+(0, 0),

(14 .1s )

Figura 14.18 Approssi-
mazione lineare di un
cambiamento di variabili
,h.



(si veda anche la (11.37). si puo quindi interpretare ldetJ,v@, u)l cc'rne ii
che misura la vaiazione infinitesima dell'arca indotta dalla hasformaz,ione
punto (u, v).

Il seguente risultato, di cui omettiamo la dimostrazíone, îormalizza quanfo sugge"
rito da questo calcolo.

nrqrrirrviriFrrrrî'ìL_-4'[q,Qra]u.a.n{g.Ègsuie.:ay:aFi!irF=!u_: l.'!!ir.ggr.€ilig_tfl9..:..-_ _-*j.___.
Sia D, e lj&" un aperto limitato, .th: D_--+ V(D) biieaiva, {r(u, v) : (rbt(u, v\, t1,,2(,u, v))

îatlore
tlt' nei

per (u, v) e D e th,4;z e Cr@). Sia J4,(u, v) la matrice jacobianà aeyrritrì aoUo
(14 15) Se l\t $2 e le loro derivate parziali sono limitate in D e se det J,v(u, v) I 0 per
(u, v) e D, allora:

(i) .S c D è misurabile se e solo se t[(S) è misurabile;
(ii) se S C D èmisurabileef e C(r/(S)) èlimitata,valelaformula

f f f f
|  |  , ,  f  ( r , y ) d x d y :  

I  l  f  ( r l t : f u ,  v ) , l t z ( u ,  v ) ) l d e t  J , 1 , Q r ,  v ) l d u d v .  ( t 4 . 1 6 )
J Jt l r (st  J  JS

Di solito si applica questo risultato a insiemi S e r/(S) che sono (unione finita di) do-
mini semplici; nei prossimi parugtaft si illustreranno i cambiamenti di variabile di
uso più frequente,

L'ipotesi che det Jt,l0 in D garantisce (si veda il teorema di inversione locale,
Teorema 13.1) che 1b-' è una funzione CI in un intorno di ogni punto di D. euindi
{r-' gode della stessa proprietà di V e inoltre

I6-,(x, y) :  (Jt@, u))-t,  dove (x, y) :  ú(u, v).

Di fatto, per applicare la (14.I6),la condizione det 17, I 0 ínD può essere indebolita
richiedendo che valga eccetto al più in un insieme di misura nulla.

14.3 .1  Coord ina te  po la r i

Le coordinatepolari di centro (xo, yo) sono state introdotte nel Paragrafo i0.4.3; es-
se possono essere interpretate come una funzione ,1, , 10, + -) x l0,2tr) --r R2 de-
fnita da

( r4 .17)

( 1 4 . 1 8 )[ * : r h b , p ) : x o *  p c o s g

\y : ,hrb, g) : lo r p sin p.

La scelta di [0, 2r) come dominio dí 9 è solo esemplificativa; in effetti si può consi-
derare ,/, ,10, + -) x I -- R2, con 1 un qualunqúe intervallo di ampieàza 2r, ad
esempio (-n, nl.

Sia fl c R2 il cerchio di centro (-3, 4) e raggio R, owero

O : {(x, y) e R, : (.x-t 3), + (y - 4), < Rr).

Utilizzando la (14.18) con (xs, yo) : (-3, 4), si ha

ú(p, p) e O <+ pz cos'g + pt stn2g 1 R2 <+ p < R.

Perciò in coordinate polari il cerchio Í=l è rappresentato rispetto al centro (-3, 4) da

S:  { (p ,  p )  €10,  oo)  x  [0 ,  2n) :  p  <R] :10 ,  R]  x  [0 ,2 r ) .

L'insieme di equazione cartesiana x ) y2 si rappresenta in coordinate polari rispetto al cen-
tro (0, 0) come

{Q,  d  €  10 ,  oo)  x l0 ,2 r )  :  cosp  >  ps1np2) .
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Clriaramente th è di classe C1 elamatrice jacobiana è
,  f  cosg  -psu r ( r \

J t h :  I  l :'  
\ s ú l p  p c o s p / '

quindi

4?9

ldet J6l: p cos 'g + p sin2p : p ( 1 4 . 1 e )
(si veda ligura 14.19). Si noti però che se p € 10, -) Ia funzione th non è biunivoca
(infatti ú(0, p): (xo, yo) per ogni p), e se p e lo,27T) l'insieme di definizione non
è aperlo. Per vtlhzzare rh nel Teorema 14.19 si dóvrebbe quindi considerare la reshi-
zione di ,h a D : (0, + co) x (0, 2tr). Tuttavia, poiché l,insieme

ryi^\ t(?.)_: {(", 0) : x > oi tra misura nulla, anche gti 
'insiemi 

^s \ D e
t/(S) \ 

',h(D) hanno misura nu1la (pulché S sia misurabile e limitato;: perciò sono rra-
scurabili rispetto all'operazione di integrazione, Ricordando la (I4.Ig), dal
Teorema 14.19 si ottiene:

Figura 14.19 Elemento
d'area in coordinate no-
lari.

Si r,uole calcolare

Si utiLizzano le cooidinate polari con centro nell'origine ((xo, yo) : (0, 0)) e angolo
p e I : 10, 2r). Sostituendo la (1a.18) nelle disuguaglianze che definiscono f), si ottienì

0 1 y < 1 x  e  0 < p s i n g l p c o s g  
' à  

0 ( s i n c p t l c o s g

x 2 + y 2 < 4  < +  p z ( c o s ' g + r * ' p ) < 4  e  p 2 < 4

Perciò

I  l r *  
dxdy,  Q:  { (x ,y)  ,  o  < y  lx ,  x2 +y2 < 47.

pel l^ 7r1<+ p.  lu,  + l
p>0
+ +  0 < p < 2 .

ú(s) {(p, p) : 0 1 p < 2, 0 1 I 1 rl+y : [0, 2] x 10, nlal

(si veda Figura 14.20). Osservando che CI è mrsurabile e / e C(fl), possiamo applicare la
(r4.20):

É



f t' f f

J 1,r 'dxdY: I  l ro,rr,rr ,ntotP "o"esnsdPdP'

Applicando le formule di riduzione su rettangoli si conclude che

I l,.rdx dy : (1,' ,'ur) (1,"'^ cos cp sin , dr)- A  1 - ,
-  T ' - ;  -  r ,

4

Figura 14.20

Figura 14.21

x2 + yzdxdy,

Si wole calcolare

il. O :  { ( x ,  y ) t x ' + y ' - Z x  S A }

owero O è il cerchio di centro (1, 0) e raggio 1,.Utlllzziamo le coordinate polari. Il proble-
ma è quello di scegliere in quale prurto porre il centro del sistema. La defínizione di O sug-
gerisce di scegliere come centro il punto (1, 0), mentre quella della funzione integranda, es-
sendo la distanza del punto dall'origine, suggerisce (0, 0), Di fatto nel primo caso (centro in
(1, 0)) la funzione f o {r nsulrapiù complicata dal punto di vista del calcolo dell'integrale,
Poniamo allora

1 6 - p c o s p t  ! : p s i t 7 g ,  p > 0 ,  g F I ,

dove.I è un intervallo di ampiezza2n (si veda Figura 1,4.2t). Sostituendo nella disugua-
glianzache defurisce Q, si ottiene

*2 + y' - 2x - p(p - zcos g) < o'à90 3 p < Zcos g .

Perciò
, S : { ( p , p )  € [ 0 ,  * o o )  x , I : 0 (  p < Z c o s r p ) .

Per caratterizzare S come dominio semplice, si ossewa che 0 ( 2 cos g se e solo se
g€l-$+2kn, $+zkn]l-I .  Convieneperciò scegliere I:(-r,  z' ]  ( inmodo danon
spezzarc I'intervallo in cui varia p): si ha quindi

,S: {(p, ,p) e [0, oo) x (-n',  n], p e l-n12, r l2),0 < p <2 cosg].

Poiché ,S è semplice rispetto all'asse p, si ottiene

I |Jrre dxdy: I::,,(1,'"?" p,dp)ur: I l_'_,,cos3eds

(1 - sin2cp) cos ede:* lr-, - id11. l'="'' :4-
- t  P:-n/2 9

Si vuole calcolare, úiltzzando le coordinate polari,
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dove
0 :  { ( x ,  y ) ,  ( x -  t ) t +  y 2  >  1 , 0  < y  <  $ @ _ 1 ) , x e  [ 1 ,  2 ] ]

(si veda Figura 14.22). In questo caso è natulale porre

x :  1 *  p  c o s g ,  y :  p s k r g ,  p > 0 ,  g € l 0 , z 7 T ) .
In tal caso

( * - I ) ' + y 2  > 1  4 +  p > 1 ,
0 < y ( t / i ( * -  t )  < +  0 < s i n p < r E c o s p  < +

l ( - r r ( 2  è  o ( p c o s r p ( l  
e e l o ' " 1 3 1

,p e [0, rl3],

p < . 7 f  c o s p .
Perciò

s
Poiché 1 <

s ianoo:  (0 ,0 ) ,  A : (2 ,0 ) , ,B :  (2 ,z ) .Espr imere i l segmento  ABe i l t r iango lod iver t i -
ci O, A e B tn coordinate polari.

Rappresentare graficamente i seguenti insiemi:
a )  { ( p  c o s p , p s i n g )  : 0 ( p ( J ,  r l 4 < 9 < 3 1 1 4 } ;

(
U )  t k  c o s p ,  p s i n < p )  : 0 . <  p < z l t h +  s * r , p ,  0 <  , 3 2 " \ ,

c )  { ( p  c o s g ,  p s i n g )  :  0  <  p  <  g  < 0 ,  0  <  p  < Z t  1 .

Calcolare i seguenti integrali:

a) | | A' + y')t/td*dy, c, : {(", y) : xz + y2
J  J n '

Figura14.22

ffi

Figura'14,23

Sia da calcolare I'integrale

f r

I  l ^ *y \ / * ,  t y2dxdy ,  o :  { (x ,  y ) t (x  -  t ) ,  +  y2  <  t , r ,  +  (y  -  1 ) ,  <  t } .
J  J N

Osserviamo (si veda Figura 14.23) che tanto il dominio 0 quanto la fi.rzione integranda so-
no simmetrici rispetto alla bisetlrice del primo e terzo quadrante, owero /(x, y) : f (y, x) e
( * , y )  e  Q s e e s o l o s e  ( y , * )  e  O . P e r c i ò , p o s t o Q ; :  Q o { ( * ,  y )  i y  S x } , r í h a "  

-

f  t '  t ît t tyi/* '-ty2 dxdy:z | | *yi/F +y, a*ay.
l l n  r r e

Passando in coordinate polari (con centro nell'origine) e ragionando come nei precedenti
esempi si ottiene

î f 7r/4 7 72sn,p \

1 1 *GTfdxdv:z |  (  |  p l l t3sinrp cos eap\J J a  J o  \ J o  
' /

3 . 2 t z l z  r n / 4
:  

u /,  
(t- v)"l t  "o' eds:

d9

g  . 2 1 1 3
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" I I,r '*v)dxdv'
, I l, lx*yldxdy,

, I /,xvdxdy,

") | fn*a*at,

, 1 | , f f i * u , ,
t l

ù J Jr^/*' 
+ y2 dxdy, ll: {(x, y)

n )  [  [  
- $ a x d y ,  f , ) :  { ( x ,  y ) ' x z  + y 2  >  4 , 0  < x 1 2 , 0  l y  l 2 } .J Ja \ /xz +yz

x 2 + y 2 < 4 , y > o Ì ;

v , 2 + ! ' < 4 , y > o j ;

x t + y 2 { r ,  y  t , - t } ,

v , 2  * 1 2  < 2 ,  x >  l \ ;

l 1 x 2  l y 2  1 4 , y > l x l j ;

v 2 l ! 2 < ! , y a * ' j ;

Q : {(x,  y)  |  x > 0,  y }  -+*,  4x2 +9y2 < 4}.

0 :  { ( x ,  y )

f,) : {(", })

o :  { ( r ,  y )

c l :  { (x ,  y)

0 :  { ( x ,  y )

14.3 .2  A l t r i  cambiament i  d i  var iab i l i

Illustriamo, athaverso esempi, alcuni altri cambiamenti di variabile.

Si vuole calcolare
r r
I I  ^/q*r+9yzdxdy, dove

J J{T

Siano a, b > 0. Si vuole calcolare I'area delf insieme

o : { @ , y ) e * ' '  # * $ = r } .
Q è limitato da una ellisse di cenho nell'origine e semiassi a e b (si veda la Figura 14.24).
Per pararneúzzarlo è utile consideraîe una generulizzazione delle coordinate polari, le coor-
dinate ellittiche:

x : | s t ( p ,  g ) :  x 0 +  a p a o s g ,  ! : ú z ( p ,  g ) : y o * b p s t n g ,  p >  0 ,

dove ,I è un intervallo di arnpiezza 2n'. Nel caso in esame, owiamente,
(xo, yo): (0, 0). Sostituendo, si ottiene

9 e I ,

scegliamò

e quindi

Si osservi che ldet .r4l differisce dal corrispondente valore nella trasformazione in coordina-
te polari per un fattore moltiplicativo, ab.Pertanto ,

v2 , ,2

3 + # :  p 2 ( c o s ' g +  t  ' p ) :  p '
DL

ú ( S )  : Q ,  S : { ( p , p )  € [ 0 , * o o ) x I :  p 1 1 ] : [ 0 , t ]  x 1 ,

.  / a c o s q  - a p s i n c , l \
J t l p , p ) : ( . , , - '  , '  - '  I  e  l d e t . I d : a b p .

\ D S m ( p  D p c o s g  /

pl : 
I |rdxdy 

: 
| /,o, r,,abpd,pde 

: lrl ab 
lo' nao : rab

Figura14,24
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In questo caso O è una porzione di ellisse (Figura V.25); quindi conviene opelare i1 seguen-
te cambiamento di variabili:

* : ! p " o v p ,  y : l p r  9 ,  p > 0 ,  g e I ,
L J

da cui ldet Ja,l : pl6 (si veda l'esempio precedente). Scegliendo I : (-r, n], si ha

tPeI
x ) 0  + +  c o s p > 0  < +  p e [ - r l 2 , n l 2 ]

^  - r

L - g e t
y  >  - ; *  <+  cos tp *  s incp  )  0 '+à  tp  e l - r l 4 ,3 t r l 4 ] ,

4 x 2 + 9 y 2 < 4  < +  p 2 < 4

Quindi S : 10, 2l x l-r14, nl2l e

' d  pep,z l .

I l.torur dxdy : 1",,^ I,' I o'ara,n: !

Si vuole calcolare

I  I  Zx-v

|  |  e ; d '  d x d y ,  O :  { ( r ,  y ) , y >  0 , x ) '  0 ,  1  <  x - l 3 y  < 2 } .
J J n

Ragionando come nell'esempio precedente, si pone

u : 2 x - ! ,  v :  x l 3 y ,
3 u + v  2 v  -  u

o\rvero x - - 
j-,y 

: -, . Siverificafacilmenteche

r y ' - t ( O ) . :  { ( u , r ) : v  €  1 1 ,  2 ] , - v l 3  < u < 2 v }

(Figura 14.27) e che ldet Jd : 11,7. Perciò

1 1
2

Figura 14.26

3  , ,  - r l r r- t e ' -  e  ' ' -  t .
1 4 '

Figura 14.25

Si vuole calcolare

t t

I  I  @ + y ) l o g ( . r  - y ) d x d y ,  Q :  { ( x , y ) ,  1  -  x  1 y  1 3  - x ,
J  J A

(Figula 14.26). Conviene porre

I
î - f l  

<  * <  1 + y )

X * ! : U ,  X - Y : V

owero

x : tbt(u, ù : ry, | : rhz(u, v) : +
Quindi ú : (rh t1,,2) è tnatrasformazione lineare descritta dalla matrice

': (i',i :(î,)
perciò Iú : M e ldet Ml : I 12.
Inoltre siottiene i*rrr"Jiàtu-Jnte che,/-1(o) : 

{ru,v) 
: I < u 1 3,

I l,O+ v)rog(x - v) dx o, : I 1,,,(1,' "ros u a,) av

I- 1 v 1
2 -

: logZ -

t 
), 

aa"ut

1 .

| 1."* *dv : + l,' (l:,',,,,"'t'du)u, : I l,' ,t' - "



Figura1t,.27

Figura 14.28

Si r,.uole calcolare (Figura 14.28)
?

t t v "

I  I  -  s n ( x y ) d x d y ,  O :  { ( r ,  y )  t x  < y  1 2 x , 7  < x y  < 2 }
J J a l

La struttura della funzione integranda e quella de1 dominio suggeriscono il seguente cambia-
mento di variabili:

7 : u ,  x l : v '
.v

Si ossewi che la funzione

,  \  ( x  \  .(*, y),__" 
\i, , ), 

y + 0

non è miettiva; 1o è però la sua restrizione all'insieme {(*, y) : x ) 0, y > 0}, che è il caso
che stiamo esaminando (infatti x <2x se e solo se .x > 0, e in tal caso xy > | implica
y > 0). Per calcolare il determinante della matrice jacobiana della funzione th nota la sua in-
versa ty'-' ricordiamo la (14.17), J6 '(x, y) : (Jt@, v))*', da cui segue che

ldet J4,@, v) l :  
1

ldet Ip;(", y)l 
'

Risulta

cosicché

lder lp-l: 
+ 

e ldet r,7@, v)l: !.
Per quanto riguarda il dominio, abbiamo:

, / - ' (o)  :  { (u ,v)  :  r lz  <  u  <1,  i  <  v  <z}  : l+ , r ]  x  t r ,  z l

e quindi

I lrisin 
('xv) dxdv : + | lu,1rx r1,2r 

u3v sinv dudv
/ < \

:+  ( l+" ] - , ' , , )  ( i . * " -v  cos , r i=?) :#( , t  2-  2  eos2-s in l  -F  cos r )

f) è il triangolo di verlici (1, 0), (2, 0), (2,2);

ffi



O  :  { ( x ,  y ) ,  0  <  y  <  x  -  l , x  1  3  *  y } ;

0  :  { ( r ,  y )  |  x  <  y  S3x ,  xy  <2 } .

O : {(x, y) t  x, S y <2x2, y2 <, < 3yr).

14,4  In tegra l i  dopp i  impropr i

Sia f-ì e R2 e sia/ : f) --+ R2. Si vuoie generalizzare il concetto di integrale di/ in f-l
senza assumere che / o f, siano limitati. Per separare i tre concetti fondamentali, pro-
cederemo in he passi: insiemi misurabili, funzioni non negative e il caso generale.
Considereremo solo funzioni continue in f) tranne al oiù un insieme di misura nulla,

14.4 .1  Misura  d i  ins iemi  non l i rn i ta t i

Se Q è limitato, la nozione di insieme misurabile appena data coincide con quella della
Def,rmzione 14.8. 11 valore dell'esfemo superiore non cambia se ci si limrta a considerare ret-
tangoli "abbastanza grandi": infatti, se R' f R, allora lO n R'l > lfl n Rl. In effetti, per ogni
successione {Rri di rettangoli tali che

R r C R n a l  p e r o g n i  n  e  N  
"  Ú R n : R 2 ,

n:1,

fl è misnrabile se e solo se O n Rn è misurabile definitivamente per y7 ---+ l@, e in tal caso

lol : ,IîL lo n R"l.

In particolare, sono misurabili tutti gli insiemi Q tali che, per ogni n, {l ît,Rn è unione finita di
domini normali.

Gli  in tegra l i  impropr i  d i
funzioni  d i  p iù var iabi l i
non vengono richiamati
successivamente nel te-
sto.

Figura14.29

L - _

L'insieme

o :  
{ ( r , y )  

:  x > 0 ,  r  < y  < * * ' l ' }

è misurabile, ha misura finita e lOl = 1. Per l'osservazione precedente possiamo limitarci a
considerare i quadrati Rn:l-n, nf' conn> 7. L'insieme On,R,, è un dominio semplice
rispetto ad esntrambi gli assi (in Figura 14.29, Q r-ì R3) e quindi è misurabile per ognt n:
perciò Q è misurabile. Per.determinarne la misura, conviene esprimerlo come dominio sem-
plice rispetto all'asse x:

C t n - R n  :  { ( x ,  y ) ,  y  e l l ,  n l ,  0  < ,  < y - ' } .

Perciò

l enR, , :  l l r ,o , ,dxdy :  L ' ( / , " '  
* ) *  :  

f , ' t * ,a t : r_ ' ! - - *  
r  per  n - - -+ t . " t .



436 Capitolo 14 lntesral i  rnul t ip l i

ffiiiffi#ffi"-ffi'F Dire se i seguenti insiemi sono misurabili e in ta1 caso determiname la misura:

Continuano a valere le proprietà elementali: unione'e intersezione cli rlue rnsierú rnr-
sulabili è misurabile, e ogni sottornsieme cii un insieme di misrrra nulla b a. nt l,lufa rli,i-
la. Inolhe, un ilsierne è misurabile se e solo se la sua frontiera è misurabile e ha mi.-
sura nulla.

)
Ia)  B(0,  1)U { ( -x ,  0)  :  x  e  R} ;

b ) R x Q ;
c )  { ( x ,  y ) t  x > 2 , 0  < y <  l l @ l o g 2 x ) } ;

d )  { ( r ,  y ) ,  x  >  0 ,  0  <y  < r " } ,  o  e  ùR ;
e )  { ( x ,  y ) ,  x  >  0 ,  I  < . y  <x " } ,  a  e  R ;

m

0 U B((0,  n) ,2- ' ) .
t t : I

14 .4 .2  I n teg rab i l i t à  i n  senso  imp rop r i o :  f unz ion i  non
negat ive

Si vuole generulizzare il concetto di integrale di una îanzione f su un insieme mrsura-
bile 0 senza assumere che/ oppure O siano limitati. Come nel paragrafo precedente,
l'idea è quella di "invadere" Íì con insierni limitati. Stavolta però dovremo anche as-
sicurarci che/ sia integrabile su tali insiemi. Perciò defiruamo I'insieme

T: {T C O: I rnisurabile e l imitato,f l :rrnitata:rr-T,f eR(T)} (I4.Zl)

e supponiamo che gli elementi diT "tnvadano" f,) nel senso che

Ve ) 0 e V rettangolo R 1 T eT : lo,nR \ Tl < r. (r4.22)

Per il Teorema 14.14, ogni funzione lirnitata in ft e continua in f) tranne al più su un
insieme di misura nulla soddisfala (14.22): infatti T : {l a R e T.

Affinché la nozione di integrale apperw data coincida con quella data in precedenza
se f) ed/ sono limitati ed/ € 7?(f-l), è cruciale che f > 0: in tal caso O € 7 e il sup
è assunto per T: Í-). Pei funzioni integrabili in senso improprio, restano vere la li-
nearità dell'integrale (si veda (l) del Teorema 14.5) e l'additività rispetto al dominio
dirntegrazione (si veda la (14.8).

Come nel caso della misura di insiemi. è sufficiente considerare una successione
di insiemi che "invadono" Í).
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Trattiamo solo il caso in cui finf ( *oo, I'altro è del tutto analogo. poiché
Tn C Tr11 e / è non negativa, la successione degli integrali di / su Zn è monotona
crescente. Quindi

r : : l i m  [ [ f : s u p  [ [ f  = [ [ fn ' i q J J T , ,  n e N J J ? l .  J J n

Per provare la disuguaglianza opposta, osserviamo che, per definizione di estremo
superiore, per ogni e ) 0 esiste Z e T tale che

I I.ro, y)dxdy - e 1 I |,ro, y)a'ay\?') f(x, y)dxdy

716.

Per l'arbitrarietà di e si

(t4.23\ f r' s ' l l f ( r , y ) d x d y
J JT,,

Passando al limite per n -+ -foo si ottiene ilnf < | + e.
conclude che ffsf < !. e ilteorema è dimostrato.

Figura 14.30

Come già sappiamo, le primitive della funzione di Gauss, x t- e-", non sono esprimibili
elementarmente. Tuttavia, come abbiamo anmrnciato nel Paragrafo 8.7.I,,úilizzando gli in-
tegrali doppi è possibile calcolare il valore del suo integrale improprio esteso ad R,

/ " + m ^ f * o o ^ î n

I e-i tr: z I e-" dx: z rim I e-*'dx.
J ** Jo n-+q Jo

La funzione

f  : Q :  [ 0 , + o o )  x  [ 0 , + o o )  *  R ,  f ( x , y ) -  e - @ z + v z ) ,

è integrabile ir Tn : [0, n] x [0, n] per ognl n (in quanto continua e limitata).
Si osservi che

I 1,,,-*-,'d*dy: (1," ,-**)(lo" u,'ur): (1," ,-**) .
Valutiamo l'integrale doppio. Come illustralaFigwa 14.30, per le proprietà degli integrali

I lr,r-ou*n, = I lr,"-(xz+t\ 
616 4y = I lrr_e-@2+v2) 

dx dy,

dove C, : {(x, y) , xz + y2 1 P, x } 0, y ) 0}.tJfrlizzando le coordinatepolari, risulta:

I lr,uo'*v\dxdv 
: 

I lro,^*1o,nrPe 
t'6pdv : i l-tn\'r::: + (t 

- n*)'

Perciò si ha:

t--------= ft'
t/" t/t - e-,' <z I e-"dx < t/n

J O

da cui, passando al limite peÍ n -+ *oo e applicando il teorema del confronto, si ottiene

l-.J n* *: Jj,
Abbiamo così provato il risultato anticipato nella (8.50).

L -  e -Zn 'o



al i  mult i

Talvolta le caratterjstiche del dominio o della funzione integranda suggensconc di
passare in coordinate polari: in tal caso sceglieremo Zn a simmefiia sfenca

Proviamo che

l ' t  .  " :  ^ . -dxdy  <_Foo <+ a>2
J Jm,1r1o, q (x2 + yr)"/-

e che

t t =:-,r-dxdy <*oo <+ q <2.
J J a1o, 11 (xz + yr)" , '

Per quanto riglardala(14.24), scegliamo Tn: B(0, n) \ B(0, 1):

(14.24)

(14.2s)

Figura 14.3'!

r  r  t  7 2 n  r '  1 - n .  .  (  : L f u 2 - ^ - t \  s e ,  .  2l l  ,  - ] * r d r d y : l ^  
L o ' - " a r o p : {  2 _  o '  /  " /

J  J a p , r ) \ B ( 0 , 1 )  \ x z 1 y z 1 " , '  J o  J t  
l Z n l o g n  s e a : 2 .

e la (14.24) segue passando al lirnite peÍ n --+ f oo. Per quanto riguarda (14.25), si ragiona
allo stesso rnodo: in questo caso f): B(0, 1) \ {(0,0)} . si sceglie, per esempio,
T n :  B ( 0 ,  1 )  \  B ( 0 ,  1 / n  ) .

Le (14.24) e Qa.25) rappresentano l'analogo, in due dimensioni, delle condizioni di
integrabilità delle funziompotenza espresse nella (8.44) e (8.a3). Si noti che il valore
critico di a è diverso (in generale, dipende dalla dimensione dello spazio ambiente).

L'integrabihtà di una funzione dipende in modo sostanziale dalla geometria del
dorninio di intesrazione.

S i v o g l i o n o d e t e n n i n a r e g l i a > 0 p e r i q u a l i l a f l m z i o n e f ( * , y ) - x - 3 l 2 e i n t e g r a b i l e i n
sensoimproprioinoo: {(" ,y) |  x € (0, 1] ,  0 <y <x"}.Perescluderelasingolar i tàin
x:0, scegl iamo

T , : d ) o n { x  >  l l n }  :  { ( * , y )  :  x  e f l f n , 1 ] ,  0  <  y  < x ^ ]  .

Poiché Z, è normale rispetto a y, si ottiene

[ [  .  , / rd*ay :  [  [ ' "  *-rzarùr:  [1 yo-z/26*.
J  J r ,  

'  
J t1 ,Jo  

'  
J t ln

Peftanto x-312 è integrabile in senso improprio in f)o se e solo se a > I12.

Come nel caso di una vadabile, vale il seguente risultato.

In particolare

[ [  f  t  I f  t  pe rogn io ' cQmisu rab i l e
J Jn, -  J  Ja '

(basta scegliere/2 :/ e def,rnirefi come l'estensione dif a0 fuori di f,)/).
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Lq^ ryryigl? Í?,ù : tl r/ sn@ - xrlTf è integrabite in senso improprio rn
B(0, 1)\ {(0,0)}.lnfatti, ricordando ta disuguàghanzadic"auchy-Sch.,"*rt lA Síi +ytl
si ottiene 

\-r--l I -

I  r - - 2 ,  - . 2 t  - - - 2  )  , 3 , ,  1 .  3  r
| ( * ' +y ' )  <x ' - xy  + r ,  < ; ( * ,  +y r )  = t . i

Ricordando che la funzione t F+ sin f è crescente in (0, rf 2), siottiene quindi

sin (-x2 - xy +)2) > sin (Ie' +yr)) v @, y) e a(0, l).
\ z  /

Inolfe sin r ) tl2 defintivàmente peî t --+ 0+, quindi esiste r e (0, l) tale che

J ,1"@- .y +fr > l r/A+ r, per ogni (r,y) e B(0, r).

Dal Teorema 74.24, applicato_in B(0, r) confi - f e fz(x, y) : Zl \FTf , che è integra_
bile in senso improprio (si veda la (I4.25)), si deduce che

t t  f@,y)dxdy(*oo
J J B(0, r)

e la conclusione segue dall'additività dell'integrale rispetto al dominio di integrazione, in
quanto/ è continua e limitata in B(0, 1) \ B(0, r).

Dire se le seguenti funzioni sono integrabili in senso improprio in O:
a) f(x, y) : e-',
b) f (x, y) - s-(x+t),
c) f (x, y) : e-',

0 : [0,* oo) x [0, + oo);
O :  [ 0 , *oo )  x  [ 0 ,+oo ) ;
Q : {(x, y) |  x> 0, 0 < y < xzl;

d ) f ( x , y )  : x " ( a e  R ) ,  O : { ( x , y )  ' 0 < y < t / { * } ;
e) f(x, y) : Illoe(L + xy)), O : {(x, y), x2 +y2 < I};
D  f @ , y ) : I l l o e ( l + x y ) ) ,  O :  { ( x , y ) ,  * ,  + y z  1 1 ,  0  <  y  < x z } .

14.4.3 In tegrab i l i tà  in  senso impropr io :  i l  caso generare

LaDeftnizione 14.22 estende il concetto già noto di integrabilità solo se.f > 0: per
esempio,la funzione f (*, y) : xhaintegrale nullo in [-1, 1] x [-1, 1], mentre ,

sup / [ xaxay: [ [ xdxdy:1.
TeT J JT J Jlo, l lxl_I, t l

Quindi nel caso di firnzioni che cambiano segno serve una nozione diversa, in cui si
separano parte positiva e parte negatwa di f .



Per funzioni integrabili in senso ìmproprio restano valide la linearità delf integr-ale e
l'additività rispetto al dominio di tntegazione. Si noti inoltre che se / è integrabile in
senso improprio in O, allora per definizione 1o sono anche f+ edf_, e si ha

(  *m.

Quindi anche l/l è integrabile in senso improprio in CI. Viceversa, se l/l è integrabile
in senso improprio, poiché 0l/+ f FI .0 </_ < l/1, anche"f+ ed/_, e quindi/,
sono integrabili in senso improprio in íì. In conclusione

/ è integrabile in senso improprio in f^l <+ l/l è integrabile in senso improprio in f-1.

In altre parole, l'integrabilità in senso improprio di una funzione di due variabili ri-
calcala nozione di assoluta integrabilità per funzioni di una variabile.

14.5  In tegra l i  t r ip l i

La teoria sviluppata neíparagrafi precedenti si estende senza difficoltà al caso di inte-
$ali tripli. Per completezza, se ne illustrano brevemente i punti principali senza for-
nire dimostrazions..

Owiamente, i rettangoli devono essere sostituiti da parallelepipedi. Sia quindi

Q: lat, bl x la2, b2] x la3, b3] c R3

e  s iaD i  una  sudd iv i s ione  d i l a i ,  b i l ,  i : 7 , . . . , 3 .  L ' i ns iemeD: :D1xD2  xD3  s i
dice suddivisione di O. Se

I l,n,: I 1,,.* I 1,,-

Si ha

[ [  
* ' + y ' - +  

a * a v { ( * o o  s e a > 1
1 Je, g '  +z* +Zy\ 

'  
L:  roo se a (  1.

Si separano parte positiva e parte negativa:

r  / - .  - . \  y 2 + v 2 - 4  r  / _ -  - . \  4 - r r - y ,  .f+(x, v) : OTtiTlFy 
lm'1.a10, +;, f-(*, v): T+zxzfi;zyln$,+)'

Poiché /- è continua e limitata in B(0, 4), e nulla altnmenti,/- è integrabile in R2. Per
quanto igwrdafa, osserviamo che

z ( x 2  + y z )  < r + 2 x z  + 3 y ' < t + 3 x z  + 3 y z  < 4 ( x 2  + y \  v ( r ,  y )  €  R ' \  B ( 0 , 4 ) ,

quindi (per la (14.24) e il Teorema 1.4.24) f+ è integrabile in R2 se e solo se a > l.

a.) f (x, ù:7ft7,
Dire se le seguenti funzioni sono integrabili in senso improprio in O:

f) : B(0, t) \ {(0, o)};

f ) :  B(0,  1)  \  { (0,  o)} ;b) f (x, tl: 1*lVy 
(a e R),

c) f (x, l) : e-'-Y sin (x * y), o = R2;
1

d ) f ( x , y ) : ,  
y ,  

O : { ( r , y )  e [ 0 ,  1 ]  x [ 0 ,  I ] : x t ' y ] .



D 1  : { a 1 : . I 0 ( . . . 1 x i

D 2 : { a 2 : . } o < . . . < Y j

D 3 : { a 3 : 2 0  1 . . . 1 2 n

O resta suddiviso in n1 x n2 X fi4 parallelepipedi ei*, il cui volume è
lQiid t:  (xi - xi_l)(t i  -  ! i- t)(zr - zk-t). s./ ,  Q -- mèimitata, posri

mùk: 
tfrf 

e Mtin: Wf

si def,rniscono somma superiore e, rispettivamente, somma inferiore di/ rispetto al-
la suddivisioneD le quantità

S(D, f) : t Maùeupl e s(D,/) : I miit"leiir,l.
i , i ,k

Si dice che/ è integrabile tn Q, e si scrive/ e R(e), se

sup s(D,/) : rgrSlD, f);

tale valore prende il nome di integrale (triplo) díf n e e siindica con i simboli

[  [  [^r ,  [  [  [  ra,y,z)dxdydz, I  r ,  I  y61a'
J J J Q  J J J ?  J 9  J g '

Con le owie modifiche, continuano a valere i Teoremi I4.3 e I4.4 e le proprietà del-
I'integrale. Anche le definizioni relative al caso generale sono analoghe: una funzio-
ne / si dice integrabile in un sottoinsieme limitato ft di R3, e si scrive / e 7l.(o), se
la funzione

f  , :  [ f  in  c]
r  

l 0  r n O \ f l

è integrabile rn Q, dove Q è un (qualunque) parallelepipedo contenente fì; un insie-
me o si dice misurabile (secondo Peano-Jordan) in R3 se lsl e R(f-)), e la suami-
sura o volume è

lr-)1, : : f t t rsd-rdy a, : [ [ [ *dydz.-  
l J l e  J J J I

Sottolineiamo che la misura, oggetto di questo parugrafo, è tridimensionale, ovvero,
come è intuitivo, legata al concetto di volume. Quando non vi sia pericolo di equivo-
ci, si scrive anche l0l alposto di lf-,13.

Inolhe continuano a valere le seguenti carulteizzazioni:

0 g R3 e misurabile ++ af} e misurabile e l0Cl1, : g.

e A gR3 è di misura nulla se e solo se per ogni e ) 0 esiste un numero finito, ̂ L, di
parallelepipedí Qi, i : I, . . ., fte,tali che

Nr N.

e e u Q ,  "  r l Q i l t < e .
l :  I  i : I

È possibile quindi dimostrare che le funzioni limitate e continue tranne in un sottoin-
sieme di misura nulla sono integrabili in parallelepipedi (si veda il Teorema 14.14).

Infine, l'analogo del Teorema 14.71 assume la forma seguente:



Figura 14.32Integra-
zione per fili e strati.

se ,S q R' è limjtato e g € R(,S) allora graf g ha misura nulla

Oltre ai punti, segmenti, curve regolari ecc., hanno misura (ridimensionale) nulla anche por-
zioni di piano, come

{(* ,  y ,  z)  :  x2 + y '  +  z2 1 I ,  x  *y  *z  :  o}

(essendo il grafico di una funzione), la sfera

{ ( * , y , 2 ) : x 2 + y ' + 2 2 : L }
(essendo I'unione del grafico delle due funzioni (x,y),--/I-PTf e (.x,y)r-
-\F -V1) e h porzione di cilindro

{( r ,  y ,  z)  :  x2 *  y2 :1 ,  z  e [ -1 ,  1 ] ]

(essendo l'unione del grafico delle due funzioni (x, z),-*\/tP e (x, z): -t/T17,
x , z €  [ - 1 ,  1 ] ) .

14.5 .1  Formule  d i  r iduz ione

Come si è visto, gli strumenti fondamentali per il calcolo degli integrali doppi sono
le formule di riduzione. Cominciamo dal caso dei parallelepipedi.

La formula (14.26) si dice di integrazione per fili, la (14.27) prende il nome di for-
mule di integrazione per strati (si veda la Figura 14.32).



La tesi del Teorema Ia.26(i) è stata enunciata nel caso in cui la furzione f risulti in-
tegrabile rispetto a z,pet ogni coppia (x, y) fissata. Scambiando nell'enunciato e con
x, o z con y, continuano a valere fonnule analoghe aIIa (14.2I).

Se agli iltegrali doppi che compaiono ln tali formule possiamo applicare la (14.4)
o la (14.5), il calcolo di un integrale hiplo è così ricondotto al calcolò di tre rntesrali
semplici. In particolare, se/ € C(Q), allora

( 1 4 . 2 8 )

e formule analoghe valgono scambianclo I'ordine di integrazione.

Le formule (14.21) (integrazione per fili) e Qa.22) (integlazione per shati) si posso-
no estendere a opportune classi di domini. La classe opporh.rna per operare una inte-
grazione per fili è quella dei domini semplici rispetto a uno degli assi: per esempio,
I'insieme

0 :  { (x,  y,  z)  2 (* ,  y)  eE c R2, gt(x,  y7 1 z {  gz(x,  y)}

si dice semplice rispetto all'asse z se E è misurabile in R2 e se gr, 92 e c(E) sono
tali che Bt(x, y1 1 gz(x, y) per ogni (x, y) € p (si veda Figura f+.121. Ì domini
semplici rispetto a un asse sono misurabili in Rr, e vale la sezuente formula di inte-
grazione per fili (si veda Figura 14.33):

(r4.2e)

Si luole calcolare

{(* ,  y,  z)  ,  y '+ z2 --r , -  (y,  + zr)  <r < 1}.

L'insieme f,) è semplice rispetto all'asse x, / è continua quindi, utllizzatdo le formule di ri-
duzione, risulta

Flgura f 4.33

| | 1,, 
dxdydz,

| | Lv dxdv u' : I 1,,,*,,r,r(l-',,,*,,,r *)ur u,

:  
|  /rn*, 'r 'v 

/(t  * Yz + z2) dY dz : o

' 
f (r, ,, òur)t)*Lt:,' (

A l

Si vuole calcolare

I  I  lrO-r 
yz)dxdydz, ft  :  [0, r] x 12,31 x [0, 1].

Applicando la Qa.28) (con x e y scarnbiati), si ottiene

| | l.o r yz)dxdyó,,: l,' (1,' (1,' @ + t,òaz)*)t
: 1,.(,,(,.+,)*), : 1,,(+.+,)dy :+*+_'7

1

Sia Q C R' semplice rispetto all'asse z, della forma Qa.29). Se f e C(Ct) A limitata allora

f f f  y p f  y s . \ * , t t  \

J J J,f : J J,(1,,.,,, r(*' v' z)az 
)a'x 

dt (14.30)



In particolare, il calcolo del volume di un domino semplice rispetto a un asse assu-
me una forma molto sempiice: nelle ipotesi del Teoreml t+.t1,

Pl: [  [  (sz(r,  !)  -  st(x, y))dxdy,
J Jr  

-

Per estendere il metodo di integrazione p-e,r strati, per esempio rispetto all,asse y, si
consideri un un insieme misurabile f,l c R3. Supponiamo che, come in Figura t+.2q,
f-l sia compreso tra due piani di equazione ! : aè y : ó , owero

o : 0 n ( R x [ a , ó ]  x R ) , / r 4  ? 1 \

Figura 14.34

e sia tale che

O y : { ( x , e )  e  R 2 :  ( x , y , e )  e  O }  è m i s u r a b i l e p e r o g n i  y e [ a , b l .  e 4 . 3 2 )

Allora valela seguente formula di riduzione:

siaQ c R3 un insieme rnisurabile che soddisfa (14.31) ed easl. se f e c(o) d limitct-
ta, allora

I I l,,rr,v, z)dxdvdz : 
l,' (l 1,,,rr.., t, z)t dz)at

Si wole calcolare il volune della regione

O :  { ( x , y , z )  i Z l y l +  l e l  <  1  - t r } .

Anzit t r f to si  osserva che 
Q_c.[-1, 1]  xRx R (al tr iment i  l -x2 <0).  perxo € (-1, 1)

fissato, la sezione di o con il piano x : x0 è un rombo di diagonali z(t * xl). (l - xfr)irrr-
fatti (si veda Figura 14.35)

'  z l y l  + l z l  t r - x !  < +  x ! + z l y l - r 1 z < r - r t - z l y l .

È conveniente perciò integrare per strati:

r t / r r  \  y t  f t  . . 1  -  1 6rol3 : 
J ,\J J*.0, az 

)ax 
: 

J_, *ru (R,)dn : 
. l ,0 

- *') 'd*: #Figura 14.35



14.5 Inteqral i  t r ip l i

Si vuole calcolare

f t f
I  :  

J  J  J  
zdxd l tdz ,  Q : { ( x ,  t , z )  :  0 (e (  xz  +y ,  < t ! .

Si può integrare sia per fili che per strati. Nel primo caso, si osserva che Í=t è un dominio
semplice rispetto all'asse z:

f - ) : { ( x , y , z ) : ( * , y )  e E ,  0  <  z 1 x 2 + y ' ) ,  E : { ( x , y ) , r ,  + y 2  <  1 } .

Quindi
r î /  f r ' + v '  \  7  f f . "r : J J"\J, zdz 

)axat 
:; 

J J,{*' + v')'d*dv,

e passando in coordinate polari si oftiene

t : + I lr, ,rxr',2zrr psdpd'p: + l,^ (1,' 
"o')de: 

+'
Integrando per strati, si osserva che O c R x R x 10, 1] e che per ogru z fissato f). è una
corona circolare di raggi t/V " 

I, quindi di arcar(l - z): perciò

, : [ ' (, [ [ d"dy) ar: [ ' rz(7 - z)dz: "l+ 
- 4)' : +.

J o  1 J J o ,  
' /  "  

l o  L L  3 . l n  6 '

ffi

Un caso particolare dt tntegrazione per strati riguarda il volume dei solidi di rotazio-
ne. Consideriamo f insieme

0 :  { ( x ,  y ,  z ) :  z  € l c ,  d7 ,  * ' +y2  1 ( f  ( z ) ) ' }

dove/ e R(lc, d]) (Figura 14.36). L'insieme Q può essere pensato come il solido di
rotazione ottenuto ruotando I'insieme F: {(y, z): z e lr, dl,0 < y < l/(z)l} at'
tomo all'asse e.

Le sezioni di 0 con i piani z : Z0 sono cerchi Czo di raggio 17Qo)l e, quindi, area
,rlf (zo)12. Perciò integi'ando per strati otteniamo

volume (r-r) : 
I,' (l I,*t) dz: tr l,o ff{rD,ur.

Se per esempio/(z) : loe(2 * z), z € [0, 1], aIIon

volume (CI) : n 
lo' 

ne' {z + z)dz: '{ t{. + 2)ros2 (2 * ,l)l - 
/,

: r(3log2 3 - 21og2 2 - 6Io93 * 4Iogz +2).

(14.33)

2ros(2+ z)az)

Si vuole determinare il volume del solido ottenuto ruotando la funzione y : sjnx,
x e [0, n'] intomo all'asse.x (si veda Figura I4.37).Il solido è in questo caso descritto da:

,  O :  {(x, l ,  z)  i  . r  e [0,  n] ,  y2 * z2 1 sin2x].

Applicare la (14.33) con J e z scambiati equivale a integrare per strati, osservando che cia-
scuna sezione f), è una circonferenza di raggio sin x (quindi ha area r stnzx). Si ottiene

. î T f r _ 2

l s ì l : : /  l O , l  d x : r I  s i n 2 x d x - " .
J O  J O  L

Figura 14.36

Figura14.37



14 .5 .2  Camb iamen to  d i  va r i ab i l i .
Coord ina te  c i l indr iche  e  s fe r iche

Il Teorema 14.19 si estende senzaulteriori difficoltà al caso tridimensionale. Siano
D,E C R3 apert imisruabil i  et!:  D -, ú(D): ÉUirrrr lu""u. Aclasse Ct tnD:

(*, y, z) :  ú(u, v, w) : (r! t(u, v, w), ,hz(u, v, w), , / ; t(u, v, w)).

Sia ITr la matrice jacobiana:

Otht(u, v, w) &!t(u, v, w) &!úu, u. w)
0w

It(r ,  v,  w) : : Ùthz(u, v, w) ùrbz(u, v, w) &!z(u,.v, w)
0u 0v 0w

ùhz(u, v, w) ùút(u, v, w) ùrhr(u, v, w)
0u Av A*

Se / e le sue derivate parziali sono limitate tn D e detJ,v(u,v,w) +0 per ogni
(u,,v,w) eD,al lora" se zc D èmisurabile ef e c([(r)Ìaurrrrtí t i ,uut"tu]or-
mula:

f  f  f  î r r
|  |  1 , , ^ . f (x ,y ,z )dxdyd7:  I  I  I t f  "ú ) ( r ,v ,w) lde t r ,v (u ,v ,w) ldudvdw.J J J t e t - '  J J J r '

(14.3s)
Di particolare importanza sono i passaggi in coord.inate cilind.riche e sferiche.

Spesso è utile utthzzare le coordinate polari per i piani oizzortiLí lasciando la
coordinata cartesiana z rnvanata: le coordinate cilindriche di asse (xo, yo) sono de-
finite dalla funzione ,h t 10, oo) x [0, 2r) x R -* R3 di componenti

Calcolare i seguenti integrali:
f f î

a)  |  |  l  f r * -3y)dxdydz ,  e :  [0 ,  t ]  x  [ -1 ,  z )x [0 ,2 ] :
J  J  J A

I f r
b) |  |  l^(x'+y')dxdydz, O: [0, 1] x [0, 1] x [0, 1];

J  J  J O

I t lq 
J J Jn@' 

+yz)dxdydz, 0: {(r, y, z) i 0 (x ( L -lyzl}:

f f l
d )  |  |  l ^ e ' ' d x d y d z ,  O :  { ( r , y , z )  e R 3  : 0 ( x <  1 ,  0  1 y  1 x ,

, J J J A

t ' f l
e) | | | z dxdydz, Q è il tehaedro di verrici (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0,

J J Ja
t t t

D |  |  l ^ l  dxdydz ,  O : { ( r ,  y ,  z )  €R3  : x2  *y2  1  z<3  -2y } .
J  J  J n

- 1  < z < 4 \ ;

1,  0) ,  (0 ,  0 ,  1) ;

L'insieme di disequazioni 0 ( p <3 e0 < z l4rndicauncilindro verticale diraggio 3 e
anezza4.

( * : rh(p, p, z) : xo * p cos tp

I 
y : rltz(p, p, z) : yo -l psnp

l . e : r h ( p , p , z ) : 2 .
(r4.36)



rt(p, e,., : ( :ii.; ;,"lF; i)
quindi (si veda la Figura 14.39) 

V,t k, p, z 11 : o.

Lafsnzione th è dt classe Cl elamatrice iacobiana è

come per 1e coordinate potari in Rt, ,h è inverfibile solo nel dominio
?.: (0, + *) x (0,Ztr) x R; in tal caso l'immagine ,h(D) ètuno lo spazio privato
del semipiano.y : !0, x )'xo, che però ha misura (tridimensionale) nuila. quinai u
formula (1 4.35) diventa:

f  f  r  r r
I  l ^  . , ^ . f  ( x , y ,  z ) d x d y d a :  |  |  |  f @ o * p  c o s  p , l o t  p s h p ,  z ) p d p d p d zr ra:ù(s) J JJs

Volume = (p + o(l)) d,p drp dz
/ per (dp, dg, dz) -+ (0, 0, 0)

Figura f 4.38 Elemento
di volume in coordinate
cilindriche.

(r4.37)
per ogni insieme misurabile e limitato fl C R3

Si vuole calcolare

I ' :  I t t -+dxdvdzJ J Jn t/x, +y,

dove  O :  { ( x , y ,  z )  i I 1x2  +y2  14 ,0<z<3-  l / 9 -p=P l .  r J t i hzzando  la
(14.36), abbiamo

n : ú Q )  c o n  ? : { ( p , p , z ) i p e  1 0 , 2 n ) , 7 1 p < 2 , 0  ( z  (  Z - $ } y .

Dalla (l 4.37) otteniamo:

': I I l,+pdpdv*: | /r,,,*,0,,.,(lo'-@ (, -s1az)aca'c

: t I |r,o*t0,2^t[(z 
- z)')',i\-ffi ap a'p

:* IIr,o*10,,*1ep')dpde: -+(1,' ,'ur)(1, or) -+"



Si vuole calcolare

t " f f
|  |  l ^ x d x d y d z ,  Q : { ( r , y , z ) i ( * _  I ) ' + ) , ,  1 1 ,  - x 2  1 2 1 2 *  x - ! } .

J  J  J A

siver i f icafaci lmente che -x2 <z-x-y:rr-  {(*-  1) '  +y, 11}.  perciò integrando per
fili si ottiene

[ [ . * a y a z =  [ [  x e - x - y + x \ a x d y .
J Ja J Jg,-t1ray,3t1

L'ultimo integrale può essere calcolaio vtilizzando il seguente sistema di coordinate poiari

{ * : r * . p  
c o s g

l y : p s m p .
(14 .38 )

Quindi

I ' f
I  I  x ( z - x - y + x 2 ) d x d y

J J {(x4)" +y, <1}

:  I  p(r+ p cosp)(2f p cos p- psrr g- l  p2 coszp)d,pdg
J 10, 1lx [0, 2r]

:  
1 . , .  .  . ( 2 p  + 2 p 3  c o s 2 g +  p z ( c o s p -  s i n p )  -  p 3  s t r r p c o s g * p 4 c o s 3  p ) d p d p .

J [0,  1]x [0,2r ]

Ricordando che f integrale di funzioni del tipo sinkx, coskx, k dispari, su un periodo è zero,
il calcolo si riduce a quello dell'integrale dei primi due termini:

[  [  L .dxdydz:  [  [  . .  .  .  . (2p+2p3 cos2p)dpdp:+* .
J J J r  J J p , t 1 x 1 o , z r 1

Fissato un punto xo : (xo, lo, zo) € Ri, le coordinate sferiche di centro x6 Sono
definite dalla funzione rlr : [0, + oo) x 10,2r) x [0, zr] --> Rr di componenti

( * : rh(p, g, 0) : *o* psin 0 cos g

f  Y :  r h r ( P , P , 0 ) : Y o f  P s i n 0 s n p
\ z :  thb, ,p,  e)  :  zo I  p cos1

Geometricamente p è la distanza fta ipunti x e x6,

p :

9 è l'angolo ha i vettori (0, 0, 1) e x - xo e g l'angolo tra i
\x - xo, ! - !0, 0) (si veda Figura 14.39).

Sia  xs :0 .  Le  d isequaz ion i  r  1 r<r ,  
ìa01r  

e  0<g <n ind iv iduano I ' ins ieme

{ ( * ,  y ,e )  e  R3 :  1 .  <  xz  +y2 +  z2  <  4 ,  y  >  o ,z  <  0 } .

vettori

(14.3e)

(1,  0 ,  o)  e

E facile verificare che t! è biunivoca n D: (0,+oo) x (0,2n) x (0, n) con
,h(D) : m'\{(r, 0, z) : r > 0}. Lamaffice jacobiana è

f stn? cos g -p sin 0 sng p cos 0 cos g \
l , t , : l  s i n 0 s i n p  p s n g c o s p  p c o s 0 s t n p  

l
\  cosd  0  -ps rn?  /



F,
E1
r,r
si:È.
r:'

i.:
t::È:
r+-
F
tÍ.

F:

iií.
? .

E:,

À'
.t:
I '

iré

!

..

Psiní"'ó (x, y, o)

ldet J,pl - p2 stne + 0.

da cui (si veda Figrua 14.40).
La (1a.35) diventa allora

f t f
l l l  f d x d y d z

J J Jn=ú(T)

r r f
:  |  |  l f @ o * p s i n g c o s g , l o * p s n 1 s i n g ,  z o ' l p c o s g ) f  s n ' d p d ' d 9

J  J  J T

per un qualunque insieme O C R3 misurabile e limitato, visto che lR' \ r/(D)ls : 0.

, Volume = (f sn9 + o(1)) dp dE d0
', / p", (dp, dq, dO -+ (0, o, o)

Si vuole calcolare il volumedellapaTla di cenho I'origine e raggio R, Bn'.

[  [  [  a .ayar .
J J lao

Passando alle coordinate sferiche, si ha

B R : { î ( T )  c o n  Z : { ( p , g , 0 ) : 0  <  p  <  R , g  e  l 0 , 2 t r ] ,  d e  [ 0 ,  z r ] ]

(r4.40)

Figura 14.39 Coordina-
te sferiche con centro
nell'origine.

Figura 14.40 Elemento
di volume in coordinate
sferiche.



vorume (Bn) : 
I I |rp2 

snrzdpdo de

: (1,^ r') (/^ ,'d,)(/" ,. tuu) : t^o'

Si wole calcolare

f t '

|  |  z f *  + y r a * d y ,  o :  { ( x ,  y ,  z )  i x 2  + y 2  + 2 2  1 1 6 ,  z > 2 } .
J  J A

Utilizzando \e coordinate sferiche, abbiamo (si veda Figura 14.41)

a: ,h (T)  con z :  
{ ,0 ,  e ,0 ) '0  <  d  <  * . "o r }  :+ ,+ i l  pS4,p  €10,2 , f1 }

Allora per la (14.40) e osservando che f x? + yz : psin 0, otteniamo:

l ' l ' î  t ' r r

|  |  |  z l * ' i y z d x d y d z :  I  |  |  p o  c o s d s i n z d d p d e d | : : 1 .
J J J I  J J J r '

Osservando che la firnzione integranda non dipende da g, integrando (per fili) prima rispet-
to a g, si ha immediatamente:

r r
I :2 t r  I  I  po  cosds in2gdpd7,

J J n

dove D : {(p, g) : g elo, *], -+ 1 p <4} (owero, D èlaproiezione sulpiano pd
L  J J  C O S O

di 7). Applicando la (14.13), risulta:

dove abbiamo fatto uso dell'uguaglianza

s tnzo  s tn2o i  " -  d
: -  - t o z 4 . - ( t o H \

cosa? cos20 cos20 de \ -è" / '

In conclusione il valore cercato e t : 192!3" 
..ì

t t tcos ls tnz ldpdl :  [^ r  "or ls i f i l (  [^ ,  tuo\*
J Jn' , ,..o.r-- /

:+ fr ( +' "or o sn2 o - :l-rio'e) aB
) J o  \  c o s " f l  /

1 f .. sin3 o 32 . ^ ̂ 1u:t 96\/,: s  
l * -  ?  

-  
?  t g " a l  :  

5
J d:0

Figura14.41
,h



La sfruthrra della funzione integranda, f(x,y, z): z{f +|p, e del dominio T suggeri-
scono però l'uso delle coordinate cilindriche e i'integrazione per strati paralieli alpiail pg.
Seguendo tale strada, si ottiene

f f - f f I

J Jrrl* 
* yz dxdy d7 : 

J J Jrzpzdpdedz
c o n V :  { ( p ,  p ,  z )  i 2 1 z  1 4 ,  g  e  1 0 , 2 n 1 , 0  <  p  (  , / t e  - 7 } , e

f f [  ^  î +  /  7 t / T e _ F  \  . ' -  7 4

JJ J,zp'dpdsdz:2n J, r\J, oao)az:+ J, zoa-z') ' / 'dz

_ z" | 0a - rzytz14 2r ,,n,5/2 rgz E-  
3 L--- - t - - i  , :  t5" ' '  

'  : '  v :zr '

Calcolare i seguenti integrali:
t l t

ù  J  J  J r x d x d l t d z ,  
T : { ( x , ! , 2 ) : 2 2  + x 2  <  1 , 0 1 y  z - t - x - z } ;

t t t
o) 

J J Jraxataz, 
T : {(x, y, z) i (* - r)' +y2 1 vQ(=òh

c )  [  [  f  
' u : : : r  

d x d y d z ,  r : { ( x , y , z ) : * r + y ,  1 z z  1 4 , 2 2 + x 2 + y z >  r } ;'  
J J Jr xz

d ) t t t - L'  
J  J  J r  r / 2 x * y + T d x d y d z '  

T : { ( x ' ! ' z ) : x 2 + y z  * 2 2  1 L ' z }  - 2 x - l } '

Si wole calcolare

[ [ 
"rg 

+ f* a yz a rz)dxdy dz
J J n

d o v e  O :  { ( x ,  y , z ) i x 2 * f 2  l z z  < 4 , x 1 0 , 0  <  y  S r / 7 T 7 } .  C o n v i e n e  s c e g l i e r e

un sistema di coordinate sferiche con cenfo in 0 tale che il piano equatoriale g : ! cori-
sponda alpiano x.z: L

( x :  O s n |  c o s g

{  y :  p  c o s î

[ . : o s i n d s i n p .

Rispetto a questa trasformazione di coordinate si ha

A: rh(T)

e quindi

c o n  T : { , r , o , e ) , 0 < p (  r ,  I n < o < I n , r .
f l  3  l ì
LT", '"] J

î l '  r r r

I I toeQ + 1/x2 +yz + z\dxaydz: | | | toe! + ùp2 snldpdedl
J J a  J J J r

:*(1, '  Érog(1 r  ̂ ^r)( l :singdd) :*"( ' '"r, -+)



SuperÍ=ÈaE e Hn'ilmg#6'ffiFH du supen"fueue

lead ue'ilTa cec dt wr fi 14) e rîl ei e
In questo capitoio parleremo cli sriperfici nello spa-
zio, oggetÍi bid.imensionali senza spossote rrello sua-
zio uidirnensionale. 'lrauanclcsj 

cli oggctLi che in-
confriarno nella rrita quotidiana, abbiarno già un'i-
clea intuitiva dei concettr di superficie e rJi faccia r,li
una superficie: i piani nello spazio hanno due facce,
una superficie sfenczr o cubica ha drie facce (rnterna
eri estema), una cinfura o una rìloneta (pensate come
oggetti bídrmensionali) hanno due fàcce. Fer distin-
guere ie ciue facce basta dipingerle in ciue colori rji-
versi. Poniamoci una clomanda apparenternente
semplice:

Un ai{ro rn-odo pr:r vederlo è far carnrninare una fot-
nrica sul nastTo: dopo un giro, la formice, ap6rarirà
"suila faacia opposta d.el nasfro", conle è stzruo vi-
svaTi'zzato cla Mauritius Comelius Escher rn alcunr:
delle sue opere. z\nche il snlilrolo per i prodotti r:lci-
clabi,li è ispirato clai nastro cli lVlóbius.

Il nasho di Móbius ha delle proprietà sorprendenti.
Per esenrpio il suo bordo (un oggetto unidimensio-
nale) è il sostegno di ut'unica cnfl/a. Oppure. qrÉn-
clo proviamo a tagliare il nastro a rnetà seguendo il
lato hngo, non otteniamo due nastri disgiuntì, ma
un solo nastro, owiamente piu lungo. Due doman-
de: nel nuovo nash'o è possibile distinguere due fac-
ce? Cosa suceede se siiaglia ancora il-nuovo nastro
a neta.'/

In questo capitorlo formalizzerenro il concetto di
superficie e la poss'ibilità di distinguere le sue facce,
ov\/ero 1'orientabilifà di una superficie (e, ove esi-
sta, del suo bordo). Prim.a di farlo cerchiamo di ca-
pire se abbiamo vemrnente intLrito di che cosa si
lratli atffai,crso due escnrni.

I

È senopre possibile inclividrLare clue facce tlistinte
di ttna swperficie?

SorprendenterRente il problema è stato af,fiontato so-
lo nel XIX secolo da due allievi del grande matema-

La costruzione è sernpfice: si prende un nasfto con
due facce, una colorata di bianco e I'alh-a eli gngio.
Dopo una torsione de1nastro di 180" si uniscono le
due estremità. A causa c]ella torsione il bianco e il
grigio non combaciano nel punto di unione: questo
fa già capire che non è possibile rlistinsuere cfue fac-
ce clella supenficie.



15.1 Superf ic i  in R3 453

15 .1  Supe r f i c i  i n  R3
Geometricamente il concetto di "superficie" nello spazio è intuitivo, così come il fat-
to che per descrivere (parameffizzare) una "superficie" servono due parametri reali,
u e v. Tuttavia Ia formalizzazione matematica del concetto non è banale. Facciamo
due esempi.

a) Consideriamo la funzione

î ( x , y ) : x 2 * y 2 ,  ( * , y ) e p : { ( x , y )  e  R ' ,  x 2 + y ' < l } .

I1 suo grafico,
I  :  {  (* ,  y,  * '  +y') ,  (x,  y) e D},

è riporlato in Figura 15.1: si tratta di una porzione di paraboloide. La "sr4rerficie" E si
può interpretale come l'immagine della funzione

D > (r, y),-.(x, !, xz I y') € R'

e in questo caso è "pararcrcúzzata" da (x,y) e D.

b) La sfera di raggio R è il sottoinsieme di R3 definito da (si veda Figura 15.2)

t :  { ( t ,  y ,  z )  e  R3 :  x2  +y '  +  zz  :  r } .

Per "parameffizzùîe" la sfera utilizziamo le coordinate sferiche introdotte nel
Capitolo 14: poiché per definizione tutti i punti haruro distanza R dall'origine, si può
scrivere

( x : R s i n 0 c o s p
j  l : n s i n d s i n r p
( z : À c o s d .

Quindi X è l'immagine della funzione

10, 2rrl x [0, r] = (p, 0) r-+ R( sin 0 cos g, sin d sin g, cos 0)

e i parametri sono (9, É) e [0, Ztr] x 10, r).

Figura f 5.l Unapor-
zione di palaboloide.

Generulizziamo questi due esempi. Figura 15.2 Una sfera.



Ricordiamo che una curva di Jorclan 1p individua un insieme aperto limitato 1), del
tr-r intemo della curva, la cui fi'ontiela è il sostegno di ^yp.

Un sottoinsieme I c R' si dice superficic elerneniare se esistono un sottoinsr':rne D 4i llì(2
intemo di una curva di Jorclan, e una funzione u ' D -' R3 continuainD e i-nrerrj ,,a in ll,

o(u, v) -- (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) per (u, v) e D, 
I

tali che X : o(D). Lafanzione o si dice paranaetrizzazione di )l Una superlìoie elr*,"r, I
t.ne si dice cartesiana se o(a, v) Qg ,7@, r)) oppul:e cQt, v) : (u,.f7u, v), y) oppu-l

-:!!l: L(!::):u, v) conf e c(D)' ^ 
l

ffi

Figura 15.3 Un toro.

Figura' l5.4 Una faccia
di un cubo.

Al conhario di quanto è stato fatto per le cule, in questa definizione si assegna la pa-
rola chiave superficie aII'immagine della funzione o anziché alla fuirzione steésa.
Questa scelta corrisponde al fatto che in questo caso non vi sono particolari aspetti ci-
nematici da sottolineare, mentte I'attenzione è concentrata essenzialmente sggii
aspetti geometrici: per esempio, nella Definizione 15.1 si richiede che la parametnz-
zazrone sia iniettiva in D; si sta cioè descrivendo un concetto corrispondente a quello
di sostegno di una curva semplice,

Si osservi inoltre che le superfici clescritte dalla definizione sono insiemi hmitati.
Per includere le piu comuni super'fici non limitate, per esempio il piano o il parabo-
loide, basta sostituire D con R'. Non ci soffermeremo oltre su Questo argomento.

E immediato osselvare che esiste una differenza topologica tra la sfera e il toro da
una parte e la porzione di paraboloide e la faccía del cubo dall' altra: tutti i punti delle

a) L'immagine della firnzione

o(u, v) : (Lt, v, uz + v2), (u, v) eBp

(si ricorda che Ba C R2 è bpal\a di centro nell'origine e raggio R) è una superficie ele-
mentare cartesiana (si veda Figura 15.1).

b) La sfera ̂ lp di centro nell'origìne eraggio R è una superficie elementare (non cartesiana)
diparameffizzazione

c ( u , v ) :  ( R  c o s  u s i n v ,  R s i n u s i n v ,  R  c o s y ) ,  ( u , v )  e D :  [ 0 ,  2 t r ] x l 0 , r ] .

c )S ianoR>0er€(0 ,À) ; i l to roè lasuper f i c iee lementare(noncar les iana)d iparame-
ttizzazione

c (u, v) : ((R + r cos v) cos u, (R + r cos v) sin u, r sin v), (u, v) e D : 10, 2r] x 10, 2r]

(si veda Figrna 15.3).

d )  C iascuna facc ia  de l  cubo d i  ver t i c i  (0 ,0 ,0 ) ,  (1 ,0 ,  0 ) ,  (1 ,  1 ,0 ) ,  (0 ,  1 ,0 ) ,  (0 ,0 ,  1 ) ,
(1, 0, l), (1, 1, 1) e (0, 1, 1) è una superficie elementare cartesiana: per esempio lafac-
cra contenente i vertici (1,0,0) e (1, 1, 1) può essere parameíizzata dalla funzrone
rr(u, v) : (I, u, v), (u, v) e [0, 1] x 10, l]. (si veda Figura 15.4).



prirne due sono "cilcondati" da alfii punti della superficie stessa, menfre le second,e
clue hanno un bordo.

Sia X una superficie elernentare. Un punto_5 € X si dice punto interno a X se esiste un il-
tomol,l di x e una paramelizzazione o '.D -, R3 di L/O D tale che x € u(D). Si dice in-
terno di X, e si indica con E', f insieme dei punti intemi a X; si ciice bordo rli X, e si scrive
dX, I'insieme dei punti che non sono interni:

t ' : { x € I : x è i n t e m o a X } ,

A)] - {x € E : x non è interno a X} : X\ X'.

Se 0X : 0, si dice che la superficìe è senza bordo.

Il punto cruciale della definizione di punto intemo è la richiesta che, per una opportu-
na paramehizzazione, x sia i'immagine di un punto dell'aperto D, owero interno a
D, e non della sua fr'ontiera.

a) Sono rnterni allaporzione di paraboloide dell'Esempio 15.2a tutti i punti delf imrnagine
di BR. Il suo bordo è la crconferenza {(x, y, R2) € Ri : x2 I 12 : Rr}.

b) La superficie laterale del cilindro di asse x: !:0, raggio Realfezza2h èunasuperfi-
c i e ei ementare (non carte s iana) di p ut amelizzazione

o(u, v) :  (R cos u, R sinu, v),  (u,  v) e D :  10, 2n] x [-h,  h] .

Dac io  seguechetu t t i ipun t i  ( * ,y ,  z )  e  X ta l i che  lz l  they  f  0  sono in temi .  Ipunt i
con ), - 0 restano esclusi perché sono immagine di punti della frontieru di D (zl : 0 o
u :2r); tttlavia, per simmetría, ci si aspetta che anch'essi siano intemi (si veda
Figura 15.5). Per provarlo si deve scegliere un'altra parameffizzazione: in cluesto caso
basta modificare il dominio della precedente, prendendo per esempio
Dy : l*r, r] x l-h, ft]. invece la condizione lzl < h è sostanziale: il bordo è costituito
da1le due circonferenze { (R cos u, R sin u, L. h) : u e 10, 2r]} .

c) Procedendo in modo analogo a (b), owero prendendo varie parametizzazioni della su-
perficie in esame, si verifica che il toro e la sfera non hanno bordo, owero tutti i loro
punti sono punti interni.

Tutte le supelfici incontrate negli esempi precedenti hanno una parametttzzazione di
classe C' (D).Tuttavia, la regolarità clella funzione o. non è una condizione sufficien-
te per l'esistenza del piano tangente a X. Come si vedrà adesso, la situazione è ana-
loga a qnella delle curve, in cui per l'esistenza dellaretlatangente è anche necessario
che il vettore tangente non si annulli.

Sia (26, v0) e D e sia (u(t), v(t)) (t e 1) una curva regolare tn D ahe passa per
(us,vs): (u(to), v(tg)) :  (uo, vs) per qualche ts € I e (u'(ts),v'(t0)) I  (0, 0).
Applicando la funzione o alla curva contenuta in D, otteniamo una culva contenuta
nella superficie: ^y(r) :: o(u(t), v(t)), t € 1, è una curva contenuta in I e R3 con
vettore tangente

Figura 15.5 La superfi-
cie laterale di un cilin-
dro.

ry'(/o) : g@*a!ù

v(r0))_ (- \
dx(u(ts), v(ro))

dt
dy(u(ts), y(/o)) dz(u(ts),

Fer la regola della catena,

dt ; 7 a
LI'



dx(u(ts), u(ro))
dr

dy(u(ts), u(ro))
dt

dz(u(ts), v(ro))
dt

owero, piu sinteticamente,

t ,  .  d
y'( /o)  :  

Eo(u(ts) ,  
y(ro))

dove

:  xu(uo, vs)u' ( ts)  *  xr(uo, vo)u'(ro)

!r,(us, vs)u'(ts) I  yr(uo, vo)v' (tq)

: Zr(uo, vs)u' (t6) * zr(uo, vs)vt(ts)

úr(u,  v)  :  :  ( t r (u ,  v) ,  yr (ù,  v) ,  zu(u,  v) )

ar (u,  v)  :  :  ( * r (u ,  v) ,  ! r (u ,  v) ,  zr (u,  v) ) .

Segue quìndi dalla (15.1) che, poiché (u'(to), y'(/0)) + (0,0),1a cura 1 è regolare
in /s se

i vettori cu(uo, vs) e or(u6, v6) sono linearmente indipendenti. (15.2)

Si noti che la rcttatangenie a y in c(uo, v6) si frova nel piano

17 { t (uo,  vo)  *  \úu(us,  vo)  + l - rúr (uo,  vs)  :À,  i r  e  R} (  1s .3 )

(infatti, per la (15.2), fI è effettivamente un piano!). fI è il piano ortogonale al vettore
' 

au(uo, vo) A o,(uo, vo) I (0, 0, 0),

ovvero il piano di equazione (ou(us, vs) A úr(uo, yo), x - o(us, vo)) : 0:

a ( x - r o )  * b ( y - y o )  * c ( z - z o )  : 0

( (*0, yo, Zo) ::  o(us, vs)
dove {-- - 

t  (a, b, c) : :  ou(t.Ls, vs) Aar(uo, vo) I (0, 0, 0).

Questi ragionamenti, dínatura completamente locale, suggeriscono la seguente defi-
nizione.

Non è difficile provare che le deflnizioni del piano tangente e dei versori normali so-
no c onsi stenti, o wero indip endent i dalla p n amefrzzazione s c elta.

Riconsideriamo alcune superfici incontrate in precedenza.

a) Laporzione di paraboloide dell'Esempio 15.2a è regolare: infatti i vettori

:  u'(to)cu(uo, vo) i  v '(ts)or(uo, vo) (15.1)

(15 .4)

(15 .s )
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v , , (u ,  v )  :  (1 ,  A ,2u) ,  o r (u ,  v )  :  (0 ,  7 ,  2v)

sono linearmente indipendenti per ognt (u, v) € Bp:

1 ) . 1 1 5 6 1

Per esempio, il piano tangente al paraboloide in (0, Rlz, R2 14) : o(0, RlZ) ha equa-
z i o n e - y R + z + R 2 f 4 : 0 .

b) La sfera Sa è regolare. Utilizzando la parametrizzazione dell'Esempio 15.2b, si ottiene
che i vettori

au(u, v) : (-R sin z sin v, À cos z sin v, 0)

vr(u, v) : (À cos u cos v, R sin z cos v, -R sin v)

sono ben def,rniti e linearmente indipendenti per ogni (u, v) e D:

ar(u, v) A ar(u, v) : -R2 srn v( cos u sinv, sin a sin u, cos v)
-  -R s inv  o (u ,v ) .

/ 1 s 7 1

Pertanto ,5p è regolare in ogni punto di o(D).
Resta da esaminare il meridiano {(Rsinv,0, R cosv) : v € [0,.n']], olvero f immagi
ne dei punti di dD. Scegliendo la stessa parameffizzazione con D : (-r, n) x (0, rr) si
ottiene la regolarità di .Sn su tale meridiano esclusi gli estremi, owero esclusi i poli
(0, 0, 1) e (0, 0, - 1). Questi ultimi si possono fr;afrare sc@ig44qjlnrolo di y e z op-
pure considerando le due parametrizzaziori (*, y) ,- + \/R' - xz - y2.
Per determinare il piano tangente alla sfera nel punto xs: (Rf2, Rlz, Rl\/2) si può
vtilizzarc la parametrizzaztone dell'Esempio 15.2b, poiché xe è immagine del punto
(u, v) : (nla, rla) € D: dall'equazione del piano tangente e dalla (15.7) segue che il
piano tangenteha equazione x * y * l2z - 2R : 0.

c) Procedendo in modo analogo a (b) si verifica che la superficie laterale del cilindro e il to-
ro sono superfici regolari.

Il seguente risultato, basato sul teorema di invertibilità locale, ribadisce la natura lo-
cale del concetto di resolarità:

I1 teorema è utile, per esempio, per provare che una data superficie non è regolare in
un punto.

/ e ,  e t  e r \

o,(u, v) A a,(u, u) : det I i 0 Z" I
\ o  r  2 v /

ffiffimù)

La superficie X del tronco di cono di raggio R e akez:za h è tna superficie elementare carte-
siana parameúzzata da

t (u , "v )  :  (u , r ,  *

Si verifica facilmente che il bordo di t è la circonferenza di equazioni x2 + y2 : R2,

z : h.Poiché la funzione (u, v) ,-- 4 trc I v2 nonè derivabile in (0, 0), X è regolare
^.

in tutti i punti tranne in (0, 0, 0).
Figura î5.6
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ffi Siano ,4, B, C > 0. Verificare che l,ellissoide di parameiizzaztone

o(u ,v )  -  ( . 4  cosus inv ,  Bs inus inv ,  C  cosv ) ,  (u , v )  eD :  [ 0 ,  2 r ] x l0 , r l

e una superficie regolare senza bordo e determiname il piano tangente n (0, B l\/2, c lJ2)

W Provare che la faccia del cubo, il toro @sempio 15.2) e la superficie lateraie del cilindro
@sempio 15.3) sono superfici elementari regolari.

15.2  In tegra l i  d i  super f i c ie

fn questo paragrafo introduciamo per le superfici i concetti di area e di integrale.
Ricordiamo che per Teorema 14.13 ogni funzione continua e limitata in un insieme
aperto e misurabile è integrabile.

La deftnizione è motivata dalla seguente osseryazione: ragionando come nel
Parugrafo r4.3, l'immagine dell'approssimazione lineare di o (intorno al punto
(uo, vo) e D) del rettangolo [uo, ro * du] x [yo, vo * dv] è il parallelogramma de-
termjnato dal vertice ú(uo, vs) e dai vettori úu(uo, vs) du e or(us, vs) dv e tale pa-
rallelogramma haarea

dS: l lo"(uo, vo) Ao,(us,  vs) l ldudv.

Se X è cartesiana, per esempio se o(u, v) : (u, v, f (u, v)), alloru

.  t ru  Ao , :  ( - f u , - f r , l )  e

da cui segue la formula per l'area del
(u, v) e D:

l l<r,no,l l  :  \F;f i*f3,
grafico della funzione (u, v) r-+ f (u, v),

Q): ll, du dv.I + fl(u, v) + fl(u, v)

Si vuole calcolare I'area della sfera ̂Sp. TJlilizzandolapwametizzazione in coordinate sferi-
che, sappiamo (si veda la (15.7)) che

l lo " (u ,  v )  Acu(u ,  v ) l l  :  R2 ls inv l  l l ( coszs inv ,  s in  us inv ,  cosv) l l  :  R2 ls inv l .

Perciò

A(sn) : 
I l,o,,r.{0,,; 

À2lsin vldu dv : ^' (l: *) (1," 'in v ov) : 4nR2 '

(  1s .8 )
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Si wole determinare I'area della pQrzione E del paraboloide di equazione z : x2 * y2 inter-
n a a l s e t t o r e s f e r i c o  { ( t , y ,  e )  e  R 3  : x  ì  0 , y  2 9 , { t  + ! ' + r ' l Z } .  ^

La struttura di D segue dallarclazione (x2 + yz)t : z2 < 2 - x2 - y2:

D :  {(x,y) e Rt :  x )  0,  y )  0,  ( t '  +y') '  + (x2 +y2) í>2}.

Quindi, poiché z*(x, y) : 2x e zy(x, y) :2y, si ottiene

.4 (r) : [ [ .lt * 4x2 + 4y2 dx dy.
J  J n

Passando in coordinate polari con centro nell'origine, si ottiene con semplici calcoli

( r ,  p)  e E :  { ( r ,p)  e 10, - too) x lo,  r l2 l ,  ra +f  -2 < 0} :  [0,  1]  x l0,  r l2)

(quindi D è semplicemente un quarto di cerchio). Perciò

A(r) : [^' [^' rJt + +r" drdp :ffA+ - n.
J o  J o

Si può dimostrare (ma non 1o facciamo) che l'area di una superficie elementare rego-
lare non dipende dalla sua parametnzzazione.

La seguente definizione generulizza Il concetlo di integrale curvilineo di prima
specie ai caso delle superfici.

Qui, e nel seguito, una superf,rcie "la cui area è ben definita" è una superficie che ve-
rifica le ipotesi della Def,rntzione 15.5: in particolare, D misurabile e llo, A o"ll li-
mitato.

Sotto opportune condizionj, i concetti di area e integraie di superficie si potrebbero
estendere a superfici non regolari. Non approfondiamo l'argomento e ci trimitiamo ad

un esempio.

Calcoliamo

[  [ . f r ,+22 )ds
J J '

dove X è la superf ic ie di  equazionex: lZ,y2 I  Zz <9,2) y2, Sinot iche X èunasuper-
ficie cartesiana regolare di pararnefrzzazione o(u, v) : (uv, u, v) nel dominio
D : {(u,v) : u2 + v2 1 9, v 2 u2}. Allora (si veda anche la (15.8)

I l.rr' +22)ds : 
I l,uv(uz +v2)

fJtilizzando la simmetria del domrnio e della funzione integranda rispetto a u, è faclle con-
cludere che f intecrale vale 0.

+v2 + uz dudv.

11 cubo è una superficie elementare: si può costruire un'unica parxnetizzazione o: D ---t R,

così come si procederebbe con forbici e carta (si veda la Figura 15.7 e I'Esercizio 15 '4).
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Figura 15.7l|cubo co-
me superficie elementa-
re.

A causa dellapresenza di spigoli, il cubo non è una superficie regolare. Tuttavia (si veda an-
cora lafigulSJ gli spigoli sono f immagine di un numero frnito di segrnenti, owero di un in-
sieme,s c D di misura nulla, quindi "trascurabile"; inoltre, fuori dà,s si ha llo, A o"ll : I
(si vecla ancora I'Esercizio 15.4): perciò

t f  r r
l l _ .  l l o , , A o , l l d u d v :  l l  a u a v : l D \ s l  : l D l  : 6 L 2 ,

J JD\s J JD\s

che coincide con il valore dell'area del cubo definita in modo elementare.

Svolgendo l'Esercizio 15.4, 1o studente si renderà conto che è poco naturale vtilizza-
re un'unica parameffizzazione per "calcol&te" I'area del cubo: intuitivamente, essa è
la somma delle aree delle sei " acce" che 1o compongono. Nel paragrafo 15.5 forma-
lizzercmo il concetto di "superficie composta da superfici elementari regolari"; per
ora ci limitiamo a introdurre le seguenti notazioni:

siano x;(l - 1, . . .z n) superfici la cui area è ben definita e che non hanno punti in-
tgrni in comune (XínXí :0 se i+il, e sia/ una funzione continua e limitata in

,9, 
Xtt allora si scrive

(1s .10 )

Con questa notazione, possiam-o dire che l'area del cubo di lato L (inteso come unio-
ne delle sue sei facce) vale 6L2.Illustriamo la seconda forrmrla n"ìta (tS.tO) con un
esempio.

"(,9,t,),: Ir1t,v . I In.,,,ot,: É | l,rot

Sia X1 la superficie laterale del cilindro di asse ! : y: 0, raggio I e altezza 1 (si veda
l 'Esempio  l5 .3b ,eE2 lasemis fe ra{ (x ,y ,  z ) :  xz  +y ,  +22 1 I ,  z  <  0 } .A l lo ra

El nD;: {(r, y, z) :  xz i  y'  :  1, z e (0, 1)} n {(x, ! ,  z) :  Fz + y2 I zz : r,  z < 0} : Q.
Si vuole.calcolare [lr,urredS (si veda Figura 15.8). La superficie laterule cilindrica X1 è
paramevTzzala da

cr : (g,e) * ( cos g, sin g, z), D1 : [0, 2n] x 10, I
e s i h a

úp:  ( -  s incp,  cos p,0) ,  cr :  (0 ,  0 ,  l ) ,  c ,  Ao r :  (cos g,  srng,0) ,

da cui llo, A o.ll : 1 s
f  î Zn  7 l

I  zdS: | |  zdzd,,p:v.
J D ,  J O  J O

La semisfera è pararnetizzata come nell'Esempio 15.6, da cui si ricava che

I  zas:  [ ' "  [ "  "orv ls invl  
dvdu: - t r .

Jz, Jo J"1z

Perciò I'integrale cercato vale 0.

Figura 15.8



15.3 Superf ic i  elementar i  or ientabi l i 4&1

a) Determinarel'area dellaporzione di superFrcie cihndrica di equazione xz +y2:2y tn-
tenra alla sfera di centro neli'origile e raggio 2;

b) calcolare ![rz2as,dove X è1a sermsftradi equazions 7: f 7 - f ];
c) calcolare ILlzdS, dove t è la porzione di superficie z: yz contenuta in

{ ( * ,  y ,z  €  R3 :  x  )  0 ,  y  >  0 ,  0  (  z  (  7  -xz  -3y ' } ;

d) calcoiare -[À,r", (x2 + y2)ds, dove Er è la porzione di sfera di equazione

x2 + y2 I z2 : I contenuta tn z 10 e Ez : {(x, y, | - xz - y2) : xz + y2 < I}.

a) Dimostrare -che il cubo è una superficie elementare utilizzando la parametnzzazione
c : D - - + R r i l l u s t r a t a n e l l a F i g u r a l 5 . T , e v e r i f i c a r e c h e l l o , , n o r l l  : l a m e n o d i u n
insieme di misura nulla.

b) Dimostrare che l'insieme X1 U Xz dell'Esempio 15.10 puo essere definito come una su-
p erficie elementare re golare.

15.3  Super f  i c i  e lementar i  o r ien tab i l i

Per introdurre i concetti di orientabilità di superfici elementari regolari conviene par-
tire dal caso più semplice di una superficie cartesiana 'X. Se per esempio ! è parame-
frzzata da o(u, v) : (u, v, f (u, v)), i due versori normali aD inx : o(u, u) sono
dati da

cu(u,  v)  n  ar(u,  v) (  f"(u, v),  -  f ,(u, v),  11
( 1 s .  1  1 )- - L

l lo"(u, v) n o"(rz, v)ll (T + f](u, v) + f l(u, ù)' t '

Si noti che la terza componente è sempre o positiva o negativa, mai zerc; percio è
possibile selezionare in ciascun punto il versore normale che punta "verso l'alto" ,

+

ffi

ffi

Figura 15.9

(1s .12 )

(si veda la Figurà 15.9) e quello che punta "verso il basso", rl- : : -n+. La funzione
n+ : E'-- R3 individua la"facciasuperiore" di X; analogamente, n- :: -n+ indi-
vidua Ia faccia " inferiore " .

Si osservi che le funzioní nr e n- sono continue 1n t'. Ll effetti è proprio questo
il punto fondamentale della coshuzione: in ciascun punto di X/ viene selezionato uno
dei due versori normali in modo che I'orientazíone sia coerente su tutta la superficie,
individuando due facce "globali". In generale, cioè se non si abbiaa che fare con su-
perfici cartesiane, si parlerà delle due possibili orientazion di t anziche delle due
facce:

Si scrive per brevità X+ per indicare la coppia (E, r*), owero per indicare che è fissa-
ta su E I'orientazione n+; analogamento, X- corrisponde alla coppia (X, t-)'
Comunque la scelta tra n+ e il suo opposto n- è puramente convenzionale.

Tutte le superfici regolari inconfrate negli esempi precedenti sono orientabili.
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a) Il paraboloide è orientabile, essendo una superhcie carlesiana
scritta esplicitamente uttltzzando la (15.11) e osservando
: (Lt, v, u2 + v2) solo se (r, y) : (u,'v):

(-2x, - 21,, I)

(t + 4*, * 41,21t lz

In questo caso n+ individua la ,,faccia superiore".
b) fe1la sfera sp, è geomet.icamente intuitivo crre il campo vettoriale x -' x/llxll è norma-

le (con questa scelta del segno il campo "puntaversol'esterno" dellapuii,i.il cui Sn è
flontiera)' Se I'intuizione non ci soccorre, ii può proceclere ttilizzando \a parumetrizza-
zione dell'Esempio 15.2b: segue dalla (15.7) che per x non appartenente al merjdiano
{y : 0, r > 0}, i versori normali a Sa ìn x sono

- L l  \n '  (x , )  :  - R sin v a(u, v)
s in  v  u (2 ,  v ) l l

e n- : -n+. Si verifica che n+ e n- sono continue su,Sp.

T.a normale n* p"ò 
"ss"lìche (x, l, z') : cr(u, v1 :1

l _
l (a, u;-o-r 1a;

x
D

a \

Come si mostra nel prossimo esempio, non tufte le superfici sono orientabili. A qge-
sto riguardo osserviamo che se y: fa, b] -, R3 è una curva semplice e chiusa.on ro_
stegno contenuto in una super'ficie X orientabile, allora per composizione la funzione
r r+ n+(y(r)) è continua e n+(y(b)) :  n*(ry(r)).

Figura 15.10 n nastro
di Móbius non è orienta-
bile.

Di particolare ilevanza è il concetto di flusso d.i un campo vettoriale v attraverso
una sup erficie orientabile.

Se v è per esempio la velocità di un liquido che scone athaverso una superficie, il
f_lu_sso indica La portata volumetrica del liquido athaverso la superficie. Owiamente
il flusso dipende dalla orientazione della superficie: cambiando orientazione il flusso
cambia sesno.

Si prenda un rettangolo di un rnateriale elastico (cuoio, per esempio) con le due facce colo-
rate rispettivamente di rosso e di blu. Ora, esistono due modi per iar.combaciare due lati op-
posti: facendo coincidere i vertici consecutivi si ottiene la superficie Taterale cli un cilindro;
vicevetsa, facendo coincidere i vertici opposti si ottiene una superfrcie elementare chiamata
nastro di Móbius' La versione analiticamente più semplice di nastro di Móbius è la superfi-
cie di param etizzazíone

o(u, v) : : ((o r y cos t) *,u, (n +, "" +) stnu, v,* +)
per (u, v) e D : l0,2rl x l-h, ltl.

Nel caso del cilindro 1e due facce sono chiaramente distinguibili (hanno un colore diverso
l'una dall'ah'a); nel secondo, invece (si veda Figura 15.10), nonìi riesce a distinguere le
due facce, owero il nash'o cli Móbius non è orientabile: per:verificarlo, basta osseriare che
Ia cswa chiusa tndicata nella Figura 15.10 è tale che n(y(b)) : _n(V(a)).

0 ; '  (v )



Orientazione del bordo di elementari

Se X è una superflcie elementarcpnamefrzzata da o :D --u R3 con normale indot-
ta dalla parametrizzazione, owero n* : oii Aorf llo"A oull, per la (15.9) si ha
che

@p* (v) : 
I Irr"rr(u, 

,)), úu(u, v) A o,(u, v)) du dv.

a) Determinare il flusso del campo vettoriale v : (x, y, z) attraverso la superficie sferica di
raggio R orientata in modo che n+ : xlR;

b) determinare il flusso del campo vettoriale \ : (x, y, zz) afrraverso la porzione di superfr-
cie conica parametnzzata da

a(u, v) - (a cos v, u sinv, u), (u, v) e [1, 2] x 10, r']

con normale indottra dalla oaramefrzzazione.

15.4  Or ien taz ione de l  bordo  d i  super f i c i
e lementar i

L'ultimo concetto essenziale per il seguito è quello dí oientazione del bordo di una
superficie X. Ci si limita per il momento a esporlo nel caso in cui X sia una superfi-
cie elementare inv ertibile:

Sia X la porzione di piano di equazione 3-r t 4y - 2z: 5 contenuta nei tre semispazi
x ) 0, y ) 0 e x * y { 1, e sia n+ la normale tale che (n*, er) > 0. Sivuole detenninare il
flusso del campo vettoriale v : (2y,22,3 - x) attraverso E+.

n piano di ecluazione 3x -l4y - 2z :5 può essere pnamefrzzato da
c(u, v) : (u, v, !3u + av - 5) l2) per (a, v) e R'; limitando tr a
D : { ( u , v )  e  R ' ; u ) 0 , v ) 0 , u * v 1 1 } ,  s i  o t t i e n e  u n a  p a r a m e f r z z a z i o n e  d i L .
Ricordando la (15.11), la normale indotta da o è

_  0 ,  A  ou  ( -312,  -2 ,1 )
n: 

llo,, A crull 
= 

JDF
Inparticolare (n, e1) < 0, quindi n* : -n. Perciò

f t '
Oy* : - | | (v(o(z, v)), a,,(u, v) A o,(u, v))dudv

.  J  J D

f t '
: -  |  |  ( ( 2 r , 3 u + 4 v - 5 , 3 - u ) , ( - 3 1 2 ,  - 2 , \ ) ) d u d v

J  J D

: - + Ir' 
(ts - z+v + tlvz)dv : -7 12'

: 
I lrtr, * trv - r3)du dv : 

I,' (lr'-' 17u +r rv - r3)dz)du

Provare che il bordo del nastro di Móbius è il sostegno di un'unica cur:va,

r ( r )  :  ( (R+h cos( t l z ) )  cos / ,  (R* f t  cos  ( t l z ) )s in t ,hs in ( t l2 ) ) ,
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F: ! a una superficie invertibile, allora 0I : o@D). Perciò ogni superficie inyerti-
bile ha bordo, e se è regolare è orientabile: basta À..eii.r,

- l l  \n  ( x J :
Gu(u,  v )  A  or (u ,

llo"(u, v) A o,(u,

Si noti che qui abbiamo scelto come orientazionepositiva X+ quella indotta dalla na-
rcmetizzazione.

Sia ora ]p unà curva di Jordan il cui interno è D, Ricordiamo che yp è orientata
positivamente Definizione 12.2 se 0D è "percorso" da ya in ,.rrsó ultiorano.
Poiché o è iniettivarnD, il bordo AX è il sostegno dela óurva semplice e clúlLsa^Í: o o yp. Perciò l'orientazione di yp elaparametrizzazione o inducono un,orien-
tazione di dE: quella che corrisponde con I'orientazione positiva di 1.p si dice orien-
tazione positiva di AD indotta da a e EX+ e óX- indicano il bordó di X orientato
positivamente o negativamente rispetto a o. Se 1è regolare atratti è ben definito,
tranne al più in un numero finito di punti, il versore tangente positivo
T" : 

,y' llly'll e in tal caso EX+ corrisponde alla coppia (AX, T+).
Dalle due osservazioni precedenti segue che sia i'àrientazione di X che quella di

0! dipendono dalla pararneúzzazione. Risulta però che I'accoppiamento úa X+ e
óX+, owero ha n+ e T+, non dipende dalla param efrzzazioneAi i. CiO si può intui-
re se si ricorda che con I'orientazione positiva TD percoffe 0D tenendo i'inìerno D a
sinistra: questa caratteristica è conservata, indipéndentemente dalla paramefnzzazio-
ne scelta, dalla composizione y : o o yp. perciò

l'orientazione positiva di ax+ è quella con cui un osseryatore
in piedi su X+ percoffe EX tenendo E alla propria sinisfra ( 1 s . 1 3 )

v)

v)ll a,  u ) :o -11* ;

Figura 15.11

Sia X la porzione di sfera di paratneffizzazione

c : (g, d)r+(sin ,p sin2, cos g sin 0, cos0), (p, 0) e D ::

S iver i f i ca fac i lmenteche la funz ioneoè in ie t t i vanDerego lare inD,qu ind iXe i lsuo
bordo sono orientabili. Si noti che 0D è il sostegno di una cúrva chiusa'eiegolare atrait:
dX è l'unione dei sostegni di quatfro curve r.golari.Ti : ù o ̂ !D,i, dove ̂ yp,; sono i quattro
segmenti che compongono la frontiera di D, percorsi in senso antibrario:

r l 4 < p S r l 3 ,

r / 2 < 0 < 3 n / 4 .

r l 4 < p S r l 3 ,

r / 21  0  <  3 r /4 .

f r  1 1  l r  3 r 1
t _  _ t  \ 1  t _  _ l

1 4 '  3 J "  L z '  4 l '

T1 : 0 o ̂ {D1 : ( rio p, cos .p, 0),

\z: u o ̂ rD,2: (tn sae, l'n d, "os d),

?,  :0orD,3 :  ( -+*s inp,  -  
|a"o"r ,  | , /z) ,

^ !q:  ao^{D,4:  ( insne,  !J ls ine,  cosd),

(si veda la Figura 15.11).

Riconsideriamo laparamekizzazione t(u, v) : (L, u, v), (u, v) e 10, 1] x [0, 1], della fac_
cia o'destta" E del cubo dell'Esempio 15.2d, rispetto u 

"ui 
è immeàiató venficare che E è

regolare e invert ibi le. .Si  ha o.u,:  (9,1,0),  ou: (0,0, l )  quindi n+(x) :  (1,0,0) per
o8ru x € D. L'orientazione positiva del bordo di t è stata indicata nella Fìgura I5Ji. 

' '

. U1'al$a parumeffizzazione di X è data daTla funzione o.(u, v) :: (I, v, u),
@, y) 9 -l!, 1] x 10, 1]. Lo sfudente verifichi che in tal caso cambiano le'orientazioni pósltí-
ve sia della superficie (ora nf : (-1, 0, 0)) che del suo bordo.

Figura 15.12
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Si noti che 1'orientazione di X indotta da o corrisponde alla nortnale diretta verso I'estemo

della sfera, n+(x) : x, in accordo con la (15'13).

Sia E il quarto di sfera di equazione xz + y2 I z2 :4 determinato dalle disuguaglianze

x)0ez>Ostudiarel 'or ientazionediXediEXindottadal leseguent iparameff izzazioni
u;: D; ---+ X e verificare che I'osservazione (15'i3) sia sempre rispettata:

D t :  { ( u , v ) : u }  0 , u 2  + t z  < 4 } ,  o / u , v ) :  ( u , v ,  { 4  - t r ' z  - v ' z ) '

D 2 :  { ( u , v ) : u } 0 , u 2  + v 2  < 4 } ,  o 2 ( u , v ) : ( t / 4 - u z  - v ' z , v , u ) '

15.5  Super f  i c i  composte

Tomiamo alla questione della superficie "composta da superfici elementari regolari"

a cui abbiamo iolo accennato calcolando I'area, per esempio, del cubo' Lo faremo

pensando principalmente alproblema dell'oi'ientabilità di tali superftci. Per esempio,

consideriamo I'unione di tre facce di un cubo, che vonemmo def,tnire come una su-

perficie composta da he superfici elementati legolari e inverlibili e di cui vorremo

definire il concetto di orientabilità (si veda Figura 15.14).
Guidati dalf intuizione geometrica, si tlovano facilmente le due distinte facce di

X. per esempio, una di .sé è caratteizzata dai he versori normali oI, nl e nf indi-

cati nella Figura I5.t4.I tre versori determinano I'odentazione delle superfici ele-

mentari Dr,b, e X3. Nella stessa figura sono indicate le orientazioni corrispondenti

di EX;: si noti che esse sono opposte nei tratti apputenti a EX; ll ADi (i I ). Inoltre

il bordo di X risulta essere una culva orientata.
Ripetendo questa procedura nei casi di una sfera (composta per esempio da due

emisfèri orientati) o di un cubo (composto dalle sei facce), si giunge sempre alla stes-

sa conclusione: un'orientazione coerente (parliamo sempre di un concetto puramente

intuitivo) di due superfici elementari conduce a orientazioni opposte dei tratti di bor-

do in comune e a un'orientazione coetente di At.
per generalizzare gli esempi considerati, diamo una definizione di superficie com-

posta che ci assicura che Ie varie superfici elementari che la compongono siano di-

sposte in modo analogo alla Figura 75.I4:

F igu ra  15 .13

ffi

In molte situazioni Prati-
che e di laboratorio, le
superf ici  hanno sPigol i
(cubi, pi lastr i ,  ecc.).  l l  Pa-
ragrafo consente di for-
mu lare  anche in  ques te
situazioni i l  teorema del-
la divergenza (Paragrafo

16.3) e del rotore
(Paragr.afo 16.4), due r i-
sultat i  di  part icolare im-
portanza applicativa.
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Figura 15.14Una su-
per{icie composta.

Ciascuna delle richieste (l) - (v) si può capire bene guardando la Figura I5.l4.La
(vz) serve ad escludere autointersezioni in un vertice 1p"r una superficie elementare
ciò è assicurato clall'iniettività).

Così come il cubo è sia una superficie elementare che una superficie composta, al-
lo stesso modo si puo verif,rcare che tutte le superfici incontrate negli esempi prece-
denti sono superfici composte e che la definizione di bordo è consistente con ia pre-
cedente: per esernpio, per la sfera Sn si pollglg Jgggllgre come superfici elementari i
due emisferi paramefrzzati da z r--+ r \/F:p=T, e per il cono le due superifi-
ci che si ottengono tagliandolo con un piano passante per l'asse. La definiziòne di
punto interno regolare e di superficie regoiare è identica a quella delle superfici ele-
mentari e non ra ripetiamo. Infine, l'atea di una superficie composta
D : xr u ., . u x,, è ben definita se lo è l'areadi ciascuna x;, e in tal caso areJe in-
tegrale di superficie sono dati dalla (15.10).

Gli esempi precedenti suggeriscono come definire l'orientabilità di una superficie
composta:
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Uua superf'rcie cornposta )ì - Xr U... U iì, si dice orien(abiìe se esisîoLro patamctli:zza-
zioni cr; '. 1)i -- R' cli ciascuna supelficie elementare )-li taii che dXi- : OIìi su ó)li n dD,
ovvero l'orienfazione positiva di ati rnclolta da o; e 1'orientazione positiv'a di AEI indotta
cla cr; sono opposte su r?Xi n AIj. In tal caso s1 pone

Secondo questa definizione tuffe le supedici considerate negli esempi precedenti, con
l'unica eccezione del nastro di Mòbius, risultano orientabili. Osseruiamo che sarebbe
possibile dare una definizione di orientazione di una superficie composta che non uti-
lizzil'oientazione del bordo di ciascuna superficie elementare.

Ricordiamo che 0X iruò consistere dei sostegni di piu di una curva chiusa. Per
esempio il bordo della superficie laterale cilindrica consiste di due circonferenze (si
veda Figura 15.5). In generale vale il seguente risultato, che, aposteriori, è una giu-
stificazione del nome "bordo orientato".

Sia D : Xr U , . .l) Dn ttna superficie composta orientabile. Allora il l:ordo 0E è il so-
stegno di N curve chiuse it, .. ., 17,7 tali che il verso di percorrenp di li coincide con

Si distinguono quindi anche nel caso di una superficie composta due possibili orien-
taziom di AI, indicate con AX+ e At-.

Si noti che il versore n+(x) è definito solo nei punti che non appartengono al bor-
do di una delle Èuperfici elementari di cui consiste I. Risulta però possiblle estende-
re con continuità la funzione x rr n+(x) a tutti i punti regolari di E/. In particolare
vale il seguente risultato.

Si osservi che, come per le superfici elementari, sia I'orientazione della superficie sra
quella del bordo dipendono dalTe par:arrreftizzazion| ma l'accoppiamento tra i due ne
è indipendente.

Verificare che il tetraedro di vertici (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1) è una superficie
composta orientabile.

S i a X r l a s u p e r f i c i e l a t e r a l e c l e l c i l i n d r o  { ( ( * , y , 2 ) : x 2 + y 2  1 1 , 0 1 7  < 1 } " D 2 u n s u o
"coperchio", {(x, y, z) : x2 + y2 + 82 : 9}.Mostrare che X : Xr U Xz è orientabile e in-
dicare il legame tra le possibili orientazioni di tr e ?Di e quelie di t, At.
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GlI operaterr"i clifferenziaIi '"V A" e "V . "

Il roLore è un operatore differ'enziale che associa acl
ur campo vettoriale ìrl : O --* [R] di e,lasse gt
(F : (F1, Fz, Fz), O C R3 aperto) un altro campo
vetloriale definito in Q:

rotF:: ((Fr).,  - (Ft),,  (f1). - (.F:),,(Fz),* (F,)r)

Si trsa anche un'altra notazione, pLlrarrnente fonnale
rna utiie per ricordarsi la formtrla:

Arche la divergenea è un operatore ciifferenziaie
che agisce su un campo vettoriaie trì. ma gli as.socia
invece nna flrnzrone scalare:

div F : (tr, ), * (Itz)" + (li). (V ,F)  :  V  F)

Divergenza e rotore costituiscono due concetti fon-
damentali della fisica matematica. Per esernpio, gio-
cano un ruolo centrale nella descdzione deil'evólu-
zione clei canrpi elettromagnetici, le eosiddette leggi
di Maxiuell (James Clerk }zfaxwello "A TreaJise on
Etrecfrici'i1' anri È4agni:ti$,i1i", !813') e clei 1lLiicli, le:
cosiddette ec1uafioni di Navier-Stolces (Claucle
I-ouis Marie Hgirri blavier, "Mérnoire sur les lois dri
mouvernent cies fluides'2, 1822^ e George Gabriel
Stokes, "On the theories of the intematr fiíction of
fluids in motion, and of the equilibriurn and r,notion
of elastic solids", 1845).

In questo capitoio vedlemo come interpretare i
clue oper'atori tuarnite due fondamentaii identità inte-
gralr, il feorerna della rliv,ergenzo e 1l teorema del
rotore. Per sviluppate Llrl mrnimo di inturzione con-
sideriamo due campi vetforiali,

P(t)(-r, y, z) :  (y, - r,  0),

P(2)(x ,  _r - ,  z) :  (x ,  ) , ,0) .
I loro lotore e divergenza sono, per ogni
x : lx, _v. i)  € lJ(-,

lrlella figura sono staii visualizzatiE\I) e F(2) in un
arlritrario piano onzzsntale (z :costante): F'(1) sem-
bra "luotaLe jflto1no" all'asse parallelo a rot F,
menfie F(2) senrbra "divergere" da tale asse.

I concetto intuítivo suggelito dalla parola
"nlotare" si tracluce nel concefto di circuitaz.iotrc
di Ir'iì Lttrtgo Ltna utrvo r'Ìtitrsa ^y:

f  
" ,  r ( r l - r - .  ,  r { i )  r . .  î [ , r . . 1  .

|  , , . ' , , ,  - , ) \ ' t  :  Fi '  dr + f  ) '  dy l ,  _".

l-ì,p,fo ;: i-. lllr e sor-;]iilrclo {itti ,{ ia cirrj{lntr-ì*'i:ri;iil
y"(x) di laggio a ) 0, centro K e sostegno nel píano
^i :costante" si calcola la circuitazione

(0, o, o).
2 .

I u(i ') : {zntt se I I
J r , ( " )  ( 0  s e l  2 .

Qtresto suggerisce <li interptetare llrot p(l)ll corne la
densitrì di circuitnzione.per unità di area nel pia-
flo ortogonale a rcl F('). In queslo capitoio vedre-
mo come il teorem.cL cli Stokes confermerà questa
interpretazione peî campl veftoriali generici.
Ov'viamente tale inteqpretazione chiarisce la nozione
di campo vettoriúIe irrotazionale Sot F :0) in-
troclotta nel Capitolo 12.

Analogamente il teorema della cLivergenza fol-
nirà la possibilitrì rh ilterpreteLre di-z tr(x) corne la
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tlen,cità dit'Iusso rel.ativo aF, per unità di vol.ume,
uscente rLa x. Vedremo nell'Esenrpio 16.6 che, per
esernpio, 1a divergenza è lo stnimento opporhrno
per fonnnlare la legge dl consentazione della nms-
sa, Per t'endersi conto dell'irnportanza appltcativa di
Vn e V. basta considerare qualche esernpio. Se v
rappresenfa il campo di velocità cli un fluido, l'eqna-
zione div v : 0 esprime I'incomprimi,bilità del
fluiclo, mentre ur :== rot l' si dice vorticità clel flui-
do. Nelle equaziolri di Maxrnoell, i1 campo magneti-
co B e il campo eiettúco E sono tali che div B : 0
e cliv E è proporzionale alla densità cli carica elettri-
ca. Le equazioni di Maxwell forrriscono anche un
esempio utile per far capire il limite delf intuizione:
rot Ir(1) : (0,0,2), ma dividenclo p'(t) per x2 +y2

I

t

i1 lavoro del carnpo lungo

/ 1 - \ \

Come abbiamo visto nel filo rosso del Capitolo tr2,
tale canrpo rappresenta, a fiieno di una costante moi-
tiplicativa, il campo rnagnetico generato da rur filo
infinito (l'asse e) percorso cla una colrente elellrjca;

che non racchiuda I'asse z è nullo, mentre non è
nullo se la circuítazione racchiude taie asse (si verJa
llEserr,rpìo 12.12).

l v - - r \

f; i ;t 
'  ,2 +,,2 'o 

) 
: (0" o' o)

se (x, ),) I (0, 0).

16.1  D ivergenza e  ro to re

In questo capitolo si intloducono due risultati, di fondamentale importanza apphcati-
va, che connettono un integrale doppio su un insieme f-) c R' a un integrale curvili-
neo sulla sua frontiera afì (il teorema della divergenzanel piano), un integrale triplo
a un integrale di superficie (il teorema della divergenza nello spazio), e un integrale
di superficie a un integrale curvilineo (il teorema del rotore). Quindi, in generale, si
"abbassa" la climensione delf insieme su cui si integra: in questo senso, tali risultati
possono essere considerati come l'analogo in R' e R' del teorema fondamentale del
calcolo per integrali su R, in cui si riduce f integrale di una funzione su un intervallo
(un insieme di "dimensione uno") al valore di una sua primitiva in due punti (un in-
sieme di "dimensione zero").

Per semplicità, faremo f ipotesi che le funzioni coinvolte siano sufficientemente
regolari: se Í-) è chiuso, una funzione f : 9 c B" r R si dice di classe Ct(fr) se esi-
stono un aperto X f f-l S) vîa funzione f e Ct (X) tale che f :.f io 0, e in tal caso
su 0f,) si pone Vf : V/. Un campo vettoriale v : fl C R' -, R- è di classe C'(fr)
se lo sono le sue componenti.

La divergenza drun campo vefforiale v : Í=l c Rn -* Rn, di classe Ct(f)), è defi-
nita come segue:

l ivv : f)--- R, divv(x) ,: f 9Lr.",,.
fr d*,

Si noti che la divergenza è una grandezza scalare, owero divv(x) è un numero reale.
Per esempio,
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se n :2,  d iv (v1 ,  vz)  :  
#.  * :  

(vr) ,  *  ( r r )y,

se  n :3 ,  d i v (u1 ,  vz , vz ) : # .# .# :  ( v r ) ,  +  ( vz ) y+  ( v3 )2 .

Poiché, formalmente,

S d r '  /  (  a  a  \  . \
k  a . , :  \  \ r "  '  " ' )  a r ) ' ( v 1 '  "  ' ' " )  

I

si scrive anche

d i v v : ( V , o )  : V . v .

Se/ è una furzione di classe Cl e v è un campo vettoriale di classe Cr, alloravale la
seguente relazione, analoga allaregola della catena:

div(/v) : É ry: É (r** 
",+) :/divv+ (V/,v)

t i  dxt  f \ "  dxi  'axi /  l

Se z € C({l), è ben definita la funzione Au: Q --+ R, usualmente detta Iaplaciano
d iu :

A,u(x) = div (Vz(x)) : div (u*,(x), .. ., uxn(")) : 
f u*,*,(*).
j :1

Il rotore di un campo vettoriale v:f) c R3 -* R', di classe cl(fr), è stato già in-
contrato nel Capitolo 12:

rot v ::  ({rr), - (vr)r, (vz)* - (vt)r, (vz), - (r,)r) in f t .

Si usa anche un'altra notazione, puramente formale ma utile per ricordarsi la formula:

r o t v : V A v : d e

(1o studente controlli sviluppando il determinante rispetto alla prima riga). Se
v(x,y): (vr (*, y), vz(x, y)) è un campo vettòriale in R', ìwero
v: f) c R' --r R', lo si identifica con il campo vettoriale v : f) x R -- R3 definito
da v(x, l, z) : (vt(x, y), vz(x, y), 0), e si def,rnisce di conseguenza

ro t  v : :  (o .o  '  \
\  , l vz ) *  -  \ v t ) v  ) '

Calcolare la divergenza e il rotore dei seguenti campi vettoriali:
a) v(.x, y) : (xzy3, y2 - xy + 1);
b) v(x, y) : (x snz(xy), y cos2(xy));
c) v(x, !, z) : (xy, yz, zx);
d )  v (x ,  y ,  z ) :Y f  ,  f (x ,  y ) :  (x *y ) log(x  -y )  -  z .



16.2 l l  teorema del la d

X6 .2  l l  t eo rema  de l l a  d i ve rgenza  ne l  p i ano

È utile partire da1 caso in cui 0 è un dominio semplice d.el piano. Un dominio sempli-
ce, per esempio lispetto a x,

f - )  :  { (x ,  y)  e  R'  :  y  e lc ,  d) ,  * (y)  1  x  1 0(y) } ,

si dice dominio semplice regolare atrattrse a,p e Cl(ic, dl) e a(y) < 0(ù p",
ogni y € (c, d). In tal caso la frontiera Afl è il sostegno di una curva di Jordan 1, che
si assume orientata positivamente (owero in modo da tenere 0 a sinistra, si veda
Figura 16.1). Poiché 1 è regolare atratfi, se ur € c(8CI) e f e c(09 sono, rispetri-
vamente, una forma differenziale e una funzione, allora gli integrali

(  1 6 . 1 )

sono invarianti per curve orientate equivalenti (con 1o stesso verso nel primo caso, in-
dipendentemente dal verso nel secondo), quindi ben definiti.

Supponiamo che fì sia un dominio semplice rispetto a x (altrimenti scarnbiamo x
cony): f-t  :  {(x, y) :  y e lc, Q,a(y) < x < 0(y)}.

Dimostriamo prima la (16.2). Utllizzando le formule di riduzione (si veda il
Paragrafo 14.2.1) si ha che

lrn.' ': fr'' lun' * ': 1",' *

D'alttaparte, ricordando f invariaîzaper curve equivalenti con 1o stesso verso, si ha

, 1F(4 rd

Jur_ for :  J " , ^  f ( * . r ) .0dy*  J ,  f {o { t ) ,y ) . tdy

f*(x, y) dx
pd.

: 
J, 

(f (P(v), v) - f ("(v), v) dv

(f (r(y), y) dy

f  (*, d). o dy * 
lo' f  {o{r), y) .t  dy

e quindi le due espressioni coincidono. r7(y)
Dimoshiamo ora la (16.3). Si osservi che, posto F(y) :: I f (r, y)dx, si ha

J 
"(v)

p00)
F'(y):  f  (00), y)0,0) - f  ("(y),  y)",(y) + |  fr(r ,  y)dr.

J a(v)

Figura 16.1
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Integrando rispetto a y n (c, d) e ttlltzzando le formule di riduzione, si ortiene

F(d.) - F(c) : 
l,o f {O{ù, ùg,(y)dy - 

l"o f {,{y), y)*,(y)dt, t- f 1,.,f,,
owero, ricordando la definizione di F,

I  f  fd fd sg(c) rF@)- l l^fr: I f@(y),ùg'(y)dy- I f@(y),y)*'(y)dy+ | fdx- l 
" 

r*J J o  J c  J c  J a @ )  J o @ ;

D'altraparte, sempre per f invadanzaper curve equivalenti con lo stesso verso,

S sA@ pd 1g@) yd

Jun.f*: J*r,t fdr+ J, f {o{ù,ùg'(y)dy- J*,,^ fdx- J, f{"{ù,y)a,(y)dy

e quindi le due due espressioni coincidono.

Le formule di Green sono vere in una classe estremamente più ampia di insiemi del
piano: basti notare che se il dominio è semplice rispetto a entrambi gli assi, per pro-
varle è sufficiente uttlizzare la prima parte della dimostrazione, in cui non si usa là re-
golarità della frontiera (se non per dar senso alla scrittura "integrale sulla frontiera
otl,entata", ma si potrebbe superare questo ostacolo). Truthare questo argomento ci
porterebbe fuori dagli scopi del testo. Piuttosto, è importante osservare che, anche se
la frontiera è regolare a tratri,le formule di Green valgono in una classe molto più
ampia di insiemi, che chiamiamo domini regolari a tratti (si veda Figura 16.2):

l"

I
I  u : :

J an+

vale il seguente risultato:

f-lrr'' Iunf*':Ll.,r

Si wole calcolare I'integrale del1a forma differenziale w : xydx + (3x + 2y)dy sulla fl'on-
tiera del quadrato o : {(r,y) ' l:cl < 1, lyl ( 1} orientatapositivamente. Si potrebbe utr-
hzzarc la definizione e paramefrzzare i quatfro tratti di curva (lo studente controlli).
Tuttavia, è più sempliceutihzzarc le formule di Green:

r t

I  , : l  * d * + l  e x + z y ) d yJAn* JAn+ Jann
f  f  t r  î r: -  

JJn**ur* JJr3dxdy: JJ:dxdy:t2

(la penultimatgmglianza segue dal fatto che.r è dispari e O è simmetrico rispetto all'asse
).

Posto

Figura f 5.2
/dr, (16 .4 )
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Svolgiamo la dimostrazione facendo l'ulteriore ipotesi che fl possa essere suddiviso
in un numero finito di domini semplici regolari atrattímediante un numero finito di
"tagII" paralleli agli assi (si veda Figura 16.3).

Supponiamo inoltre che esistano N domini semplici regolari a ffattí, f);
( i :  l ,  .  .  . ,  AD, tal i  che

N
a ) Í - l :  U 0 , ,

U) Ói n f4' : O per ognii I j,
c) dfl; n Aflj è il sostegno di un numero finito di curve regolari per ognti I j.

Proviamo solo la (16.2) (l'aItr:a si ottiene allo stesso modo). Sia {; txnparanrtert'rz-
zaztone di îlli orientata positivamente. Per I'additività delf integrale e il
Teorema 16.1,

Figura 16.3

Figura 16.4

Per (b) e (c), i tratti di {; che intersecano 0f}7 e i rraffi di!; che intersecano 0f,); so-
no equivalenti e con verso opposto (si veda Figura 16.a). Quindi il loro contributo
si cancella, e nella soÍtma a destra compaiono solo curve il cui sostegno appartiene
a 0Q:

r ' / .  N  r r  N  î

| | f,a*ar:I | | r-arur:t I rdyJ J a "  É J J n i  T J t i

| | r.*ur: * | l,,r*or: *,i- 1",,,fdv,

Y; , t  U  '  "U^ ' l i ,M , :  0 f l i  n  A f ) ,  i :  l ,  ,  ' . ,  N .

Per (b), tali curve si incontrano in al più un numero finito di punti; per (a),l'unione
dei loro sostegni coincide con d0; per (il) della Definizione 16.2, e per la scelta
dell'orientazione di {;, il verso delle loro paramefiizzazioni coincide con quello del-
Ie curve 17.. Pertanto



î ^ K

[  [ r ,*or: i  i
I  I  "-- '  /-r  IJ J t<:t  , t ' l

fdv: I  fdv
k  JAQ+

Figura 16.5

Flgura'16.6 Normale
estefila e versore tangen-
te positivo.

r*('):g##

Il prossimo risultato raccoglie alcune sernplici conseguenze delle formule di Green:
la prima è rin'utile formula per il calcolo di aree, le seconcle due costituiscono ii pn-
mo esempio di "formule di integrazione per pafti in R"".

Infatti la dimostrazione è immediata: per il punto (l) si applicano le formula di Green
con f : x e f : y (l'ultima ugwglianza è una conseguenzadelle prime due), mentre
(ll) segue dalla formula per la derivata di un prodotto ((fù, : f,& * /g" ecc.).

Se f) è un dominio regolare atraÍti, su 00 è definito, tranne al più in un numero fini-
to di punti, il versore tangente positivo T+: se lo,bl> t r--+ y(t): (x(t), y(/)) è
una delle curve che percorre 0f), ed è regolare tn t e (o, b) e T(r) : x, si pone

( 1 6 . 6 )

I1 versore n" ortogonale a T+ che punta verso l'esterno di O si dice normale esterna
a f):

Sia Q c R2 un dominio regolare a tratti.
(l) Per ogni À, tr^r, € FR tale che À + 1t" : 1

l C I l  : /  * d y : - [  y d * : [  À * d y - p y d x .  ( 1 6 . s )
J AN. J AQ.I J AA

(ii) Sianof , g e Ct(A). Allora

f f f f I

J Jrft- 
dx dy: 

Jon-fsdt 
- 

J J,,g"f, 
dx dv

e
t f  f  f  f

J Jrfr, 
dx dv: - 

Jon ft* - 
J J"sfy 

dx dv.

Si vuole calcolare l'aîea della regione O delimitata dal sostegno della curva
.y: ( /  cos t , ts int) , t  e (0,2tr) ,  e dal segmento che congiunge ipunt i  (0,0) e (2n,0).8
chiaro che conviene úllizzne la (16.5) piuttosto che il calcolo diretto dell'area. Si noti che
la curva ̂ y è orientata positivamente rispetto a Q e che il contributo sul segmento è in ogm
caso nullo (y:0 oppure "dy:0"). IJliltzzando per esempio lf,)l : -frn-ldy, owero
F:0, s i  ot t iene

che non è di immediata soluzione; analogamente per À : 0. Se invece si sceglie
). : u : 712 il calcolo si semolifica drasticamente e si ottiene

r f2n

l 0 l  :  /  xdy :  /  r cos r ( s in / - t - t cos t )d t ,
J ann Jo

t o t  -
t " " t -

i  r zn
( " d y  -  y d * ) : +  |  ( t  c o s r ( s i n / * /  c o s r )  - r s i n / ( c o s / - r s i n r ) ) d r

L  J o

. , ó7T"
t - d t :  

6  
.
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( 1 6 . 7 )

Siamo ora in gado di formulare il primo dei due risultati fondamentali preannunciati
nelf introduzione.

Ragionando come nella dimostrazione del Teorema della divergenza (con (vz, - vù
al posto di (u1, u2)) si ottiene ciò che nel Paragrafo 16.4 sarà interpretato come ll teo-
rema del rotore nel piano:

(v ' ( t ) ,  -  x ' ( t ) )
n . (x )  :#*  .

i lT',(r,)t l

Siala, bl = t'* T(/) : (x(t), y(r)) una delle curve che perconono EÍì:

f  ,  fb  ,  ,  / . \ \  /  / . \ \ \  r r  t / . \ ,  , .  (per  la  de f .  d i  in tegra le

/ 
(v, n")ds : 

J, $fu(r)), n"(1(r)))ll1'(r)ll dr ;;*,,** di r specie)
f D

: 
J" Q'(v(r))v'(ry(r)) - vz(v(r))x'(v(r))), dr (per la def. di n")

r
: I vfiy - vzdx (per la def. di integrale curvilineo di II specie)

J y

Poiché questa identità vale per ciascuna delle curve y6 che percoffono Ef), som-
mando rispetto a k e utilizzando le fonnule di Green si ottiene

f  f  ( r 6 . 2 ) - ( i 6 . 3 )  f  f  r ,  \ -

Jun\,n")ds: Jun_rru, 
-v2dy' '"- ' : ' ' " ' '  

Jf ((ut), + (vz)r)dxdy

e f integrando a destra coincide con la divergenza di v.

Si r.uole calcolare

f  ,  .  ) t  1  .  / ^  - v Z r ,

/  (.or x +6y'))dx* (3x- e-v-)dy, dove ̂ y(r) :  (sinr, cosr), t  e 10, 2r).
J ^ !

La cuwa 1 è owiamente una curva di Jordan il cui interno è il cerchio di raggio 1, 81, e ̂ y è
orientata negativamente. Percio

r ^
/  1 "o ,  "  

+6y \dx*  (3x  -  , - " )dy :  -  
l /  o*  (3x  -  e - r ' , -  cos  )ú  -  ey2)axay

J y  J  J s ,

: -  [ [  O - n y ) d x d y : * : l  t s 1 1 - - _ 3 r .
J  J B I

Si noti che il calcolo diretto sarebbe risultato più laborioso.

Sia 9 cR2 un dominio regolare a tratti e siav: (vt,v2) un carnpo vettoria.le avalort
in ERz, lhnitato e di classe Cl itt {'t. Allora
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f
( v , T + ) d r :  /  v À x Í v z d y .

JEO+

Le ugtaglianze tra integrali curvilinei di prima e seconda specie, che abbiamo scntfo
esplicitamente nei due enunciati precedenti, sono sintetrzz,ate in modo fomrale daiie
uguaglianze

trs dr : (dy, - dx), T I dr : (dx, dy) ( i 6  8 )

(si veda Figura 16.7). Nei plossimi paragrafr motiveremo la nomenclatura nonnal-
mente utilizzata per i due integrali curvilinei che compaiono nei teoremi della diver-
genza e del rotore:

f

Jurft, 
ne)dr : flusso di v uscente da fl

Jun$, 
T*)d" : ckcuitazione di v lungo 00.

!t9 f) : B(0, 1) in R'. Si vogliono^caicolare il flusso uscente da CI e la ctrcuitazione lungo
0fl del campo vettoriale o : (*y, y2). Applicando i teoremi della divergenza e del rotoreJi
ottiene

lunft,n")ds : 
I l,@r,+ (v\,)axav : 

I l,3ydxdy 
: s

l,,rtr*)d" : I l.(0\.- (u),) dxdy: I ln-,a*a, : o.

Calcolare I'integrale di u su EO+ nei seguenti casi:
a )  w:  (x ta rc tg ( " f ) )ay ,  f , t  :  { ( r ,  y )  e  R '  :  x  1  I ,  -  x  <y  <  I ) ;
b)  c , , ' :  ( * - y t )d * * ( y3  +  

"u )dy ,  
O :  { ( " , y )  e  R ,  . .  x2  +y2  <Rz ,x )0 ,y>  0 } .

Calcolare l'area della regione O delimitata dalle seguenti curve:
a) V(r) : ((1 + sin /) cos t, - (I * sin /) sin r), t e l0,2tr];
b) v(r) - (cos3 t, sin3 t), t e l0, Ztrl.

Calcolare il flusso di v uscente da O nei seguenti casi:
a )  v :  ( y t  + * t , y 3  - d ) , f ) :  { ( r , y )  e  R ,  , x 2  + y 2  1 Z , x  <  0 , y  >  0 } ;
b )  v :  ( r + y ' - 3 , y l x 2  -  6 ) , e :  { ( * , y )  €  R 2 :  x 2  l ! 2  - 4 x i 2 y - f l  < 0 } .

16.3  l l  teorema de l la  d ivergenza ne l lo  spaz io

Per generalizzarc il teorema della diverg enza agli integrali tripli, è necessario precisa-
re la nozione dinormale esterna a un insieme f l c Ri. Supponiamo che 00 consi-
sta di superfici (elementari o composte) orientablli e senzabordo a due a due disgiun-
te (si pensi per esempio alla corona sferica {x e R3 : 2 < llxll < 3} la cui ffontiera è
formata dalle due sfere di raggio 2 e 3). Sia X una di esse: allon su D è ben d.efinita

[ [ <r*v, e3)axdy: I
J  J n  J a Q

ffi

ffi

Figura 16.7
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e continua (tranne ai piu sul sostegno di un numel'o fmito di curve semplici, gli even-
tuali "spigoli" di x) la normale n+ e la sua opposta n- : -n*, La normale esterna
n, a f) su x è, tra le due, quella che "punta verso l'esterno" di Í^ì, owero tale che

x * tn" / f) per ogni f > 0 sufficientemente piccoio.

Quindi n" induce un'orientazione su X: nel caso di super{ici elementari è owio, ma è
vero anche per superfici composte (anche se non lo dimostriamo; tale questione è le-
gata all'osservazione successiva allaDefintzione 15.11). Si può perciò dare, in analo-
gia con i domini piani, la seguente definizione:

(16.e)

è possibile dimostrare, ma non lo faremo, che se Í-t c R3 è dominio regolare a tratti,
allora vale il teorema della divergenza,nel senso che

f f f f
|  |  I  divvdxdydz: |  (v, n")dS per ogni v € Cl(s-l ;  Rr). (16.10)

J  J  JA  JAA

La verifica è particolarmente semplice nel caso in cui f,l è anche un dominio sempli-
ce rispetto atutti gli assi:

si indica con- (n"), e R l ' l -esima componente di ne:ne: ((n")r, (n.)2, ("")r).
Supponiamo di aver dimostrato le tre formule di Green nella forma sezuente:

I I |,r*dydz : I lu,rto"),ut,
I I |,r,*dydz : I lunr{o"),*,
I I Lr,*dydl : I lunr{o"),ot

Sia v. : (vt, v2, 4): Sostituendo f : vtnella prima, f : vznella seconda, f : v3
neILaterua, e sommando, si ottiene la (16.10), Restano quindi da dimostrare le tre
ugaaglianze. Si dimostra solo la (16.11): essendo f,) semplice rispeffo atuttí gli assi,
la dimoshazione delle altre due è identica. Sia quindi

f} :  {(x, y, z) :  a(x, y) 1 z 1 g@, y), (x, y) e D}

dove.D è chiuso e misurabile e e,, B e C(D). Allora, integrando per fili,

lunror': É I,rror,

( 1 6 . 1  1 )

Posto



I I l,r,: I l,ro, y, g(*, y)) a* * - I l,r(x, y, a(x,y))dx dy
Si noti che sulla superficie "superiore" X1 : : {(*, y, 0(x, y)) : (x, y) e D}

t +7 t r+03
(si veda anche 1a (15.11)), quindi

[ [-re, v, o(x, ù) a'av : [/ 11o,;, os.
J Jn"  r  JDt

Analogamente, sulla superficie "inferiorel' E2 :: {(*, y, o(x, y)) : (x, y) e D}

(a*, ar, _ l)

l ,  *  a l+  a2 ,

- 
| I"rO, !, a(x,y))0" o, : 

I |r.,f(n.), ds.

Poiché (n"): : 0 sulle (eventuali) parti verticali di Af-, abbiamo trovato la (16.11).

Con argomenti :;imili a quelli usati nel piano, la dimostrazione della validità di
(16.10) si estende a un dominio regolare atrattt che può essere suddiviso in un nume-
ro finito di domini semplici rispetto a tutti gli assi attraverso un numero finito di
" tag l l "  para l le l i  a i  p ian i  coord inat i  x : ! :0 ,x :  z :0, ! :  z :0 .  È oppor tuno
illustare il ragionamento che sta alla base di tale af[ermazíone atftaverso un ésèmpio.

Figura I 6.8 Suddivisio-
ne del dominio O dell'E-
sempio 16.5: in colore il
bordo di O.

Siano Ba c R3 la palta diraggio 4 e Oe il cubo di lato 2, entrambi centati nell'origine. Sia
O la chiusrna di Lla \ Oe. Allora 0O consiste di due superfici disgiunte, senza bordo e orien-
tabili: d0o U 1Bq. Su OBa la normale estema a O è quella estema allapalla 84, menffe su
OOs è quella inter:ra al cubo O6.

Utrltzziamo come tagli porzioni di piano, come indicato in Figura 16.8, per decomporre
O in 6 domini semplici rispetto a tutfi gli assi e regolari a tratÍi. Per il Teorem a 16 .-14, a
ognuno di essi si può applicare il Teorema 16.8: sommando, gli integrali sulle superfici ele-
mentari comuni a due distinti domini semplici si elidono, essendo i due vettori normali
esterni opposti. Si conclude che vale la (16.10).



Sianop(x , r )  ev (x , / )  ladens i tàe lave loc i tà inxeXa l tempot€( \ , / z )  d iun f lu idocon-
tenuto in un contenitore X, un insieme aperto in R'. Supponiamo che p e v siano di classe
Cr. Sia B,(xo) la palla di raggio e > 0 e centro xs e X, Allora

t I r
M,(xo, ,) , :  

J J Ju,oup(x, 
r)dx

è la massa del fluido contenuto in Br(xs) al tempo /.
Posto div (pv) : (pvl)* + (pvz)u + (pvz) r, ovvero la divergenza ngu'arda 1e sole va-

riabili spaziali x, y e e (e non quella temporale, t), si ha, per il teorema delle divergenza, che

t t t div (p(x, r)v(x, r)) a": [ [ (pv, n")ds.
I  J lu,6r1 J JaB,go)

Integrando nelf intervallo temporale (tr-r, /o*s), con /s e (t1,t2) ed e)0 tale che
ts * e € (h, tz) , a destra dell'uguaglianza si ottiene la massa totale che esce da B r(xs) attra-
verso 0Br(xo) tra i tempi ts-e e ts*e. Chialamente questa quantità è uguale a
Mu(xo, ro + e) - Mr(xo, to - e), quindi

f t o + e  /  r r î  \
|  |  |  |  l ^ .  d i v ( p ( x , r ) v ( x , 4 ) 0 * l d t : M , ( x ; ,  r o * e )  - M , ( x o , t o - e )

J t s -e  \ J  J  JB , ( x6 )  /

D'alfiaparte,

Mu(*0, to -r e) - M,(xo, to - e) : 
l,^^1,' 

%*L u,

r t o+e /  r  r  r  \= 
J,,-, \J J lu,,*rP'(Y' t) av 

)at
dove abbiamo scambiato I'operazione di integrazione rispetto a x e quella di derivazione ri-
spetto a / (si confronti con i1 Teorema 11.10). Dividendo per la lunghezzadell'intervallo
temporale, 2e, e per il volume di B, (xe), si ottiene quindi

1  f o + e (  r  f  f  f  , , . \  r . , , . \ ,  . . . . \ .'  
I  l -  t  t  t  t n , t x , t ) - d i v ( p ( x , r ) v ( x , r ) ) ) d x f d r : 0

2e J ,o-u \  lB.(xo) l  J J J n,1,01\rI  
\ - . '  - ' l  " - '  \ r  \ - '  ' /  '  \ - '  

/

per ogni e ) 0 sufficientemente piccolo. L'integtale rappresenta la media della funzione in-
tegranda nelf insieme Br(xo) x (ro - E, to* e); quindi, essendo I'integranda una funzione
continua, converge a pt(xo,ls) - div(p(xs, re)v(xs, rs)) pere -- 0+ (si confronti conil (v)
del Teorema 14.5), owero p, - div(pv) si annulla h ("0, /s). Per I'arbitrarietà di xe e /6,
abbiamo trovato che p e v verificano l'equazione

p , - d i v  ( p o )  : 0  i n X  x  ( t 1 , t 2 )

detta anche equazione di continuità o legge di conservazione di massa.
Si noti ctré n questo es'empio 

"tn"tgòtto 
in modo del tutto naturale integrali in Ra, che

per semplicità espositiva non sono stati Í:attati esplicitamente nel Capitolo 14. Tuttavia, co-
me già osservato, non vi è alcuna differenza sostanziale; in particolare i due nsultati cui si è
fatto riferimento (teoremi di derivazione sotto integrale e della media integrale), seppur
enunciati rispettivamente per integrali semplici e integrali doppi, restano validi in Rn.

Come anticipato nel capitolo 15, I'integrale su df,) nella (16.10) rappresenta il flusso
di v uscente da f,). Secondo il teorema clella divergenza, quindi, f inlegrale di div v
iir un contenitore f) è uguale al flusso di v uscente da 0; questa interpretazione è alla
base clella sua glande nlevanza applicativa.

Cerchiamo di dare un'interpretazione "locale" della divergenza di un campo vetto-
riale di.classe Cl(Q). Fer ogni xe € Q e e > 0 sufficientemente piccolo

Equazione
di cont inui tà



I  teoremi del la diver480

flusso di v uscente da Br(x6)
( 1 6  1 2 )volnme di Br(xe)

e poiché la quantità a sinistla converge a div (v(xs)) per e --+ 0, si pohebbe dne cli,:

div (v(xs)) rappresenta la densità di flusso "uscente da x6" per unità di volurne.

Tale interpretazione, anche se poco precisa se non si ricorda la (16,12), è utile qgal-
do si definiscono matematicamente concetti fisici o qnando, viceversa, si devorrc in-
tetpretare fisicamente cefte equazioni matematiche. Per esempio, un Jluido incom-
primibile si clefinisce matematicamente richiedendo che la sua veloóità v verifichj
l'equazione divv : 0.

dil I I l,,or.ivvdx : !oa'

Si luoie calcolare il flusso del vettore n : (*r, yr, zr) uscente dal tehaedro
S^l :  {(r :  l ,  z)  eR3 :  x )  0,  y ) ,  0,  z) 0,  x - ly *  z<' l i ,or,vero I IunF,n")dS.

Applichiarno il teorema della drvergenza e utlhzziamo le formule di riéulione:

Detemrinare il flusso di v uscente da f) nei seguenti casi:
a) v : Y (xz + y') + z', f,) un qualunque dominio regolare atratri di area 7;
b) v :  (r '  + rr ,  y2, -  2z),  Q :  Br l
c )  v :  ( * ' + y ' *  z ' ) ,  f ) :  { ( r ,  y ,  z )  e  R 3  : . x 2  l y ,  1 2 x , 0 1 2 1 I  r .

'16.4 l l  teorema del  rotore

Nella dimostrazione, in rete, si tratta solo il caso delle superfici elementari regolari e
invertibili. Ricordiamo che il Teorema 16.6, il teorema del rotore nel piano, è un caso
particolare del Teorema 16.9.

L'integraie curvilineo su Ef) (óX) che compare nel teorema del rotore nel piano
(nello spazio) si dice circuitazione di v lungo Afì (At).
. Come nel caso della divergenza, sipuò dare un'interpretazione locale al rotore di

un campo vettoriale v (pensato per esempio come una velocità) di classe Ct(f)).
Infatti, dati xs € f,Ì, un versore n € Rr e e > 0 sufficientemente piccolo, sia D, c (l
il disco orlogonale a n, di centro xe e di raggio e, orientato secondo il verso di n
(c ioèn :n+ ) .A l l o ra

/ lr.r",n.)ds 
: 

I I l.div 
(x2, y2, z2) dx dy dz

1 l  r l - x  r | - x - ) '  i: l l  I  Q x + 2 y + 2 Z ) d z d y d x : -
J o J o  J o  4

cìrcuitazione cli v lungo ODl

,Sla Íì C [43 aperto e sia 2) C {l una superficie orientabile la cui area è ben definita
Supponiarno che il bordo orientato 0E+ sia I'unione disgiunta dei sostegni d.i un nume-
ro finito di curve regolari a lratti, e sia'l+ il corríspondente versore mngenre.
Sev: (vt ,  vz, u3) :O -- '  [R3 d cl , ic lasse Cr in9, oj lora

[ [< r *v ,n+ )c ts  -  [  < r , r * )d " :  /
J  J ,  Ja t  Jay=

( v 1  d x  * v 2 d y  + w d z ) .

# | |,,(rotv, 
n)d's:

area di D,
( 1 6 . 1 3 )
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e poiche la quantità a sinistra converge a (rot(v(xs)), n) per 6 -) 0, si potrebbe dre

(rot (v (x6 ) ), n) rapprese nta la densità di circuitazione (orientata)
ortogonale a n attorno a x6 per unità di area.

Sia questa hterpretazione del rotore sia quella, data in precederza, della divergenza,
fanno intuire la centralità degli "operatori differenziali" div e rot nella descrizione
matematica di molti fenomeni in diversi ambiti della fisica (ma non solo) quali la flui-
dodinamica (descrizione di vortici) e I'eletbromagnetismo (ctrcvitazione di correnti,
generazione di campi eletLromagnetici, vortici in superconduttività ecc.). Per esem-
pio, divergenza e rotore compaiono nella descrizione deif interazione tra campo elet-
trico e magnetico, le equazioni di Maxwell.

Datala curva n7(f) : (-1, 2 cost,3 sin/) per / € l0,2rl si r.uole determinare la circuita-
zione lungo y del campo vettoriale v(x, y, z) : (yz3 , xy2, xz):

f  ^  l Z n r

ú ,y' dy + *z drz : | (-(z .or t)'(-zsin r) - (3 sin /)(3 cos /)) d/ : 0.
J y  J o  \  ' /

Si noti che 1o stesso risulato segue dal teorema di Stokes: sia D la superficie regolare e
"piaîa" contenuta nel piano x: -1 e limitata dal sostegno della curva T, Allora
n+ : (1, 0, 0) in ogni punto di I e poiché

rotv:  (0,3y22 - z,  yz -  z3) per (x,  y,  z) e R3

si ha che (rot v, n+) si annulla in X e il risultato segue immediatamente.
Si noti che il secondo metodo fornisce come risultato 0 per qualsiasi curva chiusa e rego-

lare 1 contenuta in un piano di equazione x : xo (xs e R).

Calcolare la ctrcu;ttazione di v lungo 0X+ nei seguenti casi:

a) v:  (-y,*t ,  e") ,E+ èlaporzionedelparaboloidediequazionez: 9 -x2 -yz conte-
nutanel semispazio 4 ) 0 con (n+, e3) > 0;

b) v: (y, z, *), X+ è l'intersezione tra il cilindro di equazione x2 +y2 <2 e il piano di
equazione x + y + z : 0 orientata verso l'alto.

Si wole calcolare la ctrcuitazione di v : (x, y2, xz) lungo 0X+, dove X+ è la porzione di
sfera di raggio À contenuta nel primo ottante con orientazione indotta dalla normale estema.

Applichiamo il teorema del rotore, Si ha rot v : (0, - z, 0) e n+ : (x, y, z) /R, per cui
(rotv, n+) : -yzf R. Quindi, utilizzando gli strumenti delParagrafo 15.2 Gi confronti in
particolare I'Esempio 15,6),

sinustn2v cosv dudv:fu,.$,r*)d" : -+ I |,yz ds : -o' Io"'' Io'
p:

Naturalmente è anche possibile procedere con

llar* * d*'f y' dy * xz dz, parumetizzando oppofirlnamente
controlli (prestando attenzione alle orientazioni).

il
il

calcolo diretto di
bordo di X; lo studente

Figura 16.9
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La risonarrza è Ia tendenza di un sisterna fisico a
oscillare con anrpiezza rnaggiore vicino a certe ÍÌe-
quenze. A queste frequenze di risonanza unaforza
esterna anche molto piccola può causare oscillazioni
di grande antpiezza. Il concetto è ben noto: per
esempio un diapason, che produce onde alla fi'e-
qúenza dr 440 H4 fa vibrare un identico diapason
posto nelle vicinanze con la stessa frequenza. I-a i-
sorranza può anche avere delle consequenze îatah.
Nei i940 un fofte vento causò una risonanza mecca-
nica che porlo alla distruzione del ponte di'facoma
(non per caso i soldati hanno l'ordine di intomompe-
te la marcia quando attraversano un ponte...).
Vedremo altri esempi ai termine di qriesto filo rosso.

a(t) : "y" (t)

: R0" (-- sin d, cos 0) * ft (0')' (cos 0, sin g) .
\ _-__--__--v .___ -_EtÉ:/

componente tangente componente normale

D'alh'a pate,La ntassa è soggetta allaforuacli glavi-
tà, F : (mg, 0). Per la Legge dr Newton.

(*u - F, T) : g s' 0" (t) + c,,fr sin 0(t) : g,

dave af; :  glR e T : ( sin9, cos0).

Si tratta di trna equaqione differettziale ordinaria,
l'oggetto di strLdio di questo capitolo. Supponiamo
che il pendolo compia sotro piccole oscillazioni at-
tonro alla configurazione di equilibrio stabile,
0 =0 (si veda il Faragrafo I7,.7): rn tal caso
l0'l < 1, ovveîo sin I - d, e in prirna approssima-
zioùe (owerc Linearizzando il problerna, si veda
ancora il Paragrafo 17.7) possiarno considerare il
moto come descritto dall'equazione

o" (r) + rle1Ò : s. (*)

La rnatematíca ai:u:ta a captre, approfondire e quanti-
ficate il fenomeno della risonanza. Considenarno
per esempio un pendolo tdealazato. lJna massa
puntifomie ru è imperniata ad un punto mediante
un'asta rigida e senza massa di lunghezza R; il mo-
to è bidimensionale (la rnassa in figura non attraver-
sa questa pagina), quindi la rnassa si muove lungo
la circonferenza dí raggio R: descrjviarno la sua po-
sízione al tempo f mediante la curva
y(t) : (À cos 0(t), R sin d(r)), quindi I'accelera-
zione a(r) è

una equazione del seconclo ordine lineare ornoge-
nea a cofficienti costanti. Vedremo nel Paragrafo
1'l.3 che, assegnate posizione e velocità iniziali, ad
esenrpio P(0) : 0s e 0'(0): 0, l'equazione ammet-
te un'unica soluzione,

0(t) :06 cos ( 'ot), f  € R'

Perciò il pendolo ideahzzafo oscilla periodicarnente,
con frequen,tg_ naturale ea e periodo
2T f w() : Zr t/ R I B: abbianro cioè costnrito tln
"orologio a gravità" .In particolare il periodo è piu
breve se l'asta è pirì cor-ta (si pensi at melronomo,
per cui valgono considerazioni identiche) o se la
gravità è più forte (un semplíce metodo cli verjf,rca
dell' eilitticità del pianeta Terra).

Per rendere meno idealizzata Ia siftrazione si de-
ve tener conto della resistenza (rneccanica, nel per-
no, e aerodinarnica). Xl rnodo più sernplice è suppor-

' - Y
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rc ulra fesistenza pl'oporzionale alla velocità;

rnodo si ot[iene

0" (t) + Zkutso' (t) + a60(t) (^ )

dove k ) 0 è una costante adimensionale. Se k < I,
e con Ie stesse conclizioni iniziali di prirna, l'unica
soluzione ò

,  . /  . \
0(LS - 1ss-k'tor ( cos (cu7.r) + sin (",'v,r)),

ap : asr/1-- k2.

Come si vede, la soluzione oscitria intorno a 0 :0

(se invece k > Ila soluzione non oscilla, si pensi a
un pendolo immerso nel miele, si veda l'Esercizio
I7.8).Lafrequenza ap deI sisterna è diversa, ma an-
cora costante, e il moto è smotzato dalla firnzione
esponenziale: ad ogni ciclo, l'angolo massirno rag-
giunto dal pendolo è piir piccolo del precedente.

Supponiamo ora di applicare una Jorza esterna,
per esernpio atlr'averso un motore collegato al per-

no. Si ottengono allora equazioni del tipo

et'Q) +2kasot(t) + alo(t1 : gU).

Se si applica vna forza periodica, ad esempio
g(r) :,fo sin (alt) (f;;'u e R), allora la soluzione
generale è data da

0(t)
1lansttorlo

-&lvJ::li)'
regúle

T
A : \ \ f f i '

V (oO - rt")- + 4K"d6-ù^

dove c1 e c2 sotlo opporlune costanti di integlazione

e 6 e l*r12, rl2] (si veda i'Esercizio 17.8). Come

si vede, per tempi lunghi la parte transitona decacle

àzeto, e l'unico contributo che sopravl'ive ò qriello

dovrrto aLlaforza esteîna. I-a fase ó e, corne si vede.

l'asttprezza .fsA delle oscillazioni rlipendono dalla

frequenza natut'ale {/6. ln pafiicolare, un semplice

studio di funzione mostla che, al vadare di u'

max A(u1 ': A(r,) == \[a] lQlc),
r r€ í0 r - rcc )

. t)r  :-  *tn.\ /  |  -  2k2.

tai

ln) sterna. Pelciò, se &r ̂ i c,.,,. il pendoio inizierà a rotea-

zioni di arrrprezza ragionevole.
Le equazioni viste finora descrivono più in gene-

rale un oscillatore armonico (*), che può essere
smorzato (A) . forzato (n). Altri esernpi classici di

oscillatore annonico sono ie rnolle, i sistemi acustici
e i circrriti di tipo [L-LC (resistenza-inilui1aÍrza-c^Í)^'

ternata). Sui sito internet clel testo è disponibile il

collegamento con alcnni f,rlmati che illustrano il fe-

nomeno di risonanza in questr tre casi: un motore
che fa lrluovere una molla operando a frequenze di-
verse (risonanzamecaaÍ\ica, come quella del pendo-

1o), il classico esempio ciel bicchiere che si disinte-
gra qrrando "entra ín risonanza" con un suono ester-

no (dsonanza acusfica), e un circuito RLC che ac-

cencle una larnpadína (R) sincronizzanclo opportuna-
mente capacità e incluttanza (risonanza eletfroma-
gnetica).

-k"ot(h 
eos (r,,'ar) -F cz sin (rú))



i differenziali ordinarie

Gran parte dei fenomeni fisici e ingegneristici (ma anche chìmici, biologici, ecolorni-
ci...) sono descritti da equazioni differenziali: sitratta di equazioni la cui incoglita
è una funzione e in cui compaiono le derivate della funzione incognita. Nei 

"uìi 
in

cui f incognita è funzione di una sola variabile rndipendente, si parla di eqtut:iioni
differenziali ordinarie (EDO), che sono l'oggetto di questo capitolo (spesso nel se-
guito parleremo per brevità di "equazioni differenziali" o di "equazioni").

L'esempio forse più familiare di equazione differenziale ordinaria è la legge di
Newton,

my" (t) :  F(t, y(t),  y'(t)) ( 1 7 , 1 )

che modelhzzaíl moto di un punto materiale di massa mlungo una guida verticale:
y(r) indica la posizione del punto sulla guida, quindi y'(t) e y" (t) ne rappresentano
rispettivamente la velocità e l'accelerazione. Per esempio, se la forza è dovuta unica-
mente alla gravttà,, si ha

my" (t) - -m8

(con g l'accelerazíone di gravità) che si può integrare elementarmerite ottenendo

y ' ( t )  :  -g t+A e  y ( t )  :  -  L  t2  +At+8.

Le costanti A e Bdipendono da altre condizioni 
"nJ, "*utt"nzzaîorl 

moto; per esem-
pio se laparticella è inizialmente ferma Lîy:0, allora y(0) :y'(0) :0 da cui
A :  B  : 0 .

Un altro esempio classico di EDO è il decadimento di una sostanzarudroattla.La
radioattivitì, y(t) di una sostanza decresce col tempo in modo proporzionale alla ru-
dioattività stessa:

y'(t) :  -qy(t)

(la costante di proporzionalità a ) 0 dipende dalla sostanza in esame).
In generale un'equazione differenziale è scritta nella forma

( r7 .3 )

î ( t ,  y ,  ! ' , . . ' ,  r ( " ) 1  :  o

(r7.2)

(r7.4)

dove/ è una funzione definita in un sottoinsieme di R"+2, a valori in R: per esempio,
nella (17.1) f è data da

f (t,  y, ! ' ,  !") - *!" - F(t, y, y').

Vi sono vari modi per classificare le equazioni dtffercnziali; a questo scopo ci riferia-
mo alla forma generale (I7.4). Anzitutto si individua l'ordine, n, owero l'ordine
massimo delle derivate della funzione incognita che compaiono nell'equazione: le
(17.1) e (I7.2) sono del secondo ordine, mentre la (17.3) è del primo ordine.
Un'equazione si dice lineare se/ è lineare rispetto à1,. . ., y(n):Le (17.2) e (17.3) so-
no lineari, mentre la (11 .1) non lo è in generale. Un'equazione si dice omogenea se
1o è la funzione f rispetto à!,. . ., y\n),owero se esiste ft e R tale che

f ( t ,  Ày , . . . ,Ày ( ' ) ;  :  ^k fU ,y , . . . , y ( " ) )  pe r  ogn i  , \  >  0 .

Per esempio,la (17 .3) è omogena (con k : 1). Un'equazione si dice autonoma se /
non dipende da t, e si dice in forma normale se la derivata di ordine massimo è de-
terminata esplicitamente in funzione delle altre, owero se

y(n)  :  F( t ,  y ,  ! ' , .  .  . ,  y ( " - r ) ) .
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zioni l ineari  del

Oltre a una singola equazione, spesso nelle applicaziont compaiono sistemi di
equazioni differenziali ordinarie'. per esenrpio, una reazíone chinúca tra clue so-
stanze è descntta dalle rispettive concenîazioni y(r) e z(l), coltegate fra loro da
due equazioni.

17 .1  Equaz ion i  l i nea r i  de l  p r imo  o rd ine

Dati un intervallo 1 q R e due funzionr a)b e C(I), consideriamo la seguente equa-
zione diffelenziale lineare del primo ordine:

l ' : a Y + b  : - ; r r I .

Una funzione y € C'(I) si dice soluzione di (17.5) se

v' (x) : a(x)y(x) + b(x) per x e I.

( 1 7 . 5 )

( r7 .6 )

In generale Ia (I7 .5) avrà infinite soluzioni; per esempio, tutte le funzioni costanti so-
no soluzioni dell'equazione y' : 0 in R. Per selezioname una occoffe dunque impor-
re delle condizioni ulteriori. Dati x6 € I e ys € R, una soluzione y di (I7.5) che veri-
frca y(x1) : y6 si dice soluzione del problema di Cauchy:

I y ' : a y i b  r n I
t v(to) : yo. ( r7 .7 )

L'equazione (17.5) è omogenea se b(x):0 per ogni x € 1 e non omogenea altri-
menti. L'equazione

! ' : a Y  n I (17 .8)

si dice equazione omogenea associata alla (I7 .5).
Consideriamo prima l'equazione omogenea associata alla (I7 .5). Supponiamo che

y siasoluzione di y' : ay inle che y(x) # 0perogni x e L Allora

v ' (x)  f  y ' (x \  f
+ : a ( x )  p e r x e l  = +  l + d x :  l a ( x ) d x * C o ,  C o e  R .y \ x )  ^  

J y V )  J  "

Con un'integrazione per sostituzione, si ottiene

r , , t / - , \  1 1  r ,
I LXla* : I la, : logly(x)l + ly(r)l : "J'o(*)a'+co 

: ecoe[ o@)a*.
J y @ )  J y

Ponendo C : Leco I 0 si ottiene

y(x) : +ecoe[ o@)dx - grf o@)d'

per ogni C e R \ {0} A posteriori si verifica facilmente che y(x) : gsf o(r)d' è,ffr-
fatti una soluzione per ogni C e R (quindi anche per C: 0). La costante C si può
considerare come una costante di tntegrazione, eventualmente determinata dalla con-
dizione y(xo) : /6. nel problema (I7 .7). I1 seguente teorema riassume questi risultati
e afferma inoltre che non ci sono alfre soluzioni.

Siano I C R arz intervallo, a e C(I) e A(x) una primitiva dí a in I.
(i) Tutte le soluzioni di yt : ay in I sono y(x) - g"A{,x) con C € ER.
(tD Dati xs e I e ys e R, /a funzione
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))\x) :  YogA(x) 
A(xo)

è l.'unica soluzione d.el problema cli Cauchl, { 
I 

,:,ol 
n I

I  y("0) :  yu'

Quanto affermato nella parte (l) puo essere rienunciato dicendo che

c4(*), c e R

è la soluzione generale o l'integrale generale della (17.8).

(ù y(x): c4@ è soluzione: y,(x):5gA(x)4'(*) : y.@)o(*). Sia ora y(x)
qualsiasi soluzione diyt : ay nI. Posto e(x) ': s-A\x)y(x),

'' (*) 
::i,';il!; ";!i1e-a@ 

v 61 + e-A(x) v' (x)

quindi z : Cinlper qualche C e R, owero y : gs\@).

(ii) Segue dalla prima parte: y : gsA(*) e y@ù: y6, quindi C - e-A(*o)ys owe-

ro y - gte@ : gA(x)-A(xo)rr.

Si ruole determinare I'integrale generale dell'equazione !' : -7y n R. Si ha a(x) : -7,
rura cui primitiva è A(x) - -7x.Perciò y(x) : Ce-7*, C e R è I'integrale generale cercato,

Si wole determinare la soluzione del problema di Cauchy

í y' : ,[*y ^ [0, + oo)

t Y(o) : z'
Siha a(x) : ,fx, una cui primitiva è ,a(x) : !x312. Perciò f integrale generale dell'equa-
zione è

Y ( x ) : C e t " ú ,  C e  R .

Tra queste soluzioni si seleziona quella che verifica la condizione y(0) :2'

Y ( o )  : c e o ! 2 + c : 2

(si usa il punto esclamativo per sottolineare che 71uguaglianza è imposta). Perciò la soluzio-
ne del problema di Cauchy è y(x) : 2eî*r'.

Studiamo ora I' equazíone non o mo g enea:

y ' : a y + b  n L (r7.e)

Siano y(x) e i@) soluzioni della (77 .9). Posto z(x) : : y(x) - y(*), si ha che

z'(x) :  y ' (x)  -  Í ' (*) :  ay(x) +b -  ay(x) -  b -  a(y(x)  - Í ("))  :  az(x)

owero z è soluzione dell'equazione omogenea associata: zt : az. l"t il

Teorema 17.1 z(x) -- CeJ o(*)t*, ovvero y(x) : z(x) + i(x) : i@) + CeJ o(')d*.

Abbiamo così ottenuto il sesuente risultato.



17. "1 ir iro ordine

Rirnane dunque il problerna di determinare una soluzione it(x), detta soluzione par-
ticolare, dell'equazione non omogenea. Di seguito presentiamo due possibili metodi.

1. Variazione della costante (metodo sistematico)

Si cerca una soluzione nella fotma K(l/@, dove A(x) è una prirnitiva di a tn I.
Sostituendo nell'equazione y' : a! I b si ha

K'(x)/@ + K(l/(') a(x) : a(x)K(x)/ (') + b(x) =+ K/(x) : b(x)e-A\x) .

Allora, se K è una primitiva dib(x)e-a(') in I,lafunzione y(x) : K(ù4@) è la so-
luzione cercata e, per il Teorema 17 .2, abbiumo dimoshato la prima parte del seguen-
te risultato.

La dtrnostrazione della (ll) è identica a quella del Teorema I7 'l(ii).

Procedendo come nell'esenrpio precedente si trova che 1e soluzioni di yt : 2xy *.x2 in R
sono y (;r) : ( C + K (x\ d' ) incui K è una primitiv a di xz e-" :

I

K(x) :  
|  

* ' " - * 'd t .

Non è possibile pero esprimere K in termini Ur torro* elementari.

4i17

ffi

Siano I C R tzn intervallo, a,b e C(I) e A(x) una primitiva dí a in L Se 1t è una solu-
zione di (17.9), allora tutte le soluzioni di (17.5) sono y(x) : i@) + CeA\') con C e R.

Soluzione part ícola r i l

Si vogliono determinare le soluzioni dell'equaztone

y ,  :  _Zy  13  in  R.

L'integrale generale dell'equazione omogenea associata, y': -2y, è dato da Ce-z' per

C e R. Seguendo il metoào della vanazione della costante si pone i@) : K(x)e-z''
Sostituendo y(*) nell'equazione non omogenea, abbiamo K'(x)e-z* :3 ovvero

K' : 3e*2" . Integrando, si ottiene K(x) : 
] e2- + C. Scegliendo per esempio

r ^  3 " . . . . .  3
K(x): i r" ,  s i  conclude che l(x) 

- l -szx"-zx:+ è soluzione de1l 'equazione non' 2 Z z

omosenea e tutte le soluzioni sono

y ( x ) : | * r r - " ,  c e R .
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2. Metodi ad hoc per ricavare Í(x)

Qualche volta è possibile "intuire" la forma di una soluzione particolare y(.v) di
y' : ay f b. Per esempio, nell'Esempto 17.3 ci si poteva aspettare I'esislenza di una
soluzione costante: i@) : c6. Sostituendo y : co nell'equazione si f.ova irr:nediara^
mente il valore delia costante: 0 : -2co + 3, ossia co :3l2.Illustriamo questo rne-
todo con qualche esempio.

y '  :2y  l3eb in  R (À  e  R) . ( 1 7 . 1  1 )

Con argomenti anaioghi a quelli usati nell'esempio precedente, si cercartrra soluzione nella
forma

!(x) : aeM '

Sostituendo nella (17.1 1), si ha

).aeb : 2aeb 13ào per x € R

ovvel'o ),a : 2a -F 3. Ricordiamo che À è dato e che dobbiamo icavare a:

Si consideri 1'equazione

y '  : 3y  +4x3  +2x2  _  x *  |  i n  R . (17 .10 )

Osservando che la derivata di un polinomio è ancora un polinomio, si cerca una soluzione
particolare nella fonna

Y ( x ) : a x 3 + b x z * c x l d .

Sostituendo risulta che

3 a x z  + 2 b x I c : 3 a x 3  - f 3 b x 2  * 3 c x . - _ 3 d * 4 x 3  l 2 x z  - x + l

owero, raccogliendo i termini con le stesse potenze,

( 3 a +  4 ) x 3  - f  ( - 3 a n 3 b  1 Z ) x 2  +  ( - 2 b  + 3 c  *  r ) x +  ( - r  + 3 d +  1 )  :  O .

L'uguaglianza è verificata per ogni x e R se e solo se

, 0

5  + 2 : 0
: - 1 : 0
' f 1 : 0

ossia

4 )
o : - . ,  b : - 2 ,  c : - I ,  d : - ; .

. 4 )
Al lora i@): -  

,x ' -2x:2 
-x- |  è soluzione di  (17.10) erutrele soluzioni di  (17.10)

sono J 3

y ( x ) :  c e 3 ' - I * t  - 2 * ' - * - ! ,  c e  R .
J J

Si osservi che il metodo della vaiazione della costante avrebbe portato al calcolo delf inte-
grale [(4x3 l2x2 - x+I)e-3'dx,lacuisoluzionerichiede 3integrazioniperparti.

( ) ,  -  2 )a  :3  <+ (^ + 2).



Dunque, se À I 2, le soluzioni di (17.11) sono

y(x): Cez* +-l=r*.

Se À: 2l'eqtazione diventa

Y '  :2Y +  3e2 ' '

Poiché ek è soluzione dell'equazione omogenea associata, non è sorprendente che non si

riesca a Íovare una soluzione dell'equazione non omogenea della stessa forma, Risulta con-

veniente cercare una soluzione nella forma!(x) : bxe2'i

be2* + 2bxe2* : Zbxez* l3e2* <+ be2* : 3e2'

o\ryero b :3. La soluzione generale è allora

y ( x )  : C e b + 3 x e z *  p e r r € R  ( c e  R ) .

Si consideri l'equazione

y' : -! + 3 sin (4x). (17 '12)

Si cerca una soluzione nella forma

Y(x) :  asn(4x)  *  b  cos  (4 - r ) .

Allora

4a cos (4*) - 4b sn (4x) : -a sin (4*) - b cos (4x) + 3 sin (4x)

ossia

( a a + b ) c o s ( 4 x )  + ( a - 4 b - 3 )  s i n ( 4 x )  :  g  p e r r  €  R '

Risolvendo aebda

[ 4 a + b : o
\ a - 4 b : 3

si ottiene che a : 3 I 17, b : - 12 I 17 . L'integrale generale della (17' 1 2) è

v(x) : òe-* +f f, '* (4*) - 12 cos (4'r)) peî 'r € R (c e R)'

per trovare I'integrale generale di yt : y I xe3* + cos x si risolve preliminarmente I'omo-

genea,il cui integrale gènerale è Cd, C e R. Per determinare una soluzione particolare con-

lienel:tiluzare là struttura'lineare dell'equazione: se !i è soluzione di yt : y + xe3* e !2 è

soluzione di yt :yl cosx, allota ir*iz è soluzione dell'equazione in esame.

Procedendo come nell'esempio precedente, si ottiene

1 1
l z \ x ) : , s n x - T c o s x

(lo studente controlli). Per determinare !1 si cerca una soluzione diyt : y * xe3'della for-

ma

i

:_

F.

i:.

!

ià

[r'

; .

.'
à

ì,:;.
:i:

È-
':
i-:::::.

j

.

Se l'equazione è lineare, è possibile "separare i problemi"
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ffi

W

Yr (x) : axe3r + be3' '

ae3' + 3axe3' * 3be3* : axe3x + be3' + xe3'

ovvelo

( a * 3 b : b  ( a - l 2 b : 0
I  ^  <+ {  <+  a :
l J a : a + l  l Z a : l

e la soluzione generale è

y ( : r )  :  Ce*+ | r - ,  - | "o r *+ l * r t . - I r t .  pe r  xe  R  (Ce  R) .

Volendo, è possibile unificare i precedenti casi particolari: rimandiamo il lettore inte-
ressato aIIa (17 .43).

Trovare le soluzioni dei seguenti problemi di Cauchy:

se .x  e  R

17 .2  Equaz ion i  e  s i s tem i  i n  f o rma  no rma le

L'eqaazione y' : f (*, y) in 1, dove f (*, y) è una flrnzione di due variabili definita
perr € I ey e I (I e "Iintervalli),èun'equazione differenziale delprimo ord.ine
in.fo.rma normale. Una funzioîe y e Ct Q) si dice soluzione di yt : f (r, y) in 1 se
y' (x) : f (*, y(r)) per ogni x € I .

17 .2 "1  Equaz ion i  de l  p r imo  o rd i ne  a  va r i ab i l i  sepa rab i l i

Il più semplice esempio è quello delle equazioni a variabili separabili del primo or-
dine:

" y'(r) :  g(x) h(y(x)) 1 1 7  l l l

con g : 1 --+ R e h : J -+ R (1 e "I intervalli di R). Per utalizzarel'equazione si gene-
ralizza il metodo ''ttllizzato nel paragrafo precedente per risolvere equazioni lineari
omogenee. Anzitutto si osserva che

se /6 è uno zero dik, alloray(x) : y6 è soluzione di (17.13).

Si procede ora formalmente (in parttcolarc, ignorando possibili divisioni per zero e
questioni di integrabilità): dividendo ambo i membrj di (17.13) per h(y(x)), si otrie-
ne

Trovare gli integrali generali delle seguenti equazioni differenziali:

a) y' : -4y

b ) Y ' : 3 x * l

c ) Y ' : - 4 y t 3 x - 1 7

d ) y ' : ) * s i n ( 2 , r )

1
e ) y ' : 1  r y  ( - l < r <

L - . L -

l 4 x
l )  Y ' :  -  v */  r  I - x z '  

'  
v î _ P

g)  y '  :3y  +  e2 '
h) y' : 2y + e2'.

1 )

\ -  r < J r < 1 )
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( f l . r4)

Siano G(x) una primitiva di g(x) e F(y) una primitiva di 1 ln(y).Integrando ambo i
membri si ottiene

G(x) + c: [s(x)dx 
a?q 

[ +%d*: [*:F(v(x)).
J " "  J k l y l x ) )  J n \ y )

SeFèinver t ib i le inunintewal lo . I /e  J  eG(x) ' lC eF(J/ )  perogfr lx  e  I te  I ,s i

ottiene quindi

y(x) : F-l(G(-r) + c) Per ogni x € It '

Il procedimento formale appena descritto pone altre questioni, oltre alle possibili di-

visioni per zero e alla rególarità di g ed h,legate alla scelta degli intervalli e, in ulti-

rna analìsi, all'esistenza e unicità delle soluzioni. Per affrontarle, conviene partire da

due esempi significativi.

/  , , " , '

-_.'_'- {tlz
z ^

Si consideri il problema di CauchY
,  

l y , : i / Í  i n R
\ y(o) :  o.

rJtilizzando il procedimento appena illustrato, si ottiene

, _ t l s r t : r *  [ ,
J

Poiché y(0) : 0 si ha C : 0, quindi

(17 .1  s )

- r t3d! :  
la.+| f r3

{ í

: x * C .

( r7.16)

Si noti che y(x) è solo defrnita per valori non negativi di x e che è soluzione del problema di

Cauchy in 10, + oo). E quindi naturale chiedersi:

(t) esiste una soluzione del problema di Cauchy, (17.15), in hrtto R?

(ii) la soluzione del problema di cauchy in [0, * oo) (o in R' se esiste) è unica?

Per rispondere a entrambe le domande basta osservare che y : 0 è soluzione della (i7'15):

quindi esiste una soluzione in tutto R, e la soluzione (17.16) in 10, 1 oo)- non è unica!

Neanche la soluzione del problema di Cauchy in tutto R è unica: oltre alla soluzione | : 0,

la sesuente funzione è soluzione in R:

s e . x ) 0

s e x ( 0

(si noti che y € C1(R)!).
soluzioni: (si veda Figura

6-
\ l ; x "
V J

v(x) :

tn realtà il problema di Cauchy (17.15) ha un numero infinito di

17.1): per ogni a ) 0 si ha la soluzrone

! a \ *  )  
-

1' -,3
a
J

Figura 17.1
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Si consideli i l  problerrra di Cauchy

i n R (r7.r1)

Procedendo formalmente si ha

rl rr

dx
+ y-zdy: d;r =+ 

| ,-to, : I 
a. + -y-1 : x -t c.

La condizione y(0) : I determrna la costante:

(Figura 17.2). Si osservi che la fuirzione y non è definita trr x:1, infatti si verifica facil-
mente che y è una soluzione del problema di Cauchy in (-oo, 1) e y(x) -i *co per
x,-+ 1-. Seguirà dal teorema successivo che si tratta dell'unica soluzione itt (--, 1) e che
la (17 .I7) non ha soluzione in R.

17.2 .2  R isu l ta t i  d i  es is tenza e  un ic i tà  per  i l  p rob lema d i
Cauchy

I due esempi precedenti mostr ano che nel caso di equazioni differenzialt non lineari
si osserano dei fenomeni che non si sono presentati nel caso delle equazioni lineari:
le soluzioni possono non esistere per tutti gli intewalli 1 e, se esistono, possono non
essere determinate unicamente dalla condizione aggiuntiva del tipo y(xs) : y,
(xo e 1).

I1 seguente risultato fornisce la giusta struttura per affi'ontare tali questioni.

Per illush'are tale risultato, oltre alla Figura !7.3, è utile richiamare gh esempi prece-
denti. Nell'Esempio 17.10 f intervallo massimale di esistenza I : (-oo, 1) non
coincide con f intervallo (a, b) : R e y -, d: lcn per -r -) bl : l-.In aitre pa-
role, per equazioni non lineari l'rnteruallo massirnale di esistenza non è un dato bensì

I r '  :  t2
I v (o )  :  t .

Figura 17.2
xr-+ I IQ -  x) .

Sia f : (a, b) x (c, d) --- R una funzione continua che è localmente lipschitziana rispet-
to alla secondo variabile l, ovvero per ogni rettangolo chiuso e limitato
R c (a, b) x (c, d) esiste Lp tale che

V@, yr) -  f  (* ,  yz) l  < Lnlyt  -  l ,z l  se (x,  y1),  (x,  y2) e R. (17.18)

Dati xs e (a, b) e yo € (r, d), esiste un intervallo aperto I : (oo, bs) c (a, b),
/'intervallo massirnale di esistenz4 tale che:

(t) (esistenza della soluzione) xs e I ed esiste uma soluzione y € C|(I) del problema
di Cauchy

(  v ,  :  f (x ,  y )  n  I  
(17 .19)

t i'("0l" : ,o
(ii) (massimalità dell'intenvallo)

y\x) --+c oppue y(x) --+ d {07' :' "j- :: 
^ a

-  
f p " r x - b l  s e b s  b

(lll) (nnicità della soluzione) il problema di Caucky (17.19) non ha altre soluzioni in L
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Figura 17.3

un'incognita del problema di Cauchy: va quindi determinato insieme alla soluzione,
e in generale dipende sia dall'equazione sia dalla condizione rniziale.

L'Esempio 17.9 mette in evidenza la condizione (I7.18) come garanziaper l'uni-
cità della soluzione, rnfatti la funzione f (x, y) : W non la verifica.

La (17.18) è verificata.se/, esiste ed è continua n (a, b) x (c, d): in tal casofi è
limitata rn ogru sottoinsieme compatto e nella (17.18) si può scegliere
Ln: max{lfr(x, y)l , (x, y) e R}.

Se l'equazione è a variabili separabili, ossia se f (x, y) : S@)h(y), le ipotesi d.el
Teorema 17.4 equivalgono a g e C((a, b)), h e c((c, d)) e h lipschitziana in ogni
intervallo chiuso lr' , d') c (c, d) (che è certamente verificata i,e h e cr ((c, dl)1.
Sotto queste ipotesi, il Teorema 17.4 fornisce la strutfura per verificare i risultati che
si ottengono applicando il procedimento formale descritto in precedenza.

Al variare Cn a * 1, si vuole determinare I'intervallo massimale.I di esistenza della soluzio-
ne del problema di Cauchy

I v ' : t l \ - ù  i n l
t Y(o) : a.

Anzituuo si osserva che le ipotesi del Teorema 17.4 sono verificate (perché a + l,punto in
cui la funzione h(y): (1 - y)-t non è defurita). Perciò dowemo trovare rur'unica soluzio-
ne per ognt a f 1. Procedendo formalmente si ha

lt - y ) d y :  
l a r * - * O

- y ) 2 : x * C = +  l y -  L l : \ / e  - 2 x

T ,
T \ o  

-

1 a l ( - 2 a .

Imponendo la condizione iniziale y(0) : a si ottiene C : (a - l)2, owero

/ ( x ) :  1 +

Infine si osserva che una sola delle due funzioni verifica la condizione irlziale: il suo domi-
nio è I'intervallo massimale di esistenza:

r)')

(o -  L) t

/ \  I
!a \x1 - r  +  (a  -  , , r tT-  , -?= per  x  €  ro : :

l /  \4 
-  r /
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1  I  . - r v

y  "  l - x

Si noti che y,(x) -* I 
l:t 

, -- 
; @ - l)t, o\ryero 1a soluzione tende verso la fi'ontiera deì !domin iod ihper* -01o.

Si consideri il problema di Cauchy

(  ?v2
l v ' :  

- )  -  i n 1
( '  7 - x t

I Y ( o )  : g

dove 1 è l'intervallo massimale di esistenza. Si noti che 2y2lQ -x2) non è deftrita in
x: *1; quindi, poiché 0 deve appartenere aI e I è unintervallo, deve esserel C (*1, l).

Per il Teorema I7.4, il problema ammette un'unica soluzione. Per determrnarla proce-
diamo formalmente:

lr-'ur:lr+d':l(# *)*
da cui

(17.20)
,  1 + x

t - x

Poiché y(0) : 3 si ha C : I 13:

I
y \ x ) :  

l - - .  t - t x .

T - ' o g  r - x

Si noti che il denominatore si annulla in x6 : (f/A - I) l (nG* 1) e poiché 0 ( xo ( 1 si
verifica facilmente che y(x) è I'unica soluzione del problema di Cauchy in I : (- 1 , xs). Si
osservi che y(x) + {.oo per -x ---+ x; e y(x) - 0 per x -+ (-1)* (lo studente controlli che
quest'ultimo limite non è in contraddizione con la tesi del Teorema 17.4(ii)).

Si considera l'equazione dell'esempio precedente con una diversa condizione tntziale:

) v2
: - r = i n I

l - x z

In tal caso basta osservare che h(0): yzlr:o:0; quindi la funzione costante /(x) :0 è
soluzione del problema e -I : R. Si noti ché procedendo come nell'esempio precedente e so-
stituendo y(0) : 0 nella (17.20), si ottiene 0: IIC che non fonúsce alcun valore (hmto)
di c.

o ) : o '
t,,
l v t

Se, nella tesi del Teorema 17.4,1'intewallo massimale di esistenza I : (as, b6) coin-
cide con f intervailo (a, b), si dice che ia soluzione esiste globalmente. Per esempio
le equazioni lineari y' : ay i b ammettono soluzioni globali, mentre l'equazione
y' : yz non sempre ne ha (come si è visto nell'Esempio 17.10). In realtà la crescita
lineare di f (x, y) rispetto a y risulta essere una condizione sufficiente per avere solu-
zioni globali. Più precisamente vale il seguente risultato.
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,  \  (  y N ( * o + h ) + f  ( x s * h , y N ( x s + h ) ) ( x - x o - h )  s e f 6 *  h < x 1 x o l 2 h
/'n" 1x) : 

t y, (*o - h) + f (xo - h, y N(xo - h)) (* - xo -l h) se.xs - 2h 1 x 1 xo - h;

Se/(x, y):y",per quaisiasi a ) 1 le soluzioni non sono necessariarnente globali

(si vàda í'Esércizio 17.3); perciò l'esponente e, : 1 risulta esseÍe critico per avere

sempre soluzioni globali.
In generale oon è possibiie trovare una formula esplicita per la soluzione di un'e-

quaziínediffer.enzialà non lineare. Esiltono vari metodi numerici, spesso molto raffi-

nati, per approssimare 1a soluzione Con l'aiuto di un calcolatore. Il più semplice fun-

'íoni toti' ìi prende irn intervallo ['o - c' xo * c] c (a' b)' dividendolo in N inter-

valli di Iunghàzzah > 0,e si costruìsce *n'approssimazione yru(x), cominciando dal-

f intervallo compreso tra xs - h e xo + h,

y r , ' ( x )  : y o * f ( x o ,  ) o ) ( x  - x 6 )  s e  x o  - h  1 x  1  x o l h ;

poi si utllizzano i valori di y7u, negli estremi xo Lh per estenderla all'intervallo com-

preso tra xs - 2h e xo l2h,

infine si ripete tale procedimento fino a estendere y1,, all'intervallo [xq - c, x0 -| c]' U

possibile 
- 

dimostrare che, per c suificientemente piccolo, esiste

y e C'([ro - c, xo * c]) tale che ltt
x € lxs - c, xo * c] e che Y è soluzione d
Infatti questo "metodo costnrttivo" è uno
di una soluzione, cioè di una soluzione dr
cientemente piccolo di x6.

Sia a > 1. Mostrare che

Y ( x ) : # '  x e l o " : ( - * ' " : )

è soluzione di

( y ' : y o  : n r I "

trtol : t
nelf intervallo massimale di esistenza 1o.

Determinare le soluzioni dei seguenti problemi di Cauchy, specificandone l'intervallo mas-

simale di esisterza:

S E  r € R,  ( y '  : y ( y + 3 )
uJ 

tv(o) : -6

1f

6

v
5r

x ( 1

I
f s t-Ò)

tg .

o)

,o'

(0)

l v
b ) { ' .'  

L y ( t

,  ( t '
" '  1r(
,  { ' "

[ - u (

I

+ y z )  s e - r € R

s e x € Rto 1,' b J

Determinare f intervallo massimale di esistenza del problema di Cauchy dell'Esempio 17'12

con la condizione y(0) : -3 invece di y(0) : 3.

s e x € R
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(snggerimento: si ricordi che im(arcsin) : 
l- +

(  I + y 2
l y ' : - - r -  ^  s e x € R
1  ) ' ( " " + x - z )
I  y(o)  :  - i

{ , ' :  
l o g l c o s  ( " ( y -  3 ) )  + 2 l  s e x €  R

I v ( o ) : B

al e cne siny : - sur (y -F t));

17  "2 .3  S i s t em i  d i  equaz ion i  de l  p r imo  o rd i ne  ed
equaz ion i  d i  o rd i ne  n

Consideriamo il seguente sistema di n equazioni dffirenziali in forma normale:

per x e (a, b) (17.21)

dove fi sono n frrnzioni di n * | variabili definite per x e (a, b) e
y : : (l t, . . ., !,) e V (V c R" è un insieme aperto). È naturale utllizzare una nota-
zione vettoriale per il sistema (I7.2I):

y' : f (x, y) dove f : (ft, f2,. . ., fr). (r1.22)

In analogia con il caso n: 1, una funzione vettoriale y : (a, b) - V, di classe Cl in
(o, b), si dice soluzione della (17.22) se y',(x) : fi(x, yt(x),. . . , y"(x)) per ogni
i :  1 , .  .  . ,  n  e d  o g n i  x  e  ( a ,  b ) .

Il sistema (17.22) diventa un problema di Cauchy se si specifica il valore della
funzione y in un punto xs € (a, b):

Y(xo) : Yo, Yo € Y,

Per esempio, il sistema

(r7.23)

m(uv) per .r € R
p e r  r € R

è un problema di Cauchy per un sistema di due equazioni dtffercnziali (in questo ca-
s o y :  ( u , v ) ) .

I1 seguente risultato è una generahzzazione immediata dei Teoremi 17 .4 e 17 .5.

S i a n o  y c  R n  a p e r t o  e f  : ( 1 t , . . . , f n ) : ( a , b ) x ) )  - R n  u n a f u n z i o n e  c o n t i n u a e  l o -
calntente lipschitziana rispetto a y e V, ovvero per ogni sottoinsieme compatto K di
(a, b) x V esiste Ly tale che

l l f (* ,  yr)  -  f (* ,yz) l l  < Lr l lyr  -yzl l  per ogm (.r ,  yr) ,  (x,  yr)  e K. (17.24)

Dati xs e (a, b) e yo €V, eskte un intervallo aperto I : (oo, bo) c (a, b), /'intervallo
massimale di esistenza, tale che:

(D (esistenza della soluzione) xs € I ed esiste una solwzione y e Cr Q) del problen'ta

iHb"--



di Cauchy

I t ' :  f ( r , y )  i n 1

I v(to) : Yo;.

(massinralità dell'intervalTo\ per ogni compatto K c ))

Ponendo v(x):y'(x) e sostituendo, si otliene v' : g(x,y,.v);la,(17'26),1.tuindi
equivalente u'.nt iist.ma di due equazioni in due incognite, y(x) : (y(x), u(x)):

Ometbiamo la dimostrazione, che è una generalizzaziote di quella nel caso n : 1' In

particolare 1o studente può controllare che la dimostrazione della parte (lv).è de-l tutto

ànalogaa quella del Teorema I7 .5 (basta sostituire u (y'(*))' : Zy(x)y'(x) f identità

l lv'(*)ll '  - 2(v, v'))'
Ogni equazione di ordine n in forma normale si può o riscrivere come un sistema di

néquuiioni del primo ordine. Consideriamo prima il caso n :2"

Y"  :  g (x , l ,  ! ' ) ,  x  e  (a ,  b ) ' (17.26)

. l

L

;
; '
e '
'"1.

2':

È'''
I

c -
É

(17.27)

In particolare, il problerna di Cauchy per un'equazione del secondo ordine contiene

in generale due condtzioni iniziali:

(r7.28)

Lo studente è invitato a riformulare il Teorema 17"6 per il problema (17 '28) ponendo

y: (y, yt) ef(x, y, y') : (! ' , g(x, y, y')).
In generale, data I'equazíoné di ordine n

,(n) - r(*, r, !,, . .. y("-D), . (r7.2e)

ponendo y : (y, ! ' , ..., r(n-t)1 "1 
: (ft, '  . ., /r), dove

/ , ( t ,  y )  :  l ' ,  . ,  fn - t (x ,  y )  -  r (n - r ) ,  f , (x ,y )  :  gQ,  ! ,  ! "  " ' '  y ( " -D) '

si ottiene che (17.29) è equivalente al sistemay': f(x, y). I1 problema di cauchy

per (L7.29) contiene quindi in generale n condiziorirniziah:

y(xo) : yo;o, y'  (xo) : !0,r, " ' ,  y("- ')  (to) :  !0,n-1'Yo : (/o,o' " ' '  lo,n-t) € R"'

( v t t : s & . v " y ' \  n I

ì y(to) : yo, y'(xo) : ,0.



azioni differenziali ordinarie

17 .3  Equaz ion i  l i nea r i  de l  secondo  o rd ine

Datinn intervallo 1 C R e funzioni b, c, g e C(1),

y "  + b y ' * c y : g  n I ( 1 7 . 3 0 )

è un'equaqione differenziale lineare del secondo ordine. una funzione y € c2 Q)
si dice solnzione di (17.30) se y"(x) +b(x)y'(x) + c(x)y(x) : S(r) per x e 1. Se
inoltre, dati xs € I e ys, vs € R, risultay(xo) : yo e y' (xo) : v0, I si dice soluzione
del problema di Cauchy

{ r " : - b y ' - c y + g  
n I

I  y(xo) :  yo,  y ' (xo) :  vo.
( 1 7 . 3 1 )

Posto, come sopra,v(x) --y'(x), si ottiene che la (r7.3r) è equivalente al seguente
sistema di due equazioni lineari deI primo ordine:

(r7.32)

Segue quindi dal Teorema 17 .6 che per ogni yo, v6 € R, la (17 .31) ha un'unica solu-
zione slobale.

Per caratterizzarel'tnte,grale generale di (17 .30) e la soluzione di (17 .31), consideria-
mo prima I'equazione omogenea associata alla (I7.30):

y " + b y ' 1 - c y : g  n L (17.33)

In questo caso ci si aspetta lapresenza di due parametri: infatti il problema di Cauchy
richiede di soddisfare due condizioni tníziah e, per esempio, l'integrale generale di
!" :0 è y(r) : ax * 0 @, 0 e R). Nel caso della (17.33), ci si aspetta quindi rura
soluzione generale del tipo

y(x) : oyt(*) + pyz(x), a,B € R,

dove y1 e /2 sono due soluzioni linearmente indipendenti:

se Yt e /2 sono soluzioni linearmente dipendenti della (t7.33),
aItora differiscono per una costante moltiplicativa:

Yt : CYz oppure h: CYr in I.

n I
- c y + g  n I

Come nel caso di due vettori linearmente dioendenti. si ha:



uazioni l ineari  del  secondo ordine

Per caratterrzzate soluzioni hnearrnente indipendenti del1a (17 .33), si utlltzza il de-
terminante wronskiano: date due funzioni yt, yz derivabili in .I, si pone

w(x ) : : yr(x)y'z(x) - y2(x)y'r(x), x € I.,.,(íi[ì iil?',)
Vale il sezuente:

Dimostriamo l'affermazione contraria ed equivalente: lt e lz sono linearmente di-
pendenti in I se e solo se l4z(x) : 0 per ogni x e 1. Se lt e lzsono linearmente di-
pendenti, ovvero seesiste C +0 taleche !z(x): Cyr(x) perogil x € I, allora

w(x): cvr(x)v\(*) - Cvt(x)vi(x) :0 per ogni x € I'

Se viceversaW(x): 0 pel ogni x € 1, fissato xs € I il sistema

I oyr(ro) + 7yz(xo)'ì. 
*yi (ro) + 7y'z@o)

ammette una soluzione non banale (r, {J) I (0,0), Quindi Ia funzione
y(x) : ,yr(*) + gyz(x) risolve il problema di Cauchy

D'alttaparte tale problema ammette anche la soiuzione identicamente nulla, e per il
Teorema 17.7 la soluzione è unica: perciò y(x) : *yr(*) + Pyz@): 0 per oepi
x € I, owero lt e lz sono linearmente dipendenti.

Sottolineiamo che, grazie al lemma precedente, per verif,care che due soluzioni y1 e
y2 dell'eqnazione differeruiale (17.33) sono linearmente indipendenti, basta verifica-
re f indipendenzalineare dei vettori (yt(to), yi(r0)) e (yz(xl), yi@0)).

Nell'esempio precedente, non è difficile dimostrare che I'equazione y" I y :0 non
ha altre soluzioni, oweîo ocosx*Ésinx èla soluzione generale diy" +;l :0.
Più in generale lalineantà del problemaporta alla seguente caratteizzazione delle so-
luzioni.

- 0
- 0

l y " : - b y ' - t y  n I

I y(to) : y/(x6) : o'

Le funzioni )lr : cos x a yt : sin x sono due soluzioni linearmente indipendenti di

Y " + Y : o  i n R '

Infatt i  yr(O) :  1,  y i(0) :0,  y2(0) :0 e y 'z(O) :  1 e, com'è ben noto, i  vettor i  (1, .0)_e
(0, 1) sono linearmente indipendenti. Si osservi inoltre che per ogni ct, É e R
y(x):  ocosr * Bsnx è,peri lTeorema I7.7, | 'wicasoluzionedelproblemadiCauchy

[ 1 " + ) ' : o  i n R
I v(o) : a, y'(o) : B.



i differenziali ordinarie

(r)
(ii)

yr (xo) : 1, e yz(xo)

Qfnogenea.

Laparte (ii) afferma in sostanza che f insieme delle soluzioni della (17.33) costitui-
sce uno spazio vettoriale di dimensione 2.

Segue immediatamente dal Lemma 1,7.9.
Per la struttura lineare, y : dyt * 7yz è soluzione della (17.33) per ogni a,
É e R. Viceversa, sia y una qualunque soluzione della (17.33). poiché,
W(xù l0;í l  sistema

ammette un'unica soluzione (r, 0). Poiché y(x) e y(x) : oyr(*) + |yz(x) n-
solvono lo stesso problema di Cauchy (con dati inziali y(xo) :.y-(xo) e
y'(xo) : y'(.r0)), per il Teorema 17.7 esse coincidono.

(ttt) Si ragiona come nel caso del primo ordine: se y e ! sono due qualsiasi soluzio-
ni della (17.30), allora y - , risolve I'omogenea associata, quindi per la parte
(ii) y - Í : *yr -f 1yzpeî a,B opportuni.

Conhariarnente al caso di un'equazione del primo ordine, in generale non è possibile
trovare una formula "esplicita" perla soluzione di (17.30). un'eccezione'è il caso
particolare, ma importante, in cui i coefÍicienti b e c sono costanti in.I.

17.3.1 Equhzioni  omógeneè a coèf f ic ient i  costant i

Consideriamo 1' equazione lineare a coefficienti costanti

a . y " + b y ' + c ! : 0  i n R  ( a , b , c e  R , a l 0 ) .

I oyr(ro) + |yz(xo): t(ro)
ì. *yi (ro) + gyL@o) : y'(xo)

(r7.34)
Per il Teorema 77.I0, per determinare la soluzione generale della (17.34) è sufficien-
te trovare due soluzioni linearmente indipendenti. L'idea generale è quella di cercare
soluzioni del tipo y(x) = eb; sostituendo nella (I7 .34) si ottiene l'equazione carat-
teristica associata alla (I7 .34):

a \ z  + b ) , + c : 0 . (17.3s)
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Si distinguono tre casl:
(D bz -4ac > 0. !il tal caso (17.35) ha due soluzioni reali distinte À1, À2 € R.

Perciò yr (x) : eÀ'l e yz(x) : eÀ".sono. soluzioni della (17 .34). Inoltre sono li-
nearmente indipendenti:W(x) - s\Àr+Àz)x1Àz - Àr) l0per ognix e R.

(ii) b2 - 4ac: 0. Intal caso (17.35) hauna soluzione reale À : -blQa) € R (con
molteplicità 2). Perciò yr (x) : eM è soluzione della (I7 .34). Per individuare
una seconda soluzione linearmente indipendente, si applica il metodo di vana-
zione delle costanti: posto y2(.x) : K(x)eM, siha

o L  ay i+by 'z* ryz :e^* la (Kt '  +2^K '  +À2K)  +b(Kt  + ) /< )  +cK l
(t?s) 

rxp1K,, + Z^Kt) + bKtl 
\:-L!Qa) 

oyn ,

perciò K(x) è lineare. Si sceglie ad esempio K(x): x, owerolr(*): xeM, e
si verifica che y1 e /2 solro linearmente indipendenti: W(x) : etM I 0 per ogni
. x € R .

Qiù b2 - 4ac ( 0. In tal caso (17.35) ha due soluzioni complesse coniugate,
\: p,iu. I due candidati che emergono, y*(x) - su't':ttulx -

eu*(cos(ax) * I sin (r")), non sono però funzioni a valori reali. I candidati cor-
retti si ottengono come loro combinazione lineare (una operazione naturale da
compiere, visto che l'equazione è lineare):

ylxl : ew cos (wx) : 
Irr--l 

y-), yz(x) : ew sin(ax) : 
*rr. 

- y-).

Infine, si verifica che y1 e /2 sono linearmente indipendenti: W(x) : uszp* f 0
per ogni r € R (a * 0 perché siamo nel caso (lll)).

È ora suffrciente applicare il Teorema 17.I0 per concludere che:

Le equazioni differenziali
y " + 4 y : 0
y "  - 4 y : 0

y "  - 3 y '  * 2 y :  g

y "  + z y ' *  5 y  :  g

y "  + 6 y '  * 9 y : g

hanno, rispetbivamente, equazioni caratteristiche



À z  +  4 : 0  e  ) , :  L 2 i

À 2  -  4 : 0  < +  À :  ! 2

) 2 - 3 )  t 2 : 0  < +  ( À - 2 ) ( À -  1 )

^ 2 + 2 ^ * 5 : 0  + +  À : - 1  , L 2 i

À 2 + 6 À i _ 9 : 0  < +  ( À + : ) 2 : g  < +  À : - 3 .

Quindi, per il teorema precedente, le soluzioni generali corrispondenti sono:

acos (2.r) * Bsn(Zx), ae2'+ 0e-", ad + Be2'
e*'(acos (2x) + Bsn(2x)), (a+ Bx)e-3*,

d o v e a , É e R

17.3 ,2  Equaz ion i  non omogenee a  coef f i c ien t i  cos tan t i

Consideriamo I' equazione

ay" + by' + cy : g(x) in R (17.36)

dove a, b, c € E&, a * 0 e g e C(R), Per il Teorema 17 .10 (iii),bastatrnvare una so-
iuzione y(x) della (I7.36). Come nel caso delle equazioni del primo ordine, distin-
guiamo due metodi.

l, Yariazione delle costanti

Sia ay1(x) + /yz(x) la soluzione generale dell'equazione omogenea associata alla
(I7.36): úy" + by' + c! : 0. Celchiamo una soluzione della (17.36) della forma

y (x) : A(*)y r(x) + B (x)y2(x).

Allora

y' (x) :  A(r)y'r(x) + B (x)y'r(*) + A' (*)y r(x) + B' (x)yz(x).

Come si può immaginare, derivando ulteriormente tale espressione arriveremmo a
equazioni differenziali del secondo ordine, per A eper B, a coefficienti variabili. Per
evitare le derivate seconde A"(*) e Btt(x) nell'espressione per y"(x), imponiamo la
condizione

A' (*)yt (x) + B' (x)yz(x) :0 per x € R.

Così facendo

y'(x) :  A(r)y t@) + B(x)y r(x)
y" (x) : A(r)y'i(x) + B(x)y'i@) + A'(*)y'r(x) + B'(x)y'z@)

e sostituendo nella (I7 .36) abbiamo

"a(Ay' i  + By'D -r b(Ayt, + ByL) - l  c(Ay1+ Byz) I a(A'y',  + B'y'):  g(x).

Poiché y1 e /2 sono soluzioni dell'equazione omogenea associata, l'ultima equazione si
riduce a: a(A' y', + B' y L) : g(x) . Dunque, siamo giunti a due equazioniper At e B | :

f  
o '"  *  B'Y2: s

\o' ' ' ,  + B'vL: +

<+  Àr  :  1 ,  Àz :2

( r7 .37)



l ineari del secondo ordine

Per f indipendenza lineare di y1 e y2, llLemma 17.9 garantisce che W(x) l0 pet
ogni x € R, owero per ogrri x e R la (ll.37) ha una e una sola soluzione
(A'(*), B'(x)).Integrando si ottengono poi A(x) e B(x).

2. Metodo ad hoc

Qualche volta è possibile indovinare la forma di una soluzione particolare della
(I7.36) (certamente non era il caso dell'esempio precedente ...) ed evitare di applica-

Consideriamo I' equazione

y" + 6y'  *  9y :  e-3'  log(1 + x2) per r  € R. (17.38)

L'equazione caratteristica dell'equazione omogenea associata è À2 + 6À + 9 : 0, ossia
(,lr i:)2 : 0. La soluzione generale di y" * 6y' +9y - Q i /s-3x I Bxe-3' (4, B e R)'
Si c.r.a una soluzione della (17.38) del tipo

A(x)e-3' + B1x1*e-3'.

Perla (17 .37) basta risolvere il sistema

I A' 
"-z' 

+ B'xe*3' : o

\  -3A,r- t*  + B'(-3x * l )e-3'  :  s-3x log (1 + x2)

ossia
( At :  -xBt f  A'  :  -x log( l  +x2)

t  u, :  log(1 +.r2) 
<+ 

I u, :  log(1 +rz).

Integrando per sostituzione (xz : s) e successivamente per parti, si ha

A(x) :  -  [  . log(1 *  x21dx:  -+  t log( l+s)ds.  
J  L J

1 1 / , s
: -  

r s l o g ( l  * s ) , + t /  , * r t u
1 1 1

: - 
Tt 

log(1 + s) + 7s 
- 

Tlog(1 + s)

1 ^  ^  l ^  I: -i*' log(1 + x2) + rxz 
- 

Ttog(t + *').

Per quanto riguarda B(x), si ha

B(x) :  / rog i r  +xz)dx:x los( l  +* ' ) -z  [ - t -a .
L  J  t i x t

Poiché

I i"* 
: 

| (' - r#)dx : x - arctsx

si otbiene

I oO, : - 
i*'1og(1 * x21 + lxz 

- 
]:'s1 + *'z1

ì. ut"l : x log(i + *t) - 2x i 2 arctgx'

Dunque la soluzione generale della (17.38) è

v(x) :  ae-3 '+ F*"- t '+ l f r2  -  1) log(1 +r ' )  -3xz +4xarctgx)e-3*

corLoL, É g R.



5o,4 Capitolo 17 Equazioni di f ferenzial i  ordinar ie

perre il metodo dr vaiazione delle costanti, Ne1 seguito illustriamo alcuni esempi:
un caso più generale si rimanda aIIa (17 .43).

Se g(,r) è un pohnornio di grado n conviene cercare una soluzione di tipo polinoiliale, dello
stesso grado n se c f 0, di gradon * 1 seinvecec : 0 e b # 0.

a) Per determinare una soluzione parlicolare di

y " + y : 3 x 2 + x - 7  ( 1 7 . 3 9 )

s i  pone y (x ) :  azxz  laú+a0.  A l lo ra  deve essere  Zaz+azxz  *aú ia0 :3x2  *x -  I .
oweto

( o r - 3  ( a o : - 7 - 2 a 2 : - 7

1 o r : 1  e  l o t : tr _ ' l
\ 2 a z  *  a o :  - 7  

|  a z : 3 .

La  so luz ione genera le  de l la  (17 .39)  è  a l lo ra  y (x ) :c -cosx*Bsnx+3x2+x-J
(a, É e R).

b)Una soluzione part icolare di  y ' t  +4y'-5y:6 è una soluzione costante: y:a0.
Owiamente ao: -615.

c) Per trovare una soluzione particolare di

y "  + y ' : 3 x -  1  ( 1 7 . 4 0 )

si pone y(x) : azx2 I a1x I as. Dunque, deve essere Zaz l2azx I ar :3x - 1, owe-
IO

f  2 a '  : 3  
"  l  o ' : 3 1 2

1 €

l 2 a z + a l : - I  I a r :  - l - 2 a 2  -  - 1  - 3 : - 4 .

La soluzione generale della (17.40) è alloray(x) : a * ge-' * **' 
-4x (a, B e R).

Se g(x) : €1*, conviene cercare una soluzione particolare del tipo Ce1'. Se però e1, è solrr-
zione dell'equazione omogenea ay" + by' + cy : 0, si cerca una soluzione de7 tipo Cxet*
(se bz *4ac) 0) oppure Cx2e1' (se b2 -4ac:0, cioè se anche xe1' è soluzione di
a y "  + b y ' + c : 0 1 .
a) Per trovare una soluzione particolare di ytt ly: aselx (as,7 e R, 'y +0), si pone

lQ) ,: Cet'. .\17oru C'r' + C : a0, ovvero C : aol(12 * 1), owero la soluzione gene-
fale e

y(x) :a cos.x -F É sin x * -!1 , e'r .

b) Per trovate una soluzione particolare di yt' -y - aselx, (as, ? € R, 1+0), si pone
y ( x ) : C e t ' . . N l l o r a C ' f  - C : a o , o v v e r o  C : a o l ( 1 2  - 1 )  s e ' y t + I .  S e 7 : a 1  t i
pone invece y(x) : 61Btx, ctoè

l' : C(l * 1x)e1' e y" : C(21 + 12x)et*.

Dunque, se.f - 1, deve essere

.  C ( 2 1 + f x - x ) : a o  < +  2 1 C : a s  < +  C : o o' -  
2 1 '

Se g(-r) : ao€1x cos (óx) oppure g(x) : bse'tx sin (óx) con 1, 6 € R, ó I 0, si pone

y(x) : e1*(Ct cos (óx) * Cz sin (óx))

trame quando tale funzione è soluzione dell'equazione omogenea associata (in tal caso sr
pone y : vs'vx (C1 cos (óx) * Cz sin (ót)))
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Per trovare una soluzione particolare di

y " + y : 2 s i n ( ó x ) ,  ó > o

si pone y(x) : Cr srn (óx) + C2 cos (óx)' Allora deve essere

l r , e u ' + 1 )  : 2  ^ f  , , , : = +  e 6 l I
l . r r ( _ r r + l )  : o  -  

l a r : o ' - , -
e la soluzione generale U 

,
a c o s x * B s n x +  

I 4 ,  
s i n ( ó x )  s e 6 l 1 .

Se invece ó : I si pone y : Ctxsinx * C2x cos x.Allora

lt : Cfi cos x - C2x sinx * C1 sinr * Cz cos x

!" : -Ctx sinx - C2x cos x * 2C1cos.x - ZCz stnx

owero
2C1 cosx - 2Cz sinx : 2 stnx +) Ct : 0, Cz : -7

quindi la soluzione generale è

a c o s . x *  6 s i n x  - . t r c o s J  s e  ó  :  1 .

OsserVazione. Per quanto visto negli esempi precedenti e sfruttando la linearità del-
I'equaTione, è possibile determinare soluzioni particolart anche quando la funzione è,
peresempio,combínazionelineare diel*, cos (a,rx), xn,ece.Infatli,seÍt,Íz sono so-
luzioni particolari rispettivamente di i

ay" + by' + cy : gr(x) e a.y" -f by' -l cy 7 g2(x)

allora fu * yz è soluzione parbicolare di

ay" +by'  + c! :  Bt(x)  + g2(x).

Trovare le soluzioni generali delle seguenti equazioni differenziali:

a)  y "  +2y '  :0 ;
b )  y "  + 2 y : o ;
c )  y "  + Z y t  - 3 y : g ;

d) y" + 6yt +34y : g;

e )  y "  + 6 y ' + 9 y : g '

D  y "  - 2 y ' + 4 : o ;
g)  y "  +2y '  -3y  :  eM;
h )  y "  +2y '  -3y :  cos f f ,
i )  y " + ! : x 3 - x ' t l .

Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

, l y " l y : xu/  
tv (o) :v / (o)  :o ;

S i a n o  w o , k ) 0  e  g € C ( R ) , e si consideri I'equazione differenziale
y" +2kwsy' + rty : g(x).
a) Per g: 0 determinare, alvaiare dí k e [0, + oo), la soluzione del problema di Cauchy

con dato intziale y(0) : ./o ) 0, /'(0) : 0, e calcolame, se esiste, il limite per x ---+ f so'

b) per I : fosin (r..rx) (, > 0) e ft e (0, 1), determinare f integrale generale.
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differenziali ordinarie

17 .4  Equaz ion i  l i nea r i  d i  o rd ine  n

Dato  un  i n te rva l l o  1gR e  n l  l  f unz ion i  an€C( I )  ( k :0 ,  . . . , n - l \  e
g e C(I), consideriamo I'equazione lineare di ordine n

( n \  l n - 1 \y \ " )  +  an -1y \n - t )  + . . .  +  a t y '  +  ao l :  g . (r7.4r)
Segue dal Teorema 17 .6 che il probiema di Cauchy per (I7 .4I) con condizioni inizia-
1i

, ( t ' ) @ f i  : ! 0 , k ,  k  : 0 ,  . . . ,  t r -  r ,  v o  :  ( / 0 , 0 ,  . . . ,  / o , n - r )  e  R '

ammette un'unica soluzione.
Le consideruzioni svolte per carutteizzarcf integrale generale nel caso n : 2 pos-

sono essere ripetute praticamente parola per parola. Le soluzioni !r, . . .,y, dell'equa-
zione omogenea associata alla (17 .4I) si dicono linearmente indipendenti in,I se e so-
lo se

\ a r y p @ ) : O  V x e I  = +  o , 7 : . . . : d n : 0 .

P er carutlenzzarle si introduce il determinante wronskiano

Utrlizzando l'esistenza e unicità per il problema di Cauchy, si ottiene che

!r, ..., y,? sono linearmente indipendenti in I <+ ! x6 € I :W(xs) 10.

Per esempio, sono linearmente indipendenti le n soluzioni del problema di Cauchy
per (I7.41) (con g : 0) ottenute scegliendo come dato truziale y0 : ek, k : L, . ..,
n. Si conclude che l'integrale generale di (17,41) è

n

y(x)  :  y (* )  +Droyo(*) ,  (o , . ,  . . . ,d , )  €  R ' ,
k:1

dove yr, . . ., ln sono soluzioni linearmente indipendenti dell'omogenea associata al-
b Q7 .a\ e f è una soluzione particolare della (I7 .4I).

Si consideri l'equazione y(4) - | : -x4 in R. Si verifica direttamente che le fwziom d
e-x, sirrx, cosx sono soluzioní defl'omogenea associata (lo studente controlli). Esse sonJ
linearmente indipendenti :

(abbiamo sommato la prima rjga allaterza e la seconda alla quarta). Inoltre, si verifica diret-
tamente che y(x) : x4 I 24 è una soluzione particolare (1o studente controlli). Perciò la so-
luzione generale è

y(x) : at,d t a2e-x +43 cos x I aqsinx t xa + 24.
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Nel caso di equazioni a coefficienti costanti, n solazíoni linearmente indipendenti
dell'omogenea associata si determinano geneîalizzando il caso n:2. L'equazione
caratteristica, ottenuta sostituendo ! : eM nelia (17.41), è

\ '  +  an -1 \ ' - t  +  . . .  I  a ) , *ao  :  o (r1.42)

che, per il Corollario L20, ha radici reali oppure complesse coniugate:

Ài € R con moltePlicítà [.;, i: I, ' . ', r
ptltiq con moltePhcità m1, i : I, , . ., ,s.

Dalle radici si determinano, come peî n:2, Ie soluzioni; I'unica accortezza sarà
quella di gestire le moltepiicità (come per n :2 nel caso in cui il discriminante si an-
nulla):

Y(x) : xkeÀ'*,

Y(x) : xket"i* cos (crix)

Y(x) : *k"llx sin (c.1x)

k : 0 ,  . . . L i - 1 ,  i -

k : 0 , . . . m j - 1 ,  j :

l ion i  omoqerr i : :e
a, coeffieienti costa rìti

I
I ,

r ,
1
I ,

) r

, t y

Riconsideriamo l'equazione omogenea dell'Esempio I7.20, y@ - y =0. L'equazione ca-
ratteristica sifattoizza in modo elementare: 0: Àa - 1 : (À'+ 1)(À2 - 1). Si ottengono
quindi due radici reali, )t : 1 P À2: _1, e due tadici complesse coniugate,

lLtLiq: *1, c iascuna conmoltepl ic i tà 1, owero h: (z:  l txr  :1.  Perciò k:0 e sost i -
tuendo si ottiene y(x) : d , y(*) : s-x , y(x) : cos x, y(x) : sin r, le quattro soluzioni li-
nearmente indipendenti introdotte in precedenza.

Per risolvere equazioni non omogenee a coefficienti costanti è necessario determina-
re una soluzione particolare. I1 metodo sistematico si generalizza come segue: posto

v(x) : Ar(*)vr(t) + . .. * A"(x)v"(x), x € tr,

! è una soluzione particolare se

Per ogni x € I il sistema ammette un'unica soluzione (At(r), . ' . A"(*)) (in quanto

W@l # 0), che rntegata fornisce la soluzione particolare. I1 metodo ad hoc si può

formulare in generale come segue:

s o d 6 , .  . . , a n - r  €  R e  g ( x ) : e 1 * ( p t ( x )  c o s  ( 6 x ) + p 2 ( x )  s i n ( ó x ) ) , c o n ? , ó  e  R e
pt, pz polinomi di grado 1m, allora esiste una soluzione particolare dell'equazione
(17 .41) del tipo

f (x):xke'v*(qt(x) cos (óx) +qz(x) sin (óx)), Ql,Q2poltnomidigrado 1m, (17.43)

dove k : 0 se 1 + i6 non risolve l'equazione caratteristica (17.42), e altrimenti
k > I è la sua molteplicità.

Si wole risolvere I'equazione y@) - | : -x4. Si è già determinato I'integrale generale del-

l'omogenea nell'esempio precedente' Poiché 7 : 0 non è soluzione del|,equazione caratteri-

stica, fer la (17 .43) ri 
"..iu 

una soluzione particolare del tipo i@) : axa + bx3 I cx + d'

Si ha !(a) (x) : 24a, quindi sostituendo

2 4 a *  a x a  - b x 3  -  c x -  d :  - x 4  è  a  :  l ,  b  :  c : 0 ,  d : 2 4 ,

ovvero i@) : xa + 24, Si ritrova così I'integrale generale dell'Esernpio 17.20.
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Determinare I' integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:

a ) y " ' + / : o ;
b ) y ( 6 )  - t : 0 ;

c) y"' - 4y"' + 6y" - 4y' -F y : 0;
d) y"" I 4y,,' + gy/, + r6y, * 16v : 0,

l l  paragrafo è opzionale.

allora può
/ t r 1 l

POf ;; t" 
'  
" ' '

17 .5  Cenno  ad  a l cune  a l t r e  equaz ion i  e
metod i  r iso lut iv i

1V .5 .1  R iduz ion i  de l l ' o rd i ne ,  equaz ion i  d i  Legend re
In certe situazioni è possibile "riduffe l'ordine" di un'equazione differenziale. La pri-
ma situazione è molto semplice: se un'equazione differenzia\e di ordine n nondrpen-
de dalle prime k deivate della funzione incognitay,

y (n )  :  f ( x ,  y ( k+ t ) , . . . , y ( " - t ) )  @ <  n  _  2 )

essere interpretata come un'equazione differenziale di ordine n - k - 1

, (n-k- r )  :  f (x ,  V, .  .  . ,  r (n-k-z)S v :  y&+t1.

Un secondo caso in cui è possibile ridurre l'ordine è quello di un'equazione lineare
omogenea, quando sia già nota una soluzione !t.Intal caso, è possibile determinare
an'altra soluzione linearmente indipendente da y1 del tipo yz(x) : v(x)y1(x).
Illustriamo questo metodo, detto anche metodo di drAlembert, con un esempio.

Si r.uole risolvere il problema di Cauchy

I r " :#o ' ) '  ^  I
IY(o)  :  o,  Y ' (o)  :  1.

Ponendo v : !', si ottiene un'equazione del primo ordine a variabili separabili che possia-
mo intesrare:

v ' x 1 1
F :  1 * p  

+  - - : 7 l o g ( l  t x " ) - | C o è  v :

e da y/(0) : v(0) : 1 segue C : 2. Perciò, utilizzando anche y(0) : 0, si ottiene

C - l o g ( 1  + 1 2 )

dr  I : ( - \ /7J, ' /7- ty .

Si luole determinare la soluzione generale dell'equazione

Yt t t t  +Yt t t  -2Y"  :  l '

Ponendo v : y" si ottiene un'equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti,
v" + v' - 2y : 1, il cui integrale generale è

v (x ) :od  +b" - "  -  
l '

Due semplici integrazioni fomiscono f integrale g"n.rul.

y(x) : Ad + Be-L* + cx * D - |*.
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Determinare l'integrale generale delle seguenti equazioni:

a) xzy" I 3xyt * y :0 in (0, + oo) (y(t) : l/x è soluzione);

y2

b) *y" -.I : 0 in (0, + oo) (! : xz è soluzione).

17.5 .2  Cambiament i  d i  var iab i le ,  equaz ion i  d i  Eu le ro

In certi casi è possibile ulhzzare dei cambiamenti di variabile per ricondurre un'e-
quazione avrr- struttura a cui siano applicabili dei metodi risolutivi noti' Un tipico

esempio è quello delle equazioni di Eulero (di secondo ordine):

* ' y " + b x y ' + c y : g ( x ) ,  x > 0 .  ( 1 7 . 4 4 )

Effetfuiamo un cambiamento della variabile x ponendo

x :  d, i (s) :  y(d).

S. y è soluzione della (17 .44), allora

ffi

ffiLe equazioni di Legendre sono della forma

( I  -  x ')y" -  2*y'  + (n@+ 1) - 
t !7)r 

:0, r  € (-1, 1) '

Consideriamo il caso n : I. rn : 0:

( I  -  * ' ) y "  -  2*y '  *2y  :  g ,  rú  €  ( -1 ,  1 ) .

Si osserva subito che yr (x) : x è una soluzione. Poniamo allora

y z ( x ) : x v ( x )  +  l t z : v + x v ' ,  ! ' L : 2 v '  + x v "

e sostituendo si ottiene

(t  -  xz)(zvt +xv") -2x(v I  xvt)  *2xv :  (x -  x3)v" +2(r -  zxz)v'  :0,

un'equazione lineare omogenea del primo ordine rispetto av' che si puo integrare con i me-
todi usuali (1o studente contolli) oppure moltiplicandola per x e osservando che

(x2  -x4)v"  + (2x-4x3)v ' :  ( ( *2  -xa1v '7 ' :g  +  (x2  -  xa)v ' :c .

Con ur'ulteriore integrazione si ottiene

v(x) : rlv+dx:clG.*r) a.:c(|r"-l-i=l -*) ."
Pertanto la seconda soluzione dell'equazione di Legendre di ordine I (che si verifica facil-
mente essere linearmente indipendente da.r) è

y z ( x ) : x v ( x )  : - r + { r o g l  1  
* i l ,  V l # t .

. L  l r - r l

Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

,  f y " ' - 4 Y ' : c o s x , x € Iul 
t y(o) : l, y'(o) : y//(o) : o; "{il;:.1,!,i,{,

, x e I
- l
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Poiché

e2'y"(e') + bdy'(d) * cy(e') :  g(e'), . ,  e R.

# : " Y ' ( e ' ) + Y ' ( d ) : 1  
d i

es ds

#: e'y ' (e ')  + e2,y"(e,)  =+ y,,(d)-  1 ( t ! -  dt \
A \7F- d' )

ffi

ffi

sostituendo si ottiene che y(s) risolve

# i  d i  , c \
dî+ (b  -  t ) i ,  *  c i :  ge) .

Quest'ultima è un'equazione lineare a coefficienti costanti, quindi se ne determina la
soluzione generale. Tomando alle variabili di partenza, si òftiene così la soluzione
generale deLla (17.44),

Si wole determinare la soluzione generale dell,equazione

" 2 y " + 3 x y ' * ! : x ,  
x ) 0 .

Athaverso la sostituzione precedente si ottiene

4 4 * 2 9 + g : e , ,  s e R
as' d.s

il cui rntegrale generale è (1o studente controlli)

y ( s )  :  A e * ' + B s e - ' + ) e ' .

Tornando alle variabili dipartenza,si ottiene tu roturiorrJgenerale

A B los.x xy lx ) : ;+__ i -+Z

Sinoti che in questo caso, la soluzione generale, apenlle il caso particolare A: B:0, di-
viene illimitatapeÍ x -- 0+.

Determilare la soluzione generale delle seguenti equazioni:

u) x 'y" -  2*y'  lTy :1s*r '  b) *2y,,  + xy, + |  :  x2.

77 .5 .3  Equaz ion i  au tonome  de l  secondo  o rd i ne

Un'equazione autonoma (owero indipendente da x) del secondo ordine è del tipo

y " : f ( y , y ' ) .

Se la soluzione ammette soluzioni non costanti di classe C2, esiste almeno un inter-
vallo I in cui y è shettamente monotona, quindi invertibile: la fsnzione inversa
y - *(y) verifica x'(y) : I l(y'(r(y)). posro i(y) : y,(x(y)), si oniene quindi

v'(y) : y" (r(y)) x'(y) : f (y, y'(*(y)) -i---. - f (v' v) 
,y'\xly )) v

un'equazione del primo ordine in v per la quale si hanno a disposizione più metodi
dintegrazione. Si ricordi che abbiamo ipotizzato che y sia monotona: si iratta quin-
di di un tipico procedimento formale e si dovrà porre attenzione a verificare ,.rócer-
sivamente la validità dei risultati ottenuti,



17.5 Cenno ad alcune al tre equazioni e metodi r isolut iv i 5 î I

Si vuole risolvere ilproblema di Cauchy

(  , r 1 2|  , ,  , .  (v
) y" : f (y, y'),: Ì-r- (r - vry) x € I
\ " v
I y(r) : 1, y' (") : 2l e.

Il Teorema 17.6 garantisce esistenza e unicità di una soluzione in un intomo di x : e; poi-
ché yt (e) : 2le > 0, tale soluzione è strettamente crescente, o\ryero yt > 0, in un intomo di
x : e. Ponendo v(y) : y'(*(y)) (> 0l) e procedendo come descritto prima, si ottiene

1)

v ' ( y ) :  
2 y ( J -  \ / r ) ,  i / ) 0 ,  v ) 0 ,

un'equazione a variabili separabili del prtmo ordine in v: quindi

î / 1  1 \ .  1 .r og l v l  :  
J l ; - t ddy : t l ogy - Jy+c  

+  v ( y ) : cJye - ' r y ,

owero, ricordando che v(y) : y'(x(y)) e che v(1) : y'(x(1)) : y'(e) :21e,

y'(x) :21ff(x1e-t/t@) ,

un'altra equazione a variabili separabili. Integrando ancora una volta e utilizzando le condi-

zioniirnziali, si ottiene e\/t\x) : Jú; iîvefiendo la fonnula, si ottiene

y(x) : (1og x)2, definita per r € (0, +oo).

Verifichiamo il risultato ottenuto. Anzitutto è necessario che (y, y') e dom/, owero
y(x)> 0; quindi x+1. Poiché il punto iniziale x:e è maggiole di 1, consideriamo
y(x) : (1og x)' per n > 1: si verifica facilmente che si hatta effettivamente della soluzione
in (1, * oo), f intervallo massrmale di esistenza. ln conclusione la soluzione cercata è

y(x ) :  ( log  x )2 ,  x  e  I  : :  (1 ,  +  co) .

Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy:

a)  y"  :  l2y2,y(o)  :  l l2 , ) ' (o)  :  1 ;

b )  y "  : 6y ' -  4y , y ( " lD :2 ,y ' (n14 )  -  *4 '

17.5 .4  Metodo d i  F roben ius ,  equaz ion i  d i  Besse l

In taluni casi è possibile determinare una soluzione analrtica diun'equazione diffe-
rcnztale lineare vtlhzzando il suo sviluppo in serie di potenze, particolarmente utile
quando non sia possibile esprimere in termini di funzioni elementari la soluzione del
problema.

Per spiegare il metodo, anche detto metodo di Frobenius, cominciamo con l'e-
sempio dell'oscillatore armonico, di cui conosciamo già la soiuzione generale.

Consideriamo l'equazione
y " + y : o  i n R (r7.4s)

ignoranclo il fatto di conoscere già la soluzione generale, o cos x I F snx. Supponiamo in-
vece che

ffi

co
\ - t

v lx l  :  )  a rx ' -
ZJ ' '

k:0
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abbia raggio di convergenza p > 0 e che y sia soluzione della (17.45).
Allora, per ilTeorema 9.10 si ha, per l*l < p,

(  y(*)  :  ao I  atx * a2x2 + . . '  + at xk + ak-r- txk+l *  a1r42xk+2 a . . .
t . . '

\  l ' k ) :  a r  * 2 a z x - f 3 a 3 x z  1 . . . +  ( k l l ) a p a l x k  +  ( f r +  2 ) a 1 , a 2 x k + t  1 . . .
I  y " ( r )  : Z a z  i  6 a s x  *  l 2 a a x z  + . . . +  ( k  +  r ) ( k  * 2 ) a 1 , a 2 x t ,  +  .  . . ,

ossla co 
01'46)

v" *v:  I ( (o+ 1)(k :_2)a1,a2+ ak)xk.
È:0

Allora deve essere

(k + I)(k I2)a7,a2I ar,  :0 per fr  e N

owero si è giunti a una formula diiconenza:

I
a k + 2 :  -

Pensando al problema di Cauchy

( k + r ) ( k + 2 )ak, /c g N. (17.47)

( y " + v : o

t r (o )  :  o ,  y ' (0 ) :0  i n  R

si osservi che

!(0) :  ao e y '(0) :  at  =+ ao: (1,  at  :  g.

Applicando Ia (I7 .47) successivamente per k : 0, k : l, k : Z, ecc., si trova

-  a 6  1  ^  a 1  L o  _  a 2  I  a 3  Ia z : -  
Z : - î ,  

a z : -  
2 . - 3 : -  3 l P  

a . 4 : - j î :  
4 ! o  

a s : - T î :  
S l p

_  a 4  1  -  a 5  l ^  a 6  Ia 6 : -  
5 . 6 : -  6 l a  

a t : - i î : - T P  a t : - 7 î : 8 !  r  e c c .

Non è difficile determinare la fotmula generale peÍ ak,basta distinguere i casi in cui k è pari
e k è dispari:

oro: Gr)n -  (- l )u n ^^-
ef f "  

e  a2k+r :T2k i r \P per  ke N

y(x): "f,#xzk + of -C-rL",o*,
k : o  \ - ' - ) '  ( z k + I ) l *

in cui si riconoscono la serie di potenze per cos.r e sin x.
Per giustificare il metodo possiamo ragionare come segue: una volta ttovata la forrnu-

la (17.48), si determina il raggio di convergenza della serie di potenze (nel caso specifico
p : *oo). Allora tutti i passaggi fatti in precedenza sono rigorosi per lxl < p e quindi la
(I7 '48) rappresenta una soluzione anaTifrca dell'equaziot 

" 
pèt l*l < p (nel caso specifico

.r e R).

Ora applichiamo il metodo all'equazione di Bessel di ordine zero

x y " + ! ' l x y : g  p e r x ) 0 .

Si vuole determinare, se esiste, una soluzione della (17.49) analitica in un intomo di
x :0. Dunque, poniamo

@

/ \ \ - L
l \ x )  :  )  a rx ' " .

z--t
k:0

(17.48)

(r7.4e)

(17 .s0)
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Utllizzando la (I7 .aQ si trova che

xy" (x) : 2a2x * 6a3x2 + . . . + (k + r) (k + 2)a1,*2xk+1 + . . .

xy (x )  :  aox  - f  a1x2  +  . . .  +  a6k* r  *  . . .

y ' ( x )  :  a t  * Z a z x  + . ' . +  ( k + Z ) a p a 2 * k + r  + . . .

co

xy" + y'  + xy :  ar *f f fo +2)(k+ I  + r)ow, + aùxk+l
k:0

@

: al * If to * 2)2apa2 + ak)xk+l.
k:0

Dunque deve essere

e

Ag
Q , 1  :  - -

-  4 )
z'

A6
ag : - -;;;;

z-+'

owero

r a o
^ L  ^ J

Ag
______-____-."_

) 1 0  (  \ l \ z\ "  . , /

(17 .s1 )

(r1.s2)

(17.s3)

a l  : 0

Ì
ak+z :  --7--- , ,2 ak, k g N.

\ K t  z )

Applicando successivamente la (17 .52) per k : l, k : 3, ecc. si ottiene dalla (17.51)
che

a k : 0  s e k è d i s p a r i .

Se k è pari, si riscrive la (17.52) come

a k + 2 :  -

e si trova successivamente

,,(+*')
a 4 a o l

n . :  - ---v 
2232 26 (zt\z

ecc.

^ )  ̂ )
z-L-

Ag

2252

ezk: (-l)n 
,rfu per k e N.

Sostituendo nella serie di potenze I'espressione dei coefÍicienti otteniamo

v@) :o ,  i1g r  x :2k
7^ (kD; \T ) Per x ) o'

Il raggio di convergenza è 1oo, quindi ia serie di potenze è convergente ed è soluzio-
ne della (17 .49) per x ) 0. I1 grafico è riportato nFigtxa 1,7 .4.

Figura 17.4La frrnzio-
ne di Bessel di ordine 0.
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Anahzziamo ii risultato. La (17.53) rappresenta una famiglia a un pammefio di solu-
zioni: poiché y(0) : a0,la costante moltiplicativa a.s Tappresenta il valore della solu-
zione in x :0, owero rura condizione iniziale se si pensa al problema di Cauchy.
D'altra parte, essendo l'equazione del secondo ordine, si potrebbe pensale che sia ne-
cessaria un'ulteriore condizione trirziale, y'(0) : B. In questo caso non è così: per la
(17.51) si ha y'(0) : 0, cioè la condizione y/(0) : 0 è contenuta implicitamente nel-
l'equazione di Bessel e nelf ipotesi che la soluzione sia analitica in un intomo di
x : 0. Ciò non contraddice in Teorema 17 .7 poichéla (17 .49) si scrive in forma nor-
male come

y"  :  - ! r '  - ,
JL

quindi il coefficiente del termine di ordine 1 non è continuo in 0 e il teorema non è
applicabile.

Si osservi che la condizione /'(0) : 0 si può icavarc a priori, direttamente dall'e-
qaazione, purché si assuma che la soluzione abbia derivata seconda limitata in un in-
t o m o  d i x : 0 :

y' :  -x(y" +y) -* 0 per x -.+ 0*.

Si può far vedere che esiste un'alha famiglta a un parametro di soluzioni, definite in
tuuo f intervallo (0, -| oo), che non sono limitate per 'x -* 0+'

Sia n g N. DeterminaÍe una soluzione

y(x):i.o,,*'n'o (ao : 1)
k:0

dell'equazione di Bessel di ordine n;

x ' y "  + x y ' + ( x 2  - r ' ) Y : o  s e x  >  o '

Determinare il raggio di convergenza della serie di potenze'

17.5  S is temi  d i  equaz ion i  l inear i  de l  p r imo ord ine

La caraÍtenzzazione delle soluzioni di equazioni lineari del secondo ordine

(Paragrafo 17.3) e di ordine n Qaragrafol7.4) puo essere ulteriormente generuhzzata

al caso di sistemi lineari del primo ordine (anzi, si sarebbe potuta ottenere come con-

seguenza di quanto si dirà adesso; non è stato fatto al solo scopo di introdurre gli ar-
gomenti in modo piu graduale).

Cominciamo cànsiderando il seguente sistema di equazioni differenziali lineari

onxogenee del primo ordine'.

4.

3
.t

ó
1.
J
.t

{ ,

'1
.!

i

1

: a n ! 1 I a n l z * ' " * L n l n

: a1lr I azzlz t .. . * az"ln

:

: antlt I anzlz+ . . . + annln

p e r x É -  l ( r7.s4)

dove 1è un intervallo aperto e le funzioni ai1 e C(I) sono assegnate' Posto
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(17.5s)

il sistema si riscrive in forma compatta come

Y ' : A ( x ) y  p e r x € - I . (17.s6)
Il seguente risultato mostra che se una combinazionelineare d.i soluzioni di (17.56) si
annulla in un punto, allora è identicamente nulla.

Per la linearità del sistema, la combinazione lineare delle soluzioni yp
z i : alyt + . . . + (tmym,è soluzione del problema di CauchSr

l r ,  :A (x )z  n I
\ z(xs) : g'

Per il Teorema 17.6, z èl'unica soluzione: z(x) :0 per ogni x € 1, ossia

z ( x ) : o t y , ( " )  + . . . +  g * y * ( x ) : 0  p e r o g n i  x e L

Il lemma prpcedente suggerisce di definire il concetto dj soluzioni linearmente indi-
pendenti nel seguente modo.

Infatti, segue dal Lemma 17.72 che m soluzioni sono linearmente indipendenti se e
solo se lo sono i vettori yr (xo), . . . , y*(xo) per qualche xs € I. Si può òra caratteiz-
zuela soluzione generale (o integrale generare) del sistema (17 .i6).

-L

I



zioni differenziali ordinarie

(ù Per il Teorema 17.6, per ogni i: I,. . . ) n il problema di Cauchy

l y ' : A ( * ) v  p e r x € 1

I y(ro) : *,

ha un'unica soluzione in I , y i.Per il Lemm a 17 .r2 e per i'indipendenza lineare
di e1, . . . , En,le soluzioni yr, . . ., y,? sono linearmente indipendenti.

(ll) Per la struttura lineare del problema, ogni combinazione lineare di yr, . . . , y,, è' soluzione di y' : A(x)V in 1. Viceversa, pfeso xs € I, per i'indipendenia
l ineare d i  yr (xo) , . . . ,yn(xo)  es is tono costant i  ar , . . . ,an ta l i  che

n n

Í(ro) : D o,y,(ro). Quindi, per il Lemma !7.12,Í(x) e Doiy,(*) coincidono.

Anche nel caso del sistemi di equazioni lineari non omogenee i risultati nel caso
n:I sigeneral izzanofacl lmente. Siano ai i  e C(I)peri, j-  1,..  . ,n,siaA definita
dalla (I7.55) e sia b(x) il vettore in R' di componenti bi € C(1) per i, j : 7,. . ., h,
allora la soluzione generale dell'sistema di equazioni lineari non omogenee

y ' :A (x )y (x )  +b (x )  n I

è del trpo y(x) + f(x), dove V(x) è la soluzione generale del sistema lineare omoge-
neo associato, y' : A(x)y(x) in 1, e Í(") è una soluzione (detta "soluzione partico-
lare") del sistema lineare non omogeneo.

17 .6 . ' !  S i s t em i  d i  equaz ion i  ! i nea r i  omogenee  de l  p r imo
ordine a coef f ic ient i  costant i

Se la matrice A(x) non dipende da x, A(x) : A, è possibile determinare esplicita-
mente n soluziori linearmente indipendenti di y/ : Ay. L'rdea generale è di cercare
n soluzioni del tipo yi(x) : e^i*vj, con À7 e vl F R"\{0} scelti opporfunamente.
Sostituendo nel sistema y' : Ay e dividendo per e^ix si ottiene

À,1v1 : Av1 <+ (A - ^iId)vi : I

do.ve Id è la matrice identità. con 1 sulla diasonale e 0 altrimenti:

a n - À  a n  A m
a z t  a p - À  A z n

.4. - ÀId:

a r n -  \

Quindi Ài è un autovalore della matrice A e v; un autovettore associato. (si veda
l'Appendice di Algebra lineare in rete). Ma un autovalore (owero una soluzione
dell'equazione caratteristica det(A - ÀId) : 0, un'equazione polinomiale di grado
n)'non è necessariamente un numero reale; è quindi da vedere come utilizzare eveî-
tuali autovalori complessi.

Per semplicità di esposizione ci limitiamo al caso di due equazioni:

anl AnZ

{: -_:#'; per * é m, ovvero 
": 

(", 
'r)

In questo caso I'equazione caratteristica è quadratica:

( r7.s7)
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: ( ú - ^ ) ( d - À ) - b c

- n

s È 7

det(,4
/ a - ) '  b  \- Àid) : det{ . I'  
\  c  d - ^ /

\' - (o + d)^ -r (ad- br)

Nei tre esempi successivi distrnguiamo i tre casi in cui I'equazione caratteristica
À' - (o + d)^ + (ad - br): 0 ha, rispettivamente,

1) due soluzioni reali distinte, À1 e À2i

2) due soluzioni complesse coniugate, À: F * lo' e C (, * 0);

3) una sola soiuzione reale, À € R.

Nella Figura !7.5a sono state rappresentate alcune soluzioni del sistema (17.58) co-

me sostegni delle curve x ,-(u(x), v(x)); in particolare le frecce indicano la loro

orientazione rispetto al parametro x. Si riconosce un chiaro significato geometrico de-
gli autovalon -+ e 3, infatti tale figura è trpica per il caso di due autovalori reali di

J.goo opposto: Àr < 0 ( À2. Nella Figura 17.5b e 15.5c sono indicate le situazioni

trprche di, rispettivamente, due autovalori reali distinti e positivi e due autovalori rea-

li distinti e negativi.

( b ) : 0 < À r < À z

Figura 17.5 Soluzioni
(u(x),v(x)) di (r7 .s7)
con autovalori reali.

Caso 1. L'equazione caratteristica associata al sistema

{ ' ' : u i T v  p e r x € R  ( 1 7 . 5 8 )
I y ' : 5 u - 2 v

è (1 -  ^)(-2- À) -  10 :  0,  o\ryero À2 + À - 12 :(À+4)(À - 3) :  0;  quindi gl i  auto-

valor i  sono Àr :  -4 e ) ,2:3.
Cerchiamo anzihstt:o una soluzione del tipo y1: e-4'(q,rt), dove (41, v1) I (0, 0) è

un autovettorc di A associato a )1 : -4'

{ : ' *2u1 
:  -4 ' '  

<+  5u1 '12v1:0 ,  per  esempio  ( ' r ,  ' r ) :  (2 , -  5 ) '
[ ] L t t - Z V 1  : - 1 Y ,

Analogamente,cercandounasoluzionedelt ipoy2:e3*(u2,v2) 's i t roval 'autovettore
(uz, vr) : (1, 1). Le soluzioni

yr(x) :  (ur(*) ,ur(r))  -  (ze-4*,  -  5t-o')  e yz@) :  (u2(x),  vz(x))  :  (e3' ,  e3*)

sono linearmente indipendenti, quindi la soluzione generale di (17.58) è

u(x) : zae- ' + be3', v(x) : -5ae-4' + be3*, a, b € R.

( a ) : À 1  < 0 < À z

Caso 2. L'equazione caratteristica associata al sistema

( c ) : À 1  < À z < 0



differenziali ordinarie

è  ( - 4 - À ) ( - 2 - À )  + 2 = 0 ,  o \ r y e r o  À 2 + 6 À * 1 0 : 0 .  I  d u e  a u t o v a l o r i  s o r o
-3 + t / R, ma ricordando che e-3x+ix : e-3'(cos.r * l sinx) si può intuire cire ie solu-
zioni sono tutte del tiocr

u(x) :  
"-z '  

(A còsx + B sinx),  v(x) :  e 3'(a cosr + b sinx).
Sostituendo e dividendo per e-r' si trova

[  ? Z e * B )  c o s  x +  ( - A - 3 8 )  s i n x  :  ( - 4 A - a )  c o s  x +  ( - 4 8  b )  s i n x

|  ( -3o*b)  cos  x  *  ( -a -  3b)  s inx  :  (2A -2a)  cosx  +  (ZB -2b  s tnx .

Raccogliendo i coeffrcienti di cos x e sinx si ha

Caso 3. L'equazione caratteristica associata al sistema

(  u t  : u * v

t ; , : - _ . u i 3 v  
P e r x € R '

è (1 - À)(3 -l) + t : 0 owero ^2 - 4^t 4 : (^- 2)' : 0. Cerchiamo una soluzione
delt ipo YL: d2'(u1, v1),  dove (q,vt)  I  (0,0) èunautovettoredi.4 associato a). :2 ' .

f  u ,  +  v t  : 2 u l
< € v 1

|  -ut  + 3v1 :  /v,

Figura 17.6 Soluzioni
(u(x), v(x)) dr 07 .s7)
c o n À :  p " L i w , a + 0 .

quindi si ottiene la soluzione

I "@) 
: e 3'(A cos .x + B sin -r)

t ; ( ' j  :  e 3, ieAl r)  .or,  + (A -B) sinx) 1, B e R'

Si tlatta effettivamente della soluzione generale, essendo una combinazione lineare di due
soluziom linearmente indioendenti.

Nella Figura 17.6a sono indicate alcune soluzioni. Il comportamento è tipico per il
caso di due autovalori complessi coniugati p,l ia se pl ( 0. Se invece ;-r, : 0 o
l-L > 0, si ottengono soluzioni come quelie indicate nella Figura 17.6b e 17.6c.

(a): pr, < 0 ( b ) : p :  o (c): pr > 0

per esempio (q, vt) :  (1,  1).

Abbiamo quindi trovato la soluzione yr (x) : ("'*, ,"). Per trovarne un'altra risulta oppor-
tuno cercare una soluzione del tipo

yz(x) : (u1xez, + Ae2,, vTxezx + Bez'): ((x + A)"r', (x + B)ez.).

Sostituendo e dividendo per e2'si trova



17.7 Cenno al  concetto di  stabi l i tà 519

Così abbiamo trovato una seconda soluzione, yz@): (xez',(x+I)ez'). Le due soluzioni
sono lineamrente indipendenti, quindi la soluzione generale è

u ( x )  :  ( a + b x ) e 2 * ,  v ( x )  :  ( a + b ( t + * ) ) t " ,  a ,  b  e R

(si veda Figura 17.1a).

ln generale, se À € R è l'unico autovalore di A con autovalore associato (ut, vt),
oltre alla soluzione (urru, vpb) ne esiste una del tipo

(u1xeM I AeM, vlxeM + BeM).

Dal punto di vista qualitativo, il caso di una sola soluzione reale À è descritto dalla
Fieura 17 .7a se ) > 0 e dalla Fizura 17 .7b se À < 0.

(a) (b)

Come si è già osservato, una equazione lineare del secondo ordine si lascia riscrivere
come un sistema di due equazioni del primo ordine: in particolare, nel caso di coeffr-
cienti costanti

(
se y"  + by '  +  c !  :O,posto (a ,  v)  , :  (y ,y ' )  s i  ha 1?. '  

: '
' \-/, r ,/ --.--- 

|. ,r : _cu _ bv,

e l'equazione caratteristica coincide con quella già inconhata:

o : (!u -t, ) 
, det(A- À1) : A2 t b), + c.

I grafici qualitativi delle Figure 17 .5 e 17 .6 si interpretano come traiettorie della cop-
pia (y(x), y'(x)) nelpiano (y,y'),dettopiano dellefasi. Larappresentazionenel
piano delle fasi ha senso anche per equazioni non lineari (autonome) ed è di grande
utilità nell' anali si qualítatl a deli e s o luzioni.

17.7 Cenno al  concet to d i  s tabi l i tà

Consideriamo l'equazione differenziale del primo ordine

y '  : f (y)  in  R

Figura 17.7 Soluzioni
(u(x), v(x)) di (17.57)
c o n À i  -  \ z :  À  g  R :
À > 0 ( a ) o À < 0 ( b ) .

(r7.se)



dove / € C(R). Si noti che / non dipende dalla variabile x, quindi l'equazione è
autonoma. Come abbiamo osseryato nel Paragrafo 17 .2.1, se a € R è uno zero cli f.
ossia/(a) :0, la funzione costantey(/) : a (t e R) è soluzione della (17.59); essa
è anche detta soluzione stazionaria della (17 .59).11 termine "stazionana" fa rifbri-
mento atx:a situazione dinamica, owero a un problema che dipende daltempo t, s
questo è anche il motivo per il quale in questo paragrafo sceglieremo, corne nelf il-
troduzione, f come variabile indipendente.

L'equazione y' :y(I - y2) ha tre soluzioni stazionarie: /:0 e / : *1. Per risolvere il
problema di Cauchy

(17.60)
( y , : v , l r - y z \  p e r / > 0

t r(o) :'ro
procediamo formalmente. Si ha

Y@ Y'
J,, i( - 11dt 

: t

e calcolando la primitiva si ffova una formula esplicita per la soluzione:

y(t) :

Si noti che, per / -+ foo,

per ogru /o € R. (17 .61 )

(17.62), . \  ( 1 ,  s e l s ) 0
Y ( t / * t - 1  s e / e ( 0 .

Nell'esempio precedente, se inizialmente la soluzione non è esattamente uguale alla
soluzione stazionana ! :0, col trascorrere.del tempo tende ad allontanarsi da y : I
e ad awícinarsi alle soluzioni stazionarie ! : iL E quindi natvrale chiamare stabili
le soluzioni stazionarie )l : *1 e instabile Ia soluzione stazionaria )l : 0.
Formalizziamo tali concetti per il problema

p e r ú ) 0
(17.63)

Per la (I7.62),le soluzioni /: tl dell'esempio precedente sono asintoticamente
stabili. Si noti che anche senza eseguire calcoli espliciti è facile intuire la differenza
tra y :0 e y : tl dal punto di vista della stabilità: il segno di y/ è determinato dal
segno di /(y) : y(l - yz); quindi, come illustrato in Figura 17.8, se per esempio

/o > 1 allora y' < 0e y decresce (owero si awicina a 1), mentre se )s € (0, 1) allo-
ra y cresce (owero si allontana da 0 e si awicina a 1).

! t ' : f 0 )
I v(o) : vo.

-y$ilt: yfijs::zt
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Figura 17.8 Gralico di
/(y) e direzioni diy(x).

Questo ragionamento sta alla base del seguente dsultato.

( r7 .67)

La D efnizione 17 .1 5 si generalizza immediatamente al caso di s is temi auto no mi

Y' : f(Y)

sostituendo alra distarza ly(t) - al Ia distanza lv(r) - al, dove a è uno zero dí f, ov-
vero f(a) :0. In particolarc, nel caso del sistema lineare studiato nelparagrafo pre-
cedente,

(  u '  :  a u l b v

t u, : cu-l dv 
Per f € lJ{,

(0, 0) è una soluzione stazionaria e Ia sua stabilità dipende dalla distanza tra
(u(t), v(t)) e (0, 0), In tal modo segue subiro dalle Figure t7.5,17.6 e 17.7, o più
precisamente dalle soluzioni generali sulle quali tali figure si basano, che
- (0, 0) è stabile se tutti gli autovalori ), della matrice dei coefficienti hanno parte

reale non positiva: Re À < 0;
- (0, 0) è asintoticamente stabile se tutti gli autovalori ), della matrice dei coeffi-

cienti hanno parte reale negativa: Re À < 0;
- (0, 0) è instabile se almeno un autovalore ), dellamatrice dei coefficienti ha par-

te reale positiva: Re À > 0.

Infatti, se per esempio i due autovalori sono reali ma di segno opposto, "quasi" tuffe
le soluzioni si allontanano da (0, 0) con l'aumentare del tempo / (si veda la
Figula !7.5a), mentre se tutti gli autovalori hanno parte reale positiva, Re ,\ > 0, tut-

,^ _ _- _ s: r. I asintoticamente stabile se f 
t(a) < 0

l o z e r o a d r t e <-- r 
I  instabile se / '(a) > 0.

Se /'(a) I 0 si può usare il segno di f 
'(a) per distingere i casi (ti .65) e (17 ,66):



azioni di f ferenzial i  ordinar ie

te le soluzioni tranne la stazionaria, (0, 0), si allontanano da (0, 0) con l'ar:mentare
clel tempo / (si vedano le Figure 17,5b e 17.5c).
In altre parole, se il sistema di equazioni differenziali descrive un processo dinamigo,
le soluzioni stazionarie stabili sono le uniche che "si vedono" in una sihtazione reali*
stica di equilibrio. È vero che una soluzione stazionaria è soluzione del prob,lema, 11a
in una situazione realistica sono sempre presenti piccole perturbazioni che hanno la
tendenza aportare le soluzioni "lontano" dalle soluzioni stazionarie instabili.

Riconsideriamo i sistemi degii esempi del paragrafo precedente. Nell'Esempio 17.29
Àt: -4 e À2 : 3, quindi (0, 0) è instabile (infatti la soiuzione generale contiene un termr-
ne del tipo be3', che diverge se b l0). Nell'Esempio 17.30 Re À: -3, quindi (0,0) è
asintoticamente stabile; nell'Esempio I7.3I À:2, quindi (0, 0) è instabile.

Merita un cenno anche il caso di un sistema autonorno di due equazioni non lineari:

I u ' : f ( ' ' v )
I  u '  :  g(u,  v) .

(17 .68 )

Supponiamo che (u*, v*) sia una soluzione stazionana del sistema. Effettuando se
necessario il cambio di variabili (ît, ú) : (u - Lf,*, v - v*) e rimuovendo i cappucci,
si puo suppore senzaperdere in generalità che la soluzione stazionaria sia (0, 0):

/ (0 ,  0)  :  g(0,  0)  :  0 .

Supponiamo inoltre che f , g siano di classe Cl in un intorno y di (0, 0). Ciò gannti-
sce I'esistenza locale di un'unica soluzione per ogni (us, vs) e V.

Studiare la stabilità di una soluzione stazionaia di un sistema non lineare è un
problema certamente non banale. ln certi casi le inÎormazioni si possono ottenere li-
nearizzando il sistema, owero sostituendo a f e g le rispettive approssimazíontli-
neari:

(  u '  :  a u l b v
< oove
L y ' :  c u i d v (: 

") 

:16,g1(o't' : (33:ì f,3:j) 
,r,

La soluzione stazionana.(0, 0) si dice Iinearmente asintoticamente stabile o linear-
mente instabile se il sistemalinearizzato (I7.69) è, rispeffivamente, asintoticamente
stabile o instabile. ln questi due casi, leproprietà locali del sistema (17.68) sono, dal
punto di vista della stabilità, analoghe a quelle del sistema hneaizzato: se (0, 0) è li-
nearmente asintoticamente stabile, esiste un intomo Vs di (0, 0) tale che ogni solu-
zione di (17.68) con dato :rrr:u,iale in Vo C V esiste globalmente e tende a (0, 0) per
/ --+ +oo; viceversa, se (0, 0) è linearmente instabile allora esiste un intorno Vo C V
di (0,0) tale che ogni intorno t'loe Vo di (0,0) contieneun dato intziale (ro,vo)
per cui la soluzione esce daVo n tempo finito.

L'idea che motiva queste affermazioni è la seguente: se per esempio (0, 0) è asin-
toticamente stabile per il sistemalineaizzato, la parte reale di entrambi gli autovalori
è negativa; poiché I'errore che si commette sostituendo a f e g le loro approssimazio-
nilineari è un o-piccolo della distanza da (0, 0) e le soiuzioni sono regolari,laparte
reale degli "autovalori" del sistema non lineare resta negativa in un intomo sufficien-
temente piccolo di (0, 0).

Consideriamo il sistema

(17 .70)
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Si noti che (0, 0) è una soluzione stazionaria. Lrneaizzando intorno a (0, 0) si ottiene i1 si-
stemalineunzzafo

I  t t t : u - v

\ v ' : u + v

i cui autovalori sono datida

/ t - s  - r  \  ^
d e t (  

^ ,  " , ' .  
I  : À ' - 2 ^ + 2 : 0  < +  À :  1 _ | l .

\  r  r - ^ /

Perciò 1a soluzione (0, 0) del sistema (17.70) è linearmente instabile.

I1 concetto di stabilità si applica ad altre soluzioni oltre a quelle stazionarie.
Nell'esempio successivo introduciamo, in modo solo intuitivo, il concetto di stabitità
di una soluzione periodica.

Determinare le soluzioni stazionane delle seguenti equazioni differenziali e discuterne
stabilitàr:

a)  y '  :max{1  -  l y+  11 ,  1 -  l y -  r l h  c )  y '  : r c r ( (1 ! \
\e - '  

_ r  L  /
1 \b) y' :roe( ly' + tl + 7 ); 

d) y' : (y' - o')(y - r)
\  z /  a lvarTareúaef0 , * * ) .

la

Il sistema

(r7.7r)

considerato nell'esempio precedente ha una struthra molto particolare che permette di tro-
varne delle soluzioni esplicite. Infatti, posti

u(t) : r(t) cos 9(t), v(t)  :  r( t )  sngQ)

I u ' : - v - l u ( | - u 2 - v 2 )
L y ' : u - f v ( I - u z - v z )

I r '  cos p - rg'sing : -rsin p * r( l  - f) cos p

I r ' s i n  g l r g ' c o s p -  r  c o s p + r ( 1  -  f ) s n 4 .

Sommando lapirna equazione moltiplicata per cos rp alla seconda moltiplicata per sin rp sr
ottiene l'equazione per r:

r '  :  r ( L  -  f ) .

Sommando invece la prima equazione moltiplicata per * ( sn g) I r a1la seconda moltiplicata
per cos (@lr si oftiene L'equazionepet g'.

e ' : r  +  p ( t ) : . p ( o ) + /  p e r / > 0 .

L'eqtsazione per r è la stessa studiata nell'Esempio 17.32, qundt la soluzione è data dalla
formula (17.6I) e il comportamento per t --+ *m è descritto dalla (17.62). In conclusione,
la soluzione del problema (I7.71) con dato intzía1e (ur, ,o): (rs cos {ps, rs cos po) è den-
nita per ogil / ) 0 e, se re ) 0, si ar.vicina alla soluzione periodica (cos(cp(0) + l),
srn(tp(O) + 4). A questo punto si pohebbe introdurre il concetto di stabilità per una fami-
glia di soluzioni periodiche, e formahzzne f idea che la famiglia di soluzioni

(cos (rps * /), sin (fo + 4; 9s e 10,2r)

è stabile per il sistema (17 .71). Ma questo ci porterebbe troppo lontano, e ci accontentiamo
dell'asoetto rntuitivo.

si ha

l u ' : * v + u ( l - r ' - r t )
1  ,  .  / a  t  , \  

: l

( v : u + v \ I - u ' - v ' )



i dlfferenziali ordinarie

W Discutere la stabilità della soluzione stazionaria (0, 0) dei seguenti sistemi:

.  (  u ' : u - b v
a) \ 

"" 
, 

- 
:' al variare di b e R;

L Y : U - / , V
( u '  : a u - v

b) { 
"", al variare di a e R;

I v ' - - u - z v

,  ( u ' : s . t - 1 - s i n ( 3 v )
c )  

f  v '  :  l o g ( t  - f u -  v ) ;

, ,  f  u ' : v - t ' tc )  
f u ,  : u l 1 - 1 .
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ogni funzione olonxorfa e liynitata in C,
è co,stante in C

(/ ò lirnitaia in C se l/(e)l < A4 per ogni e c C). il
risu.ltato evidentemente non vale per le fuitzioni rea
li: /("r) : rl@2 -F 1) è di classe C*([R), è banal-
mente hmitata (0 < /(r) ( 1 per ogni .x e lì{), ma
non è costante. Si noti che in qnesto esempio abbia.
mo usato la ploprietà che il polìnomio x2 -l- I non
ha zeri reali. Ytce:versa, si puo utilizzare il teorema
di Liouville per dirnostlare 17 Íeorema fon.damenta-
Ie dell'algebra:

r,tn polinomio di grado n ) 7 ha n zeri camplessi
(contati secondo la loro molteplicità), ovvero si
scontpone in fattori lineari.

La cosa non banale da dimosh'are è che esiste al-
rneno uno zeto, z7 (infatti, poi si mette in evidenza
il fattore z - zt e si considera il polinomio rimanen-
te di grado il - l, che a sua volta ha wro zsto, 22,
eccetera). Dirnostriamo quindi che

f(z)  :  arz '  +  or- rz" - r  +  . .  .  +  a '12 I  ús

ha alrreno uno zero complesso. l{agionanrlo pel aiì,.
surdo, supponiamo che f (z) l0 per ogni r e C.
Allora la funzione nzionaLe

g(e) : tlf Q)
è deflmita in C e, analogamente atr caso reale, è con-
tinua e olomorfa in C. lnoltre lf (.2)l * -F,:o per
lz l  -* +o", owero ls(e)l  - '0 per lel  - '+*.
Perrio, essendo continua, e -' lg(z)l è limitata:

l g ( z ) l  < M p e r o g n r e e C .

Ma allora, per il teorema di Liouville, g è costante;
quincli anche .f è costante, che è assurclo se re ) 1.

Esistono dimostrzrzioni diverse del teorema fon-
damentale dell'algebra: per esempio, nel testo ne
presentiamo una che, pul molto simiie a quella ap-

Fu*natonE mEomq$fl'fe

I! teorema fonda!îrentaTeddFaid66ra 
-

LIn poiinomio complesso di grado rz è un esernpio
particolar,rnente semplice di una funzione complessa
definita in tutto il piano complesso:

-, C, " é 1 . ,
"f : zr- 2_a*2" (a, f 0).

/c:0

Analogamente al caso reale, esiste la derivata com-
plessa c1i/ in ogni a6 e C.

7'Qo) f(z) -  f(zo) ' f - ,  t -  1

\ lcarz.?,-' .
LJ

k:0
(  d u

In questo capitotro vedrerno che le flrnzioni derivabi-
li in senso cornplesso, anche dette funzioni olo-
morfe, ha:rno una stnrttura molto particolare. A li-
vello insiemistico l'insienre C coincide con R2 e
perciò si pohobbe interpretare una funzione da C in
C oome una f,rnzione leale rna vettoriale da R2 in
R2 (identificanda z : x -l iy con (r, y) e
f (x + iy) : u(x, y) + iv(x, y) con (u(r, y'),
v(x, y).)). Ma contrananenre a R2, C è anche un ir-
sieme numerico ecl è esattarnente la st-ruttura flune-
ric'a che senie se voglíamo defilire la derirata com..
plessa: per definire ii rapporto incrementale di f
dobbiamo dividere un numero complesso per un al-
tro !

Le conseguenze di questa osseryazione elemen-
tare saranno sorprendenti e, come vedte no, porte-
raruro a una teoria rnatematica di notevole elegarna.
Infatti le funzioni olomorfe godono di proprietà,
rnolto particolari. Per esempio, vedremo che la deri-
vata dt una funzione olornorfa è a sua volta una fun-
zione olomorfa, ovvero una funzione derivabile in
senso complesso è autornaticarnente di classe C-
(orwiamente questo non vale per le funzioni reali:
f (x): xli è derivabile in R ma la derivata secon-
da non esiste in x : 0).

Un'altra proprietà notevole è il teorenla d.i
Liouville, dimostrato nell'Esercizio 1B.l 1:
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î  8 ,1  Der iva ta  complessa;  f  unz ione o lomor fa

Dato un insieme aperto A C C,, una funzione f : A --+ C può essere considerata co-
me una funzione dr una variabile complessa,

z,__. f (z)

oppure, identificando gli elementi z : { + iy e C e f(z) : u I iv e C rispettiva-
mJnte con (x, y) e R2 e con (u, v) e R2, come una funzione (vettoriale) dr due va'
riabili reali,

(*, y) r- (u(*, y), v(x, y)).

se/ (z)  :  r l  zperz € a \  {o} ,  s ihache

f ( x + i y ) -  
I  : - t - i t  

x  
i - - J -:  

* + r y : 1 * * ; r y * - g :  x 2 + v 2 -  x : + y '

quindi u(x, y) : xl (x2 + yz) e v(x, y) : -y I (x' * y2) per (*, y) eR2 \ {(0, 0)}.

Identificando C e R2, si definiscono gli intorni sferici di z e C,

n , k o ) : { z € C : l e - z o l < r }

e il concetto di limite: dato Zo: .r0 * iys e C,punto di accumulazíone per dom /,

(  ,  , l i ry .u(x,  Y) :Re!.

l im f(z)  :  t  €o o {  
* ' '1#'^1 

v@, y):rm(.zàzo 
t (xry )+\xo) yo )

Se/ è definita in zo,/ si dice continua in z0 se f (z) - f (zo) p"t z -+_4s.,Inoltre,

peidefinire limiti per z ---+ @, si identifica f insieme C U {oo} con R' U {*} (si ve-
darlParugrafo 10.2,3): quindi, per esempio,

I ,".1ií1- 
u(x' Y) : Re /

fiyf@ : r e o * 
i,,,5,É_ 

v(x, y) :rm(.

)ry,f @: oo *) (,,y)l]?o,yo)(u'(*, 
y) + v' (', y)) : foo'
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Utlhzzando l'esempio precedente si verifica facilmente che

l im l :  o,
z+oo Z

, ,  I
I t m - :  o o .
z-0 Z

L'insieme dei numeri complessi C ha, oltre alla struttura vettoriale di R2, vîa struttu-
ra algebrica grazLe alf inhoduzione del pr odotto in C, In particolare è ben defiaito il
qrloziente e possiamo quindi dare una nozione di derivabilità in senso conxplesso
modellata su quella di funzioni da R in R.

Come nel caso di funzioni reali di una variabile reale, una funzione è derivabile in
senso complesso in t6 se o solo se

f (z): f(20) +f ' (zo)(z - zo) * o( lz- zol) per z -+ z0' ( 1 8 .  1 )

I1 seguente risultato è notevole, in quanto indica che il concetto di derivabilità in sen-
so còmplesso è più forte della differenziabilità delle parti reali e immaginarie u(x, y)
e v(x, y).

Le condizioni (18.2) prendono il nome di condizioni di Cauchy-Riemann e sono un
primo esempio della particotarità della teoria delle funzioni complesse derivabili.
Ponendo

1.Qo) : :  LL*(xs,  yo)  + iv* (xs,  yg) ,  7r (zo)  : :  ur (xs,  y0)  + ivr (xs,  ys)  (18.3)

le (18.2) si possono riscrivere come

7'Qo) :f*Qo) : -ify(zo) (18 .4)

Si osservi prima che la differenziabilità di u e v in (xo, yo) è equivalente a

u(x, y) : u(xo,yo) + u*(xo, yo)(x -to) * uy(xo,yo)(y - yo) + o(lz - zol)

v(x, y) : v(xo,yo) + v*(xo, yo)(x- 
"o) 

* vy(xo,yo)(y - yo) + o(lz - zol)

per Z :-+ {s, ow€ro, ricordando le (18.3), a
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La funzione f (z) : lzl non ammette derivata complessa in alcun punto z e C. Infatti

f (x + iy) : t/FTf, owero u(x, y) : \F +7 e v(x, y) :0, quindi, per
(*, y) * (0, 0) (nell'oilgne u non è differenziabile), u,(x, y) : -+ I vr(x, y) se

x l 0 e u y ( x , y )  # - v , ( x , y ) s e y l 0 .  
V x ' + Y '

t / X ' * Y '

f (z) : u(x, y) * iv(x, y)
:7(zo) + f . (zo)(*  -  *o) +fr , (eo)(y -  yo) + o( lz -  eoi)

( 1 8  s )

per z -+ ee. Supponiamo ora/ derivabile in zo, Allora, riscrivendo la (18.1) conre

f(z) : f (20) +f  ' (zo)(*-  ro)  *  t f ' (zo)( t  -yo) *  o( lz-  zol)  per z,  - .+ i ,

la (i8.5) è verificata conÉ(eo) : f 
' (zo) e fnQo) : if ' (zo). euindi a e v sono dif-

ferenziabili in (xe, )o) e vale ia (18.4), che è equivalente alle condizioni di Cauchy-
Riemann.

Ripercorrendo al contrario questi passi, è alhettanto facile mostrare che la (18.2)
e la (18.5) implicano la (18.1).

Continuano a valere anche nel caso complesso le principali regole dt deivazione e i
teoremi ríguardanti la derivata di funzione composta e della funzione inversa. Le di-
mostrazioni sono completamente analoghe al caso delle funzioni reali.

L-_

La fwzione f (z) : z' è olomorfa in C. Per verificarlo si può usare la definizion e di f 
| (z):

') ')

f '(ro) : ]im {r jo : ]im (z * zo) : zzo,
z - z o  z - 2 0  z + 2 0 '

oppure si possono verificare le condizioni di Cauchy-Riemann: f (x + iy) - x2 - y2 + 2ixy,
quindi Lt : :x2 -y2 ev::2xy sono di f ferenziabi l i inR2 eperogni (x,  y) e R2

u,(x,  y) :2x: vy(x, y),  uy(x, y) :  -2y :  -v*(x,  y).

Nel caso complesso 1a funzione esponenziale ez è deffiita come

d * ' ! : :  d ( c o s y * l  s i n y ) p e r x f i y e C .

La definizione di ez è compatibile con la notazione els : cos tp * I sin p (si veda Ia (1.25));
inoltre, ponendo ) : 0 ritroviamo la funzioni rcale d. Segue dal Teorema 18.2 che la fun-
zione ez è intera e che

@È"1 perz e c.

Infatti

f  ( z ) : e z : I ' ! ' ( x , l ) * i v ( x , y ) ,  u :  d  c o s y ,  v : d  s j n y ,

u e v sono differenziabili in R2 e

ux: d cos),  :  yy 
" '  

, r :  -d siny -  -vx in R2.

Inoltre, ricordando che f 
' (z) : f,(z) : u*(x, y) + iv*(x, y) si ottiene che

f' (z) : d cosy I ie' siny : sz.



18.1 Derivata complessa; funzione olomorfa 5Zg

Siano.f , g : A -+ A, A C C aperto, zo e A. Se f e g sono derivabili in senso com.plesso

in zg, allora lo sono anche af + Pg (o, 13 e C), fg ",se 
g(20) + 0,+ Inolrre

@f + 0ù'ko) : af '(zo) + frg'(zo)

611'ko) : 7'Qo)g(zo) +/(eo)d(zo)

( f  \ ' ,_ ,  / ' ( zo)g(zo)  -  f (zo)deo)
\ ? / t ' o ' :w '

Per esempio, segue da queste proprietà che se n € N

(r") ' :  nz'-t p e r z € C  e (z-" ) ' :  -nz-n- t p e r z € A \ { 0 } ( " 1 0 ) .

A :  { x * i y  e C  :  x  >  0 } ,  f ( z )  :  z '  p e r  z  e A .

Allora / è iniettiva, quindi invertibile, nel semipiano A e il dominio della funzione inversa
/-1 è f immagne di f ,owero il piano complesso meno il serniasse negativo, che per brevità
indicheremo nel seguito conlanotazione C \ (-oo, 0]:

d o m  ( / - t )  :  C \  ( - o o ,  o l '  :  C \ { ,  €  R  :  x  <  o }

(si veda la Figura 18.1). Infatti

Nel caso complesso le funzioni sin z e cos z sono defi-nite come

.  e " ' - e  " '
S 1 1 l { : :  -  r  C O S Z : :

. L I

elz + e-rz

z
n a r  z  c ( ^
Y v r & L v '

Essendo ez infera (con derivata ez), lo sono anche sin z e cos z, e segue dalla regola della ca-
tena che

( sin e)' : cos Z, ( cos e)' : - sin Z n a r z c [ -
P v r  <  !  v !

Si osservi che se z : x € R si ritrovano le funzioni reali smx e cos x.



1 :  p e i e  e A  < +  p ) o  e r u  ( -  + ,  + )
quindi 12 : pzezie e

z e A <+ lz' l :  p'  > 0 e arg(22) :2p e (-r, r).

La funzione inversa, f-'(z): JV, si dice valore principale di r/Z; per il Teorema 18.5,
./Z è olomorfa i" C \ (-oo, 0] e

r  - \ t  1  1  ^ ,( ' / i ) ' :TTA:t r  perz €C\(-oo,  o l . (  1 8 . 6 )

Figura 18.1

Figura 18.2

Sia
' f ( z ) : e '  p e r  z e A :  { x l i y : x  €  R , -  T  < y  < T } .

Allora/ è invertibile. nA e il dominio dil-t U f immagine di/:

d o m ( f - 1 )  : C \ ( - o o , 0 l

(si veda la Figura 18.2). hfatti

z : x i i y  e A  < +  . x € R  e  - 7 r  < y  < 7 1
'  i .  z  v l ^ tquindi ez - èx+tY : d e't e

z € A  e  l e ' l : { > 0  e  a x g ( e ' ) : y e ( - r , r ) .

La funzione inversa, f-'(z) - z, si dice valore principale del logaritmo e si indica con
Log z. Per il Teorema 18.5, Log e è olomorfa in C \ (-oo, 0] e

(Log e)' :#*: 
+ 

per z eC \ (-oo, ol .

Inolte vale che

L o g T :  L o g  l e l  * i a r g z  d o v e  l * e z l < 7 T  e  z €  A \ { "  €  R : x  <  0 } ( i  8 . 8 )

I n fa t t i ,  da l i  w :x - f i yeA  e  zc -C \ ( -oo ,0 ] ,  z :LoEw <+  z :ew  <+
z :  d ( c o s y  *  i  s i n y ) e  l z l  :  d  e a r g z : y  +  x : L o g l z l , * g z :  I .

( 18 .7 )



La funzione/(z) : zn (a e C), cletta valore principale di zn, è così definita:

za '.: saLoez per z € C \ (-oo, 0].

Per il Teorema 18.4 zo è olomorfa i" A \ (-oo, 0] e

(zn) '  :  (eaLoszlr  :  aeaLosz(Log z) '  :  azo-t  per z €C \  (-oo, 0] .  (1g.9)

Si noti che i valori principali di ̂ /2, del logaritmo e di ea coincidono, rispettivamen-
te, conle funzioni realí1/i,1ogx e xo per.r € (C\ (--, 0]) n R: R+ : (0,+oo)
e peÍ a € R. In particolare Log le I coincide con il logaritmo naturale di le I .

a)  f  (z)  :  (32 +2)2;

D f k): sna(22);

a) Moshare che

rog (22) :zLog z se ze C\ (-oo, 0] ,  luter l .+

e che, invece,

L o e  k 2 )  l 2 L o g  z  s e  z  e  C \  ( - o o , 0 l ,  
t . l * r z l  

< r ;

b) dire se

(Los  (z -3) ) '  :  
*  

se  z  €  c \  ( -oo ,  o l '

18.2  S ign i f i ca to  geomet r ico  de l la  der iva ta
co m p lessa

Una curva in C è una funzione continua da un intervallo 1 C R in C,

v ( / )  : x ( t ) + i v ( t ) ,  t e I .

La nomenclatura stessa, e I'uso del grassetto, sottolineano che in questo contesto si
sta identificando C con R': il punto x(t) + iy(t) e C, corrisponde al punto
(x(t),.y(t)) e R2. Athraverso questaldentificaziotr"-.i definiscono iìoncetti diiurva

Provare che la funzione

f(x+iy) :  s{cos !  *a i  d  sny (a e R)

è derivabile in senso complesso in xo * ly6 e R se e solo se a :1 (owero se e solo se
(x+iy) -d+ 'Y) .

ffi

Calcolare, se esistono, le derivate in senso complesso delle seguenti funzioni complesse:

Ic ) f ( z ) :  
i r + r  

( z * * i ) ;

d ) f ( z ) : l z l ' .

Determinare f immagine delle seguenti funziom:

a) x v-+ e!*ivo, x € R (al variare di yo);

b) y *r e!o-rí!, y e R (al variare di;r6);

c) z r+ ez,llmzl < r;
1

d ) z r - * e z , l l m z l 1 ^ T .
z
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rettificabile (con lunghezza L(ry)), curva semplice, chiusa e di Jordan, cula cì.,r
classe C' (t tratti), regolare (a tratti) e il concetto di curve equivalenti (cr.rir lo
stesso verso o verso opposto). kl particolare la curya è regolale sc
y ' ( t ) , :x ' ( t )  + iy t ( t )  l0  (<+ (* ' ( t ) ,y ' ( t ) )  I  (0 ,0))  per  ogni  r  e  1.  S iano A q r j
aperto, ̂y una curvaregolare contenuta tnA, ef : A --+ C continua nAe derivabiie
in senso complesso in z6 : ?(t0) (t0 € ,f . Allora T passa per z0 e la curva

r r + w ( r ) ' : / ( ^ y ( r ) ) ,  t  e  I

passa per w6 : f (zo) e C. Nella Figura 18.3 abbiamo indicato ̂ 't'(t0), identificanrlo
i l  numero complesso T'(/0) : x'(to) -f iy '(ts) e i l  vettore (x'(16), y'(t0)). Se
7' Qo) I 0, dalla regola della catena si ottiene che

Si noti inolhe che

w,(ro) : y, (zo)^t, (n) # o.

argw'(re) : argf t(zo) + argry'(ro), ( 1  8 . 1 0 )

oYvero

arg w'(rs) - argy'(to) non dipende da y rna solo da f 
'(20) 

+ 0 ( 1 8 . 1 1 )

Figura 18.3 Le curve
r r--i 1(r) e t r+/(1(r)).

F igura18.4f  :Ar-+{ ,
definisce una trasforma-
zione conforme.
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ln particolare, so ?r e y2 sono due curye regolari passanti per 20, allora le curve
t*f(yt(r)) e r,-*f 6tzGD passano per/(eo) e, se//(20) t '0,1'angolo B indicato
nella Figura L8.4 è preservato dalla trasformazione indotta da f.

se f : A----+ C è.olomorfa in A e f 
'(z) 

# 0 per z e A
allora / è una trasformazione óonforme. ( 1 8 . 1 2 )

t
ri
; .
i(

i
F.

Figura 18.5

Siano zo l0 ef (z): 22. Determinare l'immagine rispetto af dellacirconferenza di centro
0 e raggio leo I e della semiretta f ta lstarpzs pef / > 0; verificare che la trasformazione indot-
ta daf preserva l'angolo retto tra la circonferenza ela semiretta nel punto ee.

18.3  In tegra l i  curv i l ine i  d i  f  unz ion i  complesse

Siano AgC aperto,f :A--+ C continua e "y:[a, b] --+ C una curva di classe C1
contenuta inA. Per definire f integrale curvilineo di/ su y procediamo in modo simi-
le a quanto fatto nel Paragtafo 72.2. Data una suddivisione 2 : {to, tr, . . ., tn} dí
fa, blcon 

ì a : t o  (  / 1  (  t 2 ' . . 1 t n : b

si ottengono n curve. li: lti-t, /;] -* C di eshemi ̂ ,t(ti-t),1(r;). Per ciascuna di esse,
si sceglie arbitranamente ri e fti-1, ti]: ciò individua un punto y(4) sul sostegno di
1; (siveda Figura 18.6).

Abbiamo quindi visto che

Sia  / (z )  :gz :d+ iv  -  e ' (cosy+ l  s iny)  por  4 :  x * iy  e  C.  F issa to  zo  €  C,  s iano
lr (f) : t -f iys e V(t) : ro * lr rispettivamente 1a reita oizzontale e la retta verticale (in
0) passanti Per zo. Allora f (z): ez trasformalarctta orizzontale nella semiretta uscente
dall'origine di coefficiente angolare tgyo e la retta verticale nella circonfercnza di raggio
d0, percorsa infinite volte in senso antiorario. Chiaramente l'angolo retto è preservato dalla
fasformazione indotta dal (si veda Figura 18.5).

f (z)=ez
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. igura 18.6 Partizione
del sostegno di 1.

D^ríD e f insieme dei punti {4}, si definisce la somma di Riemann

S(D, {r1}, f) , :>,f frOl)(^y(rr) - ry(ri-r)). (18.13)
j : 1

Secondo il seguente risultato le somme di Riemarur convergono a un numero com-
plesso f ,ltnteglale di / lungo T, "pef n --+ l@"; le parti reale e immaginaria dí I
possono essere identificate come integrali curvilinei (reali). Per formuiarlo si userà la
notazione

( 1 8 . 1 4 )

dove g : la, b) -' C, g : t r--+ u(t) + iv(t).

Si notlche,posti ̂y(r) : i(t) i iy(t) e f (i I iy) : u(x, y) + iv(x, y), si ha

/(v(r))^y'(t) : u(x(t), y(t))x'(t) - v(x(t), y(t))y'(t)

+ i(u(x(t), y (t))y' (t) -r v (x(t), y 0)*' (t)).

Perciò, segue dalle (18.14) e (18.i5) e dalla definizione di integrale curvilineo
(reale!) di seconda specie che

f f f

I  f@az :  I  u(x ,  y)dx -v(x ,  y)dy + i  I  v (x ,  y)dx+u(x,  v)dv.  (18.16)
J^y J"y Jy

In particolare, I'integmle dipende dall'oientazione di T ma non dalla sua pararneffiz-
zazione:

I,u ilùd/ : : I"' u@ dt + i l,o ,1t7 at,
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I f fOdr: I f k)dz se T e ! sono equivalenti con 1o stesso verso,
r ' t  J1  (18 .17)
f r
I f (z)dz: - | f(z)dz se ? e l sono equivalenti converso opposto.

J^ l  r ' l

La definizione di frf (z) dz si generahzza facilmente a curve di classe Ct atratti.

Poiché, per la disuguaglianza triangolare,

lS(D, {ri},/) l :

/  \ - 1 -  /  \
< (qyr l/(ry(r))l ) t lv(t) - ry(/i-r)l < (ryr l/(ry(r))l )rtvl

\  r € l  /  
. , _ ,  

\  r € l  /

si ha che

ll,n tu.l =/ \
( rygr l/(v(r))l )r(r)
\  ú c r  /

dove l(y) è la lunghezza dr ̂ y.

Calcolare I'integrale curvilineo di/ su 1 nei seguenti casi:

u)  f (z )  :z , tU) :  t ( l  + l ) ,  re  [0 ,  1 ] ;  D  fk )  :  e ' , ^ ! ( t )  :2 t l i t , t  e l0 ,2 l .

( 1 8 . 1 8 )

La cuwa ryn(f) : Re't, t e 10, 2r],pararrcffizza la circonferenza di centro 0 e raggio R per-
corsa una volta in senso antiorario. Calcoliamo i seguenti integraii:

$ r a r ,  $ r u r , 6 i *
J.yn J.!n J \n a

Si ha ̂ yi(r) - iReit, quindi

r  fLn î2n î2n

$ z dz : R' I ei'iei' dt : int I e2ì' dt : iRz | ( cos (2r) * I sin (2t)) dt : o.
J t^  Jo Jo Jo

Analogamente, poiché ry^ft) : Re-it e# : 
*r-",

f^ru, 
- o' 

l, 
e-ilidt dt : iRz 

Io'" 
u, :2triR2

í,^+ 
o' : f o'" 

'-irPit u' : ' 
Ir'" 

dt :2ni'

(18 .1e)

( i8.20)

Siano ,/Z il valore principale della radice quadrata, 0 < a 1r e ^1.(t): e" per
-a 1t ( a. Determinare

:ry l,-'ftdz



18.4  Teorema e  fo rmula  in tegra le  d i  Cauchy

Consideriamo la (1 8. I O:

dove 1 è una curva di classe ct a tratri con sostegno in un aperto A c C e
f : u* lv è una funzione continua n A. Se f è olomorfa in A segaedalle condizio-
ni di Cauchy-Riemann, (18.2), che u, - -vx e vy : r,trx, oy.vero le forme differenzia-
liudx - v dy evdx * udy sono chiuse in,4. Perciò se A è semplicemente connes-
,so e se supponiamo anche che u e v siano di classe C'(A), per il Teoremar2.zr

t A e, per il Teorema 12.77, f integrale
finali di 1.
ito risultato senzauflizzarc I'ipotesi che u,
ione aggiuntiva la dimostrazione diventa

considerevolmente più complicafa e la omettiamo.

Come si è visto nell'Esempio 18.1 1,la (18.22) non vale se/ non è olomorfa (si con-
sideriper esempio la funzione f (z) : Z e il risultato nella (18.19)) o se Anonè sem-
plicemente connesso (per esempio A : A \ {0} nella (18.20)).

La seguente classe di curve comparirà spesso nel seguito e conviene dargli un no-
me:

Consideriamo la situazione rappresentata nella Figura 18.7: A g C è un insieme
aperto che ha al suo interno una e una sola lacuna, B, quindi A non è semplicemente
connesso (per esempio A : A \ {eo} per qualche zo € C).

$iano 11 e y2 due cammini in A intorno a B orientati positívamente (cioè in sen-
soantiorario). Se/èolomorfa ioA, [,.f (z)dze I""f (z)dznonvalgononecessaria-
mente 0 (si veda la (18.20)), ma segú'e faciLmenteîal teorema integrale di Cauchy
che sono ueuali:

l,rrrl a, : l,udx 
- v dv * t 1,, * * udv

f î

f  f f r laz :  f  f (z )dz
't ^lt J "lz

(18 .23)



Infatti, siano !1 e 412Ie due curve chiuse costruite come indicato in Figura 18.8.
Allora

f l ' f r
I f@ dz + l. f(z) dz : f f{r) d, - f f(z) dz.

J l, r -y2 ,t "lz r ^yt

D'altra parte i sostegni di {, e !, sono contenuti rispettivamente in A1 e A2, due sot-
toinsiemi sempiicemente connessi dí A; quindi, per il teorema integrale di Cauchy,

53V

Figura 1 iì.7 ry, e "7. cir-
condano la la,cuna ,9.

Figura 18.8

ffi

r f

I  r rad r :  L  f ( z )dz :o
't "!r J ^lz

e si ott iene la (18.23).

Poiché 1/z è olomorfa in C \ {0}, per la (18.20) e la (i8.23) si ha che

f 1 '
f  

-  d z : 2 r i

per ogni cammino in 0 intomo all'ongine orientato positivamente.

Dal teorema integrale di Cauchy segue
Cauchy.

la notevolissima formula integrale di

Teorema e formula

Siano A C C, aperto e semplicemente connesso, f : A --,, C olomorfa in A, zo e A e y
un camntino in A intorno a z0 orientato posiîivamente. Allora

1  f  f ( z \

[ ( z o ) :  ̂ . ó  
' ' r " /  d z

/-7tr J.,! Z _ Zrt
(18.24)

t+*-



Funzioni olomorfe

I

La curva ryr(/) : zs I re't, / € [0, 2r] (che panmetizza la cilconfercnza dt centro
z0 e raggio r, si veda la Figura 18.9) è un cammino in A intotno a zs per r sufficien-
ternente piccolo, Aliora, per la (18.23),

quindi risulta

Per giungere alla (18.24) basta alloraprovare che

A*u ' : f - ! \o '  pe r r )o
, ) " 1  "  

& u  J " l ,

$ f (z)  de: t im $ f@ ur .
J ^ 1  Z - Z g  r n o - J ^ t , Z - Z o

6 4+ dz :2nif (zo) per ogni r > o.
J 1 , Z - Z g

ngura 18.9

Per la (18.20),

d z : 0

ma questo segue immediatamente dalla (18.18) e dalla Iimltafezza di

f k ) - f ko )
&  { u

in un intorno di eo:

t ,

t É
l ' r

f(z) - f(zo) *l = M(Ztrr) '--+ o per r---+ o.
,  Z - Z o

La formula integrale di Cauchy mette in evidenza una proprietà peculiare delle fun-
zioni olomorfe: se ̂ y è una curva di Jordan di classe Cr atratti in un insieme sempli-
cemente connesso, il valore di una funzione olomorfa n A n un qualunque punto z
alf interno di ^y è determinato dai valori di/ su y:

I  f  f (w)f (z): ,* f,ff i ar.

In particolare, scegliendo y(/) : z I rei', si ha che y'(t) : ireít e

f(z) : * Ly dw : + l,^ 
fg#Lirei' dt

ovvero

f (z) : * Ir'" ,rz + reit) dt (18.2s)

La (18.25) si può interpretare come un teorema di vaior medio: se / è olomorfa in un
intomo di z, allora f Q) è il valor medio di / su una circonferenza dr centro z e îag-
gio sufficientemente piccolo.
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Siano R t  0 ' , .  yo :  ?1,R l) \ lz,nuT:,R, dove ̂y, ,a(/)  :  f  per 0 < r  < R, I" ,nU) :  Re'I

per0  (  t  < lnery r  n ( / )  :  (R  *  t )e i " la  perO <  /  <  R._  
A  . J r t

a) Disegnarci petfllizzareilTeoremaintegralediCauchypercalcolare I"rn"-" dz.

b) Dimostrare che

c) Dimostrare che

-lim t e-" dz: [** e-.'' dt.
f i * lm J"yr ,n J o

t e-" dz -- o per R -+ foo.
. J . l z , n

d) Dimosfare che

l r , ,o ' - "dz: - Inu*E l r^ rcos( l )  
- I  s in  1 t211at '

e) Calcolare gli integrali di Fresnel

/** 
,o, (t2) dt e

utilizzandola relazione [** ,-'' dt : + t/n (siveda il Paragrafo 14.4).
J o  z

sin (/) dr

Sia,4 q C aperto e connesso e sia in,4, tale che per qualche zo € A

tf @l < u ': lf (zo)l p.' z € A'

a) Utilizzando la (18.25), dimostrare che per r > 0 suffrcientemente piccolo

'r f2n
*:  ^ Jo l f  ko+re'Î) ldt.

b) Ufrlizzarc (a) per dimostare che l/(z)l è costante in-4.

c) Utilizzarc (b) e le condizioni di Cauchy-Riemann per dimostrare che f (z) è costante in A.

d) Utilizzare (c) per dimostrare il seguente principio di massimo:

Sia A c C aperto, connesso e limitato e sía/ olomorfa in A, continua n A
e non costante. Allora la furzione 2., lf (z)l assume il massimo su d-4,

Siap(e) :anZn *ar-tz ' -r  +. . .+ aú+a.0 unpol inomio digrado n) Iconcoeffrcien-
ti complessi ao, .. ., a, (an l0). Supponendo che p(z) t' 0 per ogru z € C, si definisca

I
Bk) :: -r-r per ogni z e C.

P \ 4 )

a) Dimostrar" 
"h".U* lg(z)l : o.

b) Dimostrare che esiste zo € C tale che

l s ( z ) l  <  l g ( z o ) l  l o  p e r z € C .

c) Utilizzare l'esercizio precedente per concludere che p(z) : p(zo) in C; dedume l'assur-
do dell'ipotesi p(z) I 0 per ogni z e C e la seguente versione del teorema fondamenta-
le dell'algebra:

Ogni polinomio di grado n ) I possiede almeno uno zero nel piano complesso



18 .5  De r i va te  d i  o rd ine  supe r i o re  d i
f unz ion i  o l omor fe

siano/ oiomorfa in A, z e A ey un cammino in,4. intomo a e. Se y è orientato po-
sitivamente, allora, per la formula integrale di Cauchy, si ha

f ( z ) : 61 \ * ) -d * '
J I  W -  Z

Perogni w e yfissato, lafunzione , "-H, Zlw,è derivabilerispetto az ela
sua derivata rispeffo a z è

f  (w)
(*  -  z) '

quindi, ricordando il teorema di derivazione sotto il segno di integrale
(Teorema 1 1.10), si offiene che

f  ' (z ) :+  6  , f@), ,  o* '
zTrI J.y \w - z)'

Ripetendo questo ragionamento dsulta

f  "(z): + $-ITL-a*Ztrt J, (w - z) '

f , , , ( z \ _  
6  

$  f ( w ) , 0 *
r  \ 4 ) -  2 n i Í , @ - r ) o " "

f@)(z):+ 6--I(-)-/ \-' l Ztri [, (* - z)"*'
dw.

ffi

Da questo procedimento, che può essere reso rigoroso, segue un alho risultato sor-
prendente: se / è olomorfa in A, or,vero se esiste Ia deivata complessa dí f in A, al-
lora esistono tutte le derivate di ordine superiore di f n A.

Sia/ una funzione intera (ossia definita e olomorfa in tutto C).

a) Utllizzando la (18.26), dimostrare che

l f ' k ) l < + (  m a x  l / ( r ) l )  p e r o g n i R > 0 e p e r o g n i  z e  C .. . _ l { \ 1 , , 2 1 . R , .  , . /

b) Dedurre da (a) che se f è lknrtata, o\ryero se l/(z)l 1M per o#i z € C, allora
V ' k ) l :  o P e r o g n i e  e  C '

c) Utílizzando le condizioni di Cauchy-Riemann, dedurre da (b) il Teorema di Liouvitrle:

l-
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Se/ è intera e limitata, alloru f è costante

d) Mostare con un esempio che il teorema di Liouville non è valido
mitate e di classe C*(R).

per le funzioni reali, li-

1 8.6  Fu nz ion i  pr im i t ive

Data una funzione f : A --+ C, una funzione G : A-- C si dice primitiva di f n A
se G è olomorfa nA ese G'(z) : f(z) peî z € A.

S i a n : 2 , 3 , .  .  .  e

1
f ( z ) - F  p e r z f Ù .  :

1
Allora G(z) : --:---zr-n è primitiva di/ in A \ {0} e per ogni curva regolare aftatriin

I - n
A \ {0} che va da zo azr si ha

f r A _ _ 1 _ ( r _ 1 \I - M:---------=
J r z " ^  n - l \ 4 f i - t  z i - t / '

A \ {0} (altrimenti, per il Teorema 18.12(ii),

rva chiusa y). Per la (18.7), la funzione Log z

]onnesso A \ {r € R:.r < 0}.

La seconda parte dell'esempio precedente mostra che per una funzione olomorfa in
A non esiste sempre una funzione primitiva in,4. Se però A è semplicemente con-
nesso, segue dalla (18.22) e dal Teorema 18.12(i) che/ ammette una primitiva.



Concludiamo con un risultato che caratleizzale fixuioni olomorfe in A come le fun-
zíoni continue f : A ---+ C il cui f integrale è "localmente indipendente dal cammjno
di integrazione".

Utilizzare una primitiva per calcolare i seguenti integrali:

a) I k"' + z2 - l) dz, T una curva da 0 a 1,
J t

Y ( t ) : e i '  p e r o ( r ( n .

T una curva da 0 a 1 che non purru p", 
f.

18.7 Ser ie d i  potenze e funzioni  o lomorfe

Nel Capitolo 9 sono state discusse le serie di potenze rcali, ma è anche stato osserya-
to che le loro proprietà più imporlanti continuano a valere nel caso di potenze com-
plesse. Cominciamo ricapitolando i risultati piu significativi.

18.7.1 Ser ie d i  potenze complesse'

Una serie numerica complessa, i oo @o€ C), si dice (semplicemente)-cunver=
k:0 n

gente con soÍrmas € C se le sommeparrzialisn i: D oo convergono aJ:

, 
o:o

,Ig', :,Ip*loo: 
"K:U

in tal caso il "resto" tende a zero:

s
,f -,s, : 

)_, at -- 0 per t4 + +oc.
k:n*l

La serie si dice assolutamente convergente se è convergente f la7.l. Convergerrza
assoluta implica convergenza semplice. k:0

Siano {ap) una successione complessa e zs € C. La serie



18.7 Serie di e funzioni olomorfe

Doo(, _ zo)k
k:0

si dice serie di potenze complesse. Ragionando come nel caso reale (si veda il
Capitolo 9), esiste r € [0 * oo], detto raggio di convergenza, tale che

i ook _ zo)o { 
conver8e assoiutamente se lz - zol < r

_:?^--*'- 
-v'/ 

| non converge se lz - zol > r;

inoltre la serie converge. totalmente e uniformemente n B(zo, p) : {lz - zol < p}
per ogni p e (0, r), owero

(convergenza totale) floulpo è convergente,
k:0

(convergenza uniforme) yp lf, "ut.- 
- ,ùol --+ 0 per n --+ 1..x,.

zeB(zo,ù lk :n I

Se esiste

,lim lloÀ (possibilmente L: *m)
K++oo

L - 1irr, lar+r I

allora il raggio di convergenza è

(possibilmente L: -Foo)

, : l  ( r : 0  s e  L :  * o o ;  r :  * o o  s e  L : 0 ) . (r8.27)
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La dimostraztone è in gran parte sirnile a quella del caso reale (si veda il Capitolo 9),

Si osservi che dalia (18.28) segue che / f (z) dz: 0 se y è chiusa, quindi (l), (lt) e

ii Teorema 18.12 implicano che la sor#a/ è olomorfa n B,(zo).

Determinare il raggio di convergenza delle seguente serie di potenze.

" l  i r ; . lu  :  I  *  i z -  z2  - i z3  +  zo  + . . . ;  ù is :  1  *  ! * !+ . . . .
k:o 

-' 
?'--4 Qk)l 2 24

b )  T  z o  :  z  1 - ! r ,  * ! , ,  * . . . .* ,  L -  k  
*  '  

Z '  
'  

3 '  
'  ,

18.7,2 Sv i luppabi l i tà  in  ser ie  d i  potenze d i
funz ion i  o lomor fe

Ricordiamo che la sofirma delle serie di Taylor di una funzione reale di classe C*
non coincide necessariamente con la funzione stessa (si veda l'Esempio 7.39).
Ancora una volta si nota la grande differenza tra 7e fitnzíoni olomorfe e le funzioni
derivabili reali.

Se 26 : .16 e R, le derivate in senso complesso dr f :ri_x6 coincidono con le derivate
di f nxe pensata come funzione della variabile rcale x. Quindi, le serie di Taylor
complesse con z0 : .x0 e R awanno gli stessi coeffrcienti delle serie di Taylor reali.
In particolare si ha che

o o l
- \---a I r,

e : à ^ 2 .  p e r z e C

Sl lL{ :  - - - - - ; - ; - :

ZT
ì z  - i oe ' ' + e  "

73  75  77
z - ,  +  , ,  

- , + . . .  P e r z e  C

72 74 76
1 -  

2 + 4 1 - 6 ! + . . .  
p e r z € Ccosz  -



rità isolate: le serie di Laurent

Determinare la serie di Taylor centata in 0 delle sesuenti furzioni:
)

b) e".

1

, = :  1 *  z l z 2 + " '  - D r o  s e  l z l  <  1| - /
k:0

1 "
1 ,  _ )  l - 2 2 + z a - 2 6 + . . .  s e l e l  < 1
I + 2 "

72  73  74
L o g  ( 1  * z ) :  z - 7 + ; - 7 + . , .  s e  l e l  <  1 .

tJtilizzmdola serie geometrica i r* : =+ se lwl < 1, determinare la serie di Taylor
?  r - w  '  '

cent:rata in 0 delle seguenti funzioni:

, l  1
a )  . ,  - )  c )  * i

L - T < ,  L - . ( ,

1 , ,  1
b )  

t _ z r ;  ù  , t l i

Sapendo che 
" 

t

1  z 2 1 5 z + 6

" . : -- centata in 0.
z " + J z + o

1 I
determinare la serie di Tavlor di

q  I )  z  ) - ? ' '

W

ffi

18.8  S ingo la r i tà  i so la te :  le  ser ie  d i  Laurent

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che se/ è olomorfa in Br(20), allora

f  (z) :Look -  ro)o se r  € a,ko)
k:0

dove, per la (18.26),

1 - r r , , ,  I  f
a k :  

H I r * , 1 2 0 ) :  Z n i f ,

per ogni cammino y n Br(20) intomo a zg.

f  (w)

SianoA C C, aperto, a QAe

d(a, 0A): sup{r e (0, oP) : B"(r) c A}.

Sia/ olomorfa in,4. con serie di Taylor i ,o(, - o)k, 1co : !7Q') 1a11.

IJtilizzarc la (18.26)per dimostrar" U sffinte stima di Cau.f, n., .o'

m=gg- l  seo<  rcd (a ,oA)
1 " " ' -  , *  |

dove
M(r ) : : ,ma,x  l / (z ) l

K_AFT

1w - zo)k+t



Il seguente teorema può essere interpretato come una getenlizzazione di questo ri-
suitato ai caso in cui / non è definita nel centro zo del cerchio, owero quanclo 4s g
una singolarità isolata di f .

Segue dalla (18.23) che la definizione dei coefficienti cp è consistente, owero non di-
pende dal camrnino 1. f (z\

Se/ è olomorfa in 8,.(zo), cioè anche nel punto zo,la funzione - 1+- è
(z - zo)r*t

olomorfa in {z e C : lz - eol < r} se k - -1, -2,- 3, . . . iquindi, per i l  teorema
di Cauchy, ck :0 se k : -1, - 2,. ..a ritroviamo 1o sviluppo in serie di Taylor, La
serie

+co
\-\ ^ /-  -  r /c ,  C-2 , C-l

)  c1r \Z  -  Zo)  -  . . .+  - , : - -  
-  \2  

- t  
( "  _ )

/ c : - oo  \ 1  
-  10 )  \&  ' v  /

* c o  +  e ( z  - e o )  *  r r ( z  -  r o ) '  t . . '

si dice serie di Laurent di f centratain zo.

Una funzione complessaf hauna singolarità isolata in zo € C se/ è definita e olo-
morfa in

in serie di Laurent
Sia f olomorfa in 8,.(zo) \ {zo}. Ailora

f ( z ) : f . o ( . - r o ) o  s e 0 < l z -  z o l < r  ( 1 8 . 3 0 )
dove /c:-m

c n : : L 6 ,  f ( * ) . r . . u *  ( 1 8 3 r )'  2 r t  J t  (w  -  Zo) " * '

e .y è un qua,lunque camntino tn Br(zo) intorno a 20, orientato positivamente. Lo svi-
luppo in serie è unico, nel senso che se

f ( z ) :  Y  a u ( r - r o ) ' '  p e r o <  l z . - z o l < r
/c--x

allora dp: ck per ogni k e Z.

.  ? /  \  s l n z  .  .  ^ \  r ^ ìLa runzlone î \z):  
"2 

e oromorra ur,u \  {0} ed essendo sinz: ,  -  z- J- z- -

risulta - '") -* -""---" - 
3! 5!

_ s i n e  I  z  z 3  z 5  ,  - ^ _  /
Z . : Z - , + 6 !  

- 7 +  s e z f o .

Lafarv; iotef (z): ,  è olomorfainA\ i1Ì  elaserie diLaurentcentratainz6: 16

' l 1 1 l ls-t:t :  |  + | - z *t 
1t:7+a 1i -;"+

m t m t t ] . k

:  \ -  - - ] . ,  :  \ -  \ - ' i  (  z  -  1 \ - k  .- k t t ( t _  
z ) o  f u  k l  \ d  ' t

{ z  e  C : 0  <  l z  - z o l < r }  p e r  q u a l c h e  r > 0 .
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Per esempio, le funzrom

s i n z .  l 1 . .  e r / r .  
t  

=
z  '  z 2  '  , : r t

hanno una singolarità isolata rrr z :0, La funzione ; ,:- ha due singolarità isolate,
r + 2 .

nt z : *i, elafirnzione ,# huuna singolarità isolata rn z : l.

, sinz
Per esempio, .- ha una singolarità

1 1 1 "

Z -7: ,1r- ll 
hanno un Polo di ordine 1

zialern 0 (si veda l'Esempio 18.14).

eliminabile in 0, +1 e
zo

1 / -  I

tn 0, eI/z ha una singolarità essen-

f (z):ry conp e q polinomi complessi.
q\z)

Le singolaritìr di f sono date dagli zen di q. Essendo q un polinomio, esso ha un nu-
mero finito di zef^, quindi ogni singolarità è isolata. L'ordine m diuno zero z0 ù q è
il numero intero positivo tale che

q(z) : (z - zo)* q{z)

per un certo polinontro el che verifica ntQo) I 0. Allorupossiamo scrivere

La funzione -+ ha due poli di ordine 1 in z:*1. Scriviamo per esempio la sua serie
2 . " + l

di Laurent in B2(i), owero nel più grande intorno sferico di I che non contiene l'alfa singo-
larità -l:

1 1 1 1 1 1 1
( z + i ) ( z - i )  z - i  z - i - r 2 i

:  
z_ i ._____r=r .Et -  

z i

-  1  l - r \ .  1  ,  _  -  i  - l - i l r "  ^ l \ o:  
z - i  \ - z /  

: - T  
z -  i à \ t ' - ' t î )

:  -+ *( ' . tk - i) - ir,- i), _vr, -,), )
i  |  |  i  . ,  I  .  o o  7 ; . r k + 2

:  _ ;  
Z _ * ; * T ( . _ , ) _  1 6  k _ i ) , +  _  _ À ( ; )  k _ i ) o

Si noti che per scrivere la serie di Taylor abbiamo utilizzato la stima
I  z  -  i l  1
l - "  |  

:  
z l r - t l  

<  i , c h e è v e r a s e  z  e  B z ( i ) '

z ' +  r

Una funzione raziomale (compiessa) è della forma
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n (  z \
r \ 4  1f ( z ) :  e - zo)"'qr(z)

La tunzion " #
un intorno di eo:

^ t - \  o o

+*: f opQ - zo)k per lz - zol < ,.
Qt \z)  f f i

Di conseguenza

r . / " \ - S  '  ' k - m
Í lz) : 

looor, 
- zo)'" '

e ci sono due possibilità:/ hauna singolarità eliminabile in zs oppure un polo di or-
dine al otùm.Il altri termini

una funzione razionale non ha sinsolarità essenziali

18.9  S ingo la r i tà  i so la te :  i l  teorema de i  res idu i

Siano,4. e C aperto e semplicemente connesso e / olomorfa in A \ {zo}. Per lt
Teorema 18.17, / è sviluppabile in serie di Laurent centata in 20. Il coefficiente c-1
riveste un ruolo particolare in quanto, per definizione,

I f .c*I : ni t'f @) a*

dove ̂ y è un qualunque cammin o tn Aintorno a zo oientato positivamente. I1 coeffi-
ciente c-1 si dice residno di/ nella singolarità isolata Zo e si scrive

è olomorfa e quindi ammette uno sviluppo ìn serie di Taylor iir

ffi

Dunque, ogni funzioneruzionale è meromorfa in C.

Trovare le singolarità isolate delle seguenti funzioni e determiname la natura:

c)
.  / 1 \s m  l -  l ;

\ z /
z

s ine '
d)

Trovare la serie di Laurent centtata in 0 de1le sezuenti funzioni:

. . t
\ 2

. J  \  
p ' ' 1  

P ,

1



tà isolate: il teorema dei residui

c-r : Res /(eo) oppure c-t : Res /1.:..

Quincli
f  ̂ ,  .  .

H A) dz : 2ri Res /1.:.0.

Non è difficile generahzzare questo risultato al caso di piu singolarità isolate di f ap-
partenenti all'interno di ^y.

Per capire il teorema dei residui basta ripetere il ragionamento che è alla base della
(18.23), mostrando che

f n r

f  re laz : I6 rk )d '
Jy 7:1 Jyo

dove ̂ y7.(r) : zk* peit,t e l0,2Tl,coî p > 0 cosìpiccolo che: (a) ciascun n17, è un
cammino nell'interno cli ,4 intorno a zk; (b) i sostegni di 16 sono a due a due di-
sgiunti (si veda Figura 18.10).

Se zo è un polo di ordine I (oppure una singolarità eliminabile), allora

f (z)  : : ] -  + i  cr , (z-  zo)k seo < lz-  zol  < oZ - z o  7 í
owero

Q - zo)f k) : c-r + É ,r,(z - ,o)o*' -+ c-t peÍ z --+ zs.
k:0

Dunque, se eo è un polo di prÌmo ordine di/, si ha che

Res /1.:.0 : 
)ry,e 

_ zo)f (z).

Figura 18.10

L

I
p l

I

é
z2

\ p

b
z1
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Non è difficile dimoshare un risultato leggermente più generale:

se zo è una singolarità isolata di / e se esiste finito il limjte

]iry (e - zo)f (z),allora Res /1.-.0 : ]iT k - zo)f (z).
ZIZO Z+ZO

E frequente il caso in cui f k): Sk)lh(z) e zo è uno zero isolato di fr, Se g(e)
h(e) sono oiomorfe in un intomo di zo e C e se h(zo) : 0 e h' (zo) * O,

o (  z \
ò  \ & . / s(zo)

(z -  zo)(h ' (zo) + o(1))  h ' (zo) 
'

e, (22 + @i - 2)z - 4í) + 2z * 4i

l im (z  -  , r l  g \ ' ) , :  I im (z  -  zo)
z+zo n \Z  )  z lzo

Quindi, per la (18.32),

se g e /z sono olomorfe in un intorno di eo € C e

se h(zo): o e h'(zù f o, al lorunes f lr:ro: ##

Si vuole calcolare

6 ",tT1 ,.,  T(r) : l-+ e", t e lo, ztr).
I, z'Ì(zz + I) ' 2

La funzione integranda f (z)ha tre possibili singolarità: z:0 e Z: Li. L'intemo di y è

{z  e  C t l r - t l  <  t } .  qu ind i  - lèes temoa^yment re0  e isono in temi .  S iha

- sin z .. sine sinz ,. sin z stni
lrm Z' ---;-7--;- .--;; : hlll---;--;------:= : I' Illìl(.7 - 1 i' - :' irì --

z+t) z. \2.  + r)  ,J6 z(22 + 1) 
-  '  . ' ì i t '  z2(22 +t)  i ; i  zz(z- l i )  2i

Poiché entrambi i limiti sono finiti, per la (18.32) 0 e I sono singolarità isolate di/ e i valori
del limite sono i corrispondenti residui: quindi segue dal Teorema dei residui che f integrale
v a l e  

^  ' ( '  s i n l \  ^  ' / -  e - l  - e \
2 r i l r -  - -  ) : z r i l r +  n  l .

\ z r , i \ 1 /

( 1 8 . 3 2 )

( 1 8 . 3 3 )

( i8  34)

Se il limite nella (18.32) non esiste frnito, significa che zo è un polo di ordine m > 1
o una singolarità essenziale. Nel primo caso vale la seguente fotmula:

se zo è un polo di ordine m dtÍ, allora

Res /(zo) : JIt #ú (W (z' zo)*f(.)))

Si vuole calcolare

r  e z  - l
$' -- oz, dove "{ :Ze't, t e l0,2rl.'  J t  z (z  -  r ) 'Q  +  a i )

La funzione integranda f (z) ha: una singolarità eliminabile in Z :0 (infatti

!g5f @ : -il4); un polo di ordine 7 in z : -4i, che pero si trova all'esterno di ̂ y; un polo

di ordine 2 in z : 1, infatti

n#(#+.^) 2 - e * 4 i
, "  ' . , ?( r  +  + IJz2(z + 4i)



arità isolate: il teorema dei residui

n valore del limite _ coincide con Res /(l) e perciò I'integrale vale
2 t r ( - 4 + i ( 2 - r D l 0 + 4 ù 2 .

Il teorema dei residui può essere usato per calcolare f integrale improprio di una fun-
zione razionale di una variabile reale, P(x) f p(x) (purche-owiamente la funzione sia
integrabile). Si ricordi che comunque il calcolo può anche essere effettuato mediante
integrazione diretta.

Si wole calcolare l'integrale improprio

l * *  I  rR

| =-:--- dx: tim I
Jo I t x* À++oo Jo

A questo scopo si considera l'integrale

í,^th u' : ll^r+, * * I,t7]7 o,
dove ̂ yfi(r) : Re't per 0 ( t 1r e ya è la curva indicata in Figura 1g.11, La funzione

f (z) : 
t+rha all'intemo di Tn due singotarita isolate, 

|#rquindi, 
per il teorema

dei residui,

[-t# 
6,:zni(Res fl,=g+Res/1.: -rg 

) 
- 

l,r , *L7 u,

Poiché, per la disugu aglianz atriangolare,

l z o l < l z o + 1 1 + 1
si ha che

l r + z a l  > R 4 - 1  s e  z e r f r  ( R >  t )
dunque, per la (18, 18); risulta che, per À --+ -l-oo,

| ,  1 . |  1 ,,  _,_. rRl l  a " l < - - -  ' _

ll,rr+z 
dzl s n1:T L(rÈ) :7a - , 

--+ o'

lr.* t#dx: zrl(nes/l.:g+R ", fl,:#).

t+r*:*^rru I-t#*

' 
1 r1=691q [i' improPri d i

: j ;Tunziòni,,razionali

Figura 18.11 La curva
/ r-+ ̂yp(/) dell'Esempio
1  8 . 1  8 .

Per la (18.32)



Res fl-- r+i : l im!  t4 - . .T
V z  7 . { g

v z

:.!g
u, 

\. 
- -d 

) \, 
- -a-l 

\. 
- -a- 

)
t -

quindi il residuo vale 
7 

\/2leI + t). Si può anche ltilizzarela (18,33):

Res fl-- : , {2 ," ' " - - a  
, / 1 + i \ '  4 ( - 1  + r ),\_d)

Analogamente si calcola 
/;

Res f l ,- -,-,^z:__ 4(1 _ i)

f * *  1  r t (  I  1 \  r
l o  1+7  Qx :1 r t  +  [  - r  * ;  +  a ;  )  

:  
z r t '

Nell'esempio precedente abbiamo dovuto stimare I'integrale su un semicerchio per
mostrare che tendevaazero per il raggio R -+ foo. In generale segue dalla (lg.ig)
che

/ 1 \  . .  fse l/(e)l : "(,J 
per { -+ 6p, allora 

lo:{@tu---+ 
0 per R * +-

(owiamente la stima si basa sul fatto che il perimetro di una circonfercnza è propor-
zionale al suo raggio). Una stima più raffinata è fornita dal seguente risultato.

Sottolineiamo l'importanza det segno di A e la posizione del semipiano
{ e e C : I m z > - a } :

À > 0 + lri^'l: s-À(ÚÎz) --+ t per Im z --+ +@.

lnfatti, sostituendo adA f insieme

A : { z e  C : l z l  > R o ,  R e z > - a }

si ottiene una versione diversa del lemma di Jordan: per R ) Ro, sia {a una parame-
trizzazione regolare dell'arco di cerchio di raggio R contenuto nella chiusura di A (st
veda Figura 18.12b); allora per ogni À > 0
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Figura 18.12

lim t
R+*m,/ i^

f (z ) t - ^ '  de :0 .

l'-* Y' dx:+
Proviamo che

Ricordando .h. 
th t eiz - e-iz

z  1 ì ,  
, -  s w q y y u w @ L r v l r v u v l t v u -_ 

: 
Ziz,l'idea 

è quella di ricondurci avn,applicazione del teo

re,qa.dei residui e del lemma di Jordan. Signo Àa,0, V$)(r) :ftsit per 0( t1n e
TF'(r) : Re" pet -r < f < 0. Siano inoltre Íh'1" . Íh'1, {O i e < À) le curve chiuse indi-
cate rispettivamente nelle Figure 18.13a e 18.13b. Per il teorema dei residui. si ha

(  18.35)

(18.36)
e-rz
l -  d z : 0 .

uY##:'n,
i q  i -

€" ^-  n- ,  n^^ € ' "  I- gz: zTfz .t(es - - I
& lZ lz:o

^qT*lg, -; r,

=2n i

D'alfaparte, per il lemma di Jordan,

rim t { ur:
R-+x Jú\ tZ

FiguralS.f 3 Le curve
t,-- lÉ', (a) et + ifit
(b).

Perciò, sottraendo i due integrali nella (18,36) si ottiene



z n :  [ '  " o , u - ' '  *  *  [ ^ ' ' r  . . " - ' *  d r +  [  " ' '  1 ' - ' '  u ,
J_n rx J, tx J;D Lz

: o  f o  
s i n x *  

* ,  I  
t i n Z d z

J, x J4,) z

(abbiamo .úilizzato la parità di ( sin.r)/x). Da questa ugtaglianza segue la (18.35) osservan-

do che, poiché la funzione , ,- 
#è 

olomorfa (e quindi continua) in R, la (18,18) implica

|  |  r i l r .  o. l  .  *u*l  rh. 
I  nr_-0 oer e _-,0+.t t

l J ' c t  z  l - l z l< t l  z  I

ffi

Calcolare i seguenti integrali curvilinei:

.  f  e z - 7
a) $ _--7;;dz, dove ̂ y(r) : 5e't, t e l0,2rl;

J'y a\a -r t ,1

b) 
f +1-dz, dove ^y - 2ei,, t e lo,znl;

r ) ^ l
'  I  z ' - J Z - e z + t  I

" )  # :  dz,  dovel ( r )  : ]e" , t  e fo,2r ] ;
J,  Z "  4

ù 6 =-:-, dove v(r) : 7eít, t €. lo,2,rl'
J^v Z' - trz - b

. r  1
e)  é  - ,  dovey ( r )  : l +Ze i t , t e lo ,2 t r l ;

JN COS ZgZ't 
"l

0 6 ^ * dz, dove y(t) è una curva di Jordan, regolare at;atti, orientata positivamen-'  
J ,  z "  - 9 t
te, i lcui intemoèf,)  :  {e e C :  lz l  < 3, Imz > 0}.

Sia 1ilvalore delf integrale improprio convergente

r+- It: 
J-* @TTTF +g dx

a) Mostrare che

I

((xz  +r )
I -

1R
lim I

R++m J_R
dx.

3x2 + l)

b) Mostrare che

t t n
Jr* (* + r)Qz' + D 

dz -' o Per R -> foo'

dove"ya(f) : Re't, 0 1 t 1 r.

c) Calcolare 1.

Calcolare i seguenti residui:

a) Res .-l-l :'  
z z f l l . : + i '

b) Res.' ,ir l l ;
Z lz-_o
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i
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I

i
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í
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La mottvazione principale della teoria del conlrollo

gliendo alcuni parametd, le variabili di controLlo o
di ingresso, opportunamente in nn certo arco tem_
porale (il regime temporale dei controllo). Fer esem-
pio, nel caso clell'in4lianto rli dish-ibr_rzione del mo_
tore a scoppio, il rapporto anabenztna, la durata
della scintilla della candela di accensione e il rno_
mento deil'iniezione della benzrna nella camera di
scoppio sono esempi di variabili cli contr.ollo, men_
he la composizione dei gas c1i scarico è un esernDro
dell'output.

I problemi di controllo sono estremamente com_
1-'tessi da affrontare, e naturahnente non sono I'os_
getto di questo capitolo. Qui introduciarno invece Ta
Írasfonnata di Laplace, uno strumento che trasfor-
ma equazioni differenziali lineari in equazioni alge_
briche e che consente di trattale anche dati disconti-
nui o irnpulsivi. Come vediamo adesso con un
esernpio, nei casi piu semplici di prroblerni di con-
hoilo qr-iesfe caratteristiche pos:;ono facilitare Ia_ so-
luzione.

Verso teoria

A

Riconsideriamo I'esempio del pendolo (si vecla il fi_
lo rosso del Capitolo I7), rna stavolta occupiamoci
della posizione di equtlibrio 0 : r. ponencLr
e : tr - d (si vecla la figura precedente), è ftrcile ve_
nficare che, nel caso di piccole oscillazioni e in as-
senza di resistenza. e venflca

\*/

dove g(r) ò proporzionale al rnomento angolar.e di
una îarza esterna (appiicata per esempio sul perno);
a meno di un riscalamento, abbiamo assrinto che
*3: 7. Poiché le radici del polinomio caratreristico
sono À : +1, come suggerisce l,inturzione in as-
senza di forze esteme la posizione di equiUbno
p:0 è instabiie: la soluzione conispondente a un
dato iniziale (p(0), .p'(0)) : (o, p) + (0,0) diver-
ge per f * -l-oo (a par-te il caso eccezionale in cui
C : -a), ovvero una generica piccola peftiubazio-
ne viene amplificata, il pendolo si allontana c1a
g:0 e abbandona in tempo furito il regime delle
piccole oscillazioni.

L'obiettivo è queilo di contr-ollare il rnoto del

"controllo digitale": supponiamo cioè di dispone di
uno strumento che, a rntervalli di tempo fissati,

7 , 2 7 , 3 7 , . . , , l c T . . . .

rnistrri ,p(kT) e qt'(kT) e, in base all'esi.t.o
misura, scelga un rnornento angolare g : gt
1o applichi sul pemo nelf intervallo di
(kT, (k + 1)Zl:

di tale
€ R e
tempo

BQ) : gr per t € (kT, (/c + I)Tl.

Quí stiarno supponendo che tale processo
(acquisizione dei clati, scelta del mornento angolare
e inizio deli'applicazione) awenga .,istantanearnen-
te", ovvero su una scaia temporaie rnolto più picco-
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la di quella su cui evolve il penclolo (cosa lagione-
vole se 1o strurnento è eligitale). L'obrettivo qnindi ò
cieterminare i contr,olli 96 "miglicrri": iclei-ilmente,
sianro interessati a, portare il penclolo in eeluilibrio
(instabile) in tempo finito, o\i\reÌo in .A/ passi, e nel
tempo più breve possibitre (con il minor nurnero ly'
di passi). Quindi la ciomancla è:
(D) esi,ttono l/ ) | u gr, . , ., gN tali ch,e ,{(t) .= 0

per t ) NT? Se sì, cptal è il t,alore nùnimo di
t{?

Per rÌspondere clobbiamo detenninare ,p, ovvel'o
nsolvere (*) con il teimine noto appena infroclotto.
Si potrebbe procedere così: si determina ia soluzio-
ne po cli (*) in (0, 7] con Bo : 0 i: dato tniziale
(po(0), 916(0)) :  (,cv, 3'),  si r icava*o (p,,(Z),
A'o(T)), si detennrna la soluzione p1 di (*) in
(T,2Tl con g : 8r e dato inaiaLe (ir0(7), .2'0QD,
e così via; infure si pone

sc(t) :  pr(r) per t € (k7-, (k + 1)f).

Si rioti clre la scelta de1le condizionitniziali garanti-
sce che p è di classe Cl nei suo dominio (si-può cfr-
moslrare che è l'unica in qnesta classe). E, chiauo pe-
ro che questa procedura sarebtre pi,nttosto iaboriosa.
Come vedl'erno in questo capitolo, la trasfonnata di
Laplace Fornisce un rneloclo pirì semplice, in qrranto
permeif e di irartar'e 1' equazìone diflcre.nziale g.lo bal-
nrente anzíché per passi: basta osservare che g si
può riscri"t,ere come

N
/  T t  /g(r) : )*sr{.n1t - kT) - H(r - (k t- l)r))

k-1

(F1 è l'usri.ale funzione di Heaviside) e applicare fol-
rnahnente g1i strurnenti sviluppati nel capitolo per
otlefrer..e

v U ) : a c o s h r * i 9 s i n h r
* - : - / / \

ì -  )  . s r l H ( t  -  / < 7 ' ) ( c o s t r l  L -  k ' l - )  -  t \
- \ \ /

*  f ! ( t *  ( k  r  t ) T  ) ( c o s h (  r  -  ( t c r  I ) Z ' , 1  
) )

(si veda l'Esercizio 19.7b). A posteriori si verjfrca
che g ha le proprietà desiderate. In parlicolarc

l/

p(t) : acoshr * Bsinh t *Dgr,(cosli(r -- l,T')
K-1

-ccsh(r * (k t- 1)D) per / > Ni ' .

Se ly' : 1 la risposta a (D) e negativa (a rureiro cli da-
ti tntziali parlicolari). ma se N :2 la risposta ò
sempre positiva: infatti, raccogliendo i terrLini i:t e
e-t, Ia condizione p(t) -:0 per f > Nf è cqr1iva-
1enle al sistema lineare

(  t  r  r ? ì \

J k-'t '  - ,-: ' t-)f i * (e-zr - u-'r)S,: -t--v p

ì. (ut - e2r)sr * (ez'r - ér)Ez: t3 - a

la cui matrice ha determinanil dirrerso da zelo
(-rtsinhT(cosh'f * 1)). Abbiarrlo qulsdi ottenuto
un conffo-llo molto f,orte, che (almeno teoricamente)
porta il s,istema in equiliblÌo in soli due passi. In fi-
gura abbiamo r.lportato iI controllo e la soluzione
nel caso in cni T : L 

" 
(o, C) : (T 16, I l4).

l z 3 t

Anziché un momento angolare costante in
(lcT, (k + i)f], si potrebbe pensare di appiicare un
momento angolare irnltulsivo. ovvero concentra-to
nelf istante t : JcT: nel capitolo accenniamo a colne
descrivere qnesta srtuazione con la distribuzione cli
Dituc. 

.v
g ( r )  : ) - ' g o n ( ,  - k T ) .

"t-:t

e ver-ifichiamo che questo controllo funziona bene
cllranto il prececlente (si veda I'Eser,cizio 19 13).



19.1 Def iniz ione di  t rasformata di  Laplace (uni latera) 5 . t J

19 .1  De f  i n i z i one  d i  t r as fo rma ta  d i  Lap lace
(un i l a te ra )

sia g : [0, + co) -- c una funzione complessa con parte rcale u e pafte immaginaria
1 ) '

g ( x )  :  u ( x ) + i v ( x )  p e r x  )  0 .

La funzione g si dice lo-calmente integrabile in 10, * oo) se a e y sono integrabili se-
condo_ R1eTam in. [0, b] per ogni b > 0. La funzione g si dice assolutamente inte-
grabile in 10, * oo) se g è localmente integrabile in [0, i -) e se esiste jinito il limite

rt t

Jru/ ls(")ld'
Poiche lu(t)1,_lu(")l I ls(r)1, segue dar reorema der confronro per gri integrari im-
propri che anche u e v sono assolutamente integrabili in [0, + -) 5. S è íssoluta_
mente integrabile in [0, + oo), è quindi convergente l,integrale impropriò

f - * - f b f + o o f * _

l "  g ( x )dx ' : ^1 i -  l s@)dx : I  u ( x )a , r+ i I  v ( x )dx .
J f i  D* -ooJg JO JO

Siano ora/ : 10, + oo) * C 
"po 

e C tali che e-po*î(x) sia assolutamente integrabile
in [0, +oo). Poiché

l r - o ' l S b - n o ' 1  p e r o g n i  x ) 0  e d o g n i  p  € C r a l e c h e R e p  ) R . p o ,

il Teorema del confronto implica che anche e-p"f (x) è assolutamente integrabile in
[0, + oo) per ognip e C taloche Rep ] Reps. Alloía, posto

a :: inf IRe z : e-z'f (x) e assolutamente integrabile in 10, + -)), (r9.1)
t  

-  r  \ ' - t  s u r r v  r l

I'integrale improprio Il* ,,-orf (x)dx è convergente per ogni p cheappartiene al se-
mipiano {e e c : Ree > a} (se a: -@ si tratta di tuuo ilpiano 

"omplesso; 
si veda

Figura 19.1). Quindi ha senso la seguente definizione:

Naturalmente esistono funzioni che non verificano le condizioni del1a Definizione 19.1, per
y-emnio I@ 

: e". Viceversa, se / è localmente integrabile in 10, + oo; 
"O 

.ririJ""
M, ss e R tali che f(")] f X4rsoe perx> 0, allora I'ascis-sa di convergenzaadil soddisfa
a 1 ss e la trasformata F(p) di/ è ben definita per Rep ) a.

Se/(x)  -  Meso' (M,so e R)perx )  0s iha c77ea:sseFQ)) :  *  [ **  
" (so-a)x6,  

-  M

se Rep ) se. Infatti, la funzione ,, ,n --]-"Go-a)wè primitiva Ul', -, s(so-p)w ,n"rli*s o * p

Figura 19.1
dom Llf l :  {p e C :
Rep > a].

Siano ./ : l0. t- cc)
io, + oc), e sia rr €
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il Teorema Is.Iz(ii) ,iau fo ,$o-o)x4*: + (eio-o)b - 1) '+ per b --+ *co se
J o  s o - P  P - , s s -

Ress < Rep. Lrparticolare siha:

Lle'o*1: '. 1-. se Rep > sq e
P - s o

1
Llll: -l- se Rep > 0.

p

La trasformata diLaplace è una funzione olomorfa:

Formalmente, il risultato si ottiene derivando F(p) rispetto ap sotto il segno d'inte-
grale nella (19.2).

19.2 Trasformata inversa

Sia F(p) la trasformata di Laplace di una funzione /(x) con ascissa di convergenza a;

Llfl: F(P) : 
lo** 

,tù'-Pxdx Per rieP > a'

Siaa6 )aeconsideriamo

I foo*r* 1 -. fao+tb _
v.p. )_; I F(pt)ep*dp: : ;], lim I F(p)d*dp.ZTI, 

b-+,n J ax_íb

l.: 7f7* 
non è convergente, mentre tt 

/--

(1e .3 )

dove il percorso dt tntegrazione nell'ultimo integrale è il segmento verticale da
as - ib ad ao I ib. Le lettere v.p. stanno per valore principale delf integrale impro-
prio e indicano la simmetria nella scelta degli estremi as - ib e ao I lb. Si sottolinea
che questa simmetria rende la nozione diversa da quella usuale: per esempio, nel ca-
so di funzioni da R in R"

i  =  * : 0 .
l * x z

NelllEsempio t9.2 abbiamo visto che

r+oo
LlIl: I e-n*dx =

J O

Sibno as, b > 0 e x + 0. Consideriamo l'inte

ffizzaziont regolari dei due archi della circonf
sentati in Figura 19.2 e percorsi da a6 + ib ad ao - ib. Dal Lemma di Jordan segue che

l i m  [  ! ' 6 r : 9  s e x ) o
b-*x Jro p

(re.4)
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Figura 19.2

. l i m  [  
! ' 6 p : g  

s e x < 0 .
b++aJ1o p

PPx
D'altraparte:- è olomorfa in A \ {0} e, per il teorema dei residui,p

(1e.5)

l:.: Too*lo,
Allora, per la (19.4) e la (19,5),

", *r_.,J#*:

!1noti che, se/ verifica lV.Q_9.7),1'ascissa di convergenza a soddisfa a 1 so (si veda
l'Esempio 19.1), quindi Llfl è ben definita se Rep i s6.

Il Teorema 19.3 suggerisce la seguente definizione diuna classe difunzionif par-
ticolarmente adatte per la hasformata di Laplace.

eP*- d p : 0 .
p

(1e ,6)

Si osservi che per x > 0 il risultato della (19.6) coincide con la funzione dipartenza,
f (x) : 1. I1 seguente risultato mostra che cio non è casuale.

t "
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ll Teorema 19.3 può essere così riformulato:

Questo risultato implica che una funzione /, continua e originale per la trasformata di
LapIace, è completamente determinata dalla sua l'asformata F(p) : Llf l; in tal caso
si scrive anche

rrfnllxl::vP * 1"".:: 
FQt)ep,dp,

e fllfl si dice trasformata di Laplace inversa o antitrasformata di Laplace di F.
La condizione "f (x): 0 per x < 0" nella Definizione I9.4 è motivata dal fatto

che L-I [F] : 0 per .r < 0, ed è per questa ragione che nella definizione di f [/] si
tiene conto solo dei valori di f (x) per x ) 0 (la trasformatabllateru. che tiene conto
di tutti i valori di/, è trattata brevemente nel Paragrafo 19.5). Se/ : R --' R verifica
le condizioni (l) e (iii) della definizione di originale, ricordando la defrrizione della
funzione di Heaviside,

H ( x \ : : { r  s e x ) o
- - \ ' - l  

t 0  s e x ( 0

si ha che Hf è an originale per la trasformata di Laplace e L[;Hf] : Llf I.Quindi

_se/ : R ---+ R verifica (i) e (iii) nella Definizíone 18.2, allora
L-'lLlfll(x): H(x) f (,) ^ ogni punto di continuità dr Hf , x + 0'

Per esempio

Llll s e R e p > 0  e : H ( x )  s e x f o
1
p

Lle 'o*1:
P - s o

Ii Teorema 19.3 fornisce una formula per la hasformata inversa di F(p) se si sa a
priori che F è la trasformata di qualche finzione f . Data una qualsiasi funzione di va-
riabile complessa, F(p), è importante sapere quando essa possa essere pensata come

s e R e p > s s  e  L _ l t  f  , l : H ( x ) e ' o '  s e x f o .
LP -  so. l
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hasformata di Laplace di un certo onginale. Abbiamo già visto che F deve essere
olomorfa in un semipiano Rep ) a.Per ricavare una seconda condizione necessaria,
consideriamo Ia trasformata F di un originale/:

r-|oo
F(p) : Llf l: | 71x1e-n.ax.

J O

Se l/(x)l I Mr'o* per x ) 0 si ha che, se Rep > s6,

lF(P)l = *# - 
se Rep ) se'

F(p):88,

(1e.e)

(1e .10 )

P  I  P t ,  ' . ' ,  P n

dove Q6 e Q1 sono polinomi complessi, pt, . . ., pn sono gli zen Cn Qt@) e

grado di Qo ( grado Cn Qt.

lnoltre, ragionando esattamente come nell'Esempio 19.3 (con as e b tali che
a0 )Repk e lpk l '  <  at - tb2 perognlk  -  1 , . .  . ,  n) ,s io t t ieneunaformula espl ic i ta
per la trasformata inversa:

L-'lFl : u(x) ! n.r (F(p)ro*)lo:ou
K : T

S e F ( p )  : ; U , p e r l a ( 1 8 . 3 2 ) o ( 1 8 . 3 3 ) , i r e s i d u ì  a i - ! -  n " '  1 ' ' | ' '  1  i x

I  , . .  -  - .  

: r  ra ( rÒ'JZ)  u \ rÒ'JJ ' ' | '  - '  
p t  + t  

'w l  Pol l  l - rva lgono 
z ie"

e - ;€^,  qumdl

'- ' lr 't-, 
À: 

H(x)+:',(x) sin;r

l l,' rev-'.*l = l,' rrall. v-exlx = * lou"-(Rez-so)x6"
:nfo(l - g*(n"p-so)à) --+ 

*#t 
per b--+ a6p

Allora la condizione

*";+- F(P) : o

è necessaria per riconoscere la trasformata di Laplace di un originale: per esempio, la
funzione F(p) : 1 per ognip € C non può essere la h'asformata diLaplace di un ori-
ginale/(x).

E possibile fomire delie condizioni sufficienti, ma non ci soffermeremo su questo
probiema. osserviamo soitanto che ogni funzione razionale che va azeÍo perp --+ 6s
è hasformata di Laplace di un originale:



Dimostrare la formula (19.10) per la trasformata inversa di una funzione razionale F(p) che
vaazero perp --+ oo.

î  9 .3  Pr ime propr ie tà ;  t ras formate d i
funzioni  elementar i

La linearità della trasformata di Laplace segue immediatamente dalla definizione.

La Tabella 19.1 raccoglie la proprietà principali della trasformata di Laplace; il punto
dípartenza è la trasformata F(pt) di un originale f (x), ,t.\

Osserviamo che al punto 2 f (0+) : : lirq f @), alpunto 3ff, (0) indica la deriva-
ta destra di ordine lc in O. 

' x'0*" ' ''

Si dimostrano le proprietà elencate nella Tabella 19.1.
1) Posto ! : dx, si ha che, per Rep ) aJs,

L[f (ax)]: 
lo** ,r*re-nx dx: + Ir** f (y)e-*v u, : *r(*)

2) f (x)e-r* --+ 0perx --+ *oo se Rep ) ss e lf(r)l S Mdo*,quindi

Llf ,l:rl1; 
loo ,,{*)r-o* dx:rlru (f fCur.t:=_t + p 

lru f OVr. *)

: pF(p) _ 
,r1ro /(").

Per ogni cu € R si ha, per I'Esempio 19.2,

l o i w x _ r _ i a x l  I  (  1  I  \
4[s in (cux) ]  :L l :  *  t : - : ; r - - - - - - - : - - - -+ .  ì :

L  z r  J  z r  \ p _ r ( ,  P * t w , 1

Analogamente, si ottiene che

. 4 l c o s ( w x \ 1 :  , P  =L  ___  \ -___ / r  pZ  +  Az

,C[sinh (ax)1 : ,'-L----: \-- ' , /r  
P2 _ A2

.Clcosh(c,,rx)l-L----\----/)  
p2 _ Wz

se Rep ) 0,

se Rep > lt.'1,

se Rep > larl.

p2 +a2
se Rep > 0.

(re.t2)

(1e .1  3 )

(1e.14)



età; trasformate di funzioni elementari

Tabella 19.1

originatre trasformata dominio della
trasformata condizioni

f (*) t r  (n\ Rep ) ss lf(x)l < tute',

lr(L\
a  \ d . /

Rep ) ass a > 0

f '(*) pF(p) - "f (o+) Rep ) s6 / e C t ( [ 0 , + o o )

f\') (*) p'F(p)-p'- ' f9 )
-p'-2f '+(o) " '  -4 

"(o)
Rep ) ss

f e C ' ( p , + * ) )
y{r)(x)l S Mé0,

p e t k : 1 , . . . , n - l

(-1)"ff (x) F\") (p) Rep ) ss

fo'r|)u,
F(p)

î)
Rep ) max{se, 0}

1l-m*i Imp

I pQ)a"
r p

Rep ) ss f(r) .
ongrnale

H(* - xo)f (x - xo) e-p,o F (p) Rep ) se x s ) 0

epo,f (x) F(p - po) R e p ) s o * R e p o

"f (*)
1  r T

=--- - | e-P'f(x\dx
t - e-v' Jo

R e p > 0 J o : 0 , f > 0 ,

f ( x+ r ) : f ( x )  sex  )  0

3) Segue applicando ripetutamente il punto 2.
4) Se l/(x)l1Mdo,, x"f (x)e-nx è assolutamente integrabile in f0, + oo) se

R.A > ss. Per il Teorema 19.2, Ft (p) è la hasformata di -xf (r), F,,(p) quella
dix2f(x) ecc. 

rx
5) Se l/(x)|.  Mdo* perx) 0, taprimit ivag(x) ,:  I  f  (t)dtverif ica

J O

p e r x > 0 s e s 6 > 0

p e r . r > 0 s e s 6 < 0

qgmgi è originale. Allora se Llg): G, per il punto Z si ha che
Llg'l: pc(p) - g(0+) : pc(p), owero G(pl: r@)'lp.

6) Se l/(r)l sMdo' per x> 0, f(x)e-p*lx è assoluramenre integrabile in
J1, + -) se Re p ) ss; inolhe, poiché/(x) lx è originale, f (x)e*w llè integra-
bi le ur- . [ ! ,  l ] ._Posto G(p):  Lf f (x) lx l ,  L[ f ] :  L lxg(x) l - -  -Gi(p).D,artra
pnte Llfl: F(p) e allora, scelto ps corLR.po > 0,

G(p) : - ft Fe) dzr c : [o' o(r) dz * c
Jpo Jp

dove il percorso ditntegrazione è una qualunque culva di classe Cl contenuta nel
semipiano {z e c:Rez > zo}.Per determinare c ricordiamo che G(p) --+ 0

f +oo f *oo
perRep ---+ *oo,quindi C - - 

| ek)dzeG(p) : I F(z)dz.
Jpo Jp



Trasformata di L

7 )  S e x s > 0
! : x - x o ,

r+-

J, 
H(x - xs

si ha che H(* - xo)f (x -"0) :0 se 0 1x { x6; qundi, posto

Segue dalla definizione di trasformata 
"n" [** pooxf (x))e-p' dx: F(p - po)

se Re (p - po) > so. Jo

Sia/6(x) - f p)110,r;(x), dove lio,r; indica la funzione caratteristica dell'in-
tervallo 10, 7). Alioraper ognix e' R'

f(*) : fo(*) + fo(x - r) + fo(x - 2r)+ . - 
É^e * nr).

r T  
n : 0

PostoFs, (p )  :  fL fd :  I  f@)e 
p*dxperp  €C, r isu l taperogn i  n : I ,2 , . . .

J O
/*oo

I fo@ - nT)e-Px dx - e-'Pr Fo@)
J O

quindi, se Rep > 0, 
N

Llfo(x) + fo(x- z) + .. . + fo(x- Nr)l : I e-"pr F,(p)
n:u

1 _ r - ( N + \ ) n ,  n , , ,  F o @ )
|  -;-F-Fo(P) *ff i  PerN+ *oo'

Si vuole determinare la fl'asformata di Laplace e l'ascissa di converserLza delle funzioni
fr(x) : H(, - 2)e3* ed,f2(x) : H(x - z)ie3*.

Per la prima, si riscrive la funzione in modo da poter applicare la proprietà 7 della
Tabel la 19.1:

fi(*) : H(* - 2)ez(x-z)+a : e6 H(x - Z)et(x-z) : e6 H(x - z)g(*- 2), dove g(x) : e3'.

Ricordando I'Esempio 19.2, Llg) : Il(p - 3), Rep > 3. Perciò, per la propriefà7 e lali-
nearità, LVt] : e6-zp I (p - 3) 

" 
l'ascissa di convergenza è 3.

Per la seconda, osservando che f2(x) : xfi(x), si può applicare direttamente la proprietà 4:

LW) : _ Lt_*f,(,)l : # (#) : #=?
Si vuole determinare la trasformata di Laplace della funzione

î , \  ( * - k  x e l k , k + l ) , k > 0
l ( x ) : [ O  x < 0

(si veda Figura 19.3). Per la proprietà 9 della Tabella 1 9. 1

, r r ,  -  |
- L r  r  t _ u -  

L V o ] ,  d o v e  f o ( x ) : x l 1 o , r )  : x ( H ( x ) - H ( x - I ) )

e per le proprietà 4 e 7

LVol :  - ! t7o14 -  H(* -  r ) l  :  -+  (L -  fo )  -  t  -  ' -p (p  +  1)
v v J  

d p  
- t - - , ' t  - - \ - -  - / J  

d p  \ p  p  )  p 2

)f (x * xs)e-px * : 
l:*r@ 

- x(r)e-t* dx : 
lo**rrrrr-.r11'+*o)6y

,-o^ 
Io** f 

(y)r-u, dy: e-0,0p61.

8)

e)
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I  e vn l  î 1L . u  ) : V _  O 6 _ r O
Naturalmente per il calcolo d1 Llfol si può utilizzare direttamente la definizione (lo studente
verifichi),

Negli esempi precedenti sono state ricavate le trasformate di alcune fi.rnzioni elemen-
tari che possono essere vtld;wzate, insieme alle proprietà appena descritte, per ottener-
ne altre. Ne riportiamo alcune nella Tabella 19.2 (le prime sei e quella di sin xf x so-
no già note).

Descriviamo brevemente come ottenere le formule della Tabella 19.2. Poiché

Llrl :! ,iroltu Ll-xl: f!)': - A. Llxzl : a. tf -*tl : - 9 """. n fat-
p  \ p /  p z '  p ,  p *

tore ePo* causa una traslazione, quindi F(p) - F(p - po).

Poiché,C[sin (ux)] : ,-1 , , si ha che_  p a + a L

Ll-* sin (cux)l : + l--a "-1 : - -. ̂2'P =- -"- \---,r) dp \p2 l_ r, ) (pz + rr),

LV]

n l
z  r n * l
W - P o )

2rp

(p' + r')'

Pz  -a2

(p' + rz)'

(p + l)z +az

p + ^
(p+  \ )2  +rz

Figura 19.3 La funzio-
ne dell'Esemoio 19.'1 .

dom Éfl

Rep > Reps

R e p > 0

R e p > 0

R e p > 0

Rep > -.\

LV]

P - P o

dom Llfl

R e p > 0 *do*

sin (c,;x)

cos (c..rx)

sinh(cux)

u

p 2 + a 2

p
p 2 + u z

u

P 2 - u z

Rep > Reps x sin (c,,rx)

R e p > 0 x cos (c,.rx)

R e p > 0
sln.x

Rep > lc,,'l
-  \ v  '

e '' sln\ux)

fon**'^o |- 
^t

cosh(arx)
P 2 - w z

Rep > la.'l
-  I Y

e '* cos \ux)

n l
pn+I

R e p > 0

Tabella 19.2

Rep > -À
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e, analogalnente, Ll-x cos (c,;x) l  :  + l-a-.)  -  ."  
-  

"  ^.\ /r dP \P' -1" ) (P' + r')'
La tabella può essere utile per determinare la hasformata rnversa di alcune funzio-

ni.

Per determnare un onginaie f perla funzione F(p):3pl@t 1. 1) (che esiste per quanto
osservato nel Paragrafo 19.2), si può procedere o applicando la (19.10) o utilizzando 1a
Tabella 19.2.Utiluziamo il secondo approccio, lasciando allo studente la verifica rnediante
il primo. Si ha, mediante scomposizione in fratti semplici,

3 p  I  ,  p + I

1 4 - -  p + l - r  p , - p + l

Il primo addendo è la trasformala di *H(x)e-'. Per i1 secondo, si scrive

p + I  :  p * 7  _  p - t l l  , o
7  - p + r  -  

( p  1 E  # h :  6  1 r y  * * t  "
3 1 4

@  -  r l 2 ) ' + 3 1 4

e si osserva che il primo addendo è la trasformata H(x)dl2 cos(t/lxl2) e il secondo è la
trasforrnata di2H(x)dlz sn (tfixl2). Pertanto l'originale/ è

f (*) : H(x)(e-. + dt2 cos (tf3xlz) + zdt2 sn g/lxll).

Determinare la trasformata diLaplace delle seguenti flrnzioni:

a) 2 sin (3") - cos (4x); c) H(x -2)snx;

b ) x 2 s i n x ;  
Ò f ( . r ) : f 1  s e . o ( x ( 2

e) verificare che 

-/ l \" 1 
[ 0 altnmenti;

max{O,  m in {x ,  1 - " } }  :  H (x - I12 )  -  H ( * -  1 )+x ( I1 (x )  -2H(x - r l 2 )+ I1 (x -  1 ) )

e determinare la trasformata diLaplace della firnzione

f ( x ) :  { : - t "  
- k ,  k - F  1 - ' x }  x  € l k , k + r ) , k >  o

l 0  x ( 0 .

19.4 Applicazioni

19.4 .1  Equaz ion i  d i f fe renz ia l i  o rd inar ie  l inear i

Le applicazioni più frequenti della trasformata di Laplace riguardano la soluzione di
equazioni differenziali ordinarie lineari e sono basate sulla linearità deila trasformata
e sulla formula Llf 'l: pF(p) -"f (0*), che tlasformaL'operazione di derivazione in

Determinare I'originale, se esiste, che ha come trasformata diLaplace le seguenti funzioni:

a)
l6p2 - l3p -  1

c)
1

p 2 + 2 p + r '
2 p + 4

p 2 + 3 p + l '
b)

p(p2 + r)
1 _ "
p d)



nn'operazione algebrica. Per far vedere come si utilizzala trasformata riconsideriamo
prirna un problema già risolto nel Capitolo 17.

Il metodo descritto nell'esempio precedente può esser e utllizzato per risolvere un,am-
pia classe di equazioni differenizali lineari. Di seguito si descrivino due tipiche ap-plicazioni.

(Sistemi di equazioni differenziali ordinarie) Si wole risolvere il problema di Cauchy

( r ' : u - f v l e - x  x e  R
\ ' ' : u - v + d  - r e R
( z(0)  :  -1 ,  v(0)  - -  1 .

Come nell' esempio precedente procediamo formalmenteper x > 0. Posti U(p) : Llul eV(p) :4[v], passando alle trasfonnate si ottiene

l :  I J  + V  + - lp + l

l : I J * v + - l  
o w ' r o

p -  r

( w - D u - v - -  P
)  

-  p + l
ì
I u - @ + r ) v : - ; j

(si èutílazato la proprietà2 della Tabella 19.1 e i1 fatto che Llesoxl: Il@ _ ro)). Tale si_stema lineare si risolve rispetto a IJ, v con il metodo preferito: ,l oui"rr"

u(p) : , o?,, !) -. . v(p) : - l: -( p _ r ) ( p ,  _ 2 ) '  ' \ t  )  - 6 + T @  _ T
Siutilizza la (19.10) per determinare gli originali u e v per x > 0:

si cerca una fi.urzio'e due volte derivabile y(x) per r > 0, che verific;a

{ l " @ ) - t w 2 y ( x ) : g  s e x > o
I  y(o)  :  a ,  y t (o)  :  6 (1e .1s )

( re .16 )

dove a, b e R e ru ) 0. procediamo formalrr
tutti i passaggi di calcolo: troveremo così una
che y(x) è soluzione (sappiamo già che la
SLrpponiamo dunque che y(x) sia soluzione r
Y(p) : Llyl 

" 
applichiamo la rrasformata di

Utillzzando, nell'ordine, la linearità della tras
ottiene

0: f  l0]  :  L ly, ,  +a2yl :  L ly, , l+azLb|:  p2y@) _ ap * b +u)zy@),
owero

Y ( p ) : o ( ! b ^ : o  P  , L  1
p 2 + a 2  " F ; 7 + D  

p 2 + a t '

Poiché ,Cf sin (c,.rx)l : 
V+Ae 

f,fcos (urx)] : 
F+si ha che

tlo 
"o, (wx) +* .* (*)-l : y(p) : Llyl

L  a  ' J  v /  - u

ovvero abbiamo trovato un candidato y(x) per essere soluzione del problema (19.15):

y(x) :a cos (c,,rx) + 1 sin (a.rx) per x ) 0.'n

l,,n:t,;:bttsi 
verifica facilmente che y(0) : a, y,(0): b e che y soddisfa l,equazione

Y " + , ì ' Y : 0 P e r x e R .



568 Capitolo 19 Trasformata di Laplace

u(x) :  Res (U(p)eP') , , , : ,-t Res (U(p)up")lo=u4 * Res (U(p)",')lo:-A
1 -

- -à -t - 
'- 

ol2t. r __8"
Y L

e analogamente

" 5 t t  -  ^ 6 - t
v ( x ) :  - e - ' +  "  ! '  e - { 2 ' a  " - - - ' - s J 2 ' .

\/2 \/2

A posteriori si verifica che queste fi.rnzioni risolvono il problema per ogni r € R.

La trasformata diLaplace permette di determinal'e le soluzioni di problemi di Cauchy
lineari a coefficienti costanti anche nel caso in cui i dati presentino discontinuità: per
esempio, un intemrttore chiuso fino al tempo /6 e aperto per / ) /6 può essere descrit-
to attraversolafitnzione di Heavyside I1(r - /0). In tali casi si deve "indebolire" il
concetto di soluzione, un argomento in cui non possiamo entrare: ci limitiamo a due
esempi (l'Esempio 19.I2 e I'Esempio 19.16 nel Parugrafo L9.4.4).

Si considerj il seguente problema di Cauchy:

s e x  )  0 (le.17)

La funzione H(* - zr) presenta una discontinuità di salto lrr rc : zr, quindi non si può spera-
re che il problema abbia una soluzione nel senso usuale (due volte derivabile per x ) 0).
Tuttavia, si può sperare che il problema abbia una soluzione con una denvala continua,
y € C1([0, + oo)), e due derivate continue fuori dal salto, y e C2(10, + -) \ {zr}). Se una
tale soluzione esiste, è regolare in 10, r) (ossia dove H(, - r-) : 0), quindi in [0,n) coinci-
de con I'unica soluzione del problema di Cauchv

I v" (*) + y(x) : H(x - n)
I y(o) : o, y/(o) : 1,

(Equazioni differenziali ordinarie di ordine n > 2) Si wole determinare I'integrale gene-
rale dell'equ azione differenziale

Y"" (x )  *Y(x )  :  g ,  r  e  R.

Si procede formalmente per r ) 0. Posti Y(p) : Lly] 
" 

ci : y? (0), passanclo alle trasfor-
mate si ottiene

p4Y - p3cz -  p2cz- pct  -  colY :  0,  o\ryero Y(p) : ry

(si è utilizzato la proprietà2 de1la Tabella 19.1). Scomponendo in fratti semplici, si ottiene

y (p') : -Ji- * -Ji*r * -+ + -J+:T
P+ ,/1 P- ' /z P+ ,/2 P- 'D.

per opporfune costanti complesse Cr,. . ., Ca. fuconendo alla Tabella 19.2, si ottiene

L-'lYl - Q1s*ur,* -t C2eE* * Cse-E' I Caìf,'.

Mediante addizioni e sotbrazioni, si ricombinano le soluzioni in modo che siano reali (è ciò
che cerchiamo):

y(x) : Ae-h cos 
# 

+ Be-:E "o' ft 
-r ceÈ ,* 

iî 
* De-T ,* 

;L.
A posteriori si verifica che y(x) è I'integrale generale cercato (owero che i quattro addendi
sono soluzioni linearmente indipendenti).



l Y ' ó + / o : 9  s e x ) o
I yo(o) :  o, y6(o) :  1.

sempre se la soluzione esiste, è derivabile in x : n, quindi esistono finiti y(zr) : yo(tr) e
y'.(n) : yo(*); inoltre è regolare rn (n-, *m), quindi in-(n, * oo) coincide 

"óo 
t;ur.ióa ioir_

zione del problema di Cauchy

l Y ' { + l t : r  s e x > 7 r

I  Yt (")  :  )o(n') ,  y\(")  :  yo(") .

A-bbiamo qurldi dimosf'ato in modo costruttivo che la soluzione y esiste ed è unica nella
classe y € c1([0, + *)) n c(10,+ *) \ {"}) L'argomento si eitende in modo analogo
al caso di un numero finito di discontinuità di salto.

Per risolvere il problema mediante la trasformata di Laplace, ricordando i calcoli
dell'Esempio 19.9 si ottiene

( p ' z + t ) V ( p )  - 1 :  L I H ( x - ^ ) l  :

Poiché

e- r?  e - r?  pe -n?  ^  , l  e - "p1

n@ +1) 
: 

P 
- 

;2i ' L-, t--l: H(x - r)'
f  - Ì ^  1

-  |  n e  " v  I

L*' 
lfr + | ): 

H(x - n') cos (* - n),

antitrasformando si ottiene

y (x ) :  s i nx *  H ( * -  
" ) (1  

-  cos (x , -n ) )  :  s i nx  +H(x - " ) (1  *  cosx ) .

A posterion si verifica facilmente che y ha le proprietà richieste,

Determinare l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziah :

a) y"' (x) t y(x) : gt b) y"',(r) -t 3yr (x) * 2y(x) : g.

Utilizzare la hasformata di Laplace per risolvere il problema

! u ' : u + H ( x - 5 )  s e x e  R
I  z(0)  :  1 .

Disegnare il grafico della soluzione e interpretarcra discontinuità diu,(x\ in x : 5.

Siano a, ,6 e R. Si utilizzi la trasfotmata diLaplace per determinaÍe una soluzione del pro-
blema di Cauchy

í Y " - y : g ( x )
t v(o) : a, v'(o) : B

a) con g(x) : St(H(x - X) - H(* - ZX)) (X ) 0, gr e R);
N

b) con g(x) : D sr,(H(x - kX) - H(t - (k + I)X)) (X > 0,sr e R).

Determinare la soluzione u(x), v(x) dei
Laplace:

( u ' : u t 3 v i 1  s e x € R
u )  \ r ' : t l - v - 2  s e x € R

I  z (0)  :  3 ,  v (0 )  :  -1 ;

seguenti problemi ttilizzando la trasformata di

S E . f € R

se.x  €  R
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19.4 .2  Ser ie  d i  Laurent  e  t ras fo rmata  d i  Lap lace

Nell'esempio successivo si fonrisce un'applicazione meno elementare della trasfor-
mata di Laplace alla risoluzione di equazioni differenziali iineari.

Rrconsideriamo l'equazione di Bessel di ordine zero inhodotta nel Paragrafo I7 .5.4. si cerca
una funzione y(x), due volte derivabile per x ) 0 tale che

xy" (x) -t y'(x) * .xy(x) : 6 se x > 0

. / ( o )  : 1  e  y ' ( o ) : o

(di solito si prescrive nella (19.19) solo il valore di y in x:0 poiché la condizione
y ' (0 )  :0s ipuòr icavareda l l 'equaz ione:y ' (x ) : *x (y " (x )+y(x ) )  *0perx - - -+0(s ive-
dail17.5.4:). Posto Y(p) : Llylsiha

Llxy(x)l : -Y'(p), Lly'): pY(p) - r, Lly"l: pzY(p) - p,

LlxY" (x)l : -zPY(P) - PzV'(P) + t.

Il problema si trasforma dunque in

-zpY(p) - p'Y' (p) + | + pY(p) - 1 - Y' (p) : o

( p 2 + t ) v ' 1 p ) + p Y ( p ) : 0 . (Le.20)

Formalmente si può integrare la (I9.20) per separazione di variabili: limitandosi all'insieme

{lpl > 1} si dimostra (si veda l'Esercizio 19.8) che la (19.20) ha una famiglia di soluzioni
olomorfe:

( i e . 1 8 )

(  1e .1  e )

Y(p): --= per lpl > 1,
r l l t  + ;

dove C e R e .4 indica il valore principale della radice. Latabella 19.2 non basta per trova-
re una funzionei y(x) la cui trasformata siaY(trt),per cui si ricorre alla teoria delle serie per
individuarla: sviluppando Y(p) ^ serie di Laurent si trova (si veda l'Esercizio 19.8) che

y(p) : cit-lf 1J-L..!!)p-ek+l se pl > 1. (rs.22)
t.-i

T 1  
- l

Procediamo ancora una volta in modo formale: poiché Ll7-n xzk | : O-{zt'+t), scambian-
do tra loro i simboli di serie e di trasformata si ottiene L \LIr ): I

[ * . E

Y(p) :. 
[t[r-t 

)k 
3 s 7 - :\2k + t) 

t**r]

Quindi, poiché la serie dipotenze vale C inx:0, scelto C: I e osservato che

(Le.2r)

(Le.23)

.  3 . 5 . 7 . . . ( 2 k - r )  _
(2k)t

3 . s . 7 . . . ( 2 k - 1 ) 1

2 . 3 . 4 . s . 7 . . . ( 2 k - 1 ) ( 2 k )  2 ' 4 . 6 . . . ( 2 k )  2 k k t

si ritrova la soluzione del problema (19.18)-(19.19) già ottenutanelParugrafo 17.5.4, owe-
ro la funzione di Bessel di ordine zero:

v(x): /e(x) : :  
à# 

(+) ' r  perx )  0
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Il passaggio dalIa (I9.22) alla (I9.23), che abbiamo motivato rn modo formale, è giu-
stificato dal seguente risultato.

Osservazione. La serie di Laurent nella (19.24) contiene solo potenze negative. In ef-
fetti segue dalla (19.9) che, pel essere la trasformata diLaplace di una funzione f (x),
una serie di Laurent deve necessariamente contenere solo ootenze nesative.

a) Risolvere formalmente I'equazione (19.20) ricavando la formula (I9.21);

b) dimostrare che le fimzioni Y(p) defnite dalla (19.22) sono olomorfe e risolvono
( |e.20) i "  { lp l  > t i .

7a

Siano uf il valore principale della radice e Y (p) le funzioni definite nella (19 .21).
a) Utilizzare lo ryiluppo in serie di Taylor della frmzione olormorfa S : {lzl ( 1} ---+ C,

g(z ) : I l \ /T+z  (s iveda i lTeorema9. l3 ) ,per t rovare laser ied i iaur ìen t  d iY(p)n
{ lp l  >  t } .

b) Utilizzarc la definizione dei coefficienti binomiali generulizzati per trovare la (I9.22).

19.4 .3  Prodot to  d i  convo luz ione;  equaz ion i
i  nteg ro-d i f ferenzia l  i

Siano /: R -+ R . g: R -- R due funzioni integrabili in R tali che la funzione
{ -'l(€)S(, - €) sia integrabile in R per ogni r e R. Allora è ben definito il prodot.,
to di convoluzione dif e g,

W

ffi

f * s@) : 
l_** ,o)g(x - €)o( x € R .

Si r,uole determinare, se eSiste, il prodotto di convoluzione tra f (x) - g-lxl e g(x) : 7
x € R, .tllizzando le simmetne delle funzioni integrande si ottiene per ó > 0

\ b . î b 7 b r b

I  e - ) t t ( x - € ) d € : * l  e - € a t -  |  e - t g g : . n ( l  - e - \ + b e t b _  |  , - t d 1
Jo Jo Jo .lo

e analogamente per a <

(x  -  1 ) (1  -  
" -u )  

+b .e-b  -+  x  -  I  per  b - - *  *oo
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Figura 19.4
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p 0

I e-tqt(x - €)dg: (x * 1)(1 - en) + aeo --+ x -l- 1
J a

Perciò { e+ e-l6l(r - €) è integlabile rn R e/ * g(x) : 2y.

peÍ a --+

I1 prodotto di convoluzione è commutativo, oweÍo f *g: g*f .rnfatli, ponendo
s : x - € s i o t t i e n e

/+oo f +oo

f  * s@) : I  f{)s@-{)d€ : /  f(* -s)s(s)dr : g *f(x).
J -co J--

Se si considerano le funzioni x e H(x)f (x) e x v- H(x)g(x), è facile vedficale che
il prodotto di convoluzione assume la forma

(re.2s)

La denominazione "prodofto" è dovuta al seguente risultato.

In altri tetmini, il prodotto (usuale) delle hasformate coincide con la tlasformata del
prodotto di convoluzione.

Omettiamo i dettagli della dimostrazíone, ma verifichiamo formalmente la formu-
la. Scambiando l'ordine ditntegrazione (si veda Figura 19.4), si ha

f + " o f r f + - f + r o
Llf *sl: I  t-" I  f î)s@-€)d{d": / f(€) | e*p's(x-{)drd€

J o  J o  J o  J q

f + o o  f + o o  /  f - *  ^  \ /  / " o: l  fG) l  ,n(s+€)r (s)dsd( : (  |  f f t l r 'eae)(  /  r^s(s)ds) .
Jo " '  Jo \ /o  

' /  
\Jo )

11 Teorema 19.8 è molto utile per risolvere equazioni la cui incognita è una funzione
y(x) che compare anche softo il segno di integrale. Tale classe di equazioni, dette
equazioni integrali o, se compaiono anche derivate di y(x), equazioni integro-dif-
ferenziali, sono utili per descrivere fenomeni fisici (comportamento di materiali ela-
stici) o biologici (dinamiche di popolazioni) che non dipendono solo dalla situazione
presente ma anche dal passato; si parla anche di effetti di "memoria".

y Ì , \  ( [ r r c l t ( r - € ) d €  s e x > o
Hf  *Hg(x)  : {  /o

l . O  s e x ( 0 .

Si vuole risolvere l' equazione integro-cliffereruiale

/  rx
I  v,&):  I  ezc-òyg)d€ per x > 0
I '  ' ,  '  t ^

I  y(o) : r. '
Applichiamo la trasformata di Laplace: posto Y(p) : Llyl, si ottiene

pY(p)- I - Lly(*) * 
"- '*): 

Lle-2\ Y@) : IgI
n  - L )
v t "

(re.26)



Y ( p ) : - J : ' z  , : ( ! + - 3 - - )  t  = * ( L -  3  \  I
p t - r 2 p - 1  \ 2 ' , 2 ^ / 2 )  p - t - r / ' ' \ z  z , / 2 )  p _ r + r t

e quindi, antitrasformando,

y(x) : (! *-1=) ,-(t+^/z)x * ( !- -1-) e-(t-,r4x .\ 2  z , / r ) "  ' \ z  z r /2 ) "
Aposteriorisiverificachey(x)èeffettivamenteunasoluzione di(19.26).sinoticheinquesto
caso particolare èpossibile, derivando, ricondurre l'equazione aun'equazione differenziàle:

y" (*) : 
* Ir. 

e2(€-òyg)dt: y(r) -, 
Io- 

e2(€-ry({)d{ : y(x) * 2y,(r).

Determinare una soluzione delle seguenti equazioni per x ) 0:

a) y(x): 2 cos * - [. [{*- {) cos k - {) -F sin (x - €)]y({) a4;
J O

îx
b) y'(*) :3 + | cos (2(x - €))y(€)o€,y(0) : t .

J O

19.4 .4  De l ta  d i  D i rac ;  fenomeni  impu ls iv i

S i a ,  p e r  o g n i n  :  1 , 2 , 3 , .  .  . ,

A / - \ . - f " s e 0 ( * . Lvn\*r '- 
l. o se uw^#i.

ffi

(re.27)

(1e.28)

Nella Figura 19.5 abbiamo indicato i grafici dt 6"(x) e 6,(x - ro), dove x6 e R. si
noti che

/ **  f  *co

|  6 " ( x ) d x :  |  6 , ( x - x 6 ) d x : l
J -oo  J - x t

f + *  s e r : 0  f + o o  s e Í : , r o
. l i m  6 " ( x ) : i ; *  : " ^ : - i  l i m  6 n ( x - x o ) : {n - ] * - ' " ' " '  l 0  s e x f j ,  n + + o o  [ 0  s e x f x x .

(re.2e)
Sia g : R -r R una funzione continua: g € C(R). Allora

g x 6n(xs) : [** g(x)6,(xs - x)dx : n [*o s@)úc.
J  -cn  J*o- *

Poiché f intervallo diintegrazione ha ampiezzal, si ha che
n

min .S(x) I n [" S@)dx < .max S@).xefxs- |rxsl J *o- * xelxs- j,x6l" 
'

Per la continuità di g in xe

,ITL (,.,,11,,.rs(r)):,Iru (".ffi,,,, s(r)) : s(ro)
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Figura 19.5 I grafici di
6 " ( x )e6 " (x -xs )

OSSlA

1
r  I :

v n

g(x)6"(xs - x)dx: g(xo). (1e.30)

per ogni  s € C(R).  (19.31)

l i m  g * 6 , ( x s ) :
n++@

Si usano le notazioni

g * ó(x6) g(x)6(xs - x)dx: g(xo)

In altri termini, Ia delta di Dirac rappresenta l"'elemento neuho" del prodotto di con-
voluzione.

Si sottilinea che la notazione (19.31) non ha alcuna rclazione con il concetto di in-
tegrale di Riemann: ó(x), 6(* - xe) e ó(x6 - x) non sono funzioni (non esiste una

l+oo
tunzione integrabile ó(x) tale che ó(x) : 0 per x l0 e | 6(x)dx: 1!). Sono in-

J _ a

vece esempi di distribuzioni, un concetto matematico che esula dallatrattazione ele-
mentare di questo testo. Nel caso di d(x) si parla anche dt delta di Dirac o di distri-
buzione di Dirac.

Osservazione La (19.30) non dipende dalla forma particolare delle funzioni appros-
simanti 6n(x) e vale per una qualsiasi successione di funzioni non negativé 5r,
n : I, 2, . . ., che sono integrabili in R e soddisfano

r*oo

|  6 ,1*1ax:  t  e  l im 5, :0  se x  10.
../-oo n++(n

(re.32)

La successione ó,, defìnita dalla (19.27) è stata scelta perché, come vedremo subito
dopo, è pirì adatta per la trasformata di Laplace (unilatera). Qualora quest'ultima non
sia coinvolta, è più usuale scegliere successioni simmetriche rispetto a x :0: per
esempio

1

î r  2 n
"/4 \. 1

2 n '
f +oo

In generale, se /:R * [0,+oo) è tale che I f@a*:1 e xf(x) --+ 0 per

l"l --- *oo, allora 6,1*1 : nf (nx)verifica la0;5f).



Sia ora.x6 ) 0 e consideriamo 1a trasformata di Laplace di 6n(x - xo):

"*co rxo**
Ll6,(x- to)] : 

Jo 
6n(x - xs)e-P*dx : 

" f"u 
"' r-o'd* : L (r-r*o - r_'nxo-f,\

J*o p \ /

: s-pxo ( 
t -,rrl_l'" ) - r-o,o per n -_+ fs..

\ p / n  /

Questo suggerisce di definile la trasformata di Laplace di ó(x - x6) come

ln particolare

L l6(x  - to ) ]  2 -  s -Pxo s e  p € c  e  . r e ) 0 . (1e .33 )

se p e c,

che è consistente con il Teorema 19.8 e la (19.31):

Llsl: Llg x 6l: Llsl Ll6l: Llgl.

Si noti che in questo caso è importante che ciascuna 6"(x) sia positiva solo per
x ) 0 .

L'esempio seguente mostra comevtllizzare e giustificare le (19.33) e (I93$.

Una particella di massa m e posizione x(t) al tempo / si muove sulla retta reale secondo la
legge di Newton: mx" (t) : F(4. Si consideri il caso in cui la forza F(t) agisce in un inter-
vallo temporale (fe, h * e) molto piccolo rispetto alla scala temporale in cui si vuole risolve-
re il problema (si pensi a un colpo di stecca su una palla dabiliardo). Tale situazione si può
modellizzare come un "impulso" di intensitàA € R concentrato nelf istante /s ) 0:

(1e.34)

(1e.3s)

(1e.36)

mx" (t) : A6(t - to) se / ) 0

dove posizione e velocità irlziali sono assegnate:

x(0) : s, x'(0) : 6.

Quindi anche nelIa modellistica fisica si considera ó(r - A) come un "limite" di 6,,(t - ts).
Applichiamo alla (19.35) la trasformata dtLapTace,utllizzando in modo formale Ia de-

finizione (19.33), Posto X(p) : Llx(t)1, si ha che

Allora

e. dalle Tabelle 19.l e 19.2. si ottiene che

Llx" l :  pzx@) - .sp *  b.

*p2 x(p) - rnap * mb + 1s-Pto

r z , \  a  b  4 g - n t o
z \ r ú t : - T . -- - w / p p z m p z

x(t) : a + bt * * ft - to)H(t - to) s e / ) 0 ,

s e f a / s

s e 0 ( / ( / s
x( ' l )  :  

{ : : i : ,+ 
LG - ' lo)
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Risolvere il problema

f  u "  + u t + u : 2 6 ( x  * 4 ) +  H ( * -  3 )  +  1  s e x  e  R

\  a(o)  :  1 '  a / (0)  :  -1 '

Dire in quali punti Ia u non è derivabile e ivi caratterizzarc l'andamento di tz.

Provare chese/ :  R-- r  [0 ,+oo)  èta leche I  f (ù* : t  exf (x)  - - -+0per  l " l  - -+oo,
allora 6"(x) : nf (x I n) verifica la (19 .32). 't -'n

(si veda Figura 19.6). Si osservi che questa soluzione descrive bene I'effetto di una forza
"impulsiva" applicafa a un tempo prefissato; infatti la velocità della parlicella cambia bru-
scamente al tempo t : toi

( b  s e 0 ( / < l e
x ' f t \ :  L  A

l o +  *  
s e f  ) f s .

Procedendo come nell'Esempio I9.L2 si verif,rca che la funzione x ottenuta è l'unica
"soluzione" di (19.35)-(19.36) nella classe C(10, + *)) n C2([0, + *) \ {ro}).

Siano a, É e R. Si utilizzi la trasformata diLaplace per determinare una soluzione del pro-
blema di Cauchy

I Y " - Y : g ( x )
ì. y(o) : a, y'(o) : F

a) con g(x) : gó(x - X) (X > 0, 91 e R);

N

b) con g(x) : D So6k(, - kX) (X > 0, N > 1, gr € R), verificando che per N : 2 esi-
k:1.

stono 91 e 92 tali che la soluzione ottenuta verifica y(x) : 0 per ogni x > 3X.

19.5  La  t ras fo rmata  b i la te ra

In questo paragrafo attlizzeremo la fonnula

r'*oo

J_* 
,-nxf(x)dx

per definire una trasformata,la trasformata di Laplace bilatera. Anche se non ne
tratteremo alcuna appltcazione (per esempio, può essere vtilizzata per introdurre ia
trasformata di Mellin), risulta utile averla a disposizione per trattare aicuni aspetti del-
la trasformata di Fourier (si veda il capitolo suòcessivo). 

-

Sia quindi"f ' (-*,loo) ---+ C una funzione localmente integrabile in R, owe-
ro tale che Re/ e Im f sono integrabili secondo Riemann in qualsiasi intervalio limi-
tato: Re, Im/ e R(*,,, x2) per ogni x1 ( x2. Ragionando come ne1 Paragrafo 19'1,
si suppone che esistapo € C tale che

,-noxf (x) è assolutamente integrabile in R

e si definiscono due ascisse di convergenza:

Figura 19.6

(re.37)
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e-z'f (x)dx è assolutamente converg.nt.) (19.3g)
)

e
( l ' o l

A : : supl Rez : I e-r'f(x)dx è assolutamente convergente f. (19.39)
\  J_co  )

P e r  l a  ( 1 9 . 3 7 ) ,  - o o < a ( R e p 6 ( b ( * o o .  S e  a < b ,  L a  f u n z i o n e
f +oo

pè 
|  t - r . f (x)dxèdef in i tanel lashisc iaver t ica le {p eC:a<Rep < b}  es i

Ai". tí*B* aE diLaplace bilatera.

( f + *
a : : t n f  l R e Z :  I

l J o

e s e m p i o x < 0 s i h a

lf @1"-r.1< u-x(Repyx) _ ,fxl(Rer,-lxl) < 
"_lxllz 

per ogni x <2Ftep,

e quindi f (x)e*u' è assolutamente integrabile in (-oo,0) per il teorema del confronto per
integrali impropri. Inoltre, osservando che x2 + px --(x + p l})z - p2 14 " 

porr"rrdo
s : x * p 1 2 , s i o t t i e n e

, /+oo f -o(t+iltz

L," '1[e-* ' ) :  I  e-"-p' i lx. :gPz14 |  
-  ' " -" 'd"

J _rc J _*+i$

La gaussiana f (x): s-xz ha ascisse di convergenza a: -@ e b: *oo. Infatti, se per

Ora,7a funzione integranda è olomorfa nel rettangolo in Figura 19.7 ed è facile verificare
clre I'integrale su {1 e !, tende azero per c -} -oo e d --- -lcr . Pertanto, ricordando il teo-
rema integrale di Cauchy (Teorema 18.8) e la (8.50) si conclude che

. l- ri#* rav;$- I
: sP" 14 l ti"q / . e-"dr' -l- .lim | 

' 
r-"'d" 1 .

Lc+-co J c+i$ d'+@ J i tqli 
l

Lattl"-"1: su2/4 ll* "'" * : 
ft"0'to

Figura 19.7



19 Trasformata di La

I seguenti risultati sono analoghi a quelli ottenuti per la trasformata di Laplace unila-
tera e si provano con gli stessi argomenti.

Per la trasformata inversa, o antitrasformata,bilateru, si usa la seguente notazio-
ne:

1 pc'lico
LblilFl: v.P. ;-, I F(p)d.dp.- 

27il J c_ia
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ffis

In questo capitolo si accenna ai concetti fondamen-
tali riguardantr serie e trasforntata di Fowrier.
Olfre a essore alla base cli un'intero campo della ma-
tematica, I'nnalisi armonica, serie e trasformata di
Fourier sono utilizzate in nrolti ambitt e pcr vali sco-
pi: per approssimare gl:obalm.ente (utziclre local-
ntrente, corne le ser-ie di Taylor') una funzione perìo-
dica (Faragrafo 20.1), per risolvere equazioni alle
clerivate pxziali (Paragrafo 2A.2), per ricostluite in
modo esatto una funzione (or,vero un segnale) che
"non oscilli troppo rapidamente" conoscenclo sotro
una successione di suoi valori (owero Lrn svo cturt-
pionamento, Paragrafo 20.5). In genelale, seLie e
trasformata di Founer perrnettono di passare dalla
descrizione di un dato fenomeno in termrní del tem-
po (o di spazio-tempo) a una sua rappresentazione
in termini cli ffequenze e an^rprazze. In tal senso è il-
lunrinante anche se si tratta di un caso
"singolars", si veda il Paragrafo 20.5.1 - osseivare
che se / è una cor,nbinazione lineare di funzioni tri-
gonolneffiche, la tlasformata di Fourier f [f] ne iso-
la e iclentifica esattamente ampiezze e frequemze:
per esemplo se

f ( t l  -  - r : t i r  ,  
"J i t  

t  2 . '5 i t

(si noti che f non è periodica!) allora

1
: FLfl(r) : -6(, - r) + 6(a - 4) + 26(.u - s)
z7t

(si veda la figru'a nelia colonna a fianco). Per que-
sto, serie e trasfonnate di For,rier emergolto in rno-
clo naturale in ogni campo deile scienze in cui com-
paiano, debbano essere analtz'zatr o manipolati se-

gnali ondulatori (acustica, ottica, elettromagneti-
smo. hattarnento di immagini, oceanografia, meclici-
na...). Lo spazio disponibile ci consente solo un
esemplo.

Un fascio di luce monocl,omatico colpisce una
superficie (la baneera) su cui sono praticate alcune
fessure, e la luce cnte le attraversa illurnina rura se-
conda superficie (lo schermo).

Nella prossima figura è riportata f imrnagine proiet-
tara sullo schermo nel caso di rura srngotra fessura di
forma quadrata. Perché sono presenti zone scure in-
ternrittentí?
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f-,'idea intuitiva (che forse qualcuno avrà già ilcon-
h'ato nei suoi rìtudi) è che le onde uscenti cla ciasctrn
punto della I'essura giungolo nello stesso punto del-
lo schermo con una fase diversa, e cosi possono an*
nullarsi a vicenda.

Per dale un'idea quantitativa delia risposta, fare-
mo varie ipotesi semplificative, la prima delle quali
consiste nel considelare la situazione unidirnensio^
nale ideal:z;zata 1n figula, in cui le fessure sono infi-
nitamente estese nella direzione uscente da qriesta
pagina: per analogia, il risuitato che ci si aspetta di
osservare sullo schermo è riportato qui sotto.

l'otigine nei pr-rnto medio fi'a- i punti dellt i:ssurc,:
che hanno massima distanza tra 1oro, e ohiaiirLamo
Ztttale distanza. lìacciamo alcrure altre ipoter.i s':rn-
plificative (analogire a quelle clella cosidd 

"1yu, 
i : tf't

zione di Fraunhofer): l'arnprezza della fess+ia ò
molto miaore sia della distanza ffa bariera e r -i,cr-
mo, sia della lunghezza d'onda. ovvero af L <,7 e
af ),: aklQr) < 1. Inoltle concenf,-iamo I'r,ten":
zione sul punti "ùI centro" dello schr.:i.mo:
ys I L < 1. I:r queste ipotesi, si può in pr.irna airpros -
sirnazione sostituire r(y) con r(0) - ,v sin 0 (sL veila
la flgula). Inolh'e, per sernplicità, sostituiarnr.r r(y)
con L a1 denominatore d-elf integranda (a posti:rion
si può verificare che l'errore coÍrmesso è trascuratri-
le rispetto all'effefto che stiamo cercando c1i descr-i-
vere). In eonclusione,

ù(Po) * Ce-i'' f" ,ik('r(l't-v 'i"d)d,t'

"-ilr,r; 

sin É4,

Pel concluclere. introduciarno la "firnzione fèssura"

o,,,, - I I se (0, .y) è rn una fbssura
t ) . l v  I  :  <

[. 0 altnmenti.

In tal rnodo, si ottiene

v(Pu) A(y)e-it't 'o' 0.1_),.

Rappresentiamo il fascio di luce cliretto verso la bar-
rjera come (la parte reale di) un'onda piana '{ro di
armpiezza iEl, fì'oqueÍtza o e lunghezza d'onda
), : 2tr lk,

,Iro(r, ,v, t): p"i(kx-".t'l per x < 0.

Fissiarno un punto P6: (L, 1lo) sullo schermo. e
per ciasctm punto (0, ,u) delle fessure poniamo
r(y) : lPo - (0, y)l

: C ei(.to'(o) -,t, 
.y'*.",,..

= gr|tcr(o)-*, 
l_-:

L'integrale a clesha iri questa espressione rappresen-
tala trasfornxala di Fourier della funzione,4(1,) ri-
spetto allavariablle a: kstn0:

Per il principio di Huygens, ogni punto (0, y) del1e
fessure è la sorgente cli unlonda radiale e il contn-
buto courplessivo si ottiene "sommando le sorgen-
ti", owero integrando rispetto a y. Piir precisamen-
te, l'espressione dell'onda tlr uscente dalle fessure
nelpunto Po è

v ( P c , )  : C  l , r  i  s i ( k ' { . , - ) - ' r ) d y
Jf".rut. rl-}/)

: gu-i., l' __\ 
"ir,,it)dyJr**u.* f(.)'J

(inclichiamo con C una generica costante pet non
appesantire Ie notazioni). Fissiamo, come in fiuura,

V(pu) - gri(bt.o';-"t) FWI(/c sin É),

o\r\/ero

lv(po) i2 = C2lrlal (/r srn d) 12.
In altri termrni, I'intensità hmttnosa sullo schertno
è proporzionale al mod.ulo clel.Ia n'asforntata di
Fottrier della frmzione .fes s ura.

Vedremo nel Paragrafo 20.3 come calcolarre que-
ste espressioni per oppoftune ciassi di fvnziant A.
Nel caso pafiicolare di una singola f:essura
1, € i-tt. a], si ottiene (si veela I'Esempio 20.5)

sin (ak sin É)

W

@tfsi

iv(Po)l = rl
It sin 0
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20.1 Ser ie d i  Four ier

Sia/ : R --+ R una funzione periodica di periodo 22.:

f (x +2r) : f (x) per ogni x € R.

Owiamente/ è detenninata dai suoi valori tnl-r, r) (o in qualsiasi altro intervallo
di arcryiezza2r). Gli esempi più imrnediati sono le funzioni trigonometriche,

cos (nx) per r? € N, sn(nx) per n € N \ {0}
(se n_: O, cos (nx) è la funzione constante, 1), e le loro combinazionilineari, i poli-
nomi trigonometrici:

I N N
sru(x) t :  *oo + t  an cos (nx) +lu, sin (nx) per N e N.

Fissato N si voglio; *;;are, se .riuon5lr * I coeffic íenti as, ar,..., aN e
bt, . . . , by che mtnimizzarto la quantità

'  

, n

€11 :: I VAI - s,.s(x))2 d-r.
J _ T

Ricordiamo che una funzione f : I --- R si dice continua attatti in 1 se è continua in
I aparte un numero finito di punti x7 (i : 7,. . . , m) in cui presenta discontinuità eli-
minabili o di salto, Una funzione / : R -+ R periodica di pèriodo l, si dice continua
atrattr se è continua arrattinl-L12, Ll2l (siveda 1a Frgura 19.3).

Per introdurre le serieÍ
Fourier sono suff icienti  le
noz ion i  acqu is i te  f ino  a l
Capitolo 8 e i l  concetto di
serie a termini comolessi
(Paragrafo 9,2). L'appl i-
cazione presentata nel
paragr,afo successivo ri-
chiede anche la cono-
seenza del calcolo dif fe-
renziale per funzioni di
p iù  var iab i l ie  de l le  EDO.

La dimostrazione del Teorema 20.1 si basa sulla seguente ossenrazione:
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del Teorema20.2

lnfatti, per l'ortogonalità dei vettori v; si ha che

, é ,
t*: (v, u) * ))(o?(rt,  v1) - 2ai(v, v1l)

e ,  per  ogni  l -  1 , . .  . ,m, Ia funz ione qtndrat icaa; t+ \v ; ,v i la? -2(v ,v i )a ;  haun
minimo assoluto in a; : (v, v1) f (vi, vi).

del Teorema20.l

Consideriamo prima il caso in cui/ è continua. Sia V f insieme deile funzioni conti-
nue in l-n, d'. | - C(l-n, r]). Posto che, per ognLf , g € V e .\ e R,

f + e i x è f ( x ) + g ( x ) ,  \ f  : x r - À l ( x )  p e r  x € l - r , r l

allora tr/ è uno spazio vettoriale. Definiamo il seguente prodotto scalare in V:

f (x)g(x) dx per ogni f , I e C(l-n, rl) (20.2)

(si tratta effettivamente di un prodotto scalare, si veda l'Esempio 20.I). Si noti che

\1,  l7 :2n,  (cos (nx),  cos (nx))  :  (s in (nx),  sn(nx))  :  n per n:  1,2, .  .  .
(20.3)

(1,  cÒs (nx))  :  (1,  s in (nx))  :  (cos (nx),  sn(mx)) :  g per Í t ,  r l r :  I ,2, . . .
(cos (nx), cos(mx)l : ( sin (nx), sn(mx)) : g per Í7, rltr : l , 2,.. @ I *)

(20.4)
(si veda l'Esempio 20.2).In altre parole, definendo

Vt :  l ,  V2 :  COSX,  V3  :  S in Í ,  Vq :  COS(2X) ,  VS  :  S in  (2 * )  . . .

si ha che

( v t v t )  - 2 r ,  ( v ? r , v p )  : r  ( k :  1 , 2 , . . . ) ,  ( v p , v a )  = g  ( k ,  ( ,  e N ,  k l l ) .

Allora il risultato segue dal Teorema 20.2 (con m :2N * 1). Se / è continua a
îattila dimostrazione è essenzialmente uguale, solo che (/, g) non si può più chia-
mare prodotto scalare perché non verifica la proprietà che (f , f) :0 implica che
f(* ) :0  per  ognix  (per  esempio,  se/ (0)  :  1  e f  (x) :0  sex +0, f  è  cont inua a
tratti e (f , f) :0). D'alha parte, neila dimostrazione appena svolta non si atllizza
tale proprietà, quindi il Teorema 20.2 cotrtinuù avalere per le funzioni continue a
tralti.



20.1 Serie di  Fourier 583

Si noti che 1o spazio vettoriale considerato nella dirnoshazione del Teorema2}.I
contiene un numero infinito di elementi rnutuamente ortogonali (si dice anche che V
ha dimensione infinita). In analogia con il concetto di base di uno spazio vettoriale di
dimensione N, nasce spontanea la domanda se ogni vettore v € V possa essere scrit-

to come una "combtnazione lineare infurita divi',cioè se u: f aivi. sinoti però
i : 1

che il concetto di limite in 7 sarebbe tutto da approfondire: il lettore interessato può
farsi un'idea del concetto di convergenza in spazi di funzioni nel Paragrafo 9.5. Per
tratlare queste idee correttamente sarebbe necessaria la teoria matematica deII'analisi
funzionale. Nel caso specifico delle serie di Fourier si può formulare una rÌsposta
senza enh'are nel merito dell'analisi funzionale.

Se/ ha periodo L > 0 invece di2tr, è sufficiente applicare il Teorema 20.4 allafin-
zione y+f(Lyl(2zr)), che ha periodo 2zr. Questo porta alla seguente serie di
Fourier:

l Ò O O O
. I \ - \ . -

S ( x )  :  ^ a o l )  a n c o s ( n a o x ) + )  b n s i n ( n a s x )  x € R
1 " . U v / L-  

n : l  n : 7

dove i coeffrcienti di Fourier sono definiti come

("=T)
c rLl2

an : í | ff*l cos (nusx) d,Y
t -  J _ L / 2

t rLl2
bn : í  |  f@ s in(nasx)dx.  (20.5)

r -  J * L l 2

Il numero c,.r6 si dice anche frequenza fondamentale di /. La serie di Fourier può es-
sere interpretata come la scomposizione di un "segnale periodico" -f (in questo caso
una f.rnzione continua a tratti e periodica di periodo L) nelie frequenze nus multiple

Vale infatti il seguente risultato, di cui omettiamo la dimoshazione.

Sia f : R --+ R una, funzione periodica, di periodo 2n e continua a tratti. Sia S(x\ la se-
rie di Fourier associata con somme parzioli 51,(x);

1 N N

S,y(x) : 
,  o, * Io, ror (nx) t\b, sin (nx) x e R.
-  

n : l  n : \

ALIora S(x) d convergente per ognix e R e

t  ,  - /  ,  ^  ,  . . ,  .
(t) / (/ (xJ - Jru(x).)- clx --+ (.) per N - oc;

n /  \  7  , " ,  * ,( i i )  S( r )  : ; ( / (x * )+  f  ( * - ) )  per  xe  fu inpar t i co la re  S(x ) : f ( * )  se f  èco ,n t inua in
x:

(iii) vale /a disuguaglianza di Bessel:
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della fi'equenza fondamentale (dette anche "armoniche"). il Teorema 20.4 affe'rna
quindi che nn segnale continuo e periodico è completamente determinato rialla sua
scomposizione in frr:qaenza, ossia dal valore dei coefficientr an e bn che misurano i
contributi de1la n-esima freouenza.

Si noti che:

(ù se/ è pari, la serie di Fourier non contiene i termini con i seni e diventa

s(x) : Ioo *io, cos (nwsx) .x € R (", : 4\ Q0.6)/  
, r : l  \  L /

con 
a rL/2

an: - î -  |  f@cos(na, ' sx )dr  (n  e  N)
t ' J 0

(ii) se / è dispari, la serie di Fourier contiene solo i termini con i seni e diventa

s(x) : iu,sin (nc..,ex) x € R ("r: T\ (20.7)
n : l  \  r ' /

con

b, : + [''' f (*) sin (nwsx) dx (n e N \ {o}).r ' J 0

Figura 20.1La serie di
Fourier troncata Sr s (x)
della funzione
dell'Esempio 20.1.

Sia / periodica di periodo 2n tale che /(.x) : r per -r 1 x < zr. Allora la serie di Fourier
associata è

zi{-r)'*1 sin (nx)
n=1. 

n

(si veda Figura 20.1). Infatti

) î f t 2 , 1 " 2 f "
b , :1 /  . x  s in  (nx)dx :  -  _ Í -x  cos(nx) l  + -  /  cos  (nx)dx

r Jo n?T ' In ,n . ln

e an :0 per ogni n € N (lo studente controlli) in quanto / è "dispari tranne nei punti
n i Z k t r , k € Z " .

Si noti che nel punto x : -r la sornma della serie vale banalmente 0, coerentemente
I  - . '  1 '

con it reorem a 20.4: 0 : 
; 

(f (-"* ) + f (- "- )) 
:, (*n -f n)

: 0  V n
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sia/ periodica di periodo 2n taTe che/(x) : l.rlper -r 1x < n. AJloraf è pari e la serie
di Foririer associata è

1 1  4 $  c o s ( ( z n + t ) x )
T - ;  k -  e n + r f

(si veda Figura 20.2).Infatti

, r1l2 t

ao:  
T Jo 

xdx:  î l

^ : + lr" x cos (nx)dx : 2-*sin (zx)l"r- # lr" sn(nx)dx

2  ,  , l '  2  ( 0  n : 2 k * 2
:# cos (nx)lo: fi;I{-rl" - 1l : I q= l - o # ú ;  

n : 2 k r 1 '  k e  N '

Essendo/ continua in R, per il Teorema 20.4

o :,f(o) : + -1i ., t: T - ;  
k  e " + f  

+
o o l

quindi, essendo 
EA 

(assolutamente) convergente,

s l  s  t  , i ^ ] _ : : l i a * 4  +k 7 :  k 6 - k r z " n f  
-  4 - n "  6

C O t )

5- I 7f-
)  _ : _

?=r nt 6

Figura 20.2La serie di
Fourier Íoncata ̂ S3 (x)
della funzione
dell'Esempio 20.2.

Qualche volta risulta utile rappresentare la serie di Fourier in forma complessa, vfiliz-

z a n d o l e b e n n o t e r e l  
1  l  i x r e - t u \ " * i r " - . 1azioni cos.x: 
ik* +e-i*) e sinx:+(ro _r-o),

an cos (nx) + bn sin (nx) : an

: t*e* +t+" 
",* 

: cnei* + c_ne-í,*

1 f 1 l
sin (nx)) Ox : * | 71x1e-i". dx

zlf J _n

,inx 4 
"-inx

dove abbiamo posto

,,:tu+:* l_"_r(.r)(cos (nx) -i
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v - n  -
úr l ibn : + I_"Íor(cos (nx) r I sin (nx)) dx: + l_"rroru'en)x dx.

In tal modo si ottiene la rappresentazione complessa della serie di Fourier:

(1o studente controlli che il ragionamento è correffo anche sen:0: c6 : 2as). Si os-
serui che in questo caso la serie bilatera va intesa come il limite di "somme parziali
bilatere": in formule,

i  . , : . l im i  . , '
n?_* u-icn 

nlN

La formula precedente suggerisce l'estensione naturale del concetto di serie di
Fourier a funzioni complesse. Sia/ : R --+ C tale che Re/ e Im/ sono periodiche di
periodo 2tr e continue atratti. Allora la serie e i numeri complessi c" n (20.8) si dico-
no rispettivamente seríe di Fourier di f e coefficienti di Fourier di /. Per funzioni
complesse valgono risultati del tutto analoghi al caso reale (con le owie modifiche):
in particolare, la serie di Fourier è convergente, continua a valere (ii) del
Teorema 20.4 e

f l t ^ N

I lf @ - Sr,r(x)l'd* -- 0 per N --+ -1_oo, con Sry(x) ': I cnein*.
/  

' "  '  

a - - A /

*., ;; di una tunzione di periodo Z > 0 si ha

Le serie di Fourier troncate, S1,(x) : È cretnaox,non sono molto adaÍteper ap-

prossimare eventuali salti della fi*"ior:;f tL * intorno di un punto di salto l'errore
commesso mostra due "picchi" di segno opposto a quello della discontinuità che,

ntorno aI9oA del salto: nelia Figura 20.3 ab-
funzione dell'Esempio 20.1 nelf intomo di
e serie di Fourier troncate ,S15 e Ses. Come si
lei picchi si spostano verso il punto di salto,
tratta deI noto fenomeno di Gibbs, causato

coefficienti c, corrispondenti alle frequenze

sata sulla minimizzazione di

2tr
u o :  

L  
a  c r :

(20,8)

f (x)e-'"'o* 6r. (20.9)

,,: * l_"*f {*)r-*, *

t  r L / 2

iJ_,,,

Sr .  /" t

Jigura 20.3 Il fenome-
ro di Gibbs.
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ln tal caso risulta (ma non lo drmostriamo) che

t , , :  ( r -  l ' l l . -
\  N ) " '

o\ryero si offiene una serie in cui, rispetto ai coefficienti cn, si "favoriscono,' i coeffi-
cienti a ÍÌequenza più bassa. Infatti le corrispondenti somme di Fejér,

N  /  r , - r \
sf l r , )  , :  r  ( t - ! ! \ ,n , , , ,0*r Y \  /  

, Í í r \  N  ) - " -

non soffrono del fenomeno di Gibbs che si presenta per le serie di Fourier troncate.
Sia le serie di Fourier foncate sia le somme di Féjér possono essere rappresenrate

da un integrale invece che da una sommator.ia.

Si osserviche kfu@), anche detto nucleo di Fejér, è una funzione non negativa, e ciò
permette di approssimare funzioni non negative, f @) ) 0, con polinomi trigonome_
trici anch'essi positivi.

omettiamo la dimostrazione del Teorema 20.5; nel paragrafo 20.51, comunque,
useremo la trasformata di Fourier per dare un'indicazione sull'orieine del ,g.ll"o
kN@).

Somme dí Fejér

Determinare la serie di Fourier delle seguenti funzioni periodiche/(x):
a) /haperiodo2r ef(x) :  xper 0 1 x <2n,
b) f haperiodo 2r ef (x): sgn.xper -?r < r < z-;dedurnelasomma della serie i *#,
c) /  haperiodoz ef(x) :  x2 per} {  x <2; n:0

d) f haperiodo 2 ed èpari e f (x) : x2 perO ( x < 1;
e) f haperiodo 2 ed è dispari ef (x) : x2 per 0 (.r < 1.

20.2  Un 'app l i caz ione de l le  ser ie Fou  r i e r
Le sene di Fourier hanno una vastissinta gamma di applicazioni. In questo paragrafo
ne presentiamo una che permefte di segnalare una classe di problemi di ímpoianza

d i

S.:!,f 
^, 

R.- 
I 

una funzione periodíca cli periodo L e continua a tratti. Siano 51,1(x) e
Ji1it), rispettivamente, la serie di Fourier troncata e la somma di Fejér associate'a f .

f (y)kN(x - y) dy e sfl(x) f(y)t fu@ - y) dy

sin (c,rs(N + 112)x) sì:f (asNx/2)
(ws :zn lL ) .sn (aoxl2) Nsi# (agxlz)

Provare chela(20.2) definisce un prodotto scalare tnV : CQ-n, rl).

Provare Ie (20.3) e (20.4).
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fondamentale: le equazioni alle derivate parziali. Si tratta di equazioni differ.elziali
in cui ia funzione inco_gnita r.r dipende da più d.i una variabile e in cui compaiono le
derivate paruiaIí di a. Gran parte dei modelli matematici per la descrizione di fer,ome-
ni fisici (ma non solo: biologici, economici ecc.) coinvolge equazioni alle di:6vate
puziali, e il loro studio rappresenta una parte essenziale dé['analisi matematica. La,
vastità e la profondità dei concetti coinvoiti impedisce in quest'ambito alcun ragione-
vole approfondimento di tali equazioni: quel che ci interessa qui è soltanto ur.J*o..
a come gli skumenti fin qui sviluppati possano aiutare a risolverle.
La dinamica di una corda di uno stumento musicale dtlunghezza L > 0, fissata nei
suoi due estremi, può essere descritta da una funzione u(x, t) che rappresenta la de-
viazíone della corda rispetto alla sua posizione di equilibrio nel puntó x e [0, L] e al
tempo / (Figura 20.4).

Se z è sufftcientemente piccolo rispetto alla lunghezza L e se si trascura il feno-
meno dello smorzamento (ossia la perdita di energia cineticadovuta agli aflffiti e alle

forze cop;e inteme alla corda), l'accelera zione uy6 t : 
# 

è proporzio nale a

uxx i: 
A*, " 

a eventuali forze esterno, come quella esercitata dall'arco nei caso di

un violino (Figura 20.5).
Pensiamo per esempio alla corda di una chitana che è stata pizzicata al tempo

/ :.0 e della quale vogliamo sapere l'evoluzione temporale.L,azióne al tempo f : 0
avra portato la corda in una certa posizione, un(x), ion una cefia velocità tlliziale,
v6(x) :

u(x, o) : uo(x) e us(x,o) :: ffA,o) 
: vo(x).

Dobbiamo quindi risolvere il seguente problema: determinare una funzione u(x, t)
tale che

s e  0 < x < L ,  / > 0
s e  / ) 0

s e  0 < x < L

s e  0 < x < L

(20.10)
I

igura 20.4

Iigura 20.5 il verso di
t t ,

dove us o v6 sofio da considerare funzioni date,le cosiddette condizioni (o dati) ini-
ziali, definite e continue atafti in [0, l,]. Le condizionitn x: 0 e x : L), derfe con-
dizioni al contorno o dati al bordo, in questo caso esprimono il fatto che la corda
non può muoversi nei punti di estremo. La costante o ) 0 dipende dalle proprietà
della corda (materiale, tensione ecc.).

L'equaziona Lrss - &u**, detta anche equalione delle onde. è quindi un primo
'egempio di equazione alle deriiate parziali, un'equazione differenziale per una fun-
zione di più variabili. Si noti che le equazioni

u (x, t)

u (x, t)
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{ ' n :  d " '

L z(0, t) : u(L, t)
s e 0 < x < L ,  / > 0

- 0  s e  / ) 0
(20 ,  1  1 )

sono lineari e omogenee, quindi, sa u1 a u2 sorTo due soluzioni, 1o è anche qualsiasi
combinazione lineare \rt + 1,tu2. Comtnciamo quindi a cercare qualche soluzione
particolare. Sia u(x, t) : X(x)Z(r), dove X e T sono funzioni di una variabile anco-
ra da determinare. Ragionando formalmente si ha:

,x : 62rxx =+ X(x)TttU) : &X" 1x;f 1t1 =+ 19: ; !=@,) .f (t) " x(*)
Nell'ultima equazione si hova a sinistra una funzione che non dipende da x e a destra
una funzione che non dipende da r;poiché le due funzioni devono essere uguali, non
possono dipendere né da x né da t. Distinguiamo tre casi:

X"(x)= , ,  ^  X"( - \  y , , (x)

X(*) = -az 1o' ffi: P2 > o' ffi: ''
Poiché X(O)T(t) : u(0, f) : 0 e X(L)T(I) : u(L, t) : g, si richiede che
X(0) : X(L) : 0. Allora il primo caso da studiare porta alproblema

l x " + a 2 x : o  s e o < x < L
ì. x(o) : x(L) : o.

7TO

tJ

(  X L  : 0  s e  0  < x

I x(o) : x(L) : o
I X,' _ FX:
t x(o) : x(L)

(20.r2)

La soluzione generale dell'equazione differenziale è X(x): À cos (crx)+
p_srn (ax). Inolhe X(0) : À:0, quindi X(x): pt, stf_(ax). Infine
X(L) - 

É, sin (aL) :0, e poiché la soluzione X(x): 0 non ci interessa, richiede-
remo che sin (at) : 0, owero aL: nT per qualche n: I,2, . . . Quindi abbiamo
trovato infinite soluzioni particolari del problema (20.12):

r,  /  \  /n1Tx \
X n l x ) :  s i n (  

f  J  
n : 1 , 2 , . . .

Per trovare le soluzioni corrispondenti T"(t) si risolve ltequazione

W _ ; X , l @ )  _ _ n 2 # &  ò T r t * \ ,  n z r t é  - , . ,
T 6 : o  x , ( ù  L 2  - ^ n l t ) +  

u  
' I ' n ( t ) : o

+ T,(t) : An cos tr) -r B, sin (ry)
Posto quindi

abbiamo trovato infinite soluzioni particolair del problem a (20. 1 L):

un(x, t) : (A, cos (nust) * Bn sin (nast)) t (ry) per 0 1 x 1 L, t > 0.

Per giustificare il procedimento formale seguito per trovare le funzioni zn, si control-
Ia a posteriori (e facilmente) che si tratta effettivamente di soluzioni del problema
(20,11) .

Ragionando analogamente per i problemi

0  s e 0 < x < L
- 0

< L

non si trovano soluzioni oltre a quella banale, X : 0 (per esempio, nel secondo caso
X : d.x I b mapoichéX(0) : X(L) : 0 si ha che a : b : 0).



u(x, t) :D@" cos (nust) + Bn sin (nast)) r (ry) (20  13)

e scegliere i coefficienti An e B, in modo tale che siano soddisfatte anche le due con-
d iz ion i r imaste,  u(x ,0) :  uo(x)  euy(x,Q) :  yo(x)  se 0 < x  < L:

co

u ( x , O )  : f A , t  ( r y ) : u o ( * )  p e r 0 <  x < L
f r  \ L

uy (x ,0 ) :  È  nusBn  t ^  (n :  yo (x )  pe r  0  <  x  <  L .
f f i \

Le serie nelle due formule precedenti coincidono con serie di Fourier di funzioni di-
spari di periodo 2L. Perciò, estendendo u6 e vs a R come fsnzioni dispari e periodi-
che di periodo 2L, si scelgono A, ugaali ai coefficienti di Fourier di us e ftasB, a
quelli di v6:

An: + 1," z6(x) sin (T) *
":#lo' 'o ' ' ' '  (T)*

itolo 20 Serie e trasformata di Fourier

Come osservato prima, qualsiasi combinazione lineare dí u, è soiuzione di (20,11);
quindi è naturale considerare come soluzione, sempre a livello puramente formale,
una serie del tipo

Sotto opportune ipotesi sul dato tnrziale è possibile dimostrare (ma non lo facciamo,
accontentandoci del risultato formale) che la serie (20.13) è convergente e che la sua
somma è effettivamente soluzione del problema (20.10).

Si noti che u(x, /) è periodica rispetto a t, di periodo ,o (io realtà l'intensità del
suono diminufuà nel corso del tempo, ma ricordiamo di avere frascurato l'effetto del-
lo smorzamento nel nostro modello)' Il suono ci risulta "armorlico" perché le fre-
quenze nas che compaiono nei termini della serie sono multipli di quella più bassa,
c,rs, determinante per l'altezza del suono. owiamente a,rs dipende dalle proprietà ma-
teriali della corda (tramite il coefficiente o) e dalla sua lunghezza (più piCcolo è L,
piu alta diventa la frequenza e più acuto è il suono).

Il procedimento costruttivo seguito per trovare u(x, t) può essere generahzzato a
situazioni molto più generali e ha anche una variante computazionale. Nell'ultimo ca-
so si parla anche del metodo di Galerkin, la cui idea principale è: individuare le fun-
zíoni Xn(x) (essenzialmente vtilizzando I'approccio seguito prima, solo che in gene-
rale non saranno piu funzioni trigonometriche), prendeme un numero finito, N, e
considerare come approssimazione della soluzione una funzione del tipo
a1(t)X1+ . ' ' + ay(t)X7,r scegliendo le funzioni a"(t) nmodo opportuno. Per esem-
pio, nel caso appena considerato si userebbe come approssimazione

N

ur,r(x, /) : f a,Q) sn eL)
n : r \ L /

(si noti che z,r,'(0, t) : uw(L, t) : 0). Per definire le funzioni ar(t) siusa I'equazio-
ne delle onde:

N N )
(uN)n: (uN)** =+ t rrcrn("Tl\: i  4o,1t1r-(y+)

n : 7  
- \  

L  )  4  L 2  \  L  /

o w e f o  p e r  o g n i  n :  I , 2 , . . . ,  N
) 1

t t  /  . \  n 'T '
a ' n ( t ) : f a " ( t )  p e r  r > 0 .
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Per approssimare "al meglio" le condizioni al tempo /: 0 si usano il Teorema 20,1
e la (20.5):

/ ^ \  2  f L  ,  \  l n r x \  ) .  I Lo,(0) : 
i Jo 

a6(x)sin lt) *, a',,(07 : 
+ J, 

u6(x) sin (T) *

Quindi an è soluzione del problema

n2tf
a ' ; \ t ) :  

L2 
a" l t )  per  f  )  0

ao(o): + 1," a6(x) sin (T) *

a',(o) : + lr" u6(x) sin (T) 
"

owero ritroviamo l' espressione

a n ( t ) : A n  c o s ( n u s t )  * B n  s i n  ( n u s t )  p e î n : I , 2 , , . . , N

dove le costanti a0, An e B, sono definite come sopra.L'uttlizzo del Teorema 20.1 e
della sua dimostrazione permette anche di trovare delle stime per I'errore cofitmesso.

Si r,uole determinare una soluzione formale del problema

La soluzione u(x, t) rappresenta la temperatura nel punto x e al tempo t di una barra di me-
tallo di lunghezza 1; la costante rc ) 0 dipende dalle proprietà della barra. L'equazione
t'ts: Kl,lay di dice anche equazione del calore. Le condizioni niziali e al contomo in
Q0.I4) indicano che: inizialmente la banaha temperatura 1 - x; all'estremo r : 0 labana
è termicamente isolata; all'estremo x : l latemperatura è mantenuta costante e uguale a 0.
Procedendo come sopra, cerchiamo delle soluzioni particolari a variabili separate
u(x, t) : X(x)T(t) delle equazioni lineari omogenee

( Q : r c u * *  s e 0 < x 1 1 ,  / > 0

\ u * ( r , f )  
: 0  s e / ) 0  ( 2 0 . 1 5 )

( u ( 1 , r ) : g  s e / ) 0 .
Allora

r,u) x,,(*)
tr: " X#: costante, X'(0; : g, X(L) : g.

Se la costante vale -a2 n ( 0, si ha che

I  X '  + a 2 X  : 0  s e 0  < x < I  I  X ( x ) : À  c o s ( a x ) f p  s i n ( a - r )
(  = + (
l x ' ( o )  :X ( l )  : 0  l . x , (o )  :X (1 ) :0

=+ { 
*t. l :  À cos (ax)

I x 1 r ; : s
owero ci sono infinite soluzioni non banali corrispondenti u o: 

t I ntr : IY,

Í 7 / \  / ( 1 + 2 n ) r x \  ^ .A,\x) :  
"or\-r-) n"tn e N

(20.r4)
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(si controlli che i valori non negativi della costante non fomiscono altre soluzioni non banali
per lO. La soluzione corrispondente T"(t) si ottiene facilmente:

T' ,( t )  : -* , t  + 2n)zr2 nT,,( t)  + T,( t)  :  A,,e,**(1+zn)"cot

quindi si cerca una soluzione nella forma

u(x, t) : iA,,r*+(r+2n12rnt 
"o, 

( 
(1 + ?")"t 

1
n:7 /

I coeffrcienti ,4,, dowebbero essere scelti in modo tale che u verifichi la condizione
u(x, 0) - 1 -.x, ovvero

i o , * , ( ! + - )  : r - ,  pe ro<  x< l (20.16)

Al contrano del caso precedente, però, nella (20.16) non si riconosce immediatamente uno
degli sviluppi in serie di Fourier considerati furora. Per capire come procedere, si osse1a
che le funzioni Xn sono in realtà definite su hltto R, pari rispetto a" x : 0 e dispari rispetto a
X :  I :

X"(-*) : Xn(x) e X"(x) : -X,(2 - x).

Perciò estendiamo il dato tntziale ug(x) : - 1 - x allo stesso modo, e poi estendiamolo pe-
riodicamente su tutto R:

f o ( x )  : r  - l x - a k l  p e r r €  l - 2 + 4 k , 2 + 4 k )  k e Z

(si veda la Figura 20.6). Lo sviluppo in serie di Fourier di /0 è dato da

loo+t '0." ' (9) ,  dove oo:  [ '0-x)cos (* \*
z  É  \ z /  J o  \ z /

(si veda la (20.6)). Un semplice calcolo mostra che

a2n:  O I  a2n+ l
rz(2n * l ) '

(in partícolare, come è naturale attendersi per le suddette ragioni di simmetria, i coefficienti
di indice pari si annullano). Perciò, ponendo k:2n * l, dal Teorema 20.2 segue che

ug(x) : i or,*, "", 
(?]!t1-\,

. n : I \ z /

che coincide con la Q0.I6) ponendo An: azn+t Si è quindi trovato, sempre a livello for-
male, la soluzione del problema (20,14):

u(x, t) : 
fir;* 

r- IQ+zn1',? o' 
""" (I+O)

Figura 20.6Lafunzio-
ne/6(.r).
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Determinare le soluzioni (formali) dei seguenti problemi;

a )  ( u t : I t *  s e O (  x 1 T ,  t > 0I

\  
u * ( O , t ) : u , ( t r , l )  : 0  s e  /  )  0

\ u ( x , O ) : a  s e 0 < x < T .

b) s e 0 < x 1 T ,  t > 0

s e / ) 0

s e 0 < x < i T

s e 0 < x < 7 T .

ffi

20,3 Trasformata di  Four ier

20.3 .1  In t roduz ione e  de f in iz ione

Nel Paragrafo 20.1 si è visto che è possibile scomporre una funzíone continua at'-:atti
e L-periodica in uno spetbro discreto di frequenz e Ztrn f L, e che se la funzione è con-
tinua tale scomposizione determina completamerrte f ; in altre parole, si può associare
a un segnale continuo e periodico la sua rappresentazione "tn frequenza", owero in
serie di Fourier, e ricostruirlo a partire da essa.

La domanda da cui si vuole partire per introdurre la trasformata di Fourier è la se-
guente: è possibile rappresentare "in frequenz,a" (e ricostruire) un segnale nonperio-
dico? Per poter rispondere serve anzittttfo un candidato naturale por tale rappresenta-
zione. Dataunafunzione/: R -t R (oppure/: R -+ C) continua eunnumero reale
L > 0, consideriamo la restrizione di f ar1ftntewallo l-L12, L12) ed estendiamola
con periodo L:

fa(x) di periodo l,, fz(*) : f (x) per x € l-LlZ, L12).

Inl-L12, L12) f coincide confy e, per il Teorema 20.4,f7 coincide con il suo svi-
luppo in serie di Fourier:

\- ^ oihalx 2r L ["]'
.L" , "  

- ,  con ' " :  
L  

Q cn: iJ_" , r f7(x)e- ' " " *66.

,""r;;; @rr) :: Lcn (owero cn : F(nar) lL : w4F(nwy) I (zn)),possiamo
riscrivere la forrnula precedente come

1 o o

: f F(nu7)ei""',-ùL,
z7f fy(x)e-'"'z* 6s6.

Pensiamo all'insieme {nrr, n € Z} come a una suddivisione di R di ampiezza wy.
Poiché uL '-+ 0 per L --+ *oo, la formula precedente può essere interpretata come
un' appro s simazione dell' integrale improprio(' J

(1) Per motivi di maggiore simmetria, in letteratura spesso si utllizza il fattore llt/2n nella definizione di
(anti)trasformata:

. l f + * 1 f + *
rlfl@) | : -+: I f@)"--' a* per u €R,f-tfFl(x) : -|v.p. I F1a1eí",du per x € R.' l2tr J-a ^/2r 

- 
J_*

f L12
con F(na;) :  I

l _ f  t . ,Ù  _ L I L
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v,D. r+"o-: l F(a)e''*du,
ZT J _,N

con F(a) : 
l_** 

r@)r*itot;6*.

Abbiamo così identificato i candidati naturali a rappresentare in fl'equenza una flrn-
zíone f :

Se / è reale (owero se / : R -+ R) allora l'integrale nella definizione si spezza nella
soÍrma di due rntegrali di funzioni reali:

F(a):u.r. 
[** f(x) cos (ax)dx- I v.p. [** f(*)sin (crx)dx.

In particolare, segue ,il'-uru*-ente dalle propri"tà oi'"rimmetria di seno e coseno
che

r se / è reale e pari, allora Flfl è reale e pari;
o se/ è reale e dispari, allore f|l è immaginariaepan

(?lfl è immaginaria se iFlfl è reale).
L'antitrasformata di Fourier si definisce analosamente:

Poiché lt''l:l per ogni a € R, ogni funzione assolutamente integrabile in R è
(anti)hasformabile secondo Fourier, e in tal caso il valore principale dell'integrale
coincide con f integrale in senso improprio.

La definizione di trasformata di Fourier ricorda da vicino la trasformata di
Laplace bilatera inhodotta nel Paragrafo 19.5:

f +oo
Larlf)(p): I f(*)r-q. tr per as < Rep < be.

J -oo

Sia ora/(x) un originale per la trasformata diLaplace bilatera tale che la striscia ver-
trcale {trt € C : as < Rep < bo} contiene l'asse immaginario, cioè

a s 1 0 1 b s .

Allora, per il Teorema t9.72,1a trasformata inversa è

f (*) : LrllFl: *u.0. [*'* o1,r1ro,or.u 'L  J  
2 l t t  

-  
J - i *

Posto p : iw per c,.r e R, ciò si haduce nel seguente risultato.
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Sia f : R ---+ 0 continua e originale per la trasfarmata di Laplace bilatera, tale che
0 e dom Llfl. AIIora

f (r) : F-rlz[f)): 
+ l-"* 

np!r-,d, dove F(c,.,) : ":lf]. (20.17)

In effetti l'identità (20.17) vale (eventualmente in senso più debole) in una classe di
funzioni più vasta (si ricordi che, se a.s 10 < b6, l'originale/(x) ha un decadimento
esponenziale del modulo l/l sia per x --+ *oo che per x --+ -oo, che in effetti rap-
presenta una restrizione considerevole). Incontreremo, ma non tratteremo in detta-
glio, alcune di queste generulizzazioni: lo scopo principale di questi parugraftè dare
un'idea del senso e dell'utilizzo dellatrasformata di Fourier.

L'identità (20.I7) conferma che la hasformata di Fourier di una funzione/(x) de-
finita in R gioca un ruolo molto simile a quello dei coefficienti delle serie di Fourier
di una funzione periodica di periodo L. Come i valori lcnl misurano il contributo del-
le frequenze discrete nus alla funzione/, così lr(r)l misura la "densità" del conhi-
buto della frequènza w af (x). Non è casuale che in varie applicazioni, quali lateona
di fluidi turbolenti, lF(r)l'ha il significato di densità di energia (come funzione del-
Iaftequenzau).

Si può dimostrare, ma non lo facciamo, che vale I'identità di Parseval se/ è ha-
sformabile secondo Fourier e l/(x)12 è integraoile in R, arlora, posto F(o) : Llfl
anche lF(r)l'è integrabile in N e risulta

l f  (*)l 'd*.

t

Calcoliamo la trasformata di Fourier di/(x) - e-cl'\, c > 0:
nì-m 

í,0 /+oo
I e-"1'1"-i,r dx : | ,cx-iwx d* + | ,-cx-iux d*

J-* J-* Jo

Iecx- iux1r t  , Ie -cx- i t x1+a 1  I  2c:  : -
L c - i . l _ *  L - c - i w ) 0  c - i u '  c l i a  è + u P '

f V@)l'du:2tr I_:

l l -o,olO, :  
{ ;

. 1 / * -
1t -n.ot (x)  :  j -v .p.  /

L'7r J -a

ffiSia a > 0 e sia 1?o,olla firnzione caratteristica di l-a, al:

s e  - a  1 x  1 a

altrimenti.

" - i a x 6 * : - * k - - "
2 sn (wa)

a
(20.18)

(si veda Figrna 20.7). Applicando il Teorema 20.8 per la hasformata inversa si ottiene che

2sn(wa) ; , , !  ---f e'-'d' Per 'x € R

[+* stn (wa) -il,,v .u.n. 
J _* 

'" dLr : rl;o,n1(-x) : n'l 7o,o1(x).

Scambiando x e w olLeniarno la formula

Fll;,,"1(w, : 
I*,
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117o,o1(w). (20.  1e)

Quindi, anche se la funzione sin (ax) lx non è un originale per la trasformata di Laplace bi-
iatera (non è neanche assolutamente integrabile in R, si vedi l,Esempio g.45), per ú 1zo. p;
si ha

tft*#41 (d : n1?o,4(a) se a > o (20.20)

Figura 20.7 La funzio-
n e r H 1 7 z 4 @ ) e l a
sua trasformata
F ( w ) :  F l l r - r ' t l .

Figura 20.8 La funzio-
-ne 

92 dell'Esempio 20.6
e la sua trasformata
t s t o ^ l

"  L 6 z ) '

Determinare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni:
I

a) f (x) : ti -z; c) f (x) - e-olxl cos (bx), a > 0.L + X .

0 f @) - e-atxt sin (bx), a > 0;

20.3 .2  Propr ie tà  e lementar i  de l la  t ras fo rmata  d i  Four ie r
Le proprietà elementari della trasformata di Fourier sono molto simili a quelle della
trasformata di Laplace e ia loro verifica è del tutto analoga. Anzibttto la trasformata
di Fourier è lineare: la trasformata di una combinazione lineare di funzioni trasforma-

S i a n o a > 0 e

B o ( x ) : ( 1 - l x l l t

(Si veda Figura 20.8). Integrando per parti si ottiene

Fls" l@) :  fo (r*- l )g-, i ,*  dx + [  ( ,  -  x\r- iax 
6*'  

J _ a \  a z  J o  \  a /

: 
# (2 - ,,,o - 

"*iua) 
: 

h(r 
- cos (ura)).

(20.21)

(20.22)
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bili è la combinazione lineare delle trasformate, Nella Tabe\la20.1 sono raccolte al-
cune h'a ie principali proprietà della trasformata diLaplace.

Tabella 20.1

f (r) FVl:  F(u) condizioni

I  - / t , , r \
* . - F t _ l

l a l -  \ a )

f (*) F(-u\
a
J f ( r - x o ) F(u\e-ùo' x 6 € R
Aî f (x -f xs) *f (x - xs rr) cos (rrxs . x s € R
5 F(w - ws)

(iw)"F(w)

u,rg € R

Trnt (x)

7(r,) @ esiste ed è
hasformabile per

k : 1 , . . . , n
(-i*)'f (*)

Detetminiamo la trasformata di Fourier di un segnale replicato 2N volte: data una funzione
trasformabile secondo Fourier, /s (il "segnale"), si pone

N

f N @ )  : :  f  f s @  -  n x s )  ( N :  t ,  2 , . . . ) .
n:-N

Allora, per la proprietà 3 della Tabella 20,1 e per la formula per la somma di una progressio-
ne geometrica di ragione ,-ixou,

N 2 N

FVNI(r) :  F\ol(r)  |  e- i" ' " :  T1ol(r)  
" iNxouT(r- ixou)tn:-N l:0

: flfol(,) r'**" | ;d?ff : FVol(,) {Y:#

_ 
".tr  

i / .  . ,  ei(N+t/z)*ow - a-i(N+112)xsw
- J U 0 ) \ w )  

@

(nell'ultima ugaaglianza si è moltiplicato e diviso peÍ eix,,l2). euindi

[ N  I
"rl i fo@-n'o;l : ,,rr, sn((N 

!r/z)!txo) .
ln?* '" '  

" ' )  -  L/wr sn(wxsl2)

Determjnare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni:
a) f (x) : x1 ;t,r;(x) (si ricordi I'Esempio 20.5);
U) /(x) : 1 13,7y (x).

20.4 Trasformata d i  Four ier  e ser ie d i  Four ier

Nonostante la trasformata di Fourier sia stata motivata nel Paragrafo 20.3.1 come
"limite" di serie di Fourier, le funzioni periodiche non sono hasformabili secondo la
Definizione 20.6 (si prenda per esempio cu : 0 nella definizione). Ii legame ha i due
concetti è foraito dalla seguente semplice osservazione che collega i coefficienti del-
la serie di Fourier di una funzione L-penodica f con Fo(r) : Flf l eL/2, L/2)1.

ffi
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sia f una funfione periodica d,i periodo L e continua a tratti, sia w6:2nlL e sia

D "n"' 
o* la serie di Fourier associata a f con cofficienti

t  rL l2
, , :  

T J^r,r f  
(*)u-" ' 'u ' tr  (n e N).

{r@)
l 0

s e - L l 2 < x < L l 2
altrimenti,

Fs(er) : : TVo]

Per la definizione di/e,

f L/2 r+,x

I f (*)r-tnwox 4a - | fs(x)e-i"'o* úE
J_Ll2 J_,n

quindi il risultato segue dalla definzione di c, e Fs(a).

Sia/(x) un segnale triangolare replicato infinite volte:

f (x) : 
,t__._*r"O * nL)

dove a, L > 0 e go è la funzione defirrita dalla (20.21). per la e0.22),

F[s"]r: +(1 - cos (ro)),
u-y'a

quindi.i coefficienti di Fourier associati a/ sono

c n =  
r  - / 2 n n \  L  ( .  / 2 t r n a \ \=zo\  

t  ) :  2n  r ro  (1  
-  cos  

\ ; ) )

20.5  Teorema d i  campionamento

Un segnale a banda limitata è una funzione f : R -* C trasformabile secondo
Fouriertale che F(u) : F[f]venfrca

F(w) :0 se lrl > ,,
per qualche a.r1 ) 0; l'esffemo inferiore di tali a,r1 si dice ampiezza della banda (si
veda Figura 20.9). Il seguente risultato, di forte impatto applicativo, mostra che un
segnale a banda limitata è interamente determinato dai suoi "campionamenti,'
f (nL).



Figura 20.9

Di solito si sceglie u0 : Lù2 e in tal caso

*oo

r@): Y. r@r)
n : - @

Diamo solo un cenno di dimostrazione.
L-42, e2l, St otÍene:

sin (r,,'s(x - nL))
uo(x - nL)

Sviluppando F in serie di Fourier in

*oo

F(a) : 
n\O,r-t"", 

se lrl S rr,

dove, per la (20.9),

A,: 
+ l":,F(w)einL, *: + l_*nF1r1r*", du): L=-Ilnl@r) : Lr@L).

si noti che la serie di 
fgrlier è il prorungamentoperiodico (di periodo 2u2) di F(a) aR, quindi si annulla ne['intervalló (rr, ir, - cu1i, In particòrur., per ra scerta di as,

F(a) : i tylrrsr-inL,1?,o,,ol(a) per ogni r,.,€ R.

Per la (20.20). n", rffietà 3 delta Tabelao:.r.

sin (c,;e (x -

x - n L
: 7T1 y-ws, uol(u) e-i"L, (20.23)

Quindi, formalmente
ta e anttftasformando':

il risultato segue scambiando le operazioni di serie e frasforma-
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r,_ \ +E Lf (nL)
I \ x )  :  ) . -

TI

sin (cds(x - nL))
x - n L

20 .5 .1  De l t a  d i  D i r ac  e  a l t r e  f unz ion i  s i ngo la r i

Ricordiamo Ia delta di Dirac inhodotta nel capitolo precedente, la sua interpretazio-
ne come segnale istantaneo "di massa 1" e la notazione formale

r tco

I O(*, - x)f (x) dx :: f (xs) se / e C(R)
J _ n

anche se ó(x) non è una funzione. ln analogia con I'inhoduzione della trasformata di
Laplace della delta di Dirac (si vedano le (19.33) e (19.34)), si definiscono pel ogni
1 6 € R

f +co

F l6 (x -x6 ) ]  : :  /  6 ( * - *o ) r - t ' *dx :s - i ' xs  e  T -1 le - i "01
J _oo

: : ó ( x - r o ) .

(20.24)

(20.2s)

Analogamente si defrntscono

I

f lei"orl ::2r6(w - ..,o), f-tlA@ - ro)] :: 
fiei'o*

(si noti che e''o'non è trasformabile secondo Fourier, quindi non si può applicare di-
rettamente la definizione di hasfornata di Fourier). In particolare, scegliendo .rs : Q
neIIa (20.24) e ,ro : 0 nella (20.25) si ottiene

Fl6 ] : :  1 ,  F l l ]  : :2 r6 (a) . (20.26)

Sia 51' la serie di Fourier troncata associata a una funzione periodica di periodo L > 0 e
continua a rratti. Sia Fs(c,.,) 1a hasformata di Fourier della resbrzione di / all'intervallo

l-L12, Ll2l, f 1?Lp,L/2le sia c,;s : 
+ 

Per il Teorem a 20.9

r N  I  N
rlsryl :-r l  I  !-n,t@rrlr inuoxl: I  agFs(nws)6(w-nws).

fin-:a zn J "--n
Poiché "6(, - ,ro) : 0 se w I ntrs", si può scnvere

N  [ N  I
rlsru] :wgF,(w) I ,(, _ rro) :+flfo)Fl[ 

"'""' ln:-N ln:-N I

Ragionando come nell'Esempio 20,7 e uÍlTizzando la Q0.24) si ottiene la trasformata di
Fourier di un impulso replicato 2N volte:

f ri I N
r l  ) -  6@-nxs ) l :  t  " - i nxowt 4  i  -

ln:-N I n:-N

Analogamente

sin (u,,(N + llz)xs)

r- ' I i  o@ -,,0)f
i È l

ln:-N I

sn(axs12)

sin (trs(N + Ilz)x)
2r stn(wsxl2)

I

2tr

N

I olnoox -
,/r 

-

(20.27)

(20.28)



20.5 Teorema dicam

e quindi, per laproprietà del prodotto di convoluzione,

.  | -  /  N  \ l
r l s ru ]  - - q  r l r o@- l t  r i " ' v \ 1 .Ltt  

L \ '1" / l
Aatitrasformando ritroviamo, almeno formalmente,Taparte del Teorema 20.5 che riguarda
sry(x):

1 tL/2
Sls(.r) : 

Z J_r,J(ùk7{(x 
- y) dy con k11(x) :

Oltre alla precedente estensione del concetto di trasformata, è utile segnalame un,al-
tra, che consente di definire la trasformata di Fourier della funzione diHeaviside, La
funzione;f (x) : r /x non è trasformabile secondo Fourier, perché cos (wx) li non è
integrabile in senso improprio in x : 0. Osservando che'tàle funzione'è dispari. si
puo però dar senso alf integrale come valore principaie p€r.r _+ O+ e per-r ;';;,

r+oo I / r-, /À\ cos (clx) _ i r
|  

' r - , , * d x : :  
^ l i p  ( l  + t  ,  .  ,  ' s i n ( c , - r x ) *

J -* X r*O+,n-+oo \r/_a 
' 

J, ) i

: -2i 
[+* 

sn !ax) dx : _zi sgn, [ +z dy : _inssn ,,.Jo x Jo y 
*r

(nell'ultimo passaggio sièvtil.ozato la (1g.35)). perciò definiamo

r l l l  . -  ; - ^ - ^ .
L;l 

' : -itr sgncir e F-l[sgnc.,] :

Procedendo allo stesso modo si ottiene

*r, | _.J ?r,,* d, :,*o/|fi\** (l _-^' * l,^)
perciò si definisce

l r l
f - ' l + l  : : sgnx  e  f f s snx l : L .

L I , n )  
v  ! e - - - - r  

i w

osservando che H(x) : 
|o* ssnx) e che ,l+(1 + sgnx)] : n6(r)+ l, si

,definisce la trasformata della funzione ar nrori!íae come 
) ta

r lH@)] , :  l ry r*  ssn x l :  r6(w)+ I  ..Z , 
ru)

Si noti che né sgnx né È1(x) sono trasformabili secondo la Definrzione20.6.
Formalmente la proprietà 6 della Tabella 20.1 è arrcorasoddisfatta nei caso di H (x'l:

FIH'(x)l: -r[ó(x)] : 1 ì
iaF[HQ)] : irol6(a)+ 1 : 1 j 

.-> FIH' (x)l : tar[H(x)]'

sin (r,,'6(N + Ilz)x)
sn (asx12)

T

7TX

cos (c..'x)+i sin (crx)_do:sgn-r
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Sia/ continua affatti e periodica di periodo L, con f(*):/s(x) per xe l-Llz,Ll2).
Procedendo come nell'Esemoio 20.10. verificare formalmente che

@

f l f l(r): t wsFs(nws)6(w-nus) dove c,,6 :+ e F6(a.,) :Flfol.

Un impulso replicato infinite volte, usualmente detto treno di impulsi, è un segnale del tipo:

,àro 
-nL).

Utilizzando l'esercizio precedente, ricavarne formalmente la trasformata di Fourier:

f c o  I' l  É  6@-nL) l :+  É, ( ,  -+)
L n : - 6 J n : - o o \ /
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